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Introduccion 3

INTRODUCCION

La formulacion méas general del modelo de optimizaciGates y determi-
nista es el modelo daerogramacion no lineaEsta unidad didactica se dedica
al estudio de este modelo y puede dividirse en dos grandespl primera
dedicada a la busqueda y formulacion de condicioneg&ctsde optimalidad
y la segunda que se ocupa del disefio de algoritmos paradaadidm de la
solucién numeérica.

Tras introducir los conceptos basicos y presentar algajessplos de apli-
cacion del modelo, se desarrollan algunas condiciorei s de optimalidad
para el problema de programacion no lineal. Este estudigergsante no soélo
desde el punto de vista tebrico sino porque a partir de dicbadiciones es
posible idear algoritmos de solucion.

Una de las condiciones de existencia de 6ptimo mas caameiglel teorema
de Weierstrass, que garantiza que cualquier funcion ragetdefinida en un
conjunto compacto alcanza en él su maximo y su minimea ésidicion es no
computable, en el sentido que de ella no es posible extraernia@s numéricos
susceptibles de ser programados en un computador.

Las condiciones de 6ptimo que estudiaremos aqui son, emagar par-
te, condiciones de las que pueden seguirse criterios mcosé&te 6ptimo. Para
ello es necesario suponer hipotesis de diferenciabildamhvexidad a las fun-
ciones del problema. La convexidad es una hipotesis claxe |p obtencion
de las condiciones de 6ptimo mas relevantes. Por elloegssorhacer un dete-
nido estudio de las propiedades de las funciones convexasysikextensiones
como la cuasiconvexidad y la pseudoconvexidad. Luego senelxan diversas
condiciones, necesarias y suficientes, que debe cumpfitieié del problema
de programacion no lineal.

El apartado dedicado a la exposicion de algoritmos paresialucion nu-
mérica de los problemas de programacion no lineal estdid> en dos blo-
ques. Inicialmente, se estudiaran algunos métodos paatimizacion de una
funcién sin presencia de condiciones de restriccion ygpmsmente se anali-
zaréa el caso general en el que se consideraran problemasstacciones.

Si bien es cierto que la mayoria de las aplicaciones pexctile los mo-
delos de optimizacién incluye restricciones, el estudidas técnicas de opti-
mizacibn sin restricciones es importante por varias regokn primer lugar,
muchos algoritmos de optimizacion con restriccionesaism el problema
transformandolo en una sucesion de problemas sin r@stes, utilizando pa-
ra ello, por ejemplo, multiplicadores de Lagrange, fune®de penalizacion
o funciones barrera. En segundo lugar, otros algoritmosptimizacion con
restricciones actian de la manera siguiente: parten denfo , a continua-
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cion, buscan una direccién a lo largo de la cual optimizafuihcion criterio.
Este problema de busqueda del 6ptimo a lo largo de unacébrede mejora
de la funcion objetivo es un problema sin restriccionesen,fcon frecuencia,
con simples restricciones de acotacion. Finalmenteasaté las técnicas de
optimizacibn sin restricciones pueden extenderse de arera natural para
incluir restricciones, por lo que pueden servir para ideanagtivar procedi-
mientos de solucibn para problemas con restricciones.

Presentaremos diversos algoritmos para la minimizaamea funcion de
una y varias variables; unos aplicables a cualquier fumditcluso aunque no
sea diferenciable, y otros mas fuertes basados en laaotdiz de derivadas.

En el Gltimo apartado de la unidad didactica se abordatabiesde los
métodos numeéricos para resolver el modelo mas generdéar, el problema
de programacion no lineal con restricciones. Este estlglios algoritmos de
optimizacibn con restricciones incluira dos grandesiffam los métodos de
direcciones factibleg los métodos de penalizacion

OBJETIVOS

= Conocer el modelo de programacioén no lineal.

= Determinar las condiciones tebricas que deben verificasdduciones
optimas del problema de programacibn no lineal.

= Saber resolver tebricamente el problema de programacidimeal.

= Conocer el concepto de algoritmo para resolver numérintered pro-
blema de programacién no lineal.

= Conocer y saber aplicar diversos algoritmos para la opdiodn sin
restricciones de una funcibn numeérica.

= Conocer las principales familias de algoritmos para lalvegin numé-
rica de un problema de programacion no lineal general.

= Saber aplicar los métodos numéricos para resolveripaaeente un mo-
delo de programacién no lienal.

CONTENIDOS

1.1 El modelo de programacién no lineal
1.1.1 Definiciones
1.1.2 Solucién gréfica de un problema de programaciorneall
1.1.3 Ejemplos de problemas de programacion no lineal
1.1.3.1 Disefio de prototipos
1.1.3.2 Localizacion de equipos
1.1.3.3 Modelo de produccibn-inventario
1.1.3.4 Modelo de construccion de una autopista
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1.2

1.3

1.4

1.1.3.5 Un modelo para la administracién optima de recur-
Sos hidraulicos

1.1.3.6 Ajuste de curvas

1.1.3.7 Estimacibn de modelos de correlacion para tablas
de contingencia

Funciones convexas y generalizaciones

1.2.1 Definiciones y propiedades basicas
1.2.1.1 Continuidad de las funciones convexas
1.2.1.2 Derivada direccional de una funciébn convexa
1.2.1.3 Subgradiente de una funcion convexa

1.2.2 Funciones convexas diferenciables
1.2.2.1 Funciones convexas una vez diferenciables
1.2.2.2 Funciones convexas dos veces diferenciables

1.2.3 Maximos y minimos de funciones convexas
1.2.3.1 Minimizacién de una funcion convexa
1.2.3.2 Maximizacibn de una funcion convexa

1.2.4 Generalizacion de funciones convexas
1.2.4.1 Funciones cuasiconvexas
1.2.4.2 Funciones cuasiconvexas diferenciables
1.2.4.3 Funciones estrictamente cuasiconvexas
1.2.4.4 Funciones fuertemente cuasiconvexas
1.2.4.5 Funciones pseudoconvexas

1.2.5 Convexidad en un punto

Condiciones de 6ptimo en programaciéon no lineal
1.3.1 Problemas sin restricciones
1.3.1.1 Condiciones necesarias de 6ptimo
1.3.1.2 Condiciones suficientes de 6ptimo
1.3.2 Problemas con restricciones de desigualdad
1.3.2.1 Condiciones de 6ptimo de tipo gebmetrico
1.3.2.2 Condiciones de 6ptimo de Fritz John
1.3.2.3 Condiciones de 6ptimo de Karush, Kuhn 'y Tucker
1.3.3 Problemas con restricciones de igualdad y desiggialda
1.3.3.1 Condiciones de 6ptimo de tipo geométrico
1.3.3.2 Condiciones de 6ptimo de Fritz John
1.3.3.3 Condiciones de 6ptimo de Karush, Kuhn y Tucker

Algoritmos de programacion no lineal
1.4.1 Algoritmos y convergencia
1.4.1.1 Conceptos basicos
1.4.1.2 Convergencia de algoritmos
1.4.1.3 Composicién de aplicaciones algoritmicas
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1.4.1.4 Minimizacién alo largo de direcciones indepentdie

1.4.2 Comparacion entre algoritmos
1.4.2.1 Orden de convergencia de un algoritmo

1.5 Algoritmos de optimizacion sin restricciones

1.5.1 Minimizacioén unidimensional sin usar derivadas
1.5.1.1 Busqueda Uniforme
1.5.1.2 Método de la seccion aurea
1.5.1.3 Meétodo de blsqueda de Fibonacci

1.5.2 Minimizacibn unidimensional con derivadas
1.5.2.1 Método de Newton unidimensional

1.5.3 Caracter cerrado de la aplicacion algoritmica asgbeda
lineal

1.5.4 Minimizacibn multidimensional sin usar derivadas
1.5.4.1 EI método de Hooke y Jeeves

1.5.5 Minimizaciébn multidimensional con derivadas
1.5.5.1 EI método del descenso mas pronunciado
1.5.5.2 Método de Newton

1.5.6 Métodos de direcciones conjugadas
1.5.6.1 EI método de Davidon, Fletcher y Powell

1.6 Algoritmos de optimizacion con restricciones
1.6.1 Métodos de direcciones factibles
1.6.1.1 Meétodo de Zoutendijk para problemas con restric-
ciones lineales
1.6.1.2 Meétodo de Zoutendijk para problemas con restric-
ciones no lineales de desigualdad
1.6.1.3 Meétodo de Zoutendijk para restricciones no liegal
de igualdad
1.6.1.4 Convergencia del método de Zoutendijk
1.6.1.5 El algoritmo de Topkis-Veinott
1.6.1.6 Convergencia del método de Topkis y Veinott
1.6.1.7 EIl método del gradiente reducido de Wolfe
1.6.2 Métodos de penalizacion
1.6.2.1 Meétodos de penalizacion exterior
1.6.2.2 Métodos de la funcién barrera
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INTRODUCCION

La organizacion y funcionamiento de una sociedad modelgende en
buena parte de la calidad desistema de redgsara el transporte, comunica-
cién y distribucién de energia, bienes y servicios. Beras, por ejemplo, en
la gran influencia que tienen en la vida cotidiana la red deeteras, la red
de ferrocarriles, las redes de lineas aéreas, la red eferié fija y movil, la
red de distribucién de agua, electricidad y gas, las redesmaticas, las redes
sociales, etc.

La compleja estructura de estos sistemas de redes y su eogésalrollo
y mantenimiento exigen que sean disefiados y utilizadosatera eficiente.
Las técnicas de analisis de redes pueden, en gran medgidiaraal disefio,
mejora y racionalizacion de estos sistemas.

El anélisis de redes tiene sus fundamentos teéricos ®oie de grafgs
una rama de las matematicas que nace en 1736 con la foronfaai Leon-
hard Euler del famoso problema de fmsentes de Konigsbergdombres cla-
ves en el desarrollo de la teoria y los métodos son los déKarff, Hitchcook,
Koopmans, Ford, Fulkerson, Charnes, Cooper y Saaty, etnte o

Los modelos de redes han sido ampliamente utilizados eistigaeion
operativa para diversas aplicaciones, tales como: agliisefio de sistemas
de transporte, redes de comunicaciones, redes de ordesadmies de televi-
sibn por cable, sistemas de riego en gran escala, redesade entre satélites
espaciales y la tierra, etc. Asimismo la metodologia délisis de redes ha
sido eficiente para resolver problemas de la industria tales: distribucion
de bienes, planificacion de proyectos, reemplazamientmdipos, equilibrio
de lineas de montaje, control de inventarios, por nomharasblo algunas de
las aplicaciones de mayor éxito.

La utilizacibn de modelos de redes presenta, entre o&asjduientes ven-
tajas:

1. Los modelos de redes permiten representar de forma simmiecisa
muchas situaciones del mundo real.

2. Los modelos de redes suelen ser aceptados y comprendégofaail-
mente por los no analistas que otros modelos de investigagérativa.
Esto quizas es un reflejo del hecho de que “una imagen vateqon
mil palabras”. Ademéas muchos modelos de redes estanae#atos con
problemas fisicos que pueden ser facilmente explicag@ssonas que
no poseen grandes conocimientos técnicos.
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3. Los algoritmos de redes proporcionan soluciones exttamante efi-
cientes para algunos problemas de gran escala.

4. Los algoritmos de redes permiten resolver problemas amhas mas
variables y restricciones que otras técnicas de optindinaclebido a
qgue explotan convenientemente la particular estructuraendéelo.

En esta unidad didactica pasaremos revista a algunasisites tipicas del
mundo real que permiten un tratamiento matematico basa@o analisis de
redes, presentando algunos ejemplos, junto con el modeéénmatico adecua-
do y el algoritmo de resolucion correspondiente. Previgm@troduciremos
la terminologia y conceptos basicos necesarios pargoaseion de los mo-

delos.

OBJETIVOS

= Conocer los conceptos basicos de teoria de grafos y staejoin a los

modelos de redes.

= Conocer los modelos de optimizacion de arboles y arberesas y los

meétodos para su resolucion.

= Conocer los modelos de optimizacion de caminos y los nostpdra su

resolucion.

= Conocer los modelos de optimizaciéon de flujo y los métodars [su

resolucion.

CONTENIDOS

2.1 Grafos

2.1.1 Ejemplos introductorios
2.1.2 Definiciones fundamentales
2.1.3 Numero ciclomaético

2.1.3.1 Conceptos basicos
2.1.4 Ciclos y cociclos

2.2 Arboles y arborescencias

2.2.1 Arboles
2.2.2 Algoritmos del arbol de expansion
2.2.2.1 Algoritmo del arbol de expansion
2.2.2.2 Algoritmo del arbol de expansion minimo
2.2.3 Grafos fuertemente conectados
2.2.4 Arborescencias
2.2.5 Algoritmo de ramificacibn maxima
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2.3

2.4

Caminos

2.3.1 Ejemplos introductorios
2.3.1.1 Problema del camino méas corto
2.3.1.2 Problema de inversibn optima

2.3.2 El problema del camino

2.3.3 El problema del camino mas corto
2.3.3.1 Elalgoritmo de Dijkstra
2.3.3.2 El algoritmo de Ford

2.3.4 Algoritmos de todos los caminos mas cortos
2.3.4.1 Elalgoritmo del camino mas corto de Floyd
2.3.4.2 Técnicas para registrar los arcos del camino mas

corto
2.3.5 Algoritmo del camino mas corto de Dantzig

Flujos
2.4.1 Definiciones
2.4.2 Algoritmo de aumento de flujo
2.4.3 El problema del flujo maximo
2.4.3.1 El problema de flujo maximo como problema de
programacion lineal
2.4.4 Algoritmo del flujo maximo
2.4.4.1 El algoritmo del flujo méaximo para varias fuentes y
varios sumideros
2.4.5 Problema del flujo de coste minimo
2.4.5.1 Elproblema del flujo de coste minimo como proble-
ma de programacion lineal
2.4.6 Algoritmo del flujo de coste minimo
2.4.7 Algoritmo de desviaciones




