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TEMA 2: Sistemas de ecuaciones lineales

1. Sistemas de n ecuaciones con n incégnitas. Método de Cramer
Comencemos resolviendo una ecuacion de una incognita
ar =10

Se nos pueden presentar 3 casos:

1. Si a # 0, la ecuacién tiene solucion unica © = 2.
2. Sia=0yb=0, laecuacion tiene un conjunto infinito de soluciones ya que cualquier niimero real
satisface esta ecuacion.

3.Sia =0y b# 0 entonces esta ecuacion no tiene soluciones.

ISHISy

1.1. Sistema de dos ecuaciones

Podemos avanzar un poco més y estudiar ahora un sistema de ecuaciones con dos incognitas.

ax + by =
asx + by = ¢
Se llama solucién de este sistema a todo par de valores que al sustituir por ellos a x e y cumplen

las igualdades.

Para resolver este sistema, es decir, para dar una solucion, podemos multiplicar la primera ecuacién
por by y la segunda por —b; y suméandolas obtenemos que

l‘(ale — agbl) = Clbg — Cle
De esta manera siempre que a1bs — asby # 0 tendremos

c1ba — caby aicy — ascy
a1by — azbq a1by — azbq
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La condicién que hemos obtenido para que el sistema tenga una tnica solucion es que determinante
de la matriz sea distinto de 0.
Ademas si nos fijamos en los numeradores de las expresiones para = e y, vemos que

c1 b
c2 by
p= 12 721
ar b
az by

De manera analoga para la otra soluciéon obtenemos que

a; C1
az C2

y = -
ar by
az bo

Estas expresiones son las formulas de Cramer para la resolucién de una sistema de dos ecua-
ciones con dos incognitas.

Soluciones del sistema

De la misma forma que hicimos en una ecuacién podemos clasificar la soluciones de la siguiente
forma:

= Si DetA # 0 el sistema tiene solucion tunica.

= Si el determinante es cero, entonces se cumple que

ar b

az by
es decir, los coeficientes de las incégnitas son proporcionales. Si ademas se tiene que
1 by

(&) bg =0

es decir, % = Z—;, tambien los términos independientes son proporcionales, con lo que tenemos

un conjunto de soluciones infinito.

» Si |A| = 0 pero el determinante anterior es distinto de cero, entonces las ecuaciones son contra-
dictorias y el sistema no tiene solucion.

Interpretaciéon geométrica

Cada ecuacién del sistema representa una recta, luego la solucién del sistema determinara el punto

. 1 1

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

2
www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hdganoslo saber y sera retirada.



1.2. Sistema de tres ecuaciones lineales

Consideremos el siguiente sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas

aiz + by + cz dq
agx + by + coz da
asx + by + c3z ds

Llamamos solucion de este sistema a la terna («, 3,7) que convierten a estas ecuaciones en igual-

dades.

Consideramos la matriz de coeficientes

ar b1 <
A= as bg C2
az bz c3

Las formulas de Cramer se pueden extender al caso de tres incégnitas mediante un cdlculo similar
al realizado en el sistema de dos ecuaciones, obteniendo como soluciones del sistema

d1 b1 C1 al d1 C1 aq bl d1
dg b2 ()] ag dg (&) a9 b2 d2
d3 b3 C3 as d3 C3 as b3 d3
r= —--— y = ———--------- =
|A] Al Al

Siempre que |A] # 0.
Interpretacién geométrica.

La interpretacion geométrica de este sistema es sencilla. Cada ecuacién representa un plano en el
espacio, de forma que al resolver estudiamos cudl es la posicién relativa de estos tres planos, pudiendose
cortar en un punto, dos a dos en tres rectas paralelas, los tres en una misma recta, o ser paralelos o
coincidentes,...

1.3. Sistemas de n ecuaciones con n incognitas

Podemos generalizar las formulas de Cramer para un sistema de n ecuaciones con n incégnitas.
Consideremos el sistema

+ apr, = b
+  agmxy, = b2

ajlxry + aipxre +
as1r1 + axry +
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donde B; es la matriz de coeficientes en la que hemos sustituido la columna de términos independientes
por la columna de los coeficientes de x;.

aij; aiz ... b1 PN QA1p

as1 Qo9 ... by ... ao,
B; =

anpl ap2 ... bn ... Qpn

2. Teorema de Rouche-Frobenius

2.1. Definiciones

Llamamos ststema compatible a aquel sistema que tiene al menos una solucién, en caso contrario
decimos que el sistema es incompatible. Si ademas esta solucién es tnica, entonces decimos que el
sistema es determinado.

2.2. Teorema de Rouche-Frobenius

Existe un teorema que nos permite saber que tipo de soluciones tendré el sistema de ecuaciones
segun el rango de la matriz de coeficiente y de la matriz ampliada.

Teorema 1 Consideremos las matrices A de coeficientes y A* o matriz ampliada que contiene en su
ultima fila a los elementos independientes, entonces:

1. Para que el sistema sea compatible es mecesario y suficiente que los rangos de la matriz de
coeficientes y de la matriz ampliada sean iguales.

2. St ademdas el rango de ambas matrices es igual al nimero de incdgnitas, el sistema serd compa-
tible determinado. Sirg(A) = rg(A*) < n entonces el sistema es compatible indeterminado.

Existe un método para resolver comodamente sistemas compatibles indeterminados con las férmu-
las de Cramer, lo veremos con un ejemplo:
EJEMPLO: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

201 — 3x2 + dx3+ Ty =1
4x1 — 629 + 223 + 314 = 2
2371 - 3372 - 11:L’3 - 15:64 =1

Este es un sistema compatible e indeterminado, ya que r(A) = 2 = r(A*) < 4 Los pasos a seguir
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3. Pasamos a la derecha de la igualdad aquellas incégnitas que correspondan a las columnas que
no estén en el menor elegido.

Sxg + Txy =1 — 221 + 329
2x3 + 3x4 = 2 — 41 + 629

4. Por ultimo resolvemos utilizando las formulas de Cramer

1—2x14+3x2 7

2—4x1+ 622 3 ‘
T3 = 11 2 = 2221 — 3329 — 11

5 1—2x1+4+ 3x9
2 2—4x1 + 629

Ty = T = —16x; + 2425 + 8

Haciendo 1 = ¢1 y 9 = ¢a, se tiene que el conjunto solucién es de la forma:

($1,1’2,l‘3,1‘4) = (Cl, ca,22c1 — 33co — 11, —16¢1 + 24co + 8)

3. Expresiéon matricial de un sistema. Sistemas equivalentes

Ya hemos visto que podemos estudiar las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales a través
del rango de dos matrices (la de coeficientes y la ampliada).
En general, podemos escribir los sistemas en forma matricial haciendo

ai; aig ... PN Ain T bl
a1 Az ... e a9y, 9 _ b2
aAnl Ap2 --- .. Gnn Tn br,

O de manera abreviada AX = B.

De esta manera, un sistema queda determinado si conocemos su matriz de coeficientes y la matriz
que contiene los términos independientes y asi podremos calcular sus soluciones realizando operaciones

en dichas matrices.

3.1. Sistemas equivalentes

Definicién 1 Dos sistemas de ecuaciones (con las mismas incdgnitas) se dice que son equivalentes
st tienen las mismas soluciones, es decir, si toda solucion de uno de ellos es también solucion del otro.

Cartigéna
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3.2. Método de Gauss

Todo sistema de ecuaciones lineales tiene un sistema equivalente escalonado. Es decir, realizando
sucesivas operaciones elementales podemos obtener un sistema con una matriz escalonada.
El método de eliminaciéon de Gauss consiste en la eliminacion sucesiva de incognitas a través de una
matriz escalonada.

EJEMPLO: Resolver mediante el método de Gauss el siguiente sistema

Ty + 229 + 3x3 = 2

r1 — To + xr3 = 0

1 + 39 — x3 = —2

3r1 + 4x0 + 3x3 = 0
1 2 3| 2 1 2 3| 2 1 2 3 2
1 -1 1| 0 0 —3 —2| -2 0 0 —14|-14
1 3 1|27 1o 1 4|4 )70 1 -4 4|~
3 4 3| 0 0 -2 —6|—6 0 0 —14|—14

Haciendo la ultima fila cero, dividiendo entre -14 la segunda fila y cambiandola por la tercera obtenemos
el sistema equivalente (escalonado).

1 + 2x9 4+ 3x3 = 2
o — 4.%'3 = —4
r3 = 1

La solucién del sistema se obtiene comenzando por la tdltima ecuacién, y sustituyendo dicho valor
sucesivamente en las ecuaciones anteriores. La solucién es, por tanto, (—1,0,1).

Observemos que el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada es 3 e igual al nimero
de incognitas, luego el sistema es compatible determinado.

4. Sistemas homogeneos

Existe un caso particular de sistemas de sistemas de ecuaciones lineales que merece ser estudiado
a parte.

Definicion 2 Llamamos sistema homogeneo a aquel sistema cuyos términos independientes son
todos nulos.

De manera inmediata podemos ver que este tipo de sistemas es siempre compatible, ya que una
solucién es (x1,z2,...,2,) = (0,0,...,0). Lo interesante es saber cudndo un sistema homogeneo tiene

anliicinmes nn nnlasg
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Teorema 4 Cualquier combinacion lineal de soluciones de un sistema homogéneo es también una
solucion del sistema.

Es interesante, por tanto, hallar las soluciones linealmente independientes del sistema en términos
de las cuales se escribiran todas las demas soluciones.
El teorema anterior implica, por tanto, que la suma de dos soluciones del sistema homogéneo es tam-
bién solucién del sistema, asi como la multiplicacién de un nimero por una solucion.

EJEMPLO: Resolver el sistema homogéneo y escribir las soluciones como combinacion lineal de
términos independientes
201 — 310+ 23 — T4+ 225 =0
3r1 —x3+x4=0
x1 + 3x9 — 223+ 224 — 225 =0

Primero calculamos el rango de la matriz, para ello transformaremos la matriz de coeficientes
mediante operaciones elementales

2 -3 1 -1 2 1 -6 3 -3 4 1 -6 3 -3 4
3 0 -1 1 0 ~13 0 -1 1 0 ~1 0 18 —-10 10 -—12
1 3 -2 2 =2 1 3 -2 2 =2 0 O 0 0 0

El rango de la matriz de coeficientes es 2, como el nimero de incégnitas es 5, el sistema es com-
patible indeterminado. Resolvemos el sistema mediante las formulas de Cramer siguiendo el método
anteriormente expuesto

2x1 — 310 = —x3 + x4 — 225
3£L‘1 = T3 — X4

De esta manera las soluciones son ] ]

Tl = —-T3— =X
1= 3%~ 3T
5 5 n 2
To = —T3 — —X4 + =X
D A

Podemos escribir las soluciones como combinacién lineal de vectores independientes

15 1 5
= c3(5,2,1,0,0 —2.-20,1,0
($1,$2,.§L’3,$4,$5) 03(3797 s Yy )+C4( 3’ 97 PR} )+
2
+C5(07 gv 07 07 1)

Podemos resolver sistemas no homogéneos utilizando un sistema homogéneo. Consideremos el
sistema no homogeneo

((anzr + aprs + ... 4+ apz, = b
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Proposicion 1 La solucion general del sistema es igual a la suma de la solucion del sistema ho-
mogéneo asociado y de una solucion del sistema.

Teorema 5 Sea v una solucién de (1). Ezisten k soluciones linealmente independientes del sistema
homogéneo asociado uy, ..., uy, tal que todas las soluciones de (1) son

v+ ciug + -+ cpug
donde ¢; son numeros reales. A esta expresion se le denomina solucién general del sistema y a v

solucion particular del sistema.

EJEMPLO: Sea el sistema

2r+y+t=2
22+ 3t=0
r+3z=1

que tiene como una de sus soluciones (10, —20, —3,2). Calcular todas sus soluciones.

Estudiamos el sistema asociado homogéneo

20 +y—+1t=0
224+ 3t=0
r+3z2=0

Tiene como solucién general (4,5\; —10X; —1,5X; A). Si encontramos una solucién particular del
sistema inicial, podemos escribir sus soluciones como combinacién lineal de estas. De esta manera

(z,y,2,t) = (10; —20; —3;2) + A\(4,5; —10;1,5; 1)
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