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Backtracking Introduccién

Introduccion
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Backtracking - Vuelta atras

o Estrategia para encontrar soluciones a problemas con restricciones
definidos sobre espacios discretos (de elevado tamafio)

@ Construye soluciones parciales progresivamente, las cuales deben
cumplir las restricciones del problema

@ El recorrido (en profundidad) tiene éxito si, procediendo de esta
forma, se puede definir por completo una solucién (en una hoja de un
arbol de recursién)

o Puede detenerse al encontrar una solucién o seguir hasta encontrar

todas

@ Si en alguna etapa la solucién parcial construida hasta el momento no
se puede completa ¢ . g S g
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Ejemplo - 4 reinas
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Backtracking Arboles de busqueda

Arboles de busqueda

C“tag"“a” emwwwmwma@%%




Permutaciones de {a, b, c}
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Permutaciones de {a, b, c}

rimer
p 3 llamadas
elemento
segundo
9 2 llamadas
elemento
tercer
1 llamada
elemento

permutacion (a,b,c)




Backtracking Arboles de busqueda

Permutaciones de {a, b, c}

@ ;Cudantas llamadas recursivas se hacen en cada nivel?

e 3,2, 1 (se podrian controlar con bucles)

@ Pero lo mas facil es generar siempre 3 posibles llamadas, y usar un
vector de valores booleanos para ver si realmente se debe realizar la
llamada recursiva

o El vector de booleanos se puede pasar por valor o referencia

o Referencia: habrd que deshacer los cambios al retroceder (C o Java)

@ Valor: no serd necesario deshacer cambios

@ El nivel de la llamada indica la posicién del nuevo elemento a afadir




Backtracking Arboles de busqueda

Implementacion - |

1 |void permutaciones(int n){
2 int[] perm = new int[n];
3 boolean[] libres = new boolean[n];
4
5 for(int i=0; i<n; i++)
6 libres[i] = true;
7
8 perms(n, O, perm, libres);
9|}
10
11 | void imprimir(int[] v){
12 for(int i=0; i<v.length; i++)
13 System.out.print (v[i]+" ");
14 A DA A O C
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Backtracking Arboles de busqueda

Implementacion - Il
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void perms(int n, int i, int[] solucion, boolean[] xs){
for(int k=0; k<n; k++)
if (xs[k]1){
solucion[i] = k;
xs[k] = false;

if (i==n-1)
imprimir(solucion);
else

perms(n, i+1l, solucion, xs);

xs[k] = true;

}




Partes de {a, b, ¢}

Solucién - arbol binario
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Partes de {a, b, ¢}

Solucién - arbol binario

seincluye: a

seincluye: b




Partes de {a, b, ¢}

Solucién - arbol binario

Arbol binario

@ En cada nodo decides si un elemento estara presente o no

Simplemente crea un vector un vector de valores booleanos

e [1,0,1] ={a,c}

@ No es necesario deshacer los cambios




Backtracking Arboles de busqueda

Implementacion - |

Solucién - arbol binario

void partesConjl(int[] c){
boolean[] subc = new boolean[c.length];

partesl(c.length, 0, c, subc);
}

void imprimir(int[] c, boolean[] v){
for(int i=0; i<v.length; i++)
if (v[il])
System.out.print(c[i]+" ");
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Backtracking Arboles de busqueda

Implementacion - Il

Solucién - arbol binario
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void partesi(int n, int i, int[] c, boolean[] subc){
for(int k=0; k<=1; k++){

if (k==0)
subc[i] = false;
else

subc[i] = true;

if (i==n-1)
imprimir(c,subc);
else

partesi(n, i+1, c, subc);




Partes de {a, b, ¢}

Solucién - subconjunto en cada nodo

{ab}

A
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Partes de {a, b, ¢}

Solucién - subconjunto en cada nodo

0 elementos

1 elemento

2 elementos




Partes de {a, b, ¢}

Solucién - subconjunto en cada nodo

@ El arbol de recursién no es binario

@ En el nivel i las soluciones tienen i elementos

@ Crea un vector con los indices de los elementos que se van incluyendo

e [0,2] ={a,c}

@ Tiene la mitad de nodos (factor constante) que el drbol binario del
primer algoritmo




Partes de {a, b, ¢}

Solucién - subconjunto en cada nodo




Backtracking Arboles de busqueda

Implementacion - |

Solucién - subconjunto en cada nodo

1 |void partesConj2(int[] c){

2 int[] subc = new int[c.length];

3

4 partes2(c.length, 0, -1, c, subc);

5|}

6

7 |void imprimir(int[] c, int[] subc, int fin){
8 for(int i=0; i<=fin; i++)

9 System.out.print (c[subc[i]]+" ");

10

11 System out. println() .




Backtracking Arboles de busqueda

Implementacion - Il

Solucién - subconjunto en cada nodo

void partes2(int n, int i, int j, int[] c, int[] subc){
imprimir(c, subc, i-1);

for(int k=j+1; k<n; k++){
subc[i] = c[k];

partes2(n, i+1, k, c, subc);

}

© 00 N O O W N =
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@ n: niimero de elementos (profundidad maxima del 4rbol)




Backtracking N reinas

N reinas




N reinas

Problema de las N reinas
@ Dado un “tablero ajedrez” de n X n celdas, se pide ubicar n reinas de
modo que no se amenacen
o No pueden estar en la misma fila

o No pueden estar en la misma columna

o No pueden estar en la misma diagonal (principal o secundaria)




8 reinas

W

@ Para n = 8 hay 92 soluciones posibles

@ Aunque 12 Unicas

A
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N reinas

W

W

@ Solucién obvia pero absurda:
o Probar las 2" formas de colocar reinas en el tablero
o 1,84-10% paran=38
@ 65536 para n=4

@ Pero los conjuntos solucién solo deben contener n elementos




N reinas

"}

'}

W

@ Ademids solo puede haber una reina por cada columna:

o Esto reduce las posibilidades a n” (hay n formas de colocar una reina
en una columna, y hay n columnas)

e 16777216 para n=38
@ 256 paran=4

@ Pero ademés no puede haber dos reinas en la misma fila

eNHN@RDWWNEAﬁM EQ%S
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Backtracking N reinas
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N reinas

@ Formato de la solucidn:

o (fila de la columna 1, fila de la columna 2,... fila de la columna n)

e (2, 4,1,3) en la figura




Arbol de buasqueda para N =4

O
1 2 3 4
@ @ @ Q
234 134 124 123
o O O o O O 0, O O 0, O @)
3f\a  2f\a  2f\s 3f\a  1f\a  1f\s 2f\a  1f\a  1f\2 2f\s 1f\s 1/ \2

@ Podemos emplear un algoritmo para buscar permutaciones

o Al llegar a una hoja se “han colocado” las cuatro reinas y podemos
probar si Ia solucién es valida




Arbol de buasqueda para N =4
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Arbol de biisqueda podado para N = 4

O
1 3 3 4
O (X @ Q
2/ 4 7, 4 7, 4 7, 3

O @, ) J J @)
3/ \a 2[ \a 2[ \3 3/ \a 1/ \a 1/ \3 2[ \a 1/ \a 1/ \2 2[ \3 1/ \3 1/ \2
O O O OO0 OO0 O O 00 OO O ON®
4 |3 4 2 3 |2 a4 |3 4 13 |1 4 |2 a4 12 1 3] |2 3 12| |1
OO0 OO O OO0 00 OO OO0 00 OO0 O OO0 OO0

O solucioén parcial valida O solucion completa valida




Backtracking N reinas

Implementacion

diagonales diagonales

filas g )
principales secundarias

@ Para verificar que una solucién parcial es valida usamos:
o f: filas libres




Backtracking N reinas

Implementacion - |

1|void n_reinas(int n){

2 int[] ¢ = new int[n];

3

4 boolean[] f = new boolean[n];

5 for(int i=0; i<n; i++)

6 f[i] = true;

7

8| ©boolean[] dp = new boolean[2*n-1];
9 for(int i=0; i<2*n-1; i++)

10 dpl[i] = true;

11

12 boolean[] ds = new boolean[2*n-1];
13 for(int i=0; i<2*n-1; i++)

14 ds[i] = true;




Backtracking N reinas

Implementacion - |l

1| void buscarReinas(int n, int i, int[] solucion,
2 boolean[] f, boolean[] dp, boolean[] ds){
3 for(int j=0; j<n; j++)
4 if (£[j] && dpli-j+n-1]1 && ds[i+j1){
5 solucion[i] = j;
6
7 £[j1 = false;
8 dp[i-j+n-1] = false;
9 ds[i+j] = false;
10
11 if (i==n-1)
12 imprimir(solucion);
13 else
14 buscarReinas(n, i+1, solucion, f, dp, ds);
15
f[j] = true;
a_r: [T 47 —
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Implementacion - 11l

@ Linea 3: se generan los candidatos

Linea 4: se comprueba la validez del candidato

@ Lineas 5 — 9: se incluye el candidato en la solucidn, y se actualizan las
estructuras de datos

@ Linea 12: si se ha llegado a una solucién valida se imprime

Linea 14: en caso contrario se sigue buscando

Lineas 16 — 18: se borra el candidato de la solucién, y se actualizan
las estructuras de datos




Backtracking Otros problemas

Otros problemas
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i s
Salto de caballo

@ No es requisito que pueda volver al punto de partida

@ 1| 14| 9 |2 |23

10 19 | 22 15 8

@ 5 | 2| 13| 24|21
'@ 1812 | 4| 7|16
@ 3 | 6 |17 |12 25

@ Variante: ciclo Hamiltoniano (camino cerrado en un grafo)

@ 9 0 0 0 9 2
\nv SECELP o~4
e @ X3




Backtracking Otros problemas

Salto de caballo
Arbol de bisqueda

(fila=3, columna = 3)

) A 1

1 N4 x _/

- (/] ~

12 D ‘D (62 (64 1Y 9 (@4

X X X X
casilla origen casilla ocupada casilla libre >< fuera del tablero
N L) A
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Backtracking Otros problemas

Implementacion - |

1| boolean saltoCaballo(int f, int c, int lado){

2 int[][] tablero = new int[lado][lado];

3 int[] incrX = new int[] {-1, 1, 2, 2, 1, -1, -2, -2};
4 int[] incrY = new int[] {-2, -2, -1, 1, 2, 2, 1, -1};
5

6 tablero[f] [c] =

7 boolean hay = bu scar(tablero length*tablero.length,

8 tablero.length, 2, f, c, tablero, incrX, incrY);
9| if(hay)

10 imprimir (tablero) ;

11 return hay;

12|}

13

14 | void imprimir(int[]J[] tablero){

15 for(int i=0; i<tablero.length; i++){

16 for(int j=0; _]<tab1ero length J‘H')

17 oo :

VIC 'l



Backtracking Otros problemas

Implementacion - |l

1| boolean buscar(int n2, int n, int i, int f, int c,

2 int[][] recorrido, int[] incrX, int[] incrY){
3 boolean exito = false;

4 for(int k=0; k<8 && 'exito; k++){

5 int nuevaF = f + incrY[k];

6 int nuevaC = c + incrX[k];

7 if (nuevaF>=0 && nuevaF<n && nuevaC>=0 && nuevaC<n)

8 if (recorrido [nuevaC] [nuevaF] == 0){

9 recorrido[nuevaC] [nuevaF] = i;

10 if (i==n2)

11 exito = true;

12 else{

13 exito = buscar (n2, n, i+i,

14 nuevaF, nuevaC, recorrido, incrX, incrY);
15 if (lexito)

16 recorrido[nuevaC] [nuevaF] = 0;

17 A DA AD

C ANVED ENVIA HIEYSAPE 6
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i s
Laberinto

laberinto solucion
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Backtracking Otros problemas

Laberinto
Arbol de bisqueda

) -—
fila, columna * » T
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Backtracking Otros problemas

Implementacion - |

1| boolean hayCamino(char[][] laberinto){

2 int[] incrX = new int[] {1, 0, -1, O0};

3 int[] incrY = new int[] {0, 1, 0, -1};

4

5 laberinto[0] [0] = ’C’;

6 boolean exito =

7 buscar(laberinto.length, 0, O, laberinto, incrX, incrY);

8

9 imprimir(laberinto) ;

10 return exito;

111}

12

13| void imprimir(char[][] laberinto){

14 for(int i=0; i<laberinto.length; i++){

15 for(int j=0; j<laberinto.length; j++)
System.out.print (1aber1nto[1] [1+" ")




Backtracking Otros problemas

Implementacion - |l

1| boolean buscar(int n, int x, int y, char[][] laberinto,
2 int[] incrX, int[] incrY){
3 boolean exito = false;
4 for(int k=0; k<4 && 'exito; k++){
5 int coordX = x + incrX[k];
6 int coordY = y + incrY[k];
7 if (coordX>=0 && coordX<n && coordY>=0 && coordY¥<n)
8 if (laberinto[coordY] [coordX] == *> ’){
9 laberinto[coordY] [coordX] = ’C’;
10 if (coordX==n-1 && coordY==n-1)
11 exito = true;
12 else{
13 exito = buscar(n, coordX, coordY, laberinto, incrX, incrY);
14 if (exito)
15 laberinto[coordY] [coordX] = ’ ’;
16 } -
Phs A DA\ AR - C
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Backtracking Otros problemas

Suma de subconjuntos

Problema de la suma de subconjuntos

Dada una lista L de nidmeros no negativos y otro nimero s, determinar los
subconjuntos de L que suman s

13=6+7

13=2+5+6

[1 2 3 5 6 7 QJI::> 13 |=———> 13=1+5+7

13=1+3+9

13=1+2+3+7




i s
Suma de subconjuntos

@ L=(2735), s=8

@ Se afiade una condicién para podar el drbol si la suma parcial es mayor que s




Backtracking Otros problemas

Implementacion - |

1| void main(String[] args){
2 int[] L = new int[] {1, 2, 3, 5, 6, 7, 9};
3
4 sumaSubconjuntos(L, 13);
5[}
6
7 | void sumaSubconjuntos (int[] L, int s){
8 buscarSubconjs(L.length, 0, O, L, s, new boolean[L.length]);
9}
10
11 | void imprimir(int[] L, boolean[] v){
12 for(int i=0; i<v.length; i++)
13 if (v[i])
14 System.out.print (L[il+" ");
Qiretam Ant nrintln
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Backtracking Otros problemas

Implementacion - |l

1|void buscarSubconjs (int n, int i, int p,

2 int[] L, int s, boolean[] subconj){

3 for (int k=0; k<=1; k++){

4 int nuevoP = p + kxL[i];

5 if (nuevoP<=s){

6 if (k==0)

7 subconj[il=false;

8 else

9 subconj[i]=true;

10

11 if (i==n-1){

12 if (nuevoP==s)

13 imprimir (L, subconj);

14 }

15 else

buscarSubconjs(n, i+1l, nuevoP, L, s, subconJ)

L)




Backtracking Otros problemas

Problema de la mochila 0-1

Problema de la mochila 0-1

Dado un conjunto de n objetos, cada uno con un peso p; y unvalor v;, i=1,...,n,y
una mochila con capacidad C. Maximizar la suma de los valores asociados a los objetos

que se introducen en la mochila, sin sobrepasar la capacidad C, sabiendo que los objetos
NO pueden partirse en fracciones mds pequefias:

maximizar Zx;v,- sujeto a  x; € {0,1} f=1,.

.., n
X i=1

.’fﬁ\\n

/'/- 23
ya ./




i s
Mochila 0-1

Arbol de bisqueda
@ pesos = (3,6,9,5), beneficios = (7,2,10,4), capacidad =15

(15, 0)

(15,0) (12,7)

(15,0) 9.2 (12,7) 6,9

0 1 0 1 0 1 0 1

(15,0) (6, 10) 9.2 0,12) (12,7) (3,17) (6,9) (-3,19)




Backtracking Otros problemas

Implementacion - |

1| void main(String[] args){
2 int[] ps= new int[] {3, 6, 9, 5};
3 int[] bs= new int[] {7, 2, 10, 4};
4 mochila_0_1(ps,bs, 15);
5[}
6
7 | int mochila_0_1(int[] ps, int[] bs, int c){
8 int[] solParcial = new int[ps.length];
9 int[] solOptima = new int[ps.length];
10 int bOpt = buscarOl(ps.length, O, c, 0, solParcial,
11 solOptima, -1, ps, bs, c);
12 imprimir(solOptima, bOpt);
13 return bOpt;
14|}
15
6 void imprimir(int[] v, int prt){
for (int i=0: i<v gth

Cartagcna99
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Backtracking Otros problemas

Implementacion - |l

1|int buscarO1(int n, int i, int p, int b, int[] solParc,
2 int[] solOpt, int bOpt, int[] ps, int[] bs, int c){
3 for(int k=0; k<=1; k++){
4 if (kxps[i]<=p){
5 solParc[i] = k;
6 int np = p - k*ps[il; int nb = b + kxbs[i];
7 if (i==n-1){
8 if (nb>b0pt){
9 bOpt = nb;
10 for(int j=0; j<ps.length; j++)
11 solOpt[j1 = solParc[jl;
12 }
13 }
14 else
15 bOpt = buscar01(n, i+l1, np, nb, solParc, solOpt, bOpt, ps, bs, c);
16 //int np = p + k*ps [1] ; innecesaria
//int nb =

VIC 'l



Backtracking Ramiificacion y poda

Ramificacion y poda
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Ramificacion y poda
@ Hasta ahora poddbamos el drbol de recursién si una solucién parcial
no cumplia los requisitos del problema para llegar a ser una solucién
completa
o En problemas de optimizacidon se pueden realizar podas adicionales:

Habiendo conseguido hallar una solucién valida con valor
éptimo v, podemos descartar soluciones que nunca puedan
alcanzar dicho valor éptimo

@ Es un método exacto de resoluciéon de problemas de optimizacién




Ramificacién y poda: Mochila 0-1

@ pesos = (3,6,9,5), beneficios = (7,2,10,4), capacidad =15

0(23)
bs[1] ’ H7
0(16) 7(23)
bs[2] -2 +2 2 +2
0 (14) 2 (16) 7(21) 9(23)
bs[3] -10 +10 -10 +10 -10 +10 -10
0(4) 10 (14) 2 (6) 12 (16) 7(11) 17 (21) 9(13) X

.| .| I

bs(a]l -4 +a " +a 6<14 _, 11<14 4 13<17

0(0) 4@ 10 (10) 14 (14) 12 (12) X X




Backtracking Ramiificacion y poda

Implementacion - |

1| void main(String[] args){

2 int[] ps= new int[] {3, 6, 9, 5};

3 int[] bs= new int[] {7, 2, 10, 4};

4

5 mochila_0_1(ps,bs,15);

6}

7

8 | void mochila_0_1(int[] ps, int[] bs, int c){
9 int[] solParcial = new int[ps.length];
10 int[] solOptima = new int[ps.length];
11

12 int suma=0;

13 for(int i=0; i<bs.length; i++)

14 suma += bs[il;

15

16 int bOpt = buscarOlpoda(ps.length, 0, c, 0, suma, solParcial, solOptima, -1, ps, bs, c);

17 imprimir(solOptima, bOpt);
18 |

20 void imprimir(int[] v, int bOpt){
for(lnt i= 0, 1<v length, it+




Backtracking Ramiificacion y poda

Implementacion - |l

1 | int buscarOlpoda(int n, int i, int p, int b, int bmax, int[] solParc,
2 int[] solOpt, int bOpt, int[] ps, int[] bs, int c){
3

4 for(int k=0; k<=1; k++){

5 if (kxps [i]<=p){

6 solParc[i] = k;

7 int np = p - k¥ps[il;

8 int nb = b + kxbs[i];

9 int nbmax = bmax - (1-k)*bs[i];
10
11 if (i==n-1){
12 if (nb>b0pt) {
13 bOpt = nb;
14 for(int j=0; j<ps.length; j++)
15 sol0pt[j] = solParc[jl;
16 }
17 }
18 else
19 if (nbmax>bOpt)
20 bOpt = buscarOlpoda(n, i+1, np, nb, nbmax, solParc, solOpt, bOpt, ps, bs, c);

}




Backtracking Poda alfa-beta

Poda alfa-beta
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Poda alfa-beta

@ Algoritmo minimax

o Se utiliza en juegos de estrategia entre adversarios (p.e., ajedrez)
o Cada jugador toma turnos

o Se evalia una funcién numérica acerca de la situacién

@ Jaque-mate a favor (c0), en contra (—o0), comer reina contraria (valor
muy alto), etc.

o Un jugador trata de maximizar la funcién, el otro de minimizarla

@ Poda alfa-beta




Poda alfa-beta

@ « = cota inferior de los maximos

@ /3 = cota superior de los minimos

@ Se podasi <«

@ Se conocen valores heuristicos de los nodos hoja

a=alpha

b = beta




Backtracking Poda alfa-beta

Pseudocodigo de la poda alfa-beta

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

Cartagcna99

alfabeta(nodo, n, a, b, jugador)
si (n=0) o si el nodo es una hoja
devuelve el valor heuristico del nodo
si jugador = jugadorMax
para cada hijo del nodo

a := max(a, alfabeta(hijo, n-1, a, b, not(jugador) ))

si b=a
break
devuelve a
en caso contrario
para cada hijo del nodo

(* Poda Beta *)

b := min(b, alfabeta(hijo, n-1, a, b, not(jugador) ))

si b=a
break
devuelve b

(* Poda Alfa *)




Backtracking Esquemas general les

Esquemas generales

C“tag"“a” emwwwmwma@%%




Pasos a seguir para disenar algoritmos

Disefo de la representacién de la solucién y del drbol de bisqueda

Deduccién de las comprobaciones de validez a realizar en cada nodo a
partir de las restricciones globales de la solucién

Disefno de estructuras de datos auxiliares para la generacién de
candidatos o las comprobaciones de validez

Codificacién con ayuda de los esquemas generales de cédigo




Backtracking Esquemas generales

Esquema para todas las soluciones - version

1| void buscarTodas (int n, int i, Valor[ ] solucion){
2 for(int k=0; k<n; k++){

3 <<generar candidato k-ésimo>>;

4

5 if (<<candidato valido>>){

6 <<incluirlo en solucion >>;

7

8 if (i==n-1)

9 imprimirSolucion(solucion) ;
10 else
11 buscarTodas(n, i+1l, solucion);
12
13 <<borrarlo de solucion >>;
14 3

}




Backtracking Esquemas generales

Esquema para todas las soluciones - version 2

1 | void buscarTodas(int n, int i, Valor[ ] solucion){
2 if (i==n)

3 imprimirSolucion(solucion) ;

4 else

5 for(int k=0; k<n; k++){

6 <<generar candidato k-ésimo>>;
7

8 if (<<candidato valido>>){

9 <<incluirlo en solucion>>;

10
11 buscarTodas(n, i+1l, solucion);
12
13 <<borrarlo de solucion>>;
14 }
15 }

}




Backtracking Esquemas generales

Esquema para una solucion

1| boolean buscarUna(int n, int i, Valor[ ] solucion){
2 boolean exito=false;

3 for(int k=0; k<n && 'exito; k++){

4 <<generar candidato k-ésimo>>;

5 if (<<candidato valido>>){

6 <<incluirlo en solucion>>;

7

8 if (i==n-1)

9 exito = true;

10 elseq{

11 exito = buscarUna(n, i+1, solucion);
12 if (lexito)

13 <<borrarlo de solucion >>;

14 }




Esquema para la soluciéon 6ptima

1| int buscarOptima(int n, int i,
2 Valor[ ] solActual, int valorActual,
3 Valor[ ] solOptima, int valorOptimo){
4 int valor;
5 for(int k=0; k<n; k++){
6 <<generar candidato k-ésimo>>;
7 if (<<candidato v&lido>>){
8 <<incluirlo en solActual y actualizar valorActual>>;
9 if (i==n-1)
10 if (valorActual>valorOptimo){
11 <<solOptima = solActual>>
12 valorOptimo = valorActual;
13 }
14 else
15 valorOptimo = buscarOptima(n, i+l, solActual,
16 valorActual, solOptima, valoertlmo)
17 <<borrarlg g .: Eern gl DIAIRTLE QO L ACIL Y ] - i C
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