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Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Introduccién

Analisis de algoritmos recursivos

@ La matemadtica necesaria para analizar algoritmos recursivos son las
relaciones de recurrencia, también llamadas ecuaciones en
diferencias o simplemente recurrencias

@ Las recurrencias son expresiones matemadticas recursivas

3 sin=0
T(”)_{ 54+ T(n—1) sin>0

@ La resolucién de recurrencias consiste en proporcionar férmulas no
recursivas equivalentes
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Funcidén potencia - version 1
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int potl(int b, int e)
{
if (e==0)
return 1;
else
return b*potl(b,e-1);
}

3 sin=20
T(”)_{ 5+ T(n—1)  sin>0

n esta relacionado con el tamaiio del problema, que en este caso es el
exponente e de la funciq
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Resolucion por expansion de recurrencias
T(n) = 5+T(n—-1)

= 54+54+T(n—2)=5-24+T(n-2)
5+5+5+T(n—3)=5-3+T(n—3)

= 5i+T(n—1)

@ ;Cudndo se llega al caso base T(0)?

e Cuandoi=n

@ Sustituyendo:
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Funcidén potencia - version 2

int pot2(int b, int e)
{
if (e==0)
return 1;
else if (e%2==0)
return pot2(b*b,e/2);
else
return b*pot2(bxb,e/2);
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3 sin=0
T(n)=< 84 T(n/2) sin>0y nes par
9+ T((n—l)/2) sin>0y nesimpar
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Resolucion por expansion de recurrencias

@ Asumimos que n = 2* es una potencia de dos (por tanto, par):

T(n) = 8+ T(n/2)
8+8+ T(n/4)=8-2+ T(n/2%)
= 8+8+8+T(n/8)=8-3+ T(n/23)

_ 8i + T(n/2")

° (_Cuando se llega al caso base T(0)?
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Resolucion por expansion de recurrencias

@ ;Cuando se llega al caso T(1)?

o Cuando n/2i =1, es decir, cuando i = log, n
@ Sustituyendo:

T(n) =8logyn+ T(1) =8log,n+9+ T(0) =8logy,n+9+3 =

=8log,n+12 € ©O(logn)
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Soluciones generales a relaciones de recurrencia

a sin=20
T(”)_{ b+T(n—1) sin>0

T(n)=bn+a € ©O(n)
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Soluciones generales a relaciones de recurrencia

a sin=1
T(”)_{ b+T(n/2) sin>1

T(n)=blogobn+a € ©O(logn)
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Soluciones generales a relaciones de recurrencia

a sin=0
7-('7)_{bn+c4—T(n—1) sin>0

bn+c+ T(n—1)

bn+c+bn—1)+c+T(n—2)=2bn—b+2c+ T(n—2)

)
2bn—b+2c+b(n—2)+c+ T(n—3)=
3bn—b(14+2)+3c+ T(n—-3) =
3bn—b(14+2)+3c+b(n—3)+c+T(n—4) =
4bn— b(14+2+4+3)+4c+ T(n—4) =
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Soluciones generales a relaciones de recurrencia

@ Se alcanza T(0) parai=n

@ Sustituyendo:
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Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Expansion de recurrencias

Soluciones generales a relaciones de recurrencia
a sin=0
T(n)—{ bn+c+2T(n/2) sin>0

T(n) = bn+c+2T(n/2)
_ bn+c+2(bg+c+2T(n/4))
- bn+c+2[bg+c+2(b£+C+2T(n/8))]

= 3bn+c(1+2+4)+23T(n/23) =3bn+c(2® — 1) +23T(n/23)
C .,‘ A d ;‘\{v‘ yr'm
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Soluciones generales a relaciones de recurrencia

@ Se alcanza T(1) para n/2' =1, es decir, cuando i = log, n

@ Sustituyendo:
T(n) = bnlogyn+c(n—1)+nT(1)
= bnlogyn+c(n—1)+ n(b+ c+2T(0))

= bnlogyn+cn—c+ nb+ nc+2na

Cartagcna9




Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Expansion de recurrencias

Soluciones generales a relaciones de recurrencia

@ Tiene sentido, ya que hacemos n operaciones 1 + log, n veces

P n |
.

| n/2 | n/2 |

1+1og, n ;"I | n/4 n/4 | n/4 n/4 |
2 \
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Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Expansion de recurrencias

Teorema maestro - version simple

@ Fdérmula atil para algoritmos “divide y venceras”:

—
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Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos xpansion de recurrencias

Teorema maestro - demostracion

T(n) = aT(n/b)+ cn*
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Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Expansion de recurrencias

Teorema maestro - demostracion (logaritmos)

@ La ultima igualdad se debe a:

log, n P glosy n
k k k log, n
cn = cCcn = Cn =ca =t
( bk ) pklog, n nk

@ Mas adelante también necesitaremos:

nlogba — alogbn

Ya que:
logpa logpn

log,, n = log, a

= logya-log,n

@ Finalmente:

C“tag"“a” emwwwmwma@%%




Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Expansion de recurrencias

Teorema maestro - demostracion

log, n N
T(n) = cn* Z (ﬁ)
j=0

Q@ a< bk = T(n) € O(n¥)

oo
: 1
E r' = [, = constante (no diverge), para r <1
—r
i=0

Q@ a= bk = T(n) € ©(n“logn)
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Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Expansion de recurrencias

Teorema maestro - demostracion

log, n

a\/
T(n) = cnk Z <?>
j=0
© a> bk = T(n) € O(n'°er?)
a0\ n+1 a glogp n
T(n) = cnk(ﬁ)ogb T _ (%) -~
() -1 K1




Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Expansion de recurrencias

Teorema maestro - version completa

@ Dada una recurrencia del tipo:

T(n)=aT(n/b) + f(n)

donde a >0, b > 0, y f(n) es una funcién asintéticamente positiva,
entonces se puede aplicar el teorema maestro en estos tres casos:




Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Expansion de recurrencias

Teorema maestro - version completa

@ Si f(n) = O(n'8»3=) para alguna constante ¢ > 0, entonces:

T(n) € ©(n'ee?)

Q Si f(n) = ©(n'*&»2logkn) con! k > 0, entonces:

T(n) € ©(n'°8v?jogk*1n)

@ Si f(n) = Q(n'8»3+¢) con ¢ > 0, y f(n) satisface la condicién de
regularidad (af(n/b) < cf(n) para alguna constante ¢ < 1y para
todo n lo suficientemente grande), entonces:




Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Método general para resolucién de relaciones de recurrencia

Método general para resolucion de relaciones de
recurrencia

@ No siempre se puede aplicar la expansién de recurrencias

@ Para muchas recurrencias no se conoce la forma de resolverlas
e Sucede como con las integrales o ecuaciones diferenciales: sabemos

como resolver un subconjunto de éstas, pero no todas

@ Ahora veremos un método general con el que vamos a ampliar el
conjunto de recurrencias que podemos resolver

Método general

Expansmn de
de resolucmn
4 B




Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Método general para resolucién de relaciones de recurrencia

Recurrencias homogéneas

@ Dada la siguiente recurrencia homogénea (aparece un 0 en la parte
derecha):

aT(n)+aT(n—1)+--- +aT(n—k)=0
@ Buscamos soluciones del tipo:
T(n) = GPi(n)A + -+ + CP(n)ry =Y GPi(n)rf

z=ntk — T(z) obtenemos la ecuacién

@ Realizando el cambio x




Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Método general para resolucién de relaciones de recurrencia

Primer caso: raices distintas

@ Si todas las raices del polinomio de la ecuacién caracteristica son

distintas:
k

n n n
T(n)=GH +- + Cerf = E Cirj
i=1
o Las constantes r; van a ser las raices de la ecuacién caracteristica

e P;i(n) =1, para todo i

o Las constantes C; se hallan a partir de las condiciones iniciales,
resolviendo un sistema de e uaciones




Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Método general para resolucién de relaciones de recurrencia

Ejemplo: Numeros de Fibonacci

0 sin=20
T(n)=< 1 sin=1
T(n—=1)+T(n-2) sin>1

@ La ecuacién caracteristica es x2

— x — 1 =20, cuyas raices son:

_1+V5 _1-456




Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Método general para resolucién de relaciones de recurrencia

Ejemplo: Numeros de Fibonacci

o El siguiente paso consiste en hallar las constantes, a partir de las
condiciones iniciales (casos base de la recurrencia):

G+6G = 0 = T(O)

a(3E)+6(58) =1 = 10

@ Resolviendo el sistema obtenemos:

@ Finalmente:




Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Método general para resolucién de relaciones de recurrencia

Ejemplo: Numeros de Fibonacci

@ El segundo término tiende a 0 seglin n — oo, por tanto:

T(n) € @((12\/5))

El orden es exponencial

@ El arbol de recursién es binario, pero estd podado

@ Para un drbol de recursién binario completo el orden es 2"

En este caso la base del exponente es (14 /5)/2 ~ 1,618 < 2
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Segundo caso: raices con multiplicidad mayor que 1

@ En general, el polinomio asociado a la ecuacién caracteristica puede
tener raices con multiplicidad 1 o mayor que 1

(x—=r)™ - (x—=r)™ (x—r)™ =0

@ En este caso general, la solucién tiene la forma:
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Segundo caso: raices con multiplicidad mayor que 1
@ Ejemplo:

T(n)=5T(n—1)—8T(n—2)+4T(n—23)

@ Ecuacién caracteristica:

X} —5x°+8x—4 = (x—2P(x—-1) = 0

@ El 2 es una raiz doble, por tanto:




Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Método general para resolucién de relaciones de recurrencia

Recurrencias no homogéneas - una primera idea

@ La parte de la derecha ya no es 0

T(n)—2T(n—1)=3" (a)

@ La convertimos en homogénea:
T(n+1)—2T(n) = 3" (1)
3T(n)—6T(n—1) = 3"t  (2)
T(n+1)—5T(n)+6T(n—1) = 0 (1) —(2)

e En (1) se incrementa n en (a), en (2) se multiplica (a) por 3

@ Con T(0) =0y T(&) =53

ENVIARARTSAPE 68
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Tema 3.2: Eficiencia de algoritmos recursivos Método general para resolucién de relaciones de recurrencia

Recurrencias no homogéneas - caso simple

@ Recurrencia, con un solo término a la derecha donde d es el orden
del polinomio P(n)

aT(n)+aT(n—=1)+--- 4+ a,T(n— k)= b"P%(n)

@ Ecuacidén caracteristica:

(aox* + arx* 14+ 4 a)(x — b)?Tt =0
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Recurrencias no homogéneas - caso general

@ Recurrencia general:

aT(n+aiT(n—1)4--- +a,T(n—k) = bfPH(n)+---+b"P%(n)

@ Ecuacidén caracteristica:

(aoXk +axk 44 ag)(x — b1)lerl e (x = bs)ds+1 =0
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Recurrencias no homogéneas - caso general
@ Ejemplo:

T(n)=2T(n—1)+n+2" con T(0)=1

@ Ecuacién caracteristica:

(x =2)(x —1)*’(x —2) = (x —2)*(x = 1)* =0

@ Solucién (sin hallar las constantes):
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Recurrencias no homogéneas - caso general

@ Dado T(0) =1, y usando T(n) =2T(n—1)+ n+ 2" tenemos que
hallar T(1), T(2) y T(3), para formar un sistema de 4 ecuaciones y 4
incégnitas (las constantes):

T()=5 T(2)=16 T(3)=43

G+G =1 = T(O)
2G+2G+G+G = 5 = T(1)
4G +8G+ G+2C = 16 = T(2)
8CGi +24CG,+ G3+3C, = 43 = T(3)
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Método de cambio de variable
Recurrencia:  T(n) =4T(n/2)+n T(1)=1 T(2)=6

Cambio: n=2% = T(2K) =41k 1) 42k

T(n) = T(2k) =tk) = |tk)=4t(k—1)+ 2k Nueva recurrencia

Ecuacidn caracteristica:  (x —4)(x —2) =0

t(k) = G1(8%) + G(2%) = G1(27)% + (29
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Expansion de recurrencias (mismo ejemplo)

T(n) = T(n)=4T(n/2)+n
= 4{4T(ﬁ)+g}—|—n:427'(2%)+2n+n

= alafaT(3)+ 5] +5

4 2]+”:43T(

23) +4n+2n-+n

47(5) +nz2f—4’ (5)+nC -1
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