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LINEAR ALGEBRA

Introduction to L] near Al geb Ira

GILBERT STRANG

Strang G. Introduction to linear algebra Lay D. Linear algebra and its

(4th ed). Wellesley Cambridge Press applications (3rd ed). Pearson (20006).

CLASES PARTICUL RES, UTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena99 >

ON NE PRIV LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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« Los vectores fueron desarrollados durante el siglo XIX por matematicos y
fisicos como Carl Friedrich Gauss (1799), William Rowan Hamilton
(1837), y James Clerk Maxwell (1873)

 Herramienta para la representacion de numeros complejos y para
realizar razonamiento geometrico

« El algebra moderno fue formalizado por Josiah Willard Gibbs (1901), que
era profesor en Yale

Cartagena99 _
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;. Qué es un vector?

« Informalmente, un vector es una coleccion ordenada de n
numeros del mismo tipo. Decimos que tiene n componentes

(1, 2, ...,n)
1 Octave - Matlab
0 lez3 Es una coleccion de tres nimeros enteros -1; 0; 1]
1 -1.1; 1.1]
-1.1 ) Es una coleccion de dos niiumeros racionales -1.1; sqrt(2)]
S¥0)
1.1
S CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
( : r t LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
_, . ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Vectores en R?

Ca

r n AMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7
J.&;_‘E%’Q' ONL NE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

Una matriz con una sola columna se denomina vector columna o
simplemente vector

Ejemplos de vectores con 2 entradas son:

u = 3 v — 2 — (VO8]
=1 3 | ws
donde w1y w2 puede ser cualquier numero real.

Al conjunto de todos los vectores con 2 entradas se le denomina ]RZ

Dos vectores en R? son iguales si y solo si sus correspondientes
C ASES PARTICULARES, TUTORIAS TE%NICAS ONLINE

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Si Ia mformamomoantem



Vectores en R3 y R"

« En R3, los vectores tienen 3 entradas: a—

Mh}

.|:1..

Al conjunto de todos los vectores con 3 entradas se Ie denomina ]R

« En R", los vectores tienen n entradas: U

Un

: : n
Al conjunto de todos los vectores con n entradas se le denomina R

AI A Y AI\*AW ra Y AW Yo W WV oW

w@w&u—
arta ena ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
Si Ia mformabmmoantenl




Traspuesta de un vector

» Distinguiremos entre vector columna (v) y vector fila (w)

Vi
v= | 2 W= (W wo...wp)

Vin
 En el primer caso, decimos que v es un vector de n x 1 posiciones,

mientras que en el segundo caso, decimos que w es un vectorde 1 xn
posiciones.

Cartagengag
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Representacion grafica (descripcion geometrica

. En R%:

— Si consideramos un sistema de coordenadas rectangular (plano), cada punto
viene determinado por un par ordenado de numeros (punto geométrico) -

(a, b)
— Se puede identificar el punto (a,b) con el vector columna [Zl
— Origen: (0, 0)
Xy 2
.2.2) *(2,2)
1‘1 1

N
o1
N
N
\l
o

arta ena ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Representacion grafica (descripcion geometrica

« EnR3:
— Geomeétricamente, se representa como un punto o una flecha en un
espacio de coordenadas tridimensional

— Origen: (0, 0, 0)

zZ
A Z
5
P(2,3,5)
a a,
0 3 5 y
> > ¥

Articulo 17g:Ud daley
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Suma de vectores

 Dados dos vectoresuyv € R?, la suma de los dos vectores
(u + v) se obtiene sumando los valores que ocupan el mismo
orden dentro de los vectores

17, [27_[ 1+2]_J3
2|5 T 2+5] 7 |3
u

arta ena ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
Si la informaeionzeontenid




Suma de vectores

- De manera general, la suma de dos vectores € R", se

define como:
(%1 W1 vt wy
v w Vo + W
v=|"72] w=|""? u+w=|"2%" "2
Un Wn v, + w,

» Nota: dos vectores se pueden sumar si y solamente si son

del mismo tipo (vectores fila o vectores columna)
C CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

r@.&gﬁ;@? ON NE PRIVATE LESSONS O SCIENCE STUDENTS
- CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
Si Ia mformam@moantenl




Suma de vectores — Interpretacion geometrica

C artagenagg
T I




Producto por un escalar

« Dado un vector u € R? y un numero real ¢, la multiplicacion
escalar de u por c, es el vector cu obtenido al multiplicar
cada entrada de u por ¢

3 3 15

Cartagenggg
Si Ia mformawmmoantenl




Producto por un escalar

 De manera general, dado un vector v € R™ y un escalar c,
la multiplicacion de ¢ por v se define como:

CVq

cv
CV = 2

CVy,

2 *[-1.1; 1.1]

Cartagengﬂg
Si Ia mformawmmetmtenl




Producto por un escalar — Interpretacion geometrica

/g,CuéI es la forma de todos los \
vectores w escalados de la
forma cw?

« Siw =0, entonces es un punto (0)
- Siw #0, entonces es la recta que 5 5 5 5 5
pasa porel 0y w. 3, ‘ > . i ;

LA
( : r t n LLAM OE A WHATSAPP: 689 45 44 70
a a e a ONL NE PRIVAT ESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
Si Ia mformabmmoantenl




Ejemplo de combinacion de operaciones

Dados los vectores u = [_12] y v= [_25] , calcular 4u, (-3)v, y 4u + (-3)v

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
a mformaﬂamPaeantenl
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Regla del paralelogramo para la sume

« Sidos vectores uy v € R" son representados como puntos

en el plano, entonces u + v corresponde al cuarto vertice del
paralelogramo cuyos otros vertices son u, 0,y v

)

Car!.agﬁ_l?—%sl_-?.-- .




Regla del paralelogramo para la suma

- Ejemplo: dibujar los vectores u = [g] V= [_16] y u+v

%)

ol

r: RO

) .com n
Articulg 1791@'@&&1’&.@5/ d_ 20
Si la informaeion:eentenid



Resta de vectores

 Dados 2 vectores u y v, la resta de ambos es equivalente a
sumar al primero el simétrico/opuesto del segundo

Xy

eV

*u

: arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
Si Ia mformawmmeantenl




Propiedades algebraicas en R"

« Paratodo vectoru, v, w € R" y todo escalar c y d, se verifica:

Respecto a la suma de vectores

(@ u+v=v+u

(i) (u+v)+w=u+(v+w)

(iii) u+0=0+u=u

(iv) u+(-u)=-u+u=0

Respecto a la suma de vectores

y producto escalar Respecto al producto escalar

N . s _ 1i d)u
ONLINE

a ta e ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
a mformmmmatmtem
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Combinacion lineal

« Dado un conjunto de p vectores (v, v, ...,vp) € R™ y un
conjunto de p escalares (cy, ¢y, ..., ¢,) , s denomina
combinacion lineal al vector y definido como:

i
e

o~
|
p—

civi=c1v1+czv2+---+cpvp

Ejemplos: dados los vectores v, y v,

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

arta en ON N PRIVATE LESSONS O SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
Si Ia mformawmmetmtenl




Combinacion lineal

Ejemplo: modelizacion de una neurona

Un modelo muy basico y aceptado de la actividad de una neurona viene dado por:
output = f Z peso; - entradai

donde f(x) no es una funcién lineal. Este modelo se usa para modelizar redes de neuronas
2// .0 NEURON
artificiales.

dendrite motor end plate muscle fibre

r cell body terminal arborisation -

axon

= nucleus -
cytoplasme

myelin sheath wyinfovisual.inf

] E ULARES, UTORI AS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 4

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 7
Si la mform&wmmetmtem
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Combinacion lineal

[2)es(2]-f7

[_ 6 format rat
A

6
5 1/2*[1 1]-2/3*[2; 2]
S

AR HE
2 2 |
ORIAS TECNICAS ONLINE
1689 4544 70

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
a mformmmmeantenl
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Combinacion lineal

Dados v = [ g ] y W= [_21] calcular y representar graficamente v - w, w - v, 1/3v + 1/2w

V= W=y 1/3ve1/2w

_3 ; H ; ; _3 2 ; ; : N 3

0 2 4 6 =6 -4 -2 2 4 -2 0 2 4 6

2 0
e ————f——
C CLASES PARTICULARES, TU_T605IAS TECNICAS ONLINE -

ta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
 cBTRoEk0b kom n




Combinacion lineal

T -1 T2
Dados vl—[ 1 ]yvz—[ 1],
estimar las combinaciones lineales
para generar los vectores uy w

w=52v,—-1/2 v,

a ta e ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
 cBTRoEk0b kom n




Combinacion lineal

« ¢ Qué forma tienen todas las combinaciones lineales de la

forma cv + dw?

— Si los dos vectores no son colineales (es decir, w # kv), entonces es
un plano que pasa por 0, y contiene av y w.

1/3ve1/2w

El plano generado por vy w es el 2}
conjunto de todos los vectores que
pueden ser generados como una

combinacion lineal de ambos vectores L of

1/3v+1/2w

_.C gﬂ_‘:-agg_n—%gg‘ ONLINE PRIVATE LE-S-_S-ONS IZ%F\;OSCIENCE STUDENTS

ol S o o
A_rticu‘fo 1791@;@4&1':1@5/ d_ 29
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Combinacion lineal

» El subespacio generado (spanned subspace) por los vectores
(vy, v, ...,vp) € R™ es el conjunto de todos los vectores que pueden ser
expresados como una combinacion lineal de dichos vectores

 Formalmente se define como:

(Vi,Vy, ..., V) = Span{vy, vy, ..., v,} 2 {V E R [v = x;v; + x,v, + -« + xpv, }

Asumiendo que todos los vectores son
linealmente independientes:
* Span{vy} es una linea recta 0 € Span (-}

Propiedad

CLASES PARTICULARES, U ORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

arta en ON NE PRIVAT LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
Si la mform&wmmeantem
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Combinacion lineal

Descripcion geométrica del Span{v} y el Span{u, v}

X3

: 7
51%—7‘
3// /

_y /) /
IE /
e / A 3v
SPARTICULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
Si la mform&wmpaeantem
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Combinacion lineal

Dadov=(1,1,0)yw= (0, 1, 1), las combinaciones lineales de vy w forman un plano en
3D. Todos los puntos pertenecientes a este plano son de la forma:

N={r|r=c(,1,0)+ d(0,1,1) Vc,d e R} ={r=(c,c+d,d) Vc,d € R}

Por tanto, el vectorr’ = (0, 1, 0) & II
y esta fuera del plano.

arta en ONLINE PRIVATE L
CALL OR WHATSAPP:
a mform&ﬂammeantem
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Combinacion lineal

Conjuntos de puntos

Dadov = (1, 0),
1. Sy={r=cv, VYc €Z} esun conjunto de puntos
2. Sy={r=cv, Yc € R} es una semilinea

3. S3={r=cv, Yc €R}esunalinea

3 3 3
P S S T R S 5
B T R R O S S SRR S ;
0 S-S5 TP SUNNRP S of o 2 : o 53
100 I OO N SO S Y 100 OO RO SO O S T .

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
1689 4544 70

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
S a mform&ﬂammeantem




Ar
Si

i

Combinacion lineal

Conjuntos de puntos

Dadov=(1,0) y w= (0, 1),

1. Si={r=cv+dw, Vc €Z,Vd€ R} es un conjunto de lineas

2. S;={r=cv+dw, Vc € Rt,Vd€ R } es un semiplano

3. S3={r=cv+dw, Vcd € R} esunplano

3 3 :
Y N OO U O O ,
1 .......................... ' é
s,
o e e o :
o I T }
S PARTICULARES, TU

Carta en ONLINE PRIVATE L
CALL OR WHATSAPP:
CikebLom nd
Culo 11T dera ey de 34




Combinacion lineal

Dadov=(2,-1),w=(-1,2) yb=(1, 0), encontrar un valor parac y d talqueb=cv+ d

Solucidn:
Necesitamos encontrar un ¢ y un d tales que:

[o]=c [ ]+al 5 1= 50 %

Esto nos da un sistema simple de ecuaciones:

2c-d =1
2d-c =0

S SP RTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
A O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

arta en NL NE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
ALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
a mformmmmeantenl
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* Del capitulo 1, seccion 3 de Lay (4th ed.):
— Ejercicio 1.3.1
— Ejercicio 1.3.2
— Ejercicio 1.3.3
— Ejercicio 1.3.7
— Ejercicio 1.3.8
— Ejercicio 1.3.25
— Ejercicio 1.3.27
— Ejercicio 1.3.29
— Ejercicio 1.3.31

S PARTICULARES, TUTO&IAS TECNICAS ONLINE

: arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
Si Ia mformawmmeantenl
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* Producto escalar — interior — interno — punto (Inner — dot product)

« Dados dos vectores v y w, el producto escalar entre ambos se define como:

n
(vww) =v-w2viw= ZViwl- = V;W; + V,W, + -+ vV, W,
i=1

 Matematicamente, el concepto de producto escalar es mucho mas general.
La definicion anterior es una particularizacion para vectores & R". Aunque

An Al mrA A AAnAA
ONII: NE PRIV LESSONS C4) 0SCIENCE STUDENTS

cartagcna9 9 L OR WHATSAPP:689 45 4

' CLASES PARTICULARES U ORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Artlcu?o 17glld wald/_(e de



Producto escalar de 2 vectores

T

[;]-[_21]=4-(—1)+2-2=0 dot([4; 2], [-1; 2])
[ %)= cn+4cn =2 dot([-3; 4], [-2; -1])
2 3
[—3‘ : [—1] =2-34+(=3)-(-D)4+1-(-2)=7 dot([2; -3; 1], [3; -1; -2])
11 [-2
Propiedad

E |
LLAMA O ENVIA WHATSA P: 689 45 4 70

C arwta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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 Lalongitud o norma de un vector v & " es un escalar no negativo ||v||
definido como:

||v||é\/(v,v)=\/v-v=\/vlz+v22+---+v,%; y |[vI*=v-v

* En el caso particular de trabajar con el producto escalar anteriormente
presentado, esta definicidn se reduce a:

ca’rtagcna9 9 ONLINE PRIVATE LE_S__S_O;\IS

I gﬁggpco m nq 41
dJaley de
Si la mformammmomntem
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Norma y longitud de un vector

« En particular para 2, si tenemos v = [ Z ] e identificamos v con un

punto geométrico en el plano, entonces ||v|| coincide con la longitud del
segmento desde el origen hasta v (Teorema de Pitagoras)

X

(a, b)

Propiedades

[=vIl = lvl]
lle vl = lcf [Ivl|

S PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
9454470

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
Si Ia mform&wmmoantem




Norma y longitud de un vector

13, D]l = /32 + 72 =58 = 7,6158

1(=2,5) = /(-2)2452 = V29 = 5,3852 2p
1.5 SR ......................................
1(=1,0, D[l = /(-1)2+0% + 12 = V2 = 1,4142 v

norm([3; 7]) | | : : | |
‘ norm(|[-2; 5]) 05p e TR ——

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
a mform&ﬂammeantem
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Vectores unitarios

« Un vector v es unitario si y solo si |[|v|| = 1

u=(1,0)
“| _________________________
v=(0,1)
w = ( cos(45°),sin(45°)) = (cos (Z) , sin (Z))
S0 :
-0.5
norm([1; 0]) A i A
| | - 5 5 ;
CTASES PARTICUCARES. TUTORIAS TEC
C - ta en LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
w ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70 -

a mformasammeantenl
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Construccion de un vector unitario (normalizacion)

« Dado un vector v (cuya norma no es nula), siempre se puede construir
un vector unitario con la misma direccion de v dividiendo el vector por su
longitud (es decir, multiplicando el vector por 1/||v||)

157 Co o cr o

\"

vl

Uy =

Cartagenggg
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Construccion de un vector unitario (normalizacion)

Dado el vector v = (1, -2, 2, 0), encontrar el vector unitario u en la misma direccion que v

Solucidn:
Primero calculamos la longitud de v:
IVI[Z=vv=(D2+(-2)2+ (2)2+(0)2=9 ; |Iv][=V9=3

Después multiplicamos el vector v por 1/||v||, obteniendo:

1 - 1/37]
u—iv—lv—l 2| | -2/3
Tl T3 T3 2| 2/3
- 0_ - 0 -

Para comprobar que ||u]| = 1, es suficiente con comprobar que ||u||? =

1 ? Fi Y j i i ki
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
1689454470

a ta e ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
a mform&ﬂammeantem
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« El producto escalar de dos vectores no nulos, es igual a la norma de uno
de ellos por la proyeccion del otro sobre él

« También puede verse como el producto de las normas por el coseno del

angulo que forman los 2 vectores

el

a

(u,v) = |[ul|||v]] cos(a)
|OA’||
cos(a) = ——
CLASE ]
C LLAMA O ENVIA WHATSAPP
= grl‘:—aggn—ag 9‘ ONLINE PRIVATE LESSONS
PR—— CALL OR WHATSAPP:689 4

Crkoly

mﬂ‘fo 1%91@'@@@
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Distancia entre vectores

« Dados dos vectores v y w, la distancia entre ambos se define
como:

1_5_........................................,....................

d(v,w) £ [[v —w]

y angulo que forman entre ellos es:

V-WwW ) O A R NN SO SR
2(V,w) £ acos =
vl wl| .
CTASES PARTICULARES T UTOR1IZ==S TECNICAS ONLINE
C AMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ar@ﬁ%&r ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP-689 45 44 70
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Vectores ortogonales

* Dos vectores son ortogonales (perpendiculares) si y solo si
su producto escalar es iguala 0

a=<2.3>
B=<-32>
« Se representa como:
vilw

« En este caso, 4 (23
Tt O . . X
ya = — S B

(v,w) 5 x 6
CLAS

: ar!‘:a ena ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
Si Ia mformawmmoantenl




Distancia y angulos entre dos vectores

2 2
Dados v =(— = ?) yW =(1 %) Calcular el angulo formado entre los dos vectores.

3 3 45
DB
2\%  /2\% /136
Z) =——-=0,7775
Ivil = J( 5) T (3 15
2 13
lwl|| = (1) +( ) =3 = 1,2019 5
2
45
£2(v,w) = acos =87,27°
V136 Vi3 S O S U SN SO A
15 3
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS i
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
a mform&ﬂammeantem
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Distancia y angulos entre dos vectores

Dados v=(1,0,0,1,0,0,1,0,0,1) yw =(0,1,1,0,1,1,0,1,1,0).
Estos dos vectores en un espacio de 10 dimensiones son ortogonales porque:

v-w=1.0+01+01+1.0+0-1+01+1-0+0-1+0-1+1-0=0

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
 cBTRoEk0b kom n
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Distancia y angulos entre dos vectores

2 2
Buscar un vector que sea ortogonal a v =(— — —)

Solucidn:
Buscamos un vector w = (wy, w,) ortogonal a v, es decir,

2 2 3
(V,W>=O=(—§>'W1+?'W2 = W2=§'W1

. 3 3 .
Por tanto, cualquier vector de la forma w = (wy, < wy)=w;(1, ;) es perpendicular a v.
. . . ./ 3
Esta es la linea que pasa por el origen y con direccién (1, ?).

_ 2 2 2 2 2 2
En particular, para wy = 3 tenemos que w = (?, ?)’ yparaw; =-—, tenemos que w = (- 5 ?).

[
( : . t n 1 689 45 44 70
w ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS -
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

fculo 17 D dedaidey d
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Teorema de Pitagoras

Si v L w,entonces ||v+ w||? = ||v]|* + ||w]|?

Demostracion:

Iv+w|? = V+wW)TV+w) =vv+viw+ wiv+wiw = ||[v]|? + [[w]|? + 2(v, w)

v+ w2 =(v+w,v+w)=(v,v)+{v,w) + (w,v) + (w,w) = [[v]|? + [[w]|? + 2(v, w)

Pero, como v L w, tenemos que (v,w) = 0, y en consecuencia, @ A~~~ "TTTTTTTTTTtaag

2
[ CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
‘ : rt n LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
a _3.&5_‘;%’3? ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
= CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Sgbibsh bom o
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Teorema de Pitagoras

Corolario

T
« Si(v,w) < 0, entonces ~ <0<mr

T
 Si{v,w)> 0, entonces 0 < 0 < -

» Para dos vectores unitarios, u, y u,, tenemos que cos @ = (uq,u,),y en

consecuencia, —1 < (uq,up) <1

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
[W. gﬁggycom n




Distancia y angulos entre vectores

* Para calcular el angulo de flexion de la rodilla, podemos utilizar el producto
escalar entre los vectores alineados con la pierna, antes y después de la rodilla

70
Flexion
40
Knee

S

Extension

20 1 l 1
0 25 50 75 100
9% Gait Cyeke

Stance Swing
*— Phase . Phase

CLASES PART,ICULARES, UTORI :
LAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 4

C rtagen L
w OQNLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
QEchom 0

1
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Teorema: desigualdad de Cauchy-Schwarz

« Dados dos vectores v y w cualquiera se verifica que:

[{v, w)| < [Ivilliwli

« Demostracion:

(v, 0)] = [l - cos af = ][] -[eos gl < ][]

(vow) = V][] - cos g =

Dados los vectoresv = (— %, %) YW = (1,%), sabemos que v-w = 5 Iv]| = 1—536 YV |lw]| =

2 V136 @

3

Si verificamos la desigualdad_de Cauchv-Schwarz tenemos:

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
 cBTRoEk0b kom n




Teorema: desigualdad triangular

« Dados dos vectores cualquiera, v y w, se verifica que:

v+ wll < [Ivl + llwl|

Demostracion:

Por la definicion, sabemos que:
v+ wl]2=(v+w) (v+w)=|v]?>+ [lwl]]z+ 2(v,w)
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que:

v+ wl|z < Iv]]z + [Iwll? + Z]lvi[ilwll = ClvIl + llwl])?

Tomando la raiz cuadrada en ambos lados, tenemos:
C CLASES PARTICULARES, TUTogl S TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

E—————— genag 9 ON NE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

k Q‘IEQ .com n
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Teorema: desigualdad triangular

Dados los vectores v = (—% i) yW = (1,%), sabemos que ||V|| = —“126, y [lw|| = ?

Si verificamos la desigualdad triangular tenemos:

3 4 481
v+w=(?,?) = v+ w| =—

V481 - V136 + Jf

< < 1,4621 < 1,9793
15 15

S RS R

: arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
bk ko
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Proyecciones ortogonales

« Consideremos la proyecciéon ortogonal de v sobre w

'~ (vow) w (v, w) w
vV =(V,W = - |
lwl(l> [lwl[ [lw]| ) T SO S S35 S
« La longitud de este vector es: e
(v, w) :
vl = |
lw|
08 0 1 > 3 4

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
[W. gﬁ;fgycom n




Indice de contenidos
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« Combinaciones lineales

* Producto escalar — interior — interno — punto
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E ] ;
( : t n LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ar. a e a ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Multiplicacion por matrices

Multiplicacién de matrices como una combinacion lineal

Regla general: una multiplicacion de matrices se puede ver como una

combinacion lineal de las columnas de la matriz

Xi Cj

=1 Propiedades
Multiplicacion de matrices como productos escalares o punto A(u+tv)=Au+Av

A(cu)=c(Au)

e

A=(cicp.ncy) = y=A4Ax=

Una multiplicacién de matrices se puede ver como el producto

escalar o punto de los valores del vector con las filas de la matriz

T
/ Iy \ (ry, X)
A — rér .:._l;dy <r2' X>
E ART. |CULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
a mform&ﬂammeantem
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Multiplicacion por matrices

Ejemplo (como combinacién lineal)

1 0 0
Consideremos tres vectores vq4 = <—1>,v2 = ( 1 ) y V3 = (0) Consideremos la combinacion lineal:
0 -1 1

1 0 0 X1
Y = X1V1 +XpVp + X3V3 = X4 (—1 +x,| 1 ) + X3 0) = | X, — xl)
0 —1 1 X3 — X3

Se puede obtener el mismo resultado construyendo una matriz:

1 0 O
A=(V1V2V3)= —1 1 0
0 -1 1

Haciendo la multiplicacion, tenemos:

( 1 X1 1 0 0\ /X1 ( X1 \
v=Ax = A = X =1 1 0 Xo | =1 X0 — X4
C | O
arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
Sila mform&wmpaeantem
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Multiplicacion por matrices

Se puede obtener el mismo resultado calculando y como el producto escalar de las filas de la matriz A

por los valores del vector

((11 Or 0)1 (Xl; X2, X3)> X1
y = ((—1, 1, O), (Xl,Xz,Xg)) = | X2 —Xq
((O, _11 1)1 (X1; X2, X3)> X3 — X2

wc a ta e ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
a mform&ﬂammeantem

Arti
S




