TEMA 3:
DISTRIBUCIONES EN EL MUESTREO PARA

POBLACIONES NORMALES

Estimacion |

Grado en Estadistica Aplicada




INTRODUCCION

Como ya hemos visto, la distribucién tedrica normal es muy frecuente en
estadistica. Ademas, aunque la distribucién teérica de los datos no sea normal, para
muestras grandes, la distribucion de la media muestral también se aproxima a una
normal (por el Teorema Central del Limite).

Por dicho motivo, en este tema vamos a estudiar algunas distribuciones
relacionadas con la normal, asi como la distribuciéon en el muestreo de varios
estadisticos cuando se asume que la distribucion poblacional es normal.
Sea X1,...,X,unam.as.de X ~ N(u,o).
o 1 : o Co
@ X = 37", X es el estimador maximo verosimil, asi como el EIMV, para .
@ Ademas, X ~ N(u,o/+/n).

@ Sip = po es conocido, £ 37 | (Xi — po)? es el estimador maximo
verosimil, asi como el EIMV, para o2.




DISTRIBUCION 2

DEFINICION: DISTRIBUCION 2

Sea X ~ N(0,1) yseaY = X?2. Por definicién, diremos que Y sigue una
distribucion chi-cuadrado con un grado de libertad x3.

SiY ~ x3, entonces Y ~ I'(%, 2 J

Sea X1,...,Xn,unam.as.de X ~ N(0,1)yseaY = > | X?2. Por definicion,
diremos que Y sigue una distribucién chi-cuadrado con n grados de libertad x2.

SiY ~ xi,entonces Y ~ I'(%, 1). J




DISTRIBUCION 2
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PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION X2
O La distribucién x? es reproductiva.
O F [xi] =n.
O Var [xfl] = 2n.
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DISTRIBUCION 2

0 x

dil 995 9% 915 950 J50 00 250 00 050 025 003
1 000 000 000 000 010 045 1.32 2.7 384 502 663 7%
2 001 002 005 010 0.58 2m 461 599 7.38 921 104
I 007 ol 022 035 1.21 4.11 6.25 7.82 11.35 12.%
4 021 030 048 071 1.92 5% 7.78 9.49 13.28 14.¢
5 041 055 033 115 267 6,63 9.24 11.07 15.09 16.7
6 068 087 1.24 164 345 10.64 12.59 16.81 18.!
7 099 1.24 1.69 425 9.04 12.02 14.07 1848 200
] 1.34 1.65 218 507 10.22 13.36 15.51 2009 214
9 173 209 270 33 5.90 1

10 215 256 325 3N 6.74

11 2.60 3.05 182 457

12 307 357 440 313 844

13 356 4.1 501 589 9.30

14 407 466 563 657 10,17

15 460 523 626 726 11.04 1434

1A R4 &l AO1 706 1191 1534




DISTRIBUCION 2

Sea X1,..., X, unam.a.s.de X ~ N (O, \/5). Calcula la cota de Cramer-Rao
para 6 y demuestra que 1 >°7 X? es insesgado y su varianza alcanza la cota.

=1




DISTRIBUCION 2

La cantidad de vitamina C (en gr.) contenida en una naranja se distribuye segun x3.

Si la cantidad de vitamina C recomendada son 3 gr., ;con que probabilidad no se
alcanza esa cantidad al consumir una naranja? Suponiendo que la cantidad de

vitamina C que contienen las naranjas es independiente, ¢cuantas naranjas ha de
consumir para asegurar que se han ingerido 3 gr. con una probabilidad del 95 %?

A
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DISTRIBUCION t DE STUDENT

DEFINICION: DISTRIBUCION t DE STUDENT

Sea X ~ N(0,1) e Y ~ x32 independientes. Por definicion, diremos que

X
VY/n

sigue una distribucién ¢ de Student con n grados de libertad ¢,,.

Asi, si dividimos una normal tipificada entre la raiz de una x? corregida por sus
grados de libertad, siendo ambas independientes, la distribucion resultante es ¢.

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION ¢t DE STUDENT
O E[ta] =0,sin > 1.
O Var [tn,] = sin > 2

n2’
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DISTRIBUCION t DE STUDENT

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION ¢ DE STUDENT

O Se trata de una distribucién simétrica, similar a la de la normal, pero con colas
mas pesadas.

© No hay una expresién sencilla para su funcién de distribucion, por lo que se
hace necesario el uso de tablas.

O Para valores de n grandes, t, =~ N(0,1).
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0,25
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DISTRIBUCION t DE STUDENT

Tabla t-Student

Grados da
libartad
1

SRR T RN

9
10
1
12
13
14
15

0.25
1.0000
08165
07649
07407
07267
07176
o711
07064
07027
06998
06874
06855
06938
06824
0E812

0.025
127062
43027
31824
27765
25706
24469
23646
23060
22622
22281
22010
21788
21604
21448
21315

001
31.8210
6.9545
4.5407
3.7469
3.36489
31427
2.9979
2.B965
2.8214
2.7638
ams
2.6810
2.6503
2.6245
2.6025

0.005
63.6559
9.9250
5.8408
46041
4.0321
3.7074
3.4995
3.3554
3.2498
3.1693
3.1058
3.0545
3.0123
2.9768
2.9467




DISTRIBUCION t DE STUDENT

Sea X1,...,Xs unam.a.s. de una N (0, 1). Determina el valor de ¢ para que la

siguiente v.a. tenga distribucion ¢ de Student:
X1+ X2

C
VX3 + X3+ X3

A
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DISTRIBUCION F' DE SNEDECOR

DEFINICION: DISTRIBUCION F DE SNEDECOR

Sea X ~ x2 e Y ~ x2, independientes. Por definicion, diremos que

X/n
Y/m

F =
sigue una distribucién F' de Snedecor con n y m grados de libertad F, ..

Asi, si dividimos dos chi-cuadrados independientes corregidas por sus grados de
libertad, la distribucién resultante es F'.

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION F' DE SNEDECOR
O E[Fnm] =

sim > 2.

m2’

O SiT ~ t,, entonces T? ~ Fi .
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DISTRIBUCION F' DE SNEDECOR

PROPIEDADES DE LA DISTRIBUCION F' DE SNEDECOR

O Si F ~ Fp,m,entonces = ~ Fp .

© No hay una expresién sencilla para su funcién de distribucion, por lo que se

hace necesario el uso de tablas. En este caso, ademas, existe una tabla para
cada valor de probabilidad (pues las filas y las columnas se emplean para los
grados de libertad).

25 ; ‘
d1=1, d2=1 ——
d1=2, d2=1 ——
2 d1=5, d2=2 —— |
d1=10, d2=1 -

d1=100, d2=100

DIMJE b



DISTRIBUCIO

r
a=0,05
m\n 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 1 12 15
1 161,45 | 199,50 | 21571 | 224 58 | 230,16 | 233,99 | 236,77 | 238,88 | 240,54 [ 241,88 | 242,98 | 243 90 | 245,85
2 1851 | 19,00 | 1916 | 1925 | 1930 | 1933 [ 1935| 1937 | 1938 | 1940 | 1940 | 1941 | 1943
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 894 8,89 885 3,81 8,79 8,78 8,74 2870
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,08 6,04 6,00 5,96 594 591 5,86
5 6,61 579 541 519 505 4,95 4,88 4,82 477 474 470 468 4,62
6 5,99 5,14 4,78 4,53 4,39 428 4,21 4,15 4,10 4,08 4,03 4,00 3,94
7 5,59 4,74 4,35 412 3,97 3,87 3,79 373 3,68 3,64 3,60 3,57 3,51
8 532 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 344 3,39 3,35 331 3,28 322
9 512 4,26 3,88 3,83 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14 310 3,07 3,01
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98 294 291 285

Las tablas sélo existen para valores de o pequefios, para « grandes, usamos:

1 1
= P{F.m Frnma} =P ——— =
a {Frm > Fnm,a} Fomn < Fomat

_n[L"
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DISTRIBUCION F' DE SNEDECOR

El gasto mensual en alimentacién y los ingresos totales de una familia (en cientos
de euros) tienen distribucién x? con medias 5 y 12, respectivamente. ;Qué
proporcion de las familias destina méas del 13 % de sus ingresos en alimentacioén?




DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

Una vez estudiadas las distribuciones mas importantes asociadas con la
distribucién normal, vamos a estudiar la distribucion en el muestreo de algunos
estadisditos cuando la distribucién poblacional es normal.

TEOREMA DE FISHER
Sea X3, .

.., Xnunam.as.de X ~ N(u,o).

O X ~N(p,o/vn) & =t /m ~ N(0,1)
n 2 . i—
@ o (noDSE_ TE0GoX? g2

(1 X y 82 son v.a. independientes.

Notese que |y Il especifican la dlstrlbu0|on de la media 'y Ia varianza muestral lo
aile nos sera de iitilidad




DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

Consideremos X1, ..., X20 m.a.s. de X ~ N(u,+/3). Calcula P {S? > 1'5}.




DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

Consideremos X1, ..., X100 Mm.a.s. de X ~ N(2’5,6). Calcula
P {15<X<35,30<5><44}.
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DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

DISTRIBUCION DE LA MEDIA MUESTRAL CON o0 DESCONOCIDA
Sea X1,...

, Xn unam.a.s. de X ~ N(u,o), con o desconocido. Entonces,

X_“\/'n— :X_u\/ﬁwtn_l

T = S,




DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

DIFERENCIA DE MEDIAS EN DOS POBLACIONES INDEPENDIENTES NORMALES

Sea X1,...,X,unam.as.de X ~ N(pux,o0x)Yy Y1,..
Y ~ N(py,oy), independientes entre si. Entonces,

., Y, unam.a.s. de

O siox Yy oy son conocidas,
X -Y — (px — py)
Vokx/n+ a3 /m
O siox Yy oy son desconocidas, pero iguales, ox = oy = o,
X —-Y — (px — py)

'n,S?(_ +mS€. 1 1
n+m—2 n + m

~ N(0,1)

~ tn+m—2

Demuestra los puntos anteriores.




DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

COCIENTE DE VARIANZAS EN DOS POBLACIONES INDEPENDIENTES NORMALES
Sea X1,...,X,unam.as.de X ~ N(pux,0x)Yy Y1,..., Y, unam.as. de
Y ~ N(py,oy), independientes entre si, con pux y py desconocidos.
Entonces,

Sg,x/a'g(
Sg,Y/"'%f

~;N In—1,m-—1




DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

Consideremos dos m.a.s. de tamafios n = 5y m = 4 de dos poblaciones
normales independientes, con ox = oy . Calcula:

S2
b) P{S;’X < 0’192} :

c,Y




DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

DIFERENCIA DE MEDIAS EN UNA POBLACION BIDIMENSIONAL NORMAL

Sea (X1,Y1),...,(Xn,Yn)unam.a.s.de (X,Y) ~ N(p,X), con

p = (px,py) y 3= [

2

Ox OXY
2

OXY Oy

Entonces,
O si X es conocida,

\/O’X + 02 —20xy
O si algiin elemento de ¥ es desconocido, definimos Z = X — Y, con lo que
(Z1y+++ yZn) = (X1 — Y1, -+ , Xn — Yn) esunam.a.s. de

Z ~ N(pz,0z) = N(px — py, \/0'§( + o2 — 20xy) Y, por tanto,
Lz g X—Y—(“X—F_‘Y)_ V=T~ by




DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE POBLACIONES NORMALES

EJERCICIO 8

Sean (X1,Y1),...,(Xe,Ys) ma.s.de X ~ N(pu,X), con
4 =2
= (7,8 > = .
p=(7,8)y [ P ]

Calcula:P {X — Y > 0741}.




	

