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Tema 1: Ecuaciones de Maxwell. Potenciales electromagnéticos

1.1. Ecuaciones de Maxwell en el vacio

A lo largo del curso de Electromagnetismo I se han estudiado diversos experimentos
que condujeron al establecimiento de las relaciones entre los campos eléctricos y
magnéticos con sus fuentes: las cargas y corrientes eléctricas. Todas estas leyes se
fueron conociendo con el nombre de su descubridor pero fue Maxwell quien las unifico,
afiadiendo un término en la ley de Ampére que fue crucial para explicar la propagacion
de ondas electromagnéticas.

En el vacio, la formulacién integral de las leyes es la siguiente:

» Ley de Gauss para el campo eléctrico

@EWE:g- (1.1)

El flujo del campo eléctrico E a través de una superficie cerrada S es igual a la carga

eléctrica que encierra dicha superficie, O, dividida por el factor €.

Si la superficie S encierra un volumen V en el cual la carga se distribuye con densidad

volumétrica p,, podemos expresar la ley como:
1
EwS=—[p,av (1.2)

» Ley de Gauss para el campo magnético

BLS =0 (1.3)
¢

El flujo del vector induccién magnética B a través de una superficie cerrada S es igual

a cero; esta ligado al hecho de que no existen cargas magnéticas aisladas.

» Ley de Faraday

Q)lQ)

@EWE:—IJEWE (1.4)
C S

La circulacion del campo eléctrico a lo largo de un contorno cerrado C, es igual a la
derivada con respecto al tiempo —cambiada de signo— del flujo del campo magnético a
través de una superficie S abierta, cuyo contorno coincide con el de C. El primer

término es la f.e.m. inducida y fue determinada por Faraday en numerosos experimentos



con espiras recorridas por corrientes € imanes, en los que provocaba la variacion del
flujo por movimiento relativo o por variaciones en la intensidad de corriente.

» Ley circuital de Ampére
o . oF -
BUW/l=p,s|J WS +e,| —S (1.5)
gra-[7as e Slas)

La circulacion del campo magnético a lo largo de un contorno cerrado C, es igual al

factor 4, multiplicado por la suma de las corrientes que atraviesan cualquier superficie
S que se apoye en dicho contorno. En el vacio:

jj @S es la intensidad de corriente debida al flujo de cargas, J = P,V
S

SOJ.%—f [dS es la corriente de desplazamiento introducida por Maxwell.
S

Estas ecuaciones tienen su equivalente en forma diferencial para las que se hace
necesario la utilizacion de los operadores divergencia y rotacional (véase su expresion
para los sistemas de referencia mas usuales en las hojas suministradas). Las ecuaciones
diferenciales son ecuaciones de punto, es decir, se han de verificar en cada punto de la

region a la que se aplican.

s Ley de Gauss para el campo eléctrico

°

O ==~ (1.6)

0

|

La divergencia del campo eléctrico en el punto (x,y,z) es igual a la densidad volumica de

carga en dicho punto dividida por el factor €,. Las fuentes y sumideros del campo

eléctrico son las densidades de carga.

s Ley de Gauss para el campo magnético
OB =0 (1.7)
Al no haber polos magnéticos aislados, la divergencia de B es nula. Las lineas del

vector induccion magnética son cerradas.

s Ley de Faraday

0B
=-2Z 1.8
3 (1.8)
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Las variaciones temporales de B originan un campo eléctrico cuyo rotacional es la
derivada con respecto al tiempo —cambiada de signo— de B. También puede
interpretarse como que un campo £ de rotacional no nulo origina un B cuya derivada

temporal es dicho rotacional cambiado de signo.

s Ley de Ampere

6(80E)
ot

5/—/
I

OxB=p,1{J+

(1.9)

Aqui observamos que el rotacional de B es proporcional a la densidad de corriente

debida al flujo de cargas, J, y al término afiadido por Maxwell que es la densidad de

corriente de desplazamiento, J,,. La existencia de J, fue demostrada posteriormente

en los experimentos de Hertz.
Hallando la divergencia en ambos lados de (1.9) y teniendo en cuenta que la divergencia

del rotacional es nula se obtiene la relacion:

. op
ow=-—= 1.10
o (1.10)

que expresa la conservacion de la carga en todo punto del espacio.

1.2. Ecuaciones de Maxwell en medios materiales. Relaciones constitutivas.

Hasta ahora hemos supuesto que los campos se establecian en el vacio. Cuando se
generan en presencia de un medio material, las ecuaciones de Maxwell se siguen
verificando pero hay que sustituir la permitividad eléctrica y la permeabilidad

magnética del vacio por los valores correspondientes a cada medio:

€, — E=EE, ; Hy - H=HH, (1.11)
También es conveniente introducir los vectores desplazamiento eléctrico,f), e

intensidad de campo magnético, H, ligados a E y B a través de las relaciones constitutivas:

D=¢£ ; H= (1.12)

— | %



Si el material posee una conductividad no nula, 0, se establece ademas una densidad de

corriente de conduccion dada por

J =0E (1.13)
y la densidad de corriente de desplazamiento vendra dada por:
- _aD
J,=— 1.14
b=, (1.14)
Las ecuaciones de Maxwell en forma diferencial quedan expresadas ahora como:
O =p, (1.15)
OB =0 (1.16)
Axg=-98 (1.17)
ot
OxH=J+J, (1.18)

Comentar finalmente que la expresion del rotacional de H contiene la suma de dos
densidades de corriente y, dependiendo de la situacion, alguna de ellas puede ser nula.

Por ejemplo, si aplicamos una diferencia de potencial constante a los extremos de un
alambre solo circulara J; cuando consideramos el sistema ‘antena transmisora’ o

‘antena receptora’, la tnica corriente que los enlaza es J,, etc.

1.3. Condiciones de contorno

En la superficie que separa dos regiones, las ecuaciones de Maxwell dejan de tener
sentido. Sin embargo, es posible establecer unas condiciones que deben cumplir las
componentes de los campos al pasar de un medio a otro. Recordamos las ecuaciones

deducidas en Electromagnetismo I.

Figura 1.1. Geometria para el analisis de las condiciones de contorno.

Con relacion a las variables representadas en la Figura 1.1, donde # es un vector

unitario normal a la superficie, se cumple:



iil{D, - D,) = py
il(B -B,)=0
ix(E -E,)=0
ix(H -H,)=J,

(1.19)

Vemos que la componente normal del vector D sufre una discontinuidad igual a la

densidad superficial de carga, pq (C/mz). Asimismo, la componente normal de B y la

tangencial de E se conservan al pasar de un medio a otro. De la ultima ecuacion
concluimos que la componente normal del vector H sufre una discontinuidad igual a la
densidad superficial de corriente, J (A/m).

Resumiendo todo lo visto, podemos decir que dadas unas fuentes y una region del
espacio con condiciones de contorno apropiadas, las ecuaciones de Maxwell permiten

hallar los campos solucion.

1.4. Potenciales electromagnéticos. Ecuaciones de onda

Aunque la formulacién con campos es una forma posible de abordar problemas
electromagnéticos, en algunos casos es mas conveniente utilizar los potenciales como
funciones auxiliares que simplifican la solucion de los mismos. Vamos a caracterizar
dichos potenciales y a obtener las ecuaciones de onda correspondientes.

El hecho de que la divergencia de un rotacional sea nula nos permite definir la

induccion magnética como el rotacional de un campo vectorial:
B=0xA4 (1.20)
Este campo A se denomina potencial vector magnético.

Escribiendo B como [Ix A en la ecuacion (1.17) se obtiene:
OxE=-0Ox— L  E=-0Obo-=— (1.21)

siendo @ el potencial escalar eléctrico. Para introducir este campo escalar se ha tenido
en cuenta que el rotacional de un gradiente es cero.

Sustituyendo ambos potenciales en la ecuacion (1.18) queda:

ixixﬁzpﬂpsi fe-%4 (1.22)
ot ot

Reagrupando y teniendo en cuenta la identidad vectorial (14) resulta:



2=

szl—ua%tf :—uJ+D(iDZ+uaa£j (1.23)

ot
Por otra parte, si introducimos los potenciales en la ecuacion (1.15), con E =2,
€
obtenemos:
-9 am=Pr (1.24)
ot €
2
Sumando P& 2 en ambos miembros y operando queda:
9’d p 0= - 0P
O’®-pe—=-=-—| DU +pe— 1.25
Mo T e at( > j (1:23)

Para que un campo vectorial quede definido se ha de especificar su rotacional y su

divergencia. Nosotros hemos especificado el rotacional de A y podemos ahora imponer

la condicion de Lorentz para su divergencia:

iuiwe%—j):o (1.26)

Ello permite desacoplar las ecuaciones (1.23) y (1.25) que se reducen a:

I _ p
P -pe—=-1
i or (1.27)
2 6212 _ = .
°4—-pe ¥ =-uJ

Estas son las ecuaciones de onda para los potenciales. La velocidad de propagacion en

el medio es

y=—— (1.28)

Estas ecuaciones seran ttiles para resolver problemas de radiacion en el Tema 5.

1.4.1 Ecuaciones de onda para los campos en el medio libre (sin fuentes)
Para el estudio de propagacion de ondas es conveniente partir de las ecuaciones de

Maxwell para el caso en que las fuentes no estan presentes. Entonces se reducen a:



Om=0 (1.29)

OB =0 (1.30)

Axp=-28 (1.31)
ot

fx i =90 (1.32)

t
Si la propagacion tiene lugar en un medio como el aire, D = SOE y B= uOI:] , ya que la

permitividad y susceptibilidad son muy parecidas a las del vacio. Tomando rotacionales

en la ecuacion (1.31) obtenemos:

(!

OxOxE=-—0OxB (1.33)

SRS

Teniendo en cuenta la ecuacion (1.32) y las relaciones constitutivas, queda para este
caso:
-

EXEXE:—HOEOW

(1.34)

Utilizando la identidad vectorial (14) y haciendo OCE =0 en el medio libre, queda

finalmente:

. 0°E
0°F —uosoy =0 (1.35)

que es conocida como la ecuacion de onda homogénea para el campo eléctrico en el
medio libre.

Razonado de forma anéloga, es facil demostrar que:

- 0°B
DZB_HOEOWZO (136)

que es la ecuacion de onda homogénea para el campo magnético.
La velocidad de propagacion serd en ambos casos:

=1 =3x10° m/s

c= NS (1.37)

Si el medio tiene parametros [,€, entonces la velocidad viene dada por la ecuacion

(1.28).




1.5 Aproximacion casi-estatica

En muchas aplicaciones del Electromagnetismo, los campos cambian con el tiempo pero
de forma suficientemente lenta como para que los efectos de la corriente de
desplazamiento sean despreciables, aunque no asi los de la induccidn electromagnética.
Al conjunto de las ecuaciones de Maxwell que resultan se le suele denominar

aproximacion casi-estdtica:

OD=p, (1.38)

OB =0 (1.39)

Oxg=-92 (1.40)
ot

OxH=J (1.41)

Siguiendo los pasos del apartado anterior para hallar las formulas equivalentes a las
ecuaciones de onda, podemos observar que en esta aproximacion los efectos de

propagacion desaparecen, obteniéndose
2 I~ 1
O°E =—0p, (1.42)
€
O°H =-0xJ (1.43)

Analogamente, con la condicion para el potencial magnético [J[H =0, se obtienen las

ecuaciones para los potenciales:

2= -Pr (1.44)
€
A =-pJ (1.45)
Las soluciones son entonces formalmente idénticas a las del caso estatico, pero con la
intervencion del tiempo, de manera que podemos designar a estos potenciales como

instantaneos, es decir el potencial en cada instante dependera del valor de las fuentes en

ese mismo instante,

O(F, 1) =—— [P0 gy (1.46)

Ty [F -7

y analogamente para A .



A efectos practicos, la aproximacion casi-estatica serd valida cuando las dimensiones

del sistema son mucho menores que la longitud de onda asociada a los campos.

Un ejemplo clésico de aproximacion cuasi-estatica es la teoria de circuitos, donde los
campos son instantaneos, aunque los efectos de induccion pueden ser muy importantes.
La teoria de circuitos supone que los campos eléctrico y magnético se localizan en los
componentes del circuito. Si bien la corriente de desplazamiento es dominante dentro de

un condensador, es despreciable fuera del mismo y podemos ignorar en la ley de

Ampére el término 0D/ 0¢ . En consecuencia, de (1.41) se tiene:
ODMxB=p0F =0 = 0O0=0

Si imaginamos una superficie cerrada S que rodea un nudo del circuito al que llegan

—

densidades de corriente J,,J,,-+,J, , se cumplira:

=

=N

$JES=0 = > 1,=0
S k=1

Por tanto, la suma algebraica de las intensidades de corriente que llegan a un nudo es
nula (ley de Kirchhoff de corrientes).
Analogamente, variaciones temporales de flujo magnético que son significativas en
bobinas y transformadores, ecuacion (1.40), se pueden despreciar en regiones exteriores.
Ello da lugar a un campo eléctrico irrotacional:

OxE=0 = E=-00
Si sumamos algebraicamente las caidas de potencial a lo largo de M elementos de un

camino cerrado L de un circuito se tendra:
o k=M
PE@I=0 = 3V, =0
L k=1

que constituye la formulacion de la ley de Kirchhoff de voltajes.



ELECTROMAGNETISMO II  (Grado en Fisica) Curso 2012-13

Tema 1. Ecuaciones de Maxwell. Potenciales electromagnéticos.

Ecuaciones de Maxwell en el vacio y en medios materiales. Relaciones constitutivas.
Condiciones de contorno. Potenciales electromagnéticos. Ecuaciones de onda.
Aproximacion casi-estatica.

Problemas
1.- Si el campo vectorial dado en coordenadas cilindricas por
E =3pu, +6u,

representa un campo electrostatico, determinese la densidad de carga volumica asociada
al mismo.
2.- ;Cual de los siguientes campos vectoriales puede representar un campo B?

b= 1. s+ ~

=—u, +pzii,+cosQu,
B= (x +2)ux + (1 —3y)uy +2zu,

3.- Analizar cudl de los siguientes campos puede representar un campo de induccion
magnética estatica. Calcular la densidad de corriente asociada al mismo.

B=xu, -yu,

B =rcos@u, —3rsenBsenqu,

4.- Se tiene las distribuciones
®(7,1)=0 ; A(F.r)= 4, sen(kx-wr)i,
donde 4,,Wy k son constantes.

Determinar los campos E y B y comprobar que satisfacen las ecuaciones de Maxwell.

¢ Qué condicion se debe imponer sobre Wy k ?

5.- Entre las placas de un condensador plano-paralelo se conecta un voltaje alterno. El
campo que se establece en el condensador viene dado por:

E =10coswru,

a) Si el medio entre placas es aire (80, uo),

determinar la corriente total que atraviesa
un cuadrado de 0.1 m de lado colocado
perpendicularmente al campo como se
muestra en la figura.




b) Si entre las placas se pone agua de mar (8 =78¢,,0= 4S/m) , hallar la relacion entre

los modulos de la densidad de corriente de conduccion y la de desplazamiento a la
frecuencia de 100 MHz. Calcular también la corriente total que atraviesa el cuadrado.

6.- Calcular la densidad de corriente de desplazamiento para los siguientes campos
electromagnéticos
a) Una onda de radiodifusion de 1 MHz que se propaga con un campo eléctrico de
1 pV/m.
b) Una linea de transporte de alta tension de 50 Hz que soporta un campo eléctrico
de 100 kV/m.

¢) Elhaz de un laser de 600 nm que posee un campo eléctrico de 3x10* V/m.

7.- En medios dieléctricos se estudid que para los célculos de campos, un medio
dieléctrico polarizado se podia sustituir por una densidad superficial de carga de
polarizacion pps (C/m?) y una densidad volumica de carga de polarizacion Pp (C/m’).
Encontrar las condiciones de contorno en la superficie de separacion de dos medios
distintos para:

a) La componente normal del vector polarizacion P

b) La componente normal de E.
en funcion de las densidades de carga en la interfase.

8.- Una lamina infinita con corriente js =5u_ (A/m) coincidente con el plano xy, separa
el aire (region 1, z > 0) de un medio con u, = 2 (region 2, z < 0).

Si H, =30ii_+40ii, +20ii, (A/m), calcular:

a) Hz; b) Ez ;  c) el angulo a; que forma l§1 conelejez; d) el angulo o, que forma

B, con el eje z.

9.- El campo eléctrico inducido por un campo B variable con el tiempo viene dado por:

E= E z* coswtii,
Suponiendo que B tiene s6lo componente en la direccion u,,y que su valoren =0 es nulo,
hallar la expresion de B utilizando la ley de Faraday.
10.- Suponer que un monopolo magnético ¢,, pasa a través de una espira circular sin

resistencia, cuya autoinductancia es L. ;Qué corriente se induce en la espira? (Ver Blas
Cabrera, Phys. Rev. Lett. 48 (1982) 1378.)



Problemas del Tema 1

1. Si el campo vectorial dado en coordenadas cilindricas por

E =3pii, +6ii,
representa un campo electrostatico, determinese la densidad de carga volumica asociada
al mismo.
Solucién

Las componentes del campo en este sistema de coordenadas son:
E,=3p, E,=0, E.=6

Hallamos la divergencia de este campo,

. 0(pE
szl (p p):l%p:6
p Op Y
Por tanto, la densidad de carga volumica vale:
p, =¢,0F =6¢,

Si el campo esta dado en V/m, la densidad de carga se medira en C/m’.

2. ;Cual de los siguientes campos vectoriales puede representar un campo B ?
B= li[p + Pz, +cos Qu,
B=(x+2)i, +(1-3y)ii, +2zi,

Soluciéon

a) Para el primer campo se tiene

1
B,=—, B, =pz, B, =cos®
P

Hallamos su divergencia,

B
la(p P)+laB<P+aBz =0+0+0=0
P O0p pop Oz

Luego representa un campo magnético

OB =

b) Para el segundo campo vectorial,

B =x+2, B,=1-3y, B, =12z

. 0B
DDB:OBX+ y+aBz:1—3+2:0
ox Oy 0z

También representa un campo magnético.



3. Analizar cual de los siguientes campos puede representar un campo de induccion
magnética estatica. Calcular la densidad de corriente asociada al mismo.
B=xu, -yu,

B =rcos@u, —3rsenBsenqu,

a) Para el primer campo se tiene

i, i, i
OB=1-1=0 ; ix/}?:i 9 i:0 = J=0

Ox 0dy Oz

x -y 0

b) Para el segundo campo usamos los operadores expresados en coordenadas esféricas:

L a(r’B, 0B
DEB=L2 ( )+ ! 2 =3cos@+ (-3rsenBcos®) =0 ;
r-  or rsenB 0@ rsen
L 0(senBB d|rB
[IxRB = 1 ( ‘P) L-ir_'_l 1 aBr_ ( (P) ae
rsenB 09 r| senB@ 0@ or
Por tanto, la densidad de corriente asociada sera:
J= = OxB= i{—G cosOsen@ii, + [6sen9sen(p— sen(pj ﬁe}
K, K, sen®

4.- Se tiene las distribuciones

-

®(7,)=0 ; A(F.t)= 4, sen(kx—or)i,
donde 4,,Wy k son constantes.

Determinar los campos E y B y comprobar que satisfacen las ecuaciones de Maxwell.

¢ Qué condicion se debe imponer sobre Wy k ?

Solucion

Campo eléctrico:

E= —@ —Z—A = —ai[Aosen(kx - oot)]ﬁy = Aooocos(kx - oot) ﬁy
=0 t t



Campo magnético:

U i, u_
B=0OxA4= 9 9 9 :i[Aosen(kx—oot)]ﬁz :Aokcos(kx—oot)ﬁz
0x oy 0z| Ox
0 Asen(kx-wt) 0

Ecuaciones de Maxwell:

. OE
OxE=—2=i :i[Aooocos(kx—oot)Jﬁz = —Aokoosen(kx—oot)itz
O0x O0x

6_B = A kwsen (kx - oot)ﬁz

ot
Hemos comprobado que se cumple []X E =——_Porotra parte:
ot
u u u
X y z
OxB= i i i = —i[Aokcos(kx—oot)]ﬁy =A0k2sen(kx—oot)ﬁy
Ox 0y 0z 0x
0 0 Aokcos(kx—oot)

ZE = : [Aooocos(kx—oot)]ﬁy = Aoﬂfsen(kx_wt)ﬁy
t t

. -~ 1 0FE . ..
La ecuacion [JX B =——— se verifica si imponemos
2
c? 0t

k? :iw? = |c=—
CZ

Ademas no hay densidad de corriente libre, J =0.

Para las ecuaciones de divergencia tenemos:



5.- Entre las placas de un condensador de placas paralelas se conecta un voltaje alterno.

El campo que se establece en el condensador viene dado por:
E =10coswtii,
a) Si el medio entre placas es aire (€,,H,),

determinar la corriente total que atraviesa

un cuadrado de 0.1 m de lado colocado

<
S
]
|
—
ke
o
3

perpendicularmente al campo como se i |
muestra en la figura.
b) Si entre las placas se pone agua de mar,

€ =78¢,; 0 =4S/m,hallar la relacion entre la densidad de corriente de conduccion y la

de desplazamiento a la frecuencia de 100 MHz. Calcular también la corriente total que
atraviesa el cuadrado.

Soluciéon

a) La unica corriente que existe en esta region es la de desplazamiento. Su densidad

viene dada por:

—

J, = 80% =-10€,0sen Wt ii_ (A/mz)

Por tanto, la corriente que atraviesa el cuadrado sera

I,= [ J,WS=-10gwsencxt [ dS=-0.lg,wsencwr(A)

cuadrado cuadrado

b) Para f =100 MHz, w=2m00*s™". La densidad de corriente de conduccion vale:
J = OF =40cos210%ii, (A/m?)
El cociente de ambas (modulo) sera:

‘j‘ _ 40coswr _ 4

— = = —cot 210° = 9.22 cot 2110t
‘JD‘ 10ewsenwy  78[2T0°€g,

Y la corriente total:

L= [ (J+J,)0S =0.4c0s 2110 ~0.043sen 210" (A)

total ~

cuadrado



6.- Calcular la densidad de corriente de desplazamiento para los siguientes campos
electromagnéticos
a) Una onda de radiodifusion de 1 MHz que se propaga con un campo eléctrico de 1
MV/m.
b) Una linea de transporte de alta tensiéon de 50 Hz que soporta un campo eléctrico de 100
kV/m.

¢) El haz de un laser de 600 nm que posee un campo eléctrico de 3x10* V/m.

Solucion

Para campos armonicos la corriente de desplazamiento viene dada por:

- oD -
| = m = welE|
En los tres casos la corriente es paralela al campo eléctrico y estd desfasada Tt/ 2 con
1

respecto al mismo; tomamos € =g, =——x10" F/m.
36t
a) f=1MHz; E=1uV/m.
J, =2mx10° E—l?,é—xl()_g x107° (A/m*)=5,6x10"" A/m’
Tt
b) /=50 Hz; E =100 kV/m.

J, =100T[G3é—><10‘9 x10° (A/m?)=2,8x10™* A/m’
Tt

©) A=600%107° m; E=3x10* V/m; f===5x10" Hz

> | o

J, =2m3x10" El3é—><10'° B3x10* (A/m*) =8,4%x10° A/m’
Tt

7.- En medios dieléctricos se estudio que para los célculos de campos, un medio
dieléctrico polarizado se podia sustituir por una densidad superficial de carga de
polarizacion pps (C/m?) y una densidad volumica de carga de polarizacion Pp (C/m’).
Encontrar las condiciones de contorno en la superficie de separacion de dos medios
distintos para:

a) La componente normal del vector polarizacion P
b) La componente normal de E.

en funcion de las densidades de carga en la interfase.



Solucion

a) La relacion entre P y P, es.
OpP=-p,
Hallamos la integral extendida al volumen del cilindro elemental de la figura:

[OmPar =¢Pras=~[p,dv
AV AS AV

Cuando /1 — 0, el flujo del vector P a través de la superficie lateral es despreciable;

ademds, podemos considerar aprox. constantes los valores en las bases. Queda

entonces:
(B-B)Gas=-p,A8h

El término de la derecha es la carga de polarizacion en el volumen AV . Al tomar

limites la carga se reduce a la densidad superficial:

1hi£1;)l p,ASh=p, AS

Operando, queda finalmente:

b) Teniendo en cuenta que

—

g, E=D-P
y que la condicion de contorno para el vector D es la dada en la ec. (1.19), queda:
8()(E1 _Ez)@ :(D1 _Dz) L& _(B _Pz) Ui =Py + Py

Por tanto,



8.- Una ldmina infinita con corriente js =5u_ (A/m) coincidente con el plano X7,
separa el aire (region 1, z > 0) de un medio con y, =2 (regiéon 2, z < 0).

Si ﬁ1 =30u, +40u, +20u_ (A/m), calcular:

a) H ; b) B ;  c)el angulo a; que forma El con el eje z; d) el angulo oy que

forma B, con el eje z.

Solucion

2n

®)
©
s~
I
ool
=
o
=
E
I
l\)|8
=

ix(H,-,)=J, =

i, x([30~ H,,]a, +[ 40~ H,, Ja, +[20~ H,.]a.) =i,
Por tanto,

=30 ; H, =45

2x 2y

a) H,=30i, +45i, +10i, (A/m)
b) B, =2u,H, (T)

V30% +40°

¢) O, =arctan——— — = 68.2°
20

V30® +45°

d) o, =arctan—— =79.5°
10



9.- El campo eléctrico inducido por un campo B variable con el tiempo viene dado por:

E=Ez>cosWtii_
Suponiendo que B tiene solo componente en la direccion i,y que su valor en 7 =0 es nulo,

hallar la expresion de B utilizando la ley de Faraday.
Solucién

ﬁx u, ﬁz

E i i i =i[EOZ2 cosoot]ﬁy =2Eozcosootﬁy = _G_B
0x dy 0z| Oz ot

EOZ2 coswt O 0

Integrando con respecto a ¢ la expresion de B viene dado por:

— 2E,z ~
B=|- senwt +Cte |
0 =]

Las posibles componentes constantes en las otras direcciones (que al derivar con
respecto a ¢ no darian contribucion al rotacional), las ignoramos porque se impone que

B sélo tiene componente y.

10.- Suponer que un monopolo magnético ¢,, pasa a través de una espira circular sin
resistencia, cuya autoinductancia es L. ;Qué corriente se induce en la espira? (Ver Blas
Cabrera, Phys. Rev. Lett. 48 (1982) 1378.)

Solucién

Si existen los monopolos magnéticos, su movimiento equivale a una ‘“corriente
magnética” jm. Esta corriente entraria en las ecuaciones de Maxwell del siguiente
modo (por similitud con la corriente eléctrica como fuente de campo magnético):

_ - 0B

OxE J -—
lJ.() m at

Esto seria una generalizacion de la ley de Faraday. La constante |1 es justo la que hace

falta para que cuadren las dimensiones de la ecuacion. Integrando esta ley de Faraday

generalizada en la superficie de la espira:

[@xEy-ad=§E-di =e=p,[],-ad-* [B.di=p,1, -




Pero € = —Lﬂ, de modo que ﬂ =M I +ldCDm
dt dt L L dt

_K !
[=22AQ, +— A

donde AQ, es la carga magnética total que atraviesa la espira y A® el cambio en el
fluyjo magnético a través de la espira. Si la espira es plana, entonces AQ, =¢q, y

AD =0 (cuando el monopolo estd muy lejos de la espira, @ =0; al acercarse,

crece el flujo, digamos “positivo”; una vez que el monopolo atraviesa la espira, el flujo
pasa a ser “negativo” — en sentido contrario al del principio —, y cuando se aleja el flujo

tiende nuevamente a cero). En definitiva:

[ et ﬂaqﬂi
L




Tema 2. Problemas de contorno: Campos estaticos

2.1 El problema de contorno en electrostitica y magnetostatica. Unicidad de la

solucion.

La determinacion de los campos eléctrico o magnético en situaciones estdticas es un
problema de gran importancia practica. Se trata asi de encontrar la solucion a las

ecuaciones del tipo
0°d = _Br (ecuacion de Poisson) (2.1
3

0 para puntos en los que no existen fuentes,
[0°® =0 (ecuacion de Laplace) (2.2)

Para el caso magnetostatico el problema es formalmente analogo al eléctrico, por lo que

en general nos referiremos al potencial electrostatico.

Si se conocen todas las fuentes en el problema, la soluciéon es inmediata por
superposicion. Pero lo habitual es que se conozcan condiciones sobre una superficie que

limita la region en estudio, o condiciones de contorno.

(Cuales son las condiciones de contorno adecuadas para que resulte una solucion nica

del problema definido por la ecuacion de Poisson o Laplace?

¢ Una posibilidad es especificar el potencial sobre puntos de una superficie cerrada

(condiciones de Dirichlet) ya que determina univocamente el potencial en el interior.

¢ La solucion también es unica si se establece la derivada normal del potencial
(condiciones de Neumann) sobre la superficie, lo que equivale a dar la distribucion

superficial de carga.
La demostracion puede hacerse a partir de la aplicacion del teorema de la divergencia de
Gauss al vector @D, en un volumen V' rodeado por la superficie S:

)
0 fo06) =06 M6 + o0%e (2.3)

$o06 @as = [Drfods)ar =[|06] av +[o0’e av (24)
S Vv 14 4 =0

donde el tltimo término desaparece por cumplirse la ecuacion de Laplace.



La proyeccion de los gradientes sobre la normal a la superficie puede también

expresarse como la derivada del escalar respecto a la normal:

06 G 0P

on

Supongamos ahora que pueden existir dos soluciones @, y @, que satisfacen la

% :&. Si aplicamos la

condicion fijada sobre el contorno: 1) ® =®, 6 2) 3
n n

ecuacién (2.4) a la diferencia @, — P,

Sav (2.5)

(ﬁ(CD1 —claz)(ﬁl —ﬁz)[ﬁdS :”ﬁl _ﬁz
v

N

Asi, para cualquiera de las dos condiciones de contorno, de Dirichlet o de Neumann, el
primer miembro de (2.5) se anula y al ser el integrando del segundo miembro una

cantidad definida positiva en todo el volumen V/, necesariamente ha de ser
O, = ﬁz, Or OV (2.6)

Por tanto, las soluciones deben ser la misma o diferir en una constante, lo que no supone
ninguna diferencia en cuanto a la distribucion de campo eléctrico, quedando asi

asegurada la unicidad de la solucion.
2.2 Teorema de reciprocidad

Partiremos de una igualdad analoga a (2.4) pero para dos funciones escalares @ y W

genéricas, continuas y con derivadas primera y segunda también continuas en V.

Obtenemos asi la igualdad

€ﬁ¢g—de:jﬁDﬂdV+j¢Dzw dv 2.7)
N Vv Vv

denominada /¢ identidad de Green.

Intercambiando las dos funciones escalares y restando las igualdades obtenidas se llega

inmediatamente a:

Cﬁ( a_‘“_wai’J dS:I(qnmqu—qJqun) dv (2.8)

< on on )



que es la 2 identidad, o teorema de Green.

Si tenemos dos distribuciones localizadas de carga P1 y P2, que producen en todo el
espacio los potenciales @,y @, podemos aplicar el teorema de Green (2.8) a ambas y

obtendremos

[(o.0°0, -0,0%,)dr = gf{ 00, _p, 9% de 2.9)

) * On
Al estar las cargas localizadas en una region finita, podemos extender la integral de

volumen a todo el espacio y, por tanto, la de superficie S — S (superficie del infinito),

donde el integrando tiende a cero al menos como 1/R’ y dS es [J R’. Esta ultima

integral se anula por tanto. Teniendo en cuenta ademés que [1°® =—-p/g,, queda
[®,p,a7=[®p,ar (2.10)
vV vV

resultado que se conoce como teorema de reciprocidad de Green. La expresion
obtenida puede extenderse para incluir también las densidades de carga superficiales,
por ejemplo sobre conductores cargados. Sobre ellos, 9P /0n =0/ €, quedando:

.[(CDZ p =@ p,)dV! :qi(crz ®, -0, D,)dS"

Vv N

O bien,

[p, @, av'+do, @, dS' =[p, @, dV'+ o, , dS" (2.10a)
vV N Vv S

2.3 Sistemas de conductores: coeficientes de potencial e influencia

Consideremos un conjunto de conductores cargados, en equilibrio electrostatico.
Supongamos un estado en el que las cargas y potenciales de los conductores son O,

0,,,0,-,0, y V.,V,,---,V.,---,V,, respectivamente, como se muestra en la Fig 1.

1

QN :VN

Conductor 1
9.7
® Conductor N
v, .
Conductor 2' ° .
[ ] [ ]

Conductor i
Figura 1: Conjunto de conductores en equilibrio electrostatico



Debido a la linealidad de las ecuaciones de Maxwell y en particular de la ecuacion de
Poisson, se verifica el principio de superposicion, segun el cual el potencial en cualquier
punto es la suma de las contribuciones de cada una de las cargas individuales. Para
nuestro sistema esto se traduce en que los potenciales pueden expresarse como

combinaciones lineales de las cargas en cada uno de ellos:

v

<

N
V,=>P 0O, , i=12,N (2.11)

J=l
donde B.j son los llamados coeficientes de potencial.

El significado fisico de los B.j es evidente si analizamos la ec. (2.11). En efecto, si

todos los conductores tienen carga nula salvo el j que tiene Qj =1, resulta:

V.=B,0+P, 0, ++P 0 ++P 0, [5V =P
— —— ——

1 1 1
——
=0 =0 =1 =0

Por tanto, Pl.j representa el potencial que adquiere el conductor i cuando todos los
conductores estan descargados, excepto el conductor j que tiene carga unidad.

Si la relacion anterior se invierte, las cargas se podran expresar reciprocamente como

combinaciones lineales de los potenciales:

N
0=>CV , i=1,2N (2.12)
j=1

donde Cij (i#j) son llamados coeficientes de influencia y C, coeficientes de

capacidad. Hay que hacer notar que el coeficiente de capacidad de un conductor en

presencia de otros, C,, es diferente del coeficiente de capacidad de ese mismo

conductor aislado C. Los coeficientes de influencia y de capacidad dependen solamente

de la geometria del sistema y no del estado eléctrico de los conductores
El significado fisico de los Cij es evidente a partir de (2.12). Si todos los conductores

estan a potencial cero salvo el j que se encuentra a VJ =1, se tiene

Qi:CilVl-I-Cisz+"'+CijVj+"'+PiNVN :>Qi:Cij
S - %
= = A -



Asi, Cl.j representa la carga que adquiere el conductor i cuando todos los conductores

estan a potencial cero, excepto el conductor j que esta a potencial unidad. Puesto que
en esta situacion las lineas de campo deben partir del conductor j que es el tnico a
potencial positivo y acabar en los otros conductores o en el infinito, las cargas de los

demds conductores serdn negativas. Por tanto los coeficientes de influencia seran
negativos y los de capacidad positivos,

C.>0, C.<0

g

Ademas, la carga positiva debe ser mayor o igual que la suma de las negativas en valor
absoluto,

N
C,z2->.C,

J#i

Los coeficientes de influencia son simétricos y —como la matriz de coeficientes de

potencial es inversa de los de capacidad— también lo seran aquéllos,

C,=C,, P =P

ij i
Para demostrarlo consideremos dos situaciones diferentes para el sistema de N

conductores: en la primera todos los conductores estan a potencial cero excepto el i que
estd a potencial unidad,

Ql _CIII/I +C121/2 + +Cli1/t + +C1N VN
— — - -
=0 =0 =1 =0

Q2 = CZl Vl +C22 I/Z + +C2 I/t + + CZN VN
3 3 " %

QN:CN1V1+CN21/2+ +CNiI/l+ +CNNVN
2 Y I =

En la segunda, el conductor j el que esta a potencial unidad y el resto a cero,

Ql :C11V1 +C12V2 +"'+C1jVj +"'+C1N VN
- — — —

=0 =0 =1 =0

Qz :C21V1 +C22V2 +"'+C2jVj +"'+C2N VN
-~ - —— -
=0 =0 =1 =0

QN :CNI Vl +CN2 Vz +"'+CNj V] +"'+CNN VN
- - —— ——
=0 =0

=1 =0



Vemos que las cargas sobre los conductores son en el primer caso C,,, C,,,[lIC,, y en

C

2j°

el segundo, C

1o D]]E?Nj. Si se aplica el teorema de reciprocidad de Green al

producto de cargas en un caso por potenciales en el otro, se obtiene inmediatamente

C,V,=C,V, = C,=C,, (cqd)
——

=1

S

2.4 Método de imagenes

Consideremos un problema de Dirichlet definido por una cierta regién del espacio V
donde existen cargas y unas condiciones de contorno dadas por los valores del potencial
sobre la superficie S que la limita (situacion de la Figura 2a). Si somos capaces de
encontrar una distribucion de cargas exteriores a ¥, que juntamente con las cargas

interiores, produzca el mismo potencial ®P(#) sobre S (situacion 2b), entonces el

teorema de unicidad nos asegura que, dentro del volumen ¥, la solucién para ambas

situaciones es la misma. A las cargas exteriores g’; se les llama cargas imdgenes.

[ ] [ ] f
y T g N
v I
..
\ /7
\\\—_”// [ ]
®(F) ®(7)
2a 2b

Figura 2. Un problema de contorno (2a) puede resolverse como el potencial creado por las
cargas interiores g mas las cargas imagenes (’, exteriores a V (2b), que producen el

potencial dado (D(F) sobre la superficie.

En general, no es facil encontrar un conjunto finito de cargas imagenes que resuelvan un
problema de contorno dado. Para algunas geometrias sencillas, sin embargo, la solucion

por imagenes es directa y de gran utilidad, como se vera en los siguientes ejemplos.



a) Imagen de una carga frente a un plano conductor indefinido

=0 =0
3a 3b

Figura 3. Carga puntual q frente a plano a tierra (potencial cero). El potencial creado por q y la
carga imagen —q resuelven el problema del potencial en el semiespacio de la izquierda. En la
figura se representan las lineas de campo eléctrico.

Vamos a resolver el problema de una carga puntual frente a un plano a potencial cero
(Figura 3). La carga imagen es una carga igual y de signo contrario a la carga original,
situada simétricamente a ella respecto al plano (imagen especular, de ahi el nombre del

método).

situadaen | d'=d (2.13)

Debemos verificar siempre que las cargas imagenes:

1) Estén fuera del volumen V, es decir, deben pertenecer al espacio ‘imagen’ y no al

espacio del problema real.
2) Hagan cumplir, junto con las cargas reales, las condiciones de contorno dadas.

Cualquier magnitud fisica asociada a los campos en el problema real puede calcularse

mediante la situacion equivalente, utilizando las cargas imagenes.
b) Imagen de una carga frente a una esfera conductora a potencial cero

Es conocido que dos cargas

puntuales de distinto signo y cuyas

magnitudes estan en una relacion

dada, tienen siempre una

equipotencial que es una esfera.

Figura 4. Carga puntual frente a esfera conectada a ) o
a Esta propiedad puede utilizarse para
tierra. La carga imagen ¢'=——g¢q y esta situada a
X d establecer el método de imagenes

istancia d'= %
la distancia d'= 7 del centro de la esfera. para una carga frente a una esfera a



potencial constante, o en particular, conectada a tierra (Figura 4). El volumen V es el
exterior de la esfera (limitado por la superficie esférica y una superficie muy alejada en

la que el potencial es cero o ).

El potencial creado en el punto 7 por la carga g y su imagen g’ es

®(7) = : [ 9 + q J (2.14)

AT \ /12 +d? - 2rdcos® ~Jr2+d'>—2rd'cos®

Puede comprobarse que efectivamente @ (17 ) = 0 cuando
=-2 a=L (2.15)

que es por tanto la carga imagen buscada en la posicion d'.

El campo eléctrico en cualquier punto exterior a la esfera se podra calcular como.

E(_,) 1 F_dlz_iz + F_d'ﬁz (2 16)
rF)= q q .
AT | |p-qa | [F-d'af
y sobre la superficie de la esfera conductora,
q a(d2 / a? —1)

== ﬁr, (2.17)
rea 4T, (a2 +d> —2aalcos8)3/2

pudiéndose obtener a partir de ¢l otras magnitudes, como por ejemplo la densidad

superficial de carga =€ E (77)

r=a

Analogamente, para hallar el potencial de una carga frente a una esfera a un potencial
fijado V,, hay que afiadir a la carga imagen ¢  una carga imagen adicional

Q =41e V,a en el origen, que producira el potencial deseado sobre la esfera.

2.5 Separacion de variables

El método de mayor generalidad para resolver la ecuacion de Laplace es el de

separacion de variables. En €l la ecuacidn diferencial en derivadas parciales se separa en

un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias, cada una de ellas en términos de una

sola variable independiente. El procedimiento es especialmente 1util cuando las

superficies limite sobre las que se imponen las condiciones de contorno, coinciden con

8



superfices de coordenada constante, en el sistema de coordenadas elegido. Las
ecuaciones diferenciales ordinarias que resultan, con las condiciones de contorno de
Dirichlet o Neumann, constituyen problemas del tipo de Sturm-Liouville y los
conjuntos de soluciones son, por tanto, ortogonales y completos, lo que resulta esencial

para construir la solucion buscada.

Vamos a exponer el fundamento del método, particularizdndolo para coordenadas

cartesianas y esféricas. Un tratamiento mas general y su aplicacidon a otros tipos de

coordenadas, pueden consultarse en libros de ecuaciones diferenciales o textos

avanzados de electromagnetismo.
a) Separacion de variables en coordenadas cartesianas
La ecuacion de Laplace en coordenadas cartesianas se escribe:

°d  0°D  0°D
+ + =
x> a9y 07’

0 (2.18)

Buscaremos soluciones de (2.18) que se expresen en la forma de producto de tres

funciones, cada una de ellas dependiente de una de las coodenadas cartesianas,
D(x,y,2) = X(x) Y (») LL(2) (2.19)

Sustituyendo en (2.18) y dividiendo por X (x) ¥ (y)[Z(z), se obtiene:

LY 1dY 1d°Z _

— — — 0 2.20
X dx* Yd Zd (220

Como las coordenadas son independientes, cada uno de los tres sumandos en (2.20)

debe ser una constante. Denotando estas constantes por & 2 Jé 2 y yz, queda:

1 d*°X g

d*Y d*7
} dx? - :'82’

%dyz %dzﬁyﬁ P+ =0 Q2D

b

Las soluciones de estas ecuaciones ordinarias son, como es bien sabido, exponenciales.
Dado el caracer ortogonal y completo de las soluciones de (2.21), cualquier solucion de
la ecuacion de Laplace puede construirse a partir de una combinacion lineal de estas
soluciones separadas. Asi, la solucion general puede expresarse en la forma

d(x,y,z) = Z (Ae‘” +A'e_‘”)(Beﬁy +B'e_ﬁy)(Ceyz +C'e_yz) (2.22)

a.By



¢ Para que la suma de las tres constantes en (2.21) sea cero, al menos una de ellas debe
ser negativa y por tanto @, [ 0 ), imaginarias. La eleccion de la(s) constante(s)
imaginaria(s) se hara dependiendo del problema. Igualmente, las constantes se fijaran
aplicando las condiciones de contorno del problema. La combinacion de exponenciales
positivas y negativas es equivalente a una combinacién de funciones seno y coseno
hiperbolico y, andlogamente, la de exponenciales imaginarias es equivalente a una

combinacion de senos y cosenos trigonométricos.

¢ También es posible el valor cero para alguno(s) de los pardmetros. En ese caso la
solucion correspondiente es una variacion lineal. Por ejemplo si = 0, la solucion

correspondiente es Ax + A', por lo que hay que afiadir posibles soluciones de este tipo

a cada uno de los factores de (2.22).

Es importante observar que la forma concreta de la solucién debera elegirse de acuerdo

con las caracteristicas fisicas del problema,

Ejemplo I: Potencial en el interior de un condensador de placas planas y paralelas. Sean

dos placas conductoras paralelas e indefinidas a potenciales V y 0 respectivamente.

Debido a la simetria del problema, la solucién no

v 0 debe depender de las coordenadas y ni z, y para cada
una de estas variables debemos tener una variacion

lineal (By+B')(Cz+C'), con B=C=0. Al ser

x==0 x=ld > por tanto S =) =0, también a =0, o sea el

potencial debe wvariar linealmente con x y ser
Figura 5. Potencial entre las placas ) ) o
indefinidas de un condensador plano constante en las direcciones y, z. En definitiva,

P(x)=Ax+ A4’ (2.23)

Las constantes se determinan de las condiciones de contorno, ®(0) =V, Pd(d)=0,

dedonde A==V /d, y A'=V .Elresultado es

P(x)=V(1-x/d) (2.24)

10



Ejemplo 2: Se quiere calcular el potencial en el interior de una caja paralelepipédica

abierta, cuyas paredes laterales se extienden

N y
b de manera indefinida en la direccion del
Vo(x,2) . N
J eje z. Las condiciones de contorno son:
4  x potencial cero en las caras laterales y
V=0

potencial dado, como una funcién V,(x, »)

z sobre la base z = 0.

Figura 6. Problema de contorno sobre las caras

de un paralelepipedo semi-indefinido.

Dado que el potencial debe anularse cuando z — o0, escogeremos una constante )/ real,
mientras que como la solucion debe anularse en x = 0, x =a, y =0,y = b, las

constantes @ y [ se tomaran imaginarias y expresaremos las soluciones a (2.21) de

forma general como

X(x)=4 sen(ax) + B cos a'x)

(
Y(y):Csen(,By)+D cos(,By) (2.25)
Z(z) = E /7 4 gle s

.. . . nit mit
Las condiciones de contorno implicanque B=D=E =0, a=—, (= 7,
a

con lo que la solucion toma la forma:
d(x,y,z) = iiAnm sen(nrx/ a) sen(mmy /b)e™” (v/a) ()’ 2 (2.26)
n=1 m=l1
Falta por imponer la condicion de contorno en z = 0,
P(x,y,0)=V,(x,y) = iiAnm sen (anx / a) sen(mlTy / b) (2.27)
n=1 m=l1

La forma de despejar las constantes de esta ecuacion es el procedimiento habitual en

desarrollos en términos de funciones ortogonales. Asi, multiplicaremos por

xsen(n'7x/ a) sen(m'1my / b) e integraremos a las x e y, entre (0, a) y (O, b) :

11



© 00 a b
ZZAM jsen(nﬂx/a)sen(n'ﬂx/a)dxjsen(mﬂy/b)sen(m'ﬂy/b)dy
0 0

_[¢ b ' '
B _[0 _[0 Vo(x,y)sen(n ﬂx/a)sen(m lTy/b) dx dy

(2.28)

a =0, si n'#n
Pero jsen(nﬂx/a)sen(n'ﬂx/a)dx =< a ' (2.29)

" =— si n'=n

2
obteniéndose
4 a b

A =£I0 jo Vy(x,y) sen(nﬂx/a)sen(mﬂy / b) dxdy (2.30)

y la solucién es (2.26) con (2.30).
b) Separacion de variables en coordenadas esféricas
En coordenadas esféricas la ecuacionde Laplace se escribe:

19(,00 1 0 b 1 oo
Do =——|r’ + —| senB— |+ =0 (231
(r or j r’senf 00 (sen 0 9] r’sen’0 0@ (231-2)

Para problemas con simetria azimutal, independientes de @, esta ecuacion se reduce a:

10 0o 1 0 0P
o= L0209, 9 | sen822 | =0 231-b
2 (r or j r*senB 00 (sen ] ( :

r°or

Buscamos soluciones separables,
@®(r,0) = R(r)LP(0) (2.32)

y por un procedimiento analogo al seguido con las coordenadas cartesianas, obtenemos

la ecuacion:

P
@i(# dRJ N i(sen eﬁj =0 (2.33)
r° dr\' dr) r’sen0d0

Dividiendo por R(r)[P(8) y multiplicando por r? resulta:

li(,,z d—Rj -1 i[sen Gd—Pj (2.34)
R dr dr PsenB do do

12



Puesto que el miembro de la izquierda s6lo depende de  y el de la derecha s6lo depende
de O, la Gnica forma de igualarlos para todo » y 6 es que ambos sean iguales a una

constante K. Asi:

! i(sened—PJ+KP=O (2.35)
senB dB do
i(,,z d—RJ =KR (2.36)
dr dr

La ecuacion (2.35) se conoce como ecuacion de Legendre; tiene soluciones que se

comportan bien para todos los valores de 0, incluyendo 0 y Tt, solo si se cumple:
K=n(n+1) (2.37)

donde n es un entero nulo o positivo. Las soluciones correspondientes se asocian al

indice 7 , es decir se denotan P, (cos 9) y se denominan Polinomios de Legendre.

En la figura 7 se muestra la grafica y la expresion de los 3 primeros polinomios.

Legendre Polynomials

T T T
N=( -cvnnen
15 ;‘:; _ —
P@)=1
P(x)=x
3x’ -1
F(x)=
Figura 7. Tabla y gréafica de ’
los polinomios de Legendre. d
I | I 1
x=cosB ]-w 05 o 0.5 1

Estos polinomios son ortogonales; es decir,

P (x)IP, (x)dx=—"= (2.38)

siendo x =cos6. La funcion delta de Kronecker, & , esceroparanzm ylsin=m.

Puesto que hemos determinado K podemos intentar resolver (2.36) para distintos 7:

i(rz d—Rj=n(n+1)R (2.39)
dr dr

Esta ecuacion admite dos soluciones linealmente independientes para cada n:
13



R = 'y R =pb) (2.40)

n n

La solucion del potencial ® =R (r)EPn(cosG) tiene por tanto dos soluciones

linealmente independientes:
o (r,e) =r"P (cos 9) y o (r,e) =r-HpP (cos 9) (2.41)

Entonces, la solucion general se escribirda como una combinacién lineal de todas las

posibles soluciones —o sea, n =0,1,---,0. Se obtiene:

®(r,0)= i[Anr” +B,r ") |[P, (cosB) (2.42)

n=0

Las constantes A y B, han de ser evaluadas teniendo en cuenta las condiciones de

contorno y las condiciones asintoticas del problema.

Ejemplo 3: Se tiene dos esferas concéntricas de radios R; y R, (R> > R)). Los potenciales

en ambas superficies estan dados por dD(R]):O,CD(Rl):VOcosG. Determinar el

potencial en laregion R, <7 <R,.

Figura 8. Potencial entre dos esferas

La condicion de contorno @ (Rl) =0 aplicada a (2.42) nos da:
A +Ban_(2"+l) =0  paratodo n
y la condicidn de contorno P(R,) =V, cos0,

&, A +B R =0 paran#l

2

A

B, _
1+_3_
2

Resolviendo el sistema obtenido para los coeficientes resulta:

14



__ R __NWRR
A4 = , B = ; A =B =0 paran#l
R -R} R -R}

Por tanto la distribucion del potencial entre las esferas sera:

2 3
d(r) :% r—R—; cosB
R; —R r

Casos mas generales, que no incluyen simetria azimutal, y los correspondientes a otros

tipos de coordenadas pueden verse en la bibliografia recomendada.

15



ELECTROMAGNETISMO Il (Grado en Fisica) Curso 2012-13

Tema 2. Problemas de contorno: Campos estaticos

El problema de contorno en electrostatica y magnetostatica. Unicidad de la solucion. Teorema
de reciprocidad. Sistemas de conductores: coeficientes de potencial e influencia. Método de
iméagenes. Separacion de variables.

PROBLEMAS

1.

Se tiene una carga puntual q entre dos planos conductores paralelos conectados a tierra y
separados una distancia d. La carga dista d; de uno de ellos. Aplicando el teorema de
reciprocidad, hallar la carga inducida sobre cada plano.

Tres esferas conductoras idénticas de radio a estan colocadas en los vértices de un
triangulo equilatero de lado b (b>>a). Inicialmente las tres esferas tienen la misma carga
g. A continuacion, una a una y sucesivamente se conectan a tierra y se desconectan. ¢Cuél
es la carga de cada una al final de este proceso?

Sea un sistema formado por tres esferas conductoras 1, 2 y 3, de radios Ry, R, y Rz y
cargas Q1, Q2 y Q3 respectivamente. Las esferas 1 y 2 son concéntricas (R,>R;) y la esfera
3 esta a una distancia d del centro de las primeras, siendo d >>R, > R;. a) Hallar los
coeficientes de potencial del sistema de conductores y los potenciales de las tres esferas.
b) Si la esfera 2 se une a tierra, calculese su carga asi como los potenciales de las otras dos
esferas.

Se tienen dos planos conductores semi-infinitos, y = 0 y x = 0, conectados a tierra. En la
posicién (a, a, 0) hay una carga puntual g.

Yy a) Calcular el potencial en la region ente los planos, utilizando el
método de imagenes.
________ q ] -
a *’ b) Calcular la fuerza sobre q y la energia electrostatica del
! sistema.
R c) Si los planos se cortaran en un angulo o distinto de 90°,
V=0 a X ¢podria aun resolverse el problema por imagenes? ¢bajo qué
condicion?

Un conductor plano horizontal indefinido, a potencial cero, tiene una protuberancia semi-
esférica de radio R. En la vertical que pasa por el centro de la semiesfera y a una distancia
D del mismo (D>R) hay una carga puntual g. Hallar: a) la expresion del potencial en
cualquier punto del espacio y b) la fuerza sobre la carga g.

Una esfera conductora de radio R; esté aislada y cargada con una carga Q. En el interior
de la esfera hay una cavidad esférica, no concéntrica con la esfera conductora, de radio R,
(R2<Ry), donde se coloca una carga puntual g=Q/3 a una distancia a=R/2 del centro de la
cavidad. Se pide calcular: a) el potencial de la esfera conductora y su densidad superficial
de carga. b) el valor del potencial y del campo eléctrico en el centro de la cavidad.



10.

11.

12.

13.

14.

Una esfera conductora de radio R esta aislada y cargada con una carga Q. Se coloca un
dipolo a una distancia a (a>R) del centro de la esfera, estando el vector momento dipolar
p dirigido segin un diametro de la esfera y alejdndose de esta. Hallar: a) el potencial
eléctrico de la esfera y b) el campo eléctrico en los puntos de la linea que une el centro de
la esfera con el dipolo y que distan R y 2a del centro de la esfera.

Dos esferas conductoras de radios a y b tienen sus centros separados una distancia ¢ > a,
b. Hallar los coeficientes de influencia del sistema hasta segundo orden de aproximacion,
es decir, despreciando términos (a/c)®, (b/c)?, etc.

Se tienen dos alambres rectos, paralelos, indefinidos, cargados con densidades lineales de
carga +A y —A, separadas una distancia d.

a) Hallar el potencial en cualquier punto del espacio.

b) Demostrar que las equipotenciales son cilindros circulares y determinar la posicion del
eje y el radio del cilindro cuyo potencial es Vo.

Una linea bifilar esta formada por dos alambres cilindricos paralelos indefinidos, de radio
r, separados una distancia d (d >> r). La linea esta situada paralelamente a un plano
conductor indefinido, conectado a tierra, a una distancia h (h >> r). Calcular la capacidad
de la linea en presencia del plano conductor.

Un alambre indefinido recorrido por una corriente de intensidad | esta situado en un
medio de permeabilidad .4 y a la distancia d de la superficie plana de un medio extenso de
permeabilidad z» >g4. Determinar los campos en ambas regiones y la fuerza sobre el
alambre, indicando si es atractiva o repulsiva respecto al plano.

Un semicilindro conductor muy largo de radio R sobresale de un plano conductor
horizontal conectado a tierra, con su eje paralelo al plano. Fuera del cilindro, paralelo al
eje, a una distancia h del mismo, hay una linea indefinida cargada con densidad de carga A
por unidad de longitud. Hallar la densidad de carga inducida en los puntos de la superficie
cilindrica més proximos a la linea de carga.

Un bloque conductor conectado a tierra, de dimensiones a, b y una longitud v,
muy grande en la direccion del eje z, tiene una ranura rectangular cubierta
por una placa que esta aislada del bloque (en la figura se representa una =
seccion transversal). Sobre la placa se establece un potencial V = V. Hallar

la distribucion de potencial dentro de la ranura. =

Un plano con distribucion de potencial V = V, senax, se coloca entre dos
planos conductores paralelos indefinidos, conectados a tierra, a una distancia s del plano

¥4 inferior. La distancia entre los planos
. conductores es d.

_ a) Hallar la distribucion de potencial y de
X Fa V= Vg senax Z .
ST campo eléctrico.

0 - b) Hallar las distribuciones de cargaen y =
I X 0,y=s,y=d.
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17.

18.

19.

20.

. Una carga puntual g esté situada a una distancia d del centro de una fina capa esférica

conductora, conectada a tierra, de radio R > d. Hallar:
a) El potencial en todo el espacio.
b) La densidad de carga inducida sobre la superficie interior de la esfera, en funcion de 0

c) La carga total sobre esa superficie y la fuerza sobre la carga g. Cuando la carga se lleva
a una distancia pequefia a de la superficie, compara esa fuerza con la que actla sobre una
carga a la misma distancia de un plano conductor a tierra.

d) La energia electrostatica del sistema. Particulariza la energia para el caso de la carga a
la distancia a pequefia y deduce en ese caso la fuerza a partir de la energia.

. Se tiene un dipolo ideal de momento dipolar p. Hallar que distribucion de carga hay que

establecer sobre una esfera de radio R con centro en la posicion del dipolo, para que el
potencial eléctrico se anule en el exterior de esa esfera.

Una esfera conductora de radio R y carga g se coloca en un campo eléctrico uniforme E,.
Calcular:

a) el potencial eléctrico dentro y fuera de la esfera;
b) ladistribucién de carga inducida en la superficie de la esfera;
c) el dipolo eléctrico inducido en la esfera.

Se tiene un sistema formado por dos esferas concéntricas de radios R; y R, (Rz > Ry). El
potencial en la superficie de la esfera interior es nulo y sobre la superficie exterior viene
dado por V(R2,6) = Vg cos 6. Determinar el potencial y el campo eléctrico en los puntos r
> R;. Comprobar que el campo eléctrico solo tiene componente normal en los puntos de la
superficie r = R;.

Una esfera dieléctrica de radio R y permitividad ¢, esta situada en el vacio e inmersa en un
campo uniforme E,.

a) Hallar el potencial y el campo eléctrico en todo el espacio.

b) Comprobar que la esfera polarizada produce un campo de tipo dipolar y hallar el
momento dipolar al que equivale la esfera polarizada.

Un superconductor tiene la propiedad de que excluye al campo magnético de su interior
(de manera analoga a como un conductor excluye al campo eléctrico de su interior
mediante una carga superficial, el superconductor lo hace para el campo magnético
mediante una corriente superficial). En un campo
magnético inicialmente uniforme By, Se sumerge una
esfera superconductora de radio R.

= ‘_ a) Como en el exterior de la esfera VB=0y VxB=0,
—— B=0/7 se puede escribir B=-V®,, donde ®,, satisface la
ecuacion de Laplace. ¢Cudles son las condiciones de
contorno para ®,enr=Ry r—o?

b) Mediante el método de separacion de variables, hallar el potencial magnético y el
vector B en todo el espacio.

c) De la condicion de contorno para la componente tangencial de B, hallar la densidad de
corriente superficial.
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Supongamos dos distribuciones a las que aplicaremos el teorema de reciprocidad.

Distribucion 1: Condensador con placasa =V /2

V q)l(o) = _%
-V/2 +V/2 D (2) =—5 +—z, v
(Dl(d) ==
-0, +0; 2
p =0
4
Ul—fug
z=0 z=d

v=0| |, . |V=0 (0)=0
q q d,(z), talque
-(2) a { ,(d)=0
o’ 0, = ¢d(F —d,ii.)
d,  dd,
q+q" =—q
z=0 z=d

Teorema de reciprocidad:

[poar+ [ o0@ds+ [ o(d)dds= W + W . W
v plano z=0 plano z=d luroF=0 57=d

%
() =d )+| —— |g'+ "=0
q®,(z=4d,) ( 2jq S 4
d-d
| 20 4 V q'=- lq
— g |+ =g+ =g"=0
Q( d 1] ( 2jq 2q N d
"= — q":_iq
qTq q d
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3
V=2 R0,
j=1
O B, =P, =P, =P (esferas idénticas)
SN P, =P, =P, =P (simetria en las posiciones)
/ \ b>>a —
! \b 4 £ R R)G
O |=|R R R|O,
) \h R BN\G
1
=2 =pg = B=
‘ 4r1TE, 4rre,a
Si hacemos Q, =0, =0, 0 1
V,=~2—=pQ = R=
4mep 4meb

Con esto quedan calculados los coeficientes de potencial.

Segun el enunciado, inicialmente tenemos Q1 = Qz = Q3 =q

Etapa 1:
=0, 0,=0,=¢
2P 2a
O:P()Q1+2P1q = Q1 :__IQ9 Q1 =——q
R b
Etapa 2:
V,=0, O, enesferal, q en esfera3
. - __R
0=RO+RO,+Rq=R(Q+4)* RO, = 0,=---(0*q),
0
Etapa 3:
V,=0, Q, enesferal, Q, en esfera 2

0 P1(Q1+Q2)+R)Q3’ Q3:_(Q1+Q2)§ =

0
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Q:+Q; Q1

R Sr<R,, ®1)=P(R,)- J‘ Edr, donde E = 9 - (aplicando T. Gauss)
%, 4me,r

v :;[g&j
1
4me,\ R, R
P(r) = Lﬂg +%J, en particular, oA ?

4me,\ v R, - 1 (Q+0,
> 4me, R,
1 + 1 +
rz2R,, CD(r):4—M, v, = L 9+0
E, v d>R.& ATTE,  d
Identificando con
Vi=PRQ+P,0,+ B0, | p=_L_ P,=p,=—
4rE R, 47E R,
Vo= PO+ Py + BAOT 1= | |
P. = P =P =P =P =—
Vi=PRO+P0,+ BOL | 2y g T T e T T ey
1
9=0=0 0#0 = B=_——1r
47E,R,

Sustituyendo queda:

Vl:;(g&&j ; Vz:;(g&&j ; ng;[g&&j
4re,\ R, R, d 4re,\ R, R, d

b) Conectando V, a tierra:

R
szoa Q1+Q2:_Q3;2 = sz_Q3__Q1
1 R 1 R
e R A
TE, d” R, 471E, \ R,

pal g%_gyz, p=Q (1 1
47\ R, /d R,/ d 47, \ R, R,

(potencial en un condensador esférico; el condensador estd apantallado del exterior)
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Cargas imagenes —q + q y — ¢, como indica la figura, de forma que los planos sean
equipotenciales con V=0.

ylk
E, ¢ Es

Dy - | __

1

! E,

1 a

1

1 1

| A

1 V=0 X

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

b mmm e mmmmmm oo +
q -q

Y V(r)=Z4:V,-= q [‘ 1 1 o, }

e N A

b) Campos en la posicion de g (creados por las cargas inducidas sobre los planos
conductores, pero equivalentes a los efectos de las cargas imagenes):

(-u.)

__ g __4q
E=—1—(-u); E,=—"—
: 4m0(2a)2( )i E 4TE,(2a)*

. q _ V2q . _
e 4ATE, (Za\/i)2 Y e, [t ] (u, )

[u+,]]

)

r :q(El +E2+E3):—(4_\/5)q2

T[u}( + uy] (hacia el origen de coordenadas)
TE,a

La energia se puede calcular como el trabajo de configuracion: traemos la carga desde el
infinito hasta la posicion final.

c4rE, | x> 87E,a

NP [\/E—quz
U=.[Fd1:.a[—(}«;dx+pydy) :MU‘ 12 dx+j'%dyj:4—

V:L(—i—i+ l j: 9 Q—l , secumple U=qu
47,\ 2a 2a 2a\2) 4rEal| 4 2

. . T
¢) Es posible siempre que a =—, n entero.
n
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Carga ¢ frente a esfera: carga imagen

R 2
'=—g— situadaen D'=—
1 qD D

Carga frente a plano: carga imagen — g en — D

Para asegurar las condiciones de contorno, sistema
de cargas: ¢,q',—q,—q' como se indica en la figura.

}/i:\/x2+y2+(z—D)2

O(r) = 1 (i+q—'——'—ij,donde rzz\/x2+y2+(Z_D')2
e\, o, 1o I”=\/X2+y2+(z+D')2

r, =y 432 +(z+ D)’

b) Fuerza sobre ¢:

F=_4 [(D qlD ; - E ql') ? - (ZZ)Z}IZ’ atractiva hacia el conductor
—-Nn' + D'
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En la superficie interior de la cavidad, debe
haber una carga total — ¢g. Si la esfera esta
descargada, sobre la superficie exterior debe
aparecer una carga + ¢. Si se le da carga Q, la
carga sobre la superficie externa sera g + O,
distribuida uniformemente.

Aplicando el teorema de Gauss,

+
=2 q
47E,r

u., (r > Rl) (tomando el origen en el centro de la esfera grande)

”

y el potencial en el exterior,

+ + +
V:Q q’ (rZRl);sobrelaesfera VO:Q 9 , @:é‘oE _R:Q qz
4T1E)r 4TER, T 4nR,
En el interior de la cavidad:
. . . .__R _R;
Potencial y campo pueden calcularse por carga imagen: ¢'=——2 en a'=—2. Junto con ¢
a a

produce potencial cero en la superficie esférica. Para tener en cuenta la situacion real, hay que
anadir al potencial la constante V). Asi, en el centro de la cavidad,

C4Ea ATEa ' 47E\a A R A

Y4 3
p= LB e it
A 47EG*\ R

=

En la direccion de la linea de ¢ hacia el centro.
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a

Imagenes:

| R _ R
q, =~ q, dl =

a+l/2 a+l/2 1 ;
5 —=1-x+x +I

. R J'= R 14 x x<1

LT Rt YT

2
ql'=—ﬂ( ! j:—ﬂ(l—z/za), dl'zR—(l—lj

a \1+1/2a a a 2a '_d'~Rzl
2 1 7 2
_ gR 1 gR Rz( [ j a
'=+—| —— |=—(1+//2a), d,'=—|1+—
& a (1—1/2aj a ( ) ? a 2a
. : . ,_qR Rl .
El conjunto de las dos cargas equivale a dipolo p'=-—[E—-u  situado en
a a
' d1'+d2' Rz 4 " — ' " — Rl
d =T=—,masunacarganetaq =q,'tq,"=—.
a a

En realidad, para el dipolo ideal / - 0, g/ = p . Asi, las imagenes son:

3 2
—_ r .
__3p en d =— ) q
a a

R
' '=—129 en d'

Ademas, para que la esfera tenga carga Q tendremos que incluir en el centro una carga Q0 - g .

a) Potencial de la esfera: .0 _Rp
V= Q_q = a2
4me,R  41ER
b) Campo eléctrico en z = Ry 2a:
E, = 7 ! - [3r( p)- prz]. Recordemos que el campo del dipolo a una distancia D del
TEr
. . . 2p
mismo (a dcha o izqda), sobre el eje z: E, = T U,
4re,D
0-q' q p' p
z=R, E=E, +E.+E +F; E= + + +
oo 41E,R* 4w, (R-d') 27,(R-d) 27E,(a-R)
s=2a, E=-2°9 q + p L P

47, (2a) 478, (2a-d')  27%,(2a-d)) 27

u

z
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Ql = CYllVl +C12I/2
QZ = CZII/; + CZZVZ

Céalculode C, yC,;:

Hay que poner la esfera 1 a potencial 1 y la 2 a potencial 0. Para ello, situamos una carga

imagen g =47&,a en el centro de la primera esfera que crea un potencial 1 en dicha esfera;

para que la segunda esté a potencial cero, debemos introducir una carga imagen:
q'=-41€yalb/c =-41€na, siendo , en posicion d'=b*/c=nb .

Para restablecer el potencial 1 en la primera esfera, necesitamos una imagen

612 ma

q"=-q' a =4rE,a mn2 a la distancia d" = =——7, ala derecha del centro de la
c—d' 1-n c=d' 1-n

esfera 1, siendo (m=a/c

Para restaurar de nuevo el potencial cero en la esfera 2,

2 2 2
. . b 1-n")b

"':—q"—=—4m0a% a la distancia d" = = 2n )2 , etc.
—d" 1-m?-n c=d" 1-m"-n

q

Notemos que la magnitud de las cargas imagenes va disminuyendo sucesivamente.

La suma de las cargas imagenes nos da la carga total real sobre cada esfera. De la definicion

de los coeficientes de capacidad e influencia, Cy; serd igual a la carga de la esfera 1:

mn mn
C,, =47yl 1+ + +

I=n (l—nz)z—m2

C,, se obtendra sumando las cargas imagenes dentro de la esfera 2:

2

C»; se calcula como Cy; pero cambiando a por b.

Si se desprecian términos de orden 3, tendremos:

ab b ab
—, C,=-4rEa—, C,, =4TE,b|1+
c2 _sz 12 0 c 22 0 ( cz _azj

C, = 47750a(1+
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Llamamos a = d/2 y escogemos el origen de coordenadas en el punto medio entre las lineas
cargadas como se muestra en la figura.

a) El potencial en P (x,y) sera

o= Alnp,  Alnp _ A ln(&j




que son circunferencias, con centro en

241 . ’
X, =(:112 _Ja y radio dado por R =x,-a’ :( 2ma j

m® +1
mZ

md

m* =1

. . . . . d .
La equipotencial ¥} sera la circunferencia con centro en x, :( JE y radioR =

27E,
donde m =exp( 3 : Voj

Estos resultados son la base para la resolucion de problemas con simetria cilindrica por el
método de imégenes: lineas frente a cilindros conductores, cilindros paralelos de igual o
distinto radio, condensador cilindrico excéntrico, etc.
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Cables cilindricos de radio 7

V=0, 7777777777777777777 777777  D>>r; h>>r

Suponiendo los hilos con cargas +A y —A, las cargas imagenes seran —A y +A como se

ilustra en la figura. La capacidad por unidad de longitud viene dada por:

El potencial del cable positivo es la suma del producido por su propia carga y del creado por
las otras tres distribuciones:

Anélogamente se calcula el potencial del cable negativo, obteniéndose:
V==V,

Por tanto, la capacidad por unidad de longitud es:
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H1 | M2

Para poder estudiar ambas regiones y cumplir las condiciones de contorno de los campos By
H, es necesario considerar dos lineas imagen, I' e I", como se muestra en la figura.

| 1
: i
i 7 cod :
I, d I, ,:
| i
! i
My i | 115}
a)Paraz<0 b)Paraz>0
El H de cada linea es de la forma: H = Lﬁ(p.
21
{ , 1
|) H H H”
1
i . s 1
I o [T H ] I/ I
i
1
1y i H,
ajParaz<0 b)Paraz>0
H,,=H cos@—H'cos@=(H —H')cos @ H,,=H"cos@
B, = Bsen@+ B'sen@=, (H + H')sen@ B,, =W,H"sen@®

Imponemos continuidad de H tangencial y de B normal:

11: /'12 _/'Il 1
Hlt:HZt = [-I'=I" tul+/'12
Bln :BZn = tul (1+1') :/’12["} ]n= 2/'11 [
Ut H

Fuerza sobre [: sera debida al campo creado por I'. Como [I' tiene el mismo sentido que /
(dado que H>W,), la fuerza sera atractiva y -por unidad de longitud- valdra:

d_F: Ir - H /'12_/'11[2
dl - "'2m2d) 4md y+p,




P12-T2

Problema analogo al de la protuberancia semiesférica, pero ahora las lineas imagenes son
iguales y de signo contrario

Imagen de linea A frente a cilindro: linea—A en A'=R*/ h.

Sistema de imagenes:

A en z=h
-A en z=h'
+A en z=-h'
-A en z=-h

E(OR*)—A(—I— L, —lju
’ 27,\ h—R R-h' R+h' R+h)"’

. 2Ah 2Ah
R )= ™ R )
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No hay dependencia con z, Z(z) =cte
En este caso las soluciones de la ecuacion de Laplace son de la forma

eijax @iay
Condiciones de contorno:
1) ®(0,y)=0, 0<y<b
2) ®(a,y)=0, 0<sy<bh veo | b
3) d(x,0) =0, 0<x<a
4) d(x,b)=V,, 0<x<a

V=0

D= PD(x,y)= ZA senax (C senhay+D coshay)

_nir
Q)= a=a,=—
a

3= P(x,00=0 = D=0

H= Ob)=D 4, sen%senhnzb

Calculo de los coeficientes:

VJ.sen dx ZA senh—J.senn—nxs n' 7tx dx

1:| ZA senh—ﬁid

PR/

n

(n impar)

nrsenh ——
a

A4 =0 (n par)

Por tanto, la solucion general expresada como desarrollo en serie vendra dada por:

nit

Vo senh—y
o(x. ) = o a nitx
,¥) = nb S,

n=1  p senh ——

impar a
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YT

d + ﬂ
g (2) V =V, senax

(1)

€9

El problema se resuelve mediante separacion de variables. Dada la geometria, no hay
dependencia con la variable z.

a) Forma general del potencial:
o= Z (Asenax + Bcos ax) (Cshay +D chay) ,

para cada una de las regiones 1 y 2.

Se asegura el cumplimiento de las condiciones de contorno en y =0, y = d, escogiendo:

®, = 4senax sh ay
®, = Bsenax sh a(y—d)

(o bien, combinacion de sh y ch)

C. contorno en y = s:

Asenax sh as =V senax= A4 = di
sh as
- -_ "
Bsenaxsh a(s—d) =V,senax=> B =—F"——~
sh a(s—d)

Por tanto, la expresion del potencial en cada una de las regiones viene dada por:

V.
®, =—2—senax sh ay, 0<y<s
shas

mzzﬁk‘;_d)senaxsha(y—d), ssysd




El campo eléctrico se obtiene a partir del gradiente de estas funciones

E=-00

E =- Oa(cosaxshayi+senaxchayj), 0<y<s
shas
E2:-#Sa_d)[cosaxsha(y—d)i+senaxcha(y—d)j:|, s<y<d

b) Densidades de carga:

o(y =0)=-¢, (aacblj = —wsenax chay|v=0 = —wsenax
Y =0 ’

sh as sh as
o [0D _ gVa _ __ &Na
o(y=d) =g, (a—yzj ) —msenax cha(y d)‘y:d = msenax

sénax

h -d
oty =s)=[ 5, %22, T2 =gy o -Ralrd)  chay
dy o ). sha(s d) shas -

=gV, a[coth as —cotha(s - d)] senax =€)V, a [coth as +cotha(d —s)] senax
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R R’
a '=—qg—, d'=—
) =9 7
q q '
d d I”SR, b= ! q + q
4TE, |r—duz |r—d'uz
r>R, ®=0
r<R, ®= ! q + q

1/2 172

4TE,, (r2 +d* —2rd cos 9) (r2 +d"=2rd'cos 9)

b)

0P

o=¢,E, =+, — ) q(R—d cos) _ q'(R~-d'cosB)

al" 3/2

r 4TI (Rz+alz—2Ra’cose)3/2 (R2+d'2—2Rd'cose)

c) La carga total debe ser = -¢g. Fuerza sobre ¢ = la debida a ¢’, o sea:

1

F = Luz (atractiva, puesto que ¢ " tiene signo opuesto a q)

AT (d'-d)

’ 2 R(R -
d=R-a, a<R, F= qf/d = qi@d — qa'R( a)22
ATe, (R /d —d)*  4Te,(R>—d’)’ 4TE,(2Ra-d’)

q2R2 B q2

= = , equivalente a la producida por una imagen — g respecto
4TE 4R’a’ 16T G’ a P P s 9Tep

a un plano.

d) Energia electrostatica: Como la carga imagen es inducida por la carga g,

U :lq(p= 1 qq9" _ 1 -¢’R/d _ 1 -¢’R
) 8T®, d'-d 8Te, R°/d-d 8T, R’ -d’
1 —qu _ 1 q_2
° 8T, 2Ra-a’ 16TE, a
_ou,_ 1 ¢

da 16TE, a’
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Para que el potencial se anule en el exterior, e AN

® =0, (r=R),continuo al pasar del interior al exterior.

El potencial en el interior debe ser de la forma: \ p

CD(r, 67) = i[/ln r"+B, r_("ﬂ)]Pn (COS 67) T

n=0
Recordemos que los polinomios de Legendre para los 3 primero valores de n son:
P =1 ; P=cosb ; P =%(3cos2 9—1)
Por tanto el desarrollo en serie sera:
®(r,0) = 4, +&+(Alr +£21j Ecost9+(A2r2 +B—32j [—];—(30052 9—1) +eee

r r r

Este potencial estd sujeto a las condiciones asintdtica y de contorno:

) lim o(r,0) =LY
r-0 47E "

ii) ®(R,0)=0, 0O

La condiciéon i) => B, =0, n#l, B = p
4TE,
e e B _ B _ p
La condicion 11) => 4, =0, n#l, AR==—, A4 =- 5
R 4TE R

Potencial resultante:

2

3
CD(r, 9) =_P (1 —%} cos@, que efectivamente satisface 1) yii).

47E)r
Densidad de carga: o=D"-D"= 0_|:_so aﬁj :l
0r /g,
@_pcose{_i_L} ‘ G_GDJ _pcosG(—_3J
or 4Te, r R’ ’ Or Jpim  4TE, \R?
Por tanto,
_ _3pcosH

4TR?
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a) Este problema es la superposicion del problema de la esfera cargada de la esfera mas el
de la esfera conectada a tierra en un campo eléctrico uniforme E,, tratado en clase y que
suele venir en los libros de texto de Electromagnetismo, y puede plantearse de manera

andloga, imponiendo la condicion adicional de que para » =R, ® =

q .
4T R

La solucién para puntos » > R va a ser:

E R’cosé L4
? 4rE v

V(r,0)=—E rcos@+
r

El primer término corresponde al campo uniforme £, el tercero a la carga ¢ de la esfera,

mientras que el segundo se debe al dipolo inducido en la esfera (redistribucion de la carga

para apantallar el campo en el interior).

Para el interior de la esfera, » < R:

b) EI campo eléctrico es:

Para r < R es, obviamente,

V(r,0) = 9 , constante
47, R
3
E (r,0)= —%—V :{1+ 215 on cos9+ 1 q 5
r r TE,r

r>R
10V

7

R3
Ee(l", 9) = _;% = _(1 _TJEU sin O

E=0.

Sobre la superficie de la esfera aparece una densidad de carga:

campo de un dipolo:

og=¢,E (R,0)=3¢,E, cosf+ 1 5
4
¢) El término dipolar del campo es E R’cos8/r*. Comparando esta expresion con el
_ pcosl . . . )
V,= —, se tiene que el dipolo inducido es:
4reE v

p=4T€ R’E,

,  que también podria hallarse como p = J. zdg = J. z0odS
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V,cos 0 Simetria de revolucion,

& (D(r, H) = :ZO[A" r"+B, r_(”H)JPn (cos 9)

Region 1: R Sr<R

.. D ¢’(R1,6’) =0
Condiciones de contorno: 0<@<m
2) ®(R,,0)=V,cosb
D=4,R"+B R =0, On AR +BR*=0
=4, =B, =0, n#l, AR+BR>=V,[ [AR+BR”=V,

__WRR,  _ B
_R3_R3’ 4 R
) T4 |

2

2 3
CIJ(r,H): Vol (r—R—ljcosH, (RISrSRz)

Region 2:  r2R,

®(r,6) :Z[A; ¥ +B r_(””)]}; (cos6)

n=0
) ®(r6) -0, r-w = A4'=0, On
Condiciones de contorno y asintotica: 2) CD(R2,9) =V,cos8 = B' =0, n#l,

B'
E;:Vo’ B'leoRz2

2

o(r.0) =28 cosa, (r2R)

7

UP=—u +———u,
or r 06
2 3 3
E=—D¢=—% (1+2R—;jcosﬁur—l(r—R—;JsenHug (R <r<R,)
R —-R r r r
2
E (r =R, ) =- ;VOR23 cos@u, |, normal a la superficie conductora.
2 1Y
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Condiciones asintéticas y frontera: _’E\_/
i) lim ®,(r,8) = finito

ii) lim @, (7,0) = —E;rcos® , %o g 2

i) ® = ®,, (r=a)

iv) s(acblj = 80(a¢2j
07” r=a al" r=a

Los potenciales en ambas regiones vendran dados por:

P (r,0) = i[An ¥ +B, r_(”“)]Pn (cos8)  @,(r,0)= i[Cn ¥ +D, r_(”“)}Pn (cosb)

=0 n=0

=

i) = C,=0 (n#l), C =-E, , ®,(r,6)=-E,rcosf+ iDn r VP (cos 6)

n=0
4, = _Eo-l_23l
a
) = A =D =0, (n#l)
An_ 2nn+l’ (nil)
¢ D = Alz—( 3 jEO
4= -E, -2 e/g,+2
' g a
iv) = D——(e/eo_lJ g
€ 1~ a Ly
—nd, =-(n+1)2—5%, (n#zl) e/g,+2
s0
3
® =- E,rcos8
e/g, +2
. =
®, =—F,rcos0+ e/e, -1 an—zcose
e/g,+2 r
_ 3
'og/g 2 !

e/g, 1
E,=E,+ de dipol = 4TE . 'E
) o T campo de dipolo con p 0(8/80+2Ja 0
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a) Enr=R, de las condiciones frontera se deduce que la componente normal de B debe
anularse; por tanto,

0P,
=0, =R).
or (r=R)

Ademas tenemos la condicidn asintotica:

i) lim®,, (r,8)=-B,rcosO

)

[ee]

by P, (r6)= Z[An r"+C, r_(”“)]Pn (cosb)
n=0
De la condicién ii) => 4, =0 (n#1), 4 =-B,,

3 3
De la condicion i) => C, =0 (n#1), 4 - ZRC;I =0, C = Alf __BR

2
R3
CDM(I”,Q):—BOF(I'*'FJCOSQ
r
3
Br:—ag)M :BO(I—R—3 cos
R r r
B=-11dy ;
Bez—l&:—Bo 1+]€_3 Sene
r 00 2r
Condicion frontera: J :ian| ) ZLuVXB . Jg=——"senBu,
O . 21,




Tema 3: Ondas planas monocromaticas

3.1. Campos armonicos. Representacion fasorial

En muchas aplicaciones las sefiales con las que se trabaja son de tipo sinusoidal, ya que
son faciles de generar. Ademas, cualquier otra sefial puede obtenerse como combinacion
de estas mediante desarrollo en serie de Fourier.

Los campos armonicos proceden de fuentes que generan sefiales que varian con ¢ en la

forma:
A=A, cos(oot+¢) ; A=Amsen(oot+¢') (3.1)
Puesto que cos (oot + d)) =sen (oot +¢+T1U/ 2) , es indiferente cudl de las dos funciones

usemos. En el presente estudio elegimos la funcién coseno y todos los resultados deben
ser consistentes con dicha eleccion.

Debido a la linealidad de las ecuaciones de Maxwell, fuentes que varian armoénicamente
producen campos estacionarios que varian sinusoidalmente a la misma frecuencia. Esto
facilita mucho el estudio. También es conveniente utilizar la funcidén exponencial de

forma que las fuentes vienen dadas por:
p(7.t)=p(F)e™ ; J(F,t)=J(F)e™ (3.2)
donde p(?) y J (F) son funciones en general complejas que s6lo dependen de la

posicion. La dependencia temporal queda englobada en la exponencial. Una vez que
resolvamos el problema, es necesario tomar la parte real de la funcion solucion que es
la que tiene significado fisico.
La ventaja de usar exponenciales es clara ya que se cumple:

L (33)
ot ot
lo que simplifica mucho las ecuaciones a resolver.

Si sustituimos estas funciones y sus derivadas en las ecuaciones de Maxwell queda:



(3.4)

Ox(B())e™ =, J(7) +iwe, EF) |

Eliminando el factor ¢, obtenemos las ecs. de Maxwell en términos de los vectores

complejos, o fasores, de sus campos y fuentes:

p(r)
80

0qB@)=0 (3.5)
Ox(E(7)) = -iw( B(7))

Ox(B)) =, [ () + iwe E(F) |

OEF)) =

En lo que sigue obviaremos la forma expresa: p(? ) - P, etc., para simplificar.

3.2. Ondas planas uniformes monocromaticas

Es posible, mediante distribuciones adecuadas de fuentes, generar ondas esféricas,
cilindricas o planas. Estas se propagan en el espacio y pueden alcanzar distancias
enormes (la luz de las estrellas, por ejemplo). Llamamos frente de onda al lugar
geomeétrico de los puntos que son alcanzados por la onda en el mismo instante, es decir,
se encuentran en la misma fase.

En las ondas esféricas, producidas por fuentes elementales, todos los puntos que se
encuentran a la misma distancia de la fuente tienen el mismo valor de fase de los
campos em (decimos que presentan frentes de onda esféricos). Las ondas cilindricas se
caracterizan por estar generadas por fuentes distribuidas en alambres rectos indefinidos
y presentan frentes de ondas cilindricos. Por ultimo, distribuciones de fuentes a lo largo
de un plano indefinido, dan lugar a campos con la misma fase en todos los puntos de
planos paralelos al de la fuente, que son perpendiculares a la direccidén de propagacion.
En lo que sigue vamos a estudiar estas ondas que suponemos propagandose en la
direccion z. Para facilitar su estudio, supondremos ademas que el valor del campo es
constante en todos los puntos de cada frente de onda (ondas planas uniformes).

Resumiendo las propiedades descritas, las ondas planas uniformes se caracterizan por:



1) Frentes de onda en planos z = Cte.

2) Los campos no dependen de las variables x e y,
2 (£,5)=2(E,B)=o0.
3) Se propagan en el espacio libre (no hay fuentes)
p=0 ; J=0.
Sin embargo recordemos que dichas fuentes deben estar en algiin lugar para generarlos,

aunque los campos se propaguen independientemente de ellas. Ademas, para simplificar

el estudio consideraremos que las fuentes oscilan a una frecuencia determinada, w, y

por tanto generan ondas monocromaticas.

Veamos qué implicaciones tiene en las ecuaciones (3.5). Estas se reducen a:

OE =0 OB=0
Lo - Lo - (3.6)
OX E =—iwB Ox B =iwy,g,E
Vamos a calcular el rotacional del campo eléctrico:
u, o u, U
OxE=[0 0 i——ico(Ba +Byii, +B.i.) (3.7)
- aZ - x7x y7y z7z ‘
E.  E, E.
Igualando por componentes queda:
OF, E
-— =—iwB, ; OF, =—iwB, ; 0=-iwB, (3.8)
0z 0z ’
Anélogamente, para la ley de Ampere se tiene:
u, U, u,
OxB= L i i i 3.9
xB=0 0 - =—iolg, (B, +E, +E.i,) (3.9)
B. B, B
obteniéndose las siguientes ecuaciones para las componentes:
0B, . 0B, .
3 =iWUEE, 3 =S I0UEE, 5 0= i0HEE, (3.10)
Z z

Analizando los conjuntos de ecuaciones (3.8) y (3.10) concluimos que:

a) E. =B_=0. Para una onda plana uniforme no hay componentes de los campos en la

direccion de propagacion. Ello es consecuencia de la condicion (2) impuesta.



b) Las ecuaciones entre B, y E estin acopladas: una actia como fuente de la otra. Lo

mismo ocurre con las componentes B,y E . Por tanto, identificamos dos pares
independientes (EX,B},) y (E},,Bx) de campos y, sin pérdida de generalidad,
consideraremos en delante que solo existe (Ex, By) mientras que el otro par es nulo.

Nos queda resolver las ecuaciones para (EX,B},). Derivando con respecto a z en la

segunda ecuacion de (3.8) y teniendo en cuenta la primera de (3.10) resulta:

2 aB 2
665" = —iwa—zy =-WHEE, - 665" +WHEE, =0 (3.11)

que es la ecuacion de onda escalar para E . Puesto que la tnica derivacién es con

respecto a z, podemos poner:

d’E

dz2x + ("ozp-osoEx =0. (3-12)
La solucion general de (3.12) es de la forma:

E =Ce ™ +Ce"* (3.13)
donde C, y C, son constantes complejas en general y [k = W\/H,€, | Observemos que las

ondas se propagan en las direcciones +z y que el cambio en la fase depende de la
cantidad k; esta constante se denomina constante de fase. C, y C, van a representar las
amplitudes de las ondas; supondremos que son numeros reales y los simbolizamos por
E’ y E, , respectivamente. Queda entonces:
E =Ee™+E " (3.14)
Ahora, para obtener la solucion completa, debemos incluir la dependencia con el tiempo
y tomar la parte real de la expresion resultante:
E (z.t)=Re(E, ) =Re[ E ™ + E e | =
(3.15)
= E.cos(wt—kz) + E,cos(wt+kz)

onda viajando en el sentidoz>0  onda viajando en el sentido z <0

Normalmente tomamos la solucién que representa la onda viajando en el sentido z > 0.
Sin embargo, cuando se estudian fenomenos de reflexion habra que considerar ambos

tipos.



Ahora ya podemos ver qué pasa con la componente asociada B,. Operando en la

segunda ecuacion de (3.8) se tiene:

OE G(E,: e_’kz) ~
x = =—iwB. - (—ik)E e™ =—iwB 3.16
0z 0z 7 ( ) " g (3-16)
Despejando,
_ € _
By :EE’;:e_lkz - “0 0 Er-;e—zkz =
w w (3.17)
— E; —ikz — Er
_—e = —
c c
donde c¢= ! =3x10°m/s es la velocidad de propagacion de la onda en el vacio.

VHGE,

Observemos que existe una sencilla relacién entre ambos campos, s6lo necesitamos
calcular uno de ellos.

Para la onda que viaja en el sentido z <0 se verifica:

A(E e* .
% =-iwB, - (ik)E,e" =-iwB, (3.18)
y por tanto,
E . E
B =——met = 3.19
i’ c c G.19)

lo que nos indica una inversion en el signo del vector del campo magnético con respecto

al caso anterior, aunque la relacion siga siendo a través del mismo factor c. En ambos

casos, los vectores unitarios de £, B y la direccién de propagacion forman un triedro
tri-rectangulo.
Es frecuente utilizar el cociente entre las intensidades de campo eléctrico y magnético,

E'y H. Si analizamos las dimensiones de éste:

E voltios/metro )
— = - = ohmios
H | amperios/metro
Entonces,
E. E _ M, M
HOHy = - - U'Oc - : - - (3'20)
¢ H y Mo€o €

Este cociente con dimensiones de € se denomina impedancia intrinseca de la onda en

el medio libre, n,,



N :\/“:o =377Q. (3.21)
80

Este resultado es un niimero real y nos dice que los campos en el medio libre se

propagan en fase, como se ilustra en la Figura 3.1.

Figura 3.1. Campos eléctrico y magnético asociados con la propagacion en el sentido z > 0.

Vamos a describir los parametros caracteristicos de la onda.

1) Longitud de onda, A :el término de fase relativo a la propagacion a lo largo de z

es e ™. La distancia que debe viajar la onda para que la fase cambie en 211
radianes es lo que llamamos longitud de onda,

A=2m - A:%" (3.22)

2) Periodo, T: el tiempo que tarda la onda en realizar una oscilacion completa.

Teniendo en cuenta la variacion temporal ™,

Wl =2m - T= 2n (3.23)
w

También es importante el inverso del periodo al que llamamos frecuencia, f.

1w
fEm=os (3.24)

. . -1 . . .
Se mide en unidades de s~ o hercios (Hz). Teniendo en cuenta las ecuaciones

anteriores podemos ver que:

A=—=——_=— (3.25)



que es una ecuacion frecuentemente utilizada.

3) Velocidad de fase, v, : para medir la velocidad de propagacion imaginemos un

observador montado sobre la onda en un punto especifico como se muestra en la
grafica de la Figura 3.2. Notemos que viaja en un plano de fase constante y se
mueve con la onda a una velocidad que se conoce como velocidad de fasev,.
Dicho observador ha de medir el tiempo requerido para viajar una cierta
distancia z'. Puesto que el término de fase completo en la onda es wt —kz , para

hallar la velocidad con que se mueve, igualamos este término a una constante y

derivamos z con respecto a ¢

Wt —kz =Cte - — =y, =

(3.26)

Figura 3.2. Un observador ‘viajando’ en la onda se mueve con Vi

3.3. Propagacion en dieléctricos y conductores

Como ya hemos visto en el Tema 2, en un dieléctrico las ecuaciones de Maxwell son

analogas a las del vacio sustituyendo €, — €, H, — M. El estudio de la propagacion se

puede realizar siguiendo los mismos desarrollos y haciendo estas sustituciones. Por

ejemplo, para la constante de fase y la velocidad de fase obtenemos:

1
k=wfpe vf=E (3.27)

Cuando el medio es conductor (0 #0) las ecuaciones que han de cumplir los campos
que se propaguen en dicho medio deben incluir la contribucion de la corriente de

conduccion:



[E=0 OB =0

(!

.o ~ . o) - (3.28)
Ux E =—iwuH UxH =iw| e—-i— |E

Podemos aprovechar todo el estudio hecho para el medio libre si hacemos las

sustituciones:
— o)
Ho — L =H,.H, ; & - (E_laj (3.29)

Es sencillo hacer la primera sustitucion ya que so6lo se diferencian en una constante. La
segunda tiene mas implicaciones ya que de un numero real pasamos a un numero
complejo; ello afiadird nuevas caracteristicas a la propagacion. Si suponemos una onda

oscilando en el eje x, la solucion para el campo eléctrico sera de la forma:
E =Ee” (3.30)

donde Yy es un nimero complejo dado por:

V=i u(s—igj=a+i8 (3.31)
\ w

O y [ son la parte real e imaginaria de la constante de propagacion compleja.

Se puede demostrar que
1/2 1/2

2 2
a = [KE 1+(£) -1 . Bmw 1+(£) +1| (332
2 we

Si sustituimos en la expresion del campo queda:
E =Ee%“e™ (3.33)

y tomando parte reales queda finalmente:
E, =Re(Ee“)=E,e™ cos(wt —Pz +¢) (3.34)

donde hemos supuesto que

E'=E ¢ (3.39)



Vemos que la onda se atentia exponencialmente a medida que avanza en el medio

conductor debido al término e *. Esta es una diferencia fundamental con la

propagacion en el vacio o en medios dieléctricos, como se muestra en la Figura 3.3.

Figura 3.3. Propagacion del campo eléctrico de una onda plana en un medio conductor.

La distancia a la que la amplitud de la onda disminuye a un valor 1/e se llama

profundidad de penetracion:

5= (3.36)
a

Si el medio es un conductor perfecto, es decir, 0 — oo, el coeficiente 0 — c© y en
consecuencia 0 — 0. El campo electromagnético no puede penetrar en un conductor
perfecto.

Si el medio es buen conductor, es decir 0 >> We, se tiene:

a=p= %’ (3.37)

El cociente entre los campos £y H nos da la impedancia de la onda:

(3.38)

A diferencia de la propagacion en vacio, esta impedancia es compleja y por tanto los

campos estan desfasados. Se puede demostrar que el desfase entre £ y H vale:

X=tg" (ij (3.39)

2 we



Notemos que para buenos conductores X — 45°.

La Figura 3.4 muestra las caracteristicas de esta propagacion.

Figura 3.4. Propagacion de los campos eléctrico y magnético de una onda plana en un medio conductor.

La onda electromagnética se propaga segun el diagrama de la figura con una velocidad

de fase:

3.4. Polarizacion de las ondas planas

Hemos visto en una seccidon anterior que hay dos pares independientes de campos
electromagnéticos (Ex,By) y (E y,Bx) que son soluciones de las ecuaciones de onda.
Hemos resuelto el primer par y podriamos resolver el segundo siguiendo un
razonamiento andlogo. Nos surge la pregunta: ;qué ocurre si tenemos una combinacion
de ambos? Esto nos lleva a plantear el tema de polarizacion de la onda que es
importante también en aplicaciones tales como sefales trasmitidas por antenas,
observacion de luz emitida por estrellas, etc.

Supongamos el caso general de un campo eléctrico dado por:
E=(Aii, +Bi)e™ (3.40)
donde las amplitudes 4 y B son en general nimeros complejos,
A=|d|e“ ; B=|B|e". (3.41)
Vamos a estudiar diferentes casos:

1) Ay B tienen el mismo angulo de fase, a =b. Ello implica que las componentes x € y

del campo estan en fase y por tanto:
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E=(|4|a, +|B|a,)e = (3.42)
y la parte real (incluyendo dependencia temporal) de esta expresion serd de la forma:
Re(E) = (|4, +|Bla, ) cos (wr - kz +a) (3.43)

De cualquiera de estas expresiones deducimos que el campo eléctrico oscila un plano

perpendicular al eje z e inclinado respecto del eje x un angulo a tal que:

tga = L (3.44)
A

Este tipo de polarizacion se denomina polarizacion lineal, Figura 3.5a.

(a) (b)

Figura 3.5.- Polarizacién de una onda plana: a) lineal; b) eliptica.

2) Ay B tienen angulos de fase distintos. El campo no permanece oscilando en un

unico plano sino que describe una elipse:

E =|d|e"“™ i +|B|" i, (3.45)

y pasando a la representacion real,
E, =|A|cos(wr +a~kz) (3.46)
E, =|B|cos(wt +b—kz) (3.47)

Se dice que la onda tiene polarizacion eliptica. La Figura 3.5b muestra la forma en que
avanza el campo eléctrico de la onda para esta polarizacion.

4) Para el caso particular en que A4 y B tienen el mismo modulo y su diferencia de
fase es T1/2, la elipse — circunferencia y se dice que la onda tiene polarizacion

circular.

11



3.5 Densidad y flujo de energia electromagnética
Hemos visto en el Temario del Electromagnetismo I, que los campos eléctrico y
magnético existentes en una region del espacio almacenan energias cuya densidad viene

dada por:

w,(t)==ED ; w,(t)==BH (3.48)

m

NI»-
NI»-

En las ecuaciones (3.48), los valores de los campos son valores instantdneos y lo mismo
sucede con las densidades de energia asociadas. Esto lo podemos aplicar también a las
ondas planas estudiadas pero como empleamos fasores en su estudio, estas variables se

suelen caracterizar por su valor medio integrado a lo largo de un ciclo:

T

T T
av:lj'we(t)dﬁlj'l;:gjdt oW lj dt——J. B di (349)
r) RE @

Vamos a desarrollar los calculos para la densidad de energia eléctrica. Expresamos los

fasores como cantidades con parte real, £ ,D. y parte imaginaria, £,,D,. Entonces, si

el campo eléctrico oscila en el eje x, los campos E y D vienen dados por:

E= Re[(Er +iEi)ei‘*”] i, = (E, coswr — E, senwt) i,
B} | (3.50)
D= Re[(Dr +iDl.)e’°”} ii, = (D, coswxr = D, senot ) ii,

y la densidad de energia instantanea:
w, (¢) = %[EFDV cos’ wt + E.D, sen’wt — E, D, sen Wt cos Wt — E, D, sen Wt cos oot} (3.51)

e

Al promediar a un ciclo tendremos en cuenta que las cantidades en las que aparece el
producto de un seno por un coseno se anulan, y que el valor medio del seno cuadrado y

coseno cuadrado es 7/2:
1 T T 1
=—j z-—{ ED, +—EZ.DI1 =—(E,D, +ED,) (3.52)
T 2 2 4
Mediante un calculo analogo se llega a que la densidad media de energia magnética es:
1 T T 1
:—j t)dt -—{ BH +—BIHI} =—(B.H, +H,B,) (3.53)
Ty 2 2 4
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Se puede comprobar que se obtiene el mismo resultado, si partimos de las expresiones:

BMH" (3.54)

LI»—

m,av

El hecho de que exista una propagacion implica asimismo un flujo de energia que
podemos caracterizar mediante el vector de Poynting, S :

S(t)=ExH (3.55)
que nos da el flujo de energia electromagnética que atraviesa una superficie por unidad
de 4rea y unidad de tiempo. Expresado de esta forma, S depende del instante ¢ en que
se hace la medida. Sin embargo, para campos armonicos tiene mas interés caracterizar
el valor medio del flujo integrado a un ciclo, que es el valor que nos dan los aparatos de
medida. Para calcularlo, partimos de la forma explicita de los fasores de los campos;
suponiendo que el campo eléctrico oscila en el eje x y tomando la parte real de las
soluciones tenemos:

= E coswrt —E, senoot)

E :Re[ (E, +iE)) 3 .56

u,
H= Re[ H +zH ] = H cos Wt — Hsenoot)

El vector de Poynting en el instante ¢ vendra dado por:
S(t)=ExH = [ErHr cos” wrt + E'H'sen’wt — E, H, senw cos Wt — E,H , senwt cos oot]ﬁz
y su valor medio en un ciclo:

T
:ijﬁ(z)dt =(1ErHr +lEl.Hl)iZZ (3.57)
) 2 2

La ecuacion (3.57) nos indica que la energia fluye en la direccion de propagacion.
También podemos llegar a este resultado partiendo directamente de los campos
complejos:
S =1Re(E><I:I*)=lRe[(Er+iEi)ﬁx><(Hr—iHi)ﬁ
2 2 !
: (3.58)
:E(E,H, +EH, )i,

que coincide con la expresion obtenida en el calculo anterior.
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Estos resultados serdn ttiles para estudiar la energia que transportan las ondas que
emiten los sistemas radiantes.

Se puede comprobar que se obtiene el mismo resultado, si partimos de la expresion:

Ev:%Re(EXH*)

a
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Reflexién vy refraccion en medios dieléctricos v conductores

Supongamos el medio 1-caracterizado por los parametros € ,H,,0,- separado por una

interfaz plana del medio 2, cuyos parametros son €,,H,,0,. En el medio 1 se propaga una

onda plana en el sentido positivo de z y con su campo eléctrico polarizado a lo largo del eje
x. La onda incide normalmente en la superficie que separa los dos medios, como se ilustra

en la figura 1.

Region 1 ‘)f
€1,Hy, O
Ei 1, Hy, 01 Et
. Ht
Hi 0 u;
? y® >
Er z
Region 2
) Hr €, H2 02
Yz
z=0

Fig. 1: Onda plana que incide [] en la interfaz z = 0 entre los medios 1 y 2.

Los campos asociados a la onda incidente seran:

+
Ei =E+ e—y,z . Hi :he—ylz
s

X Im y
n,
siendo Yy, =0, +if, la constante de propagacion en la regién 1, mientras que N, es la

impedancia de la onda en dicho medio. Parte de la onda pasard al medio 2 a través de la

interfaz, dando lugar a los campos transmitidos o refractados:

+
Et =E+ e—yzz . Hl‘ :he—yzz
2

x 2m y nz
siendo Y, yn, la constante de propagacion y la impedancia de la onda en el medio 2. Por

ser incidencia normal tanto £ como H tienen sus componentes tangenciales a la superficie;
imponiendo las condiciones de contorno se ve que no es posible cumplirlas a menos que se
anadan las componentes de los campos reflejados que se muestran en la figura 1

propagandose en el medio 1 y en el sentido de z negativo:
_ E
E' =E " ; Hp=——me¥
N,



Ahora podemos escribir las condiciones de contorno para las componentes tangenciales de

los campos. Por ejemplo la del campo eléctrico se conserva y por tanto:

+ - _ p+
x|,=0 - Elm +E1m - E2m

(E;+E;)

:Et
0

Analogamente, imponiendo la continuidad de la componente tangencial de H, tenemos:

E' E _E

Im _ “m — 2m

=0 - N

Ht

z=0 Y

(,+H)

Eliminando entre las dos ecuaciones la parte de onda reflejada, E,, , se llega a:

B, =2l g
n,+n,

El coeficiente de proporcionalidad entre la onda refractada y la incidente se denomina

Im

coeficiente de transmision:

T - 2”2
n,+n,
Resolviendo para hallar la amplitud de la onda reflejada se obtiene:
El_m = u El-:n
n, +n,

El coeficiente de proporcionalidad entre la onda reflejada y la incidente se denomina

coeficiente de reflexion:

= n, =N
mn+n,
Observemos que se cumple la relacion:
1+ =T

Ambos coeficientes son en general complejos y ademas 0<[ <1.

Analicemos el caso especial en que el medio 1 es un dieléctrico perfecto, 0, =0, y el

medio 2 un conductor perfecto, 0, — . La impedancia del medio 2 sera:

Sustituyendo este resultado en los coeficientes de reflexion y transmision queda:

r=0 ; I=-1
El valor nulo del coeficiente de transmision implica que la onda no se propaga en el medio
2; ello es coherente con los resultados que vimos en un punto anterior, donde obtuvimos

una profundidad de penetracion nula también.



Por tanto s6lo habra onda incidente y reflejada en el medio 1, de forma que:
E, =TE' =-E'  (suponemos amplitudes reales)
La onda reflejada tiene la misma amplitud que la onda incidente y fase opuesta. El campo

resultante de la superposicion de ambos sera (recordemos que 0, =0 — o, =0):
B = B4 B = B o™i, + Epe™a,
Sustituyendo la amplitud de la reflejada,

ratot — o+ =Bz _ Bz~ — ot —
E —Elm(e - )u ==2iE, senP,zii,

=
Notemos que en la superficie de separacion el campo total es nulo y se cumple la condicion
de contorno impuesta.

Para ver qué caracteristicas presenta la propagacion, procedemos a calcular la parte real:
E"”(z,t)=Re (e’“”E””) =E' (e_’BlZ - e’B‘Z)ﬁx =2E' senP,zsen Wtii,
En la Figura 2 se muestra el campo resultante. Concluimos que se ha formado una onda

cuya amplitud es el doble de la del campo incidente. Estos maximos de amplitud tienen

lugar en determinadas posiciones (z =A/4,3\ /4, etc.) y determinados instantes

Conductor
. perfecto

Figura 2 Variacion del campo eléctrico en las proximidades de una pared perfectamente conductora en

funcién de z y para diversos intervalos Gx.

(0 =m/2,311/2,etc.) en los que la onda incidente y reflejada interfieren
constructivamente. Por el contrario en las posiciones z=A/2,A,3\/2,etc., las ondas

siempre interfieren destructivamente y el campo es nulo en todo instante.
Debido a estas caracteristicas no existe propagacion como tal sino que se ha formado una

onda estacionaria.



El campo magnético lo podemos hallar facilmente siguiendo un procedimiento analogo:

+ -

_ . E E  a.).
Hmt =Ht +Hr - Im e Bz _ Zm e’Blz u

n, N, '
Sustituyendo E, =-E; queda:
~ E' 1 . ; E}
H" = ﬂ(e Bz 4 o2 ) i, =2—"cosPzi,
M n

Incluyendo la variacidon temporal y tomando la parte real queda finalmente:

_ E* .
H" (z,1)=2=2cosP,zcos wrii,
1

Se trata de una sefial estacionaria con valor maximo en z =0,A/2,A,¢ctc., y nulos en

z=A/4,3\/4, etc., como se ilustra en la Figura 3.

Conductor
perfecto

Figura 3. Variacion del campo magnético en las proximidades de una pared perfectamente conductora en

funcion de z y para diversos intervalos «x.

Comparando las Figuras 2 y 3 vemos que existe un desfase de 90° entre E'y H.



ELECTROMAGNETISMO II (Grado en Fisica) Curso 2012-13

Tema 3. Ondas planas monocromaticas.

Campos armonicos. Representacion fasorial. Ondas planas uniformes monocromaticas.
Propagacion en dieléctricos y conductores. Polarizacion de ondas planas. Densidad y
flujo de energia electromagnética.

Problemas

1.- ¢En qué tipo de medio: a) vacio; b) dieléctrico perfecto; ¢) dieléctrico con pérdidas;
d) conductor perfecto, se propaga una onda electromagnética con un campo eléctrico del
tipo E= 10e™%%cos(108t — 3z )u,? Calcule el campo magnético asociado a dicha onda
teniendo en cuenta que el medio es no magnético.

2.- Una onda electromagnética plana de frecuencia f =5 MHz se propaga por un medio
de parametros o =4 S/Im, u, =1y & = 72. El campo eléctrico de la onda viene dado por
E= Eqe™* u, + Ege™"” u, . Determinar: a) la constante de atenuacion, de fase de

propagacion y la velocidad de fase a la frecuencia de la onda; b) el campo H asociado al
campo E; c) el valor medio de la densidad de potencia y la direccién en la que se
propaga.

3.- Una onda plana, con polarizacién lineal y con frecuencia 10 MHz se propaga en un
medio de permeabilidad po cuyo indice de refraccion es 1.5. Un carrete de prueba,
cuadrado de lado a =10 cm, que tiene 100 vueltas, se orienta de modo que detecta la
maxima fem inducida posible. Esta resulta ser de 250 mV. Calcular:

a) Los valores instantaneos de los campos.

b) La intensidad media de la onda.

c) Si se pudiese aumentar suficientemente la frecuencia de la onda, ¢podria darse el caso
de que la fem detectada con la misma orientacion que antes era maxima fuese ahora
minima? ;Qué valor deberia tener la frecuencia correspondiente?

4.- El campo eléctrico de una onda plana de frecuencia 150 MHz tiene una amplitud de
100 V/m en la direccidn x, y se propaga en un medio con p, = 1 e impedancia de onda n
=100 Q. Si la onda incide normalmente sobre un plano conductor perfecto:

a) Analizar la formacion de una onda estacionaria por superposicion de las ondas
incidente y reflejada.

b) Determinar la posicion de los dos primeros nulos del campo eléctrico frente al plano
conductor. Hallar la posicién del primer nulo del campo magnético.

c¢) Hallar la magnitud de los campos E y H auna distancia z = -2 m del plano.

5.- La constante solar es la densidad de potencia radiante que llega a la Tierra
procedente del Sol, o sea P/4nR?, siendo P la potencia solar y R la distancia Tierra-Sol.



Su valor es 1.35 kW/m?. Aproximando la radiacién solar por una onda plana, calcular
los campos E y H asi como el aprovechamiento de esta energia en los siguientes casos:
a) Para calefaccion y agua caliente en paneles térmicos con un 70% de rendimiento,
estimando la superficie necesaria para abastecer un circuito calefactor de 5 kW.
b) Para el funcionamiento de un televisor de 200 W, mediante paneles fotovoltaicos con
rendimiento del 20%, estimando la superficie necesaria.

Supbngase en ambos casos que la inclinacién de los rayos solares es de 30°
respecto a la vertical.

6.- Demostrar que la profundidad de penetracion en un mal conductor es independiente
de la frecuencia. Hallar la profundidad de penetracion en agua pura (p = 2.5 x 10°Qm; ¢

=80.1¢; u= o)

7.- Considerando que el campo eléctrico asociada a una onda plana electromagnética
viene dada por: E = E, cos( ot — \Eiwz) T, + E, sen(ot — Vennz)uy,’ (%). Calcule

el campo magnético H y el vector de Poynting para esta onda electromagnética.

8.- Una onda electromagnética plana se propaga en la direccion OZ en un buen
conductor de conductividad o que ocupa el semiespacio z > 0. Calcular la potencia total

disipada por metro cuadrado en ese semiespacio y demostrar que es igual a (Syenz=0,
comprobando asi el teorema de Poynting.

9.- Una onda electromagnética, plana y monocromatica, se propaga en un buen
conductor (o » we) siguiendo la direccion positiva del eje OZ, con una velocidad de 112
m-s™. La profundidad de penetracion de la onda en el medio es 8 = 11.2 x 102 m, y la
impedancia intrinseca de dicho medio es |n| = 1.265 x 10™* €. Si el valor maximo de la
intensidad del campo eléctrico, medido en z = 0, es de 1 V-m™, se desea saber:

a) La expresion de los vectores E H y S, en funcion de la posicion y el tiempo.

b) Los valores de o, 6 y L.

c) El valor medio del vector de Poynting, S, en los puntosz=0yz=24.

d) La potencia media disipada por efecto Joule en un paralelepipedo rectangular con
bases cuadradas de 1 x 1 m?enz =0y z = 3.

10.- Existe una continua discusion sobre los peligros para la salud humana debidos a la
exposicion a una radiacién electromagnética.

a) El estandar de seguridad utilizado en USA para seguridad personal en un entorno de
microondas es que la densidad de potencia sea inferior a 10 mW/cm?. Calcular el
correspondiente estandar de seguridad en términos de la intensidad de campo eléctrico y
en términos de la intensidad de campo magnético.

b) Si se estima que en un dia soleado, la tierra recibe una densidad de energia radiada
del sol de valor 1.3 kW/m?, y suponiendo ondas monocromaticas planas, calcular las

amplitudes equivalentes de los vectores E, y H.



11.- Una onda plana que se propaga en un medio con g = 2, u, = 1, tiene un campo
magnético caracterizado por H = 0.2 cos(wt — Bz) uy (%). Encuentre la potencia que

atraviesa:
a) un cuadrado de lado 10 cm que esta en el plano x + z =1
b) un disco de radio 5 cm que estd en el plano z = 1.



SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 3. Propagacion de ondas en la direccion del eje z.

1.- SOLUCION

El medio en el que se propaga la onda es un dieléctrico con pérdidas ya que la ecuacién
para el campo eléctrico contiene un factor exponencial del tipo e~*%. De la ecuacion del
campo eléctrico podemos extraer el valor de o, B y .

a=2mtyp=3m" o=10°%radss.

A partir de las expresiones de o y p podemos calcular el cociente o/we.

1/2 1/2
o /1+(%)2 p= o1+ [14(2)

Dividimos o entre 3 teniendo en cuenta ademas sus valores numéricos.

=< 1+ 1+ 22 _1+/1+(%)2;
(1+ /1+(w8)2)

4+4\/1+7 —9+9\/1+7 5\/“—7

Del valor de a, sabiendo cuanto vale el cociente c/we y ® y que el medio es no

=

2—

3=

™I R

1'"‘
z 1+

magnético.
108 1/2 F
2=a="7 MOE(—l-I- 1+(2,4)2) ;£=398-10710—; ¢ =45

La impedancia del medio es compleja ya que o= 0.

Ho
€

Inl =——=7=349Q; tg(26,) =—=24; 6, =059 rad
(+G2))



El campo eléctrico esta polarizado segln la direccién u, y la onda se propaga segin la
direccion u, , por lo que el campo H se encuentra polarizado segun la direccion uy y

vendra dado por la expresion:

- A
H = —0,29 e ?*cos(10%t — 3z — 0,59) uy (E)

2.- SOLUCION

f=5MHz; 0=4S/m; u =1y ¢ =72
El campo eléctrico de la onda es E =Ee""u, + E,e"*u, (se ha omitido la dependencia
iot

temporal e'*); se propaga en el sentido z > 0.

a) Constantes de atenuacion y de fase de propagacion: y =a +if3

1/2 1/2
2 2
[ON{TE c . [QNTE c a1
o= 1+ — | -1 =8.86m : = 1+ — | +1 =89 m
72 [ (@) } P="7 [ (@) ]

Velocidad de fase:

v, =2 =3.53x10° m/s
p

b) La relacidn entre los campos es por medio de la impedancia compleja n:

eid) con ¢=1tan‘1[ij=0.78; Tl:3_:|_4€i0.78
e

j2:|l/4
El campo magnético tiene un desfase respecto al campo eléctrico (retraso) de valor

¢=0.78 rad. Teniendo ademas en cuenta que ExH ha de ser un vector en la direccion

de propagacion, el campo magnético viene dado por:



— E0 e—yze—i0.78uy_ EO e—;/ze—iO.78uX
3.14 3.14

c¢) Valor medio de la densidad de potencia:

u, u, u,
S,, = 1 Re[ExH"]= L Re E,e (*P" E,e (" 0|=
2 2
_i p(o-iB)zgi078 ief(afiﬁ)zeims 0
3.14 3.14
2 2
_ 5 g Re(e"°”)u, = Eo e cos(0.78) u,
3.14 3.14
3.- SOLUCION y
indice de refraccion n=,fe, =1.5 )
8
LY _BAOILS
f 10 B
E
a_ 21 _0005<<1 /L
Ao20 /
a
N =100 vueltas; A=a® =0.01 m?

Si el campo magnético esta orientado en la direccion del eje y, para inducir maxima fem
el carrete ha de estar situado en el plano xz, como se muestra en la figura.

a) Como a « A4 podemos considerar el campo magnético constante en toda la seccién
de la espira y calcular el flujo magnético como producto del campo por el area. La fem

inducida en el carrete sera:

oH .
E=—-N do, =—-NAy, —~ :—iNaZM()@e'(wt—kz)
dt ot N
y su valor maximo:
7
€, = NaZy, 2 =100x0.01x4nx107 20 £ _o25y
n 377/15

Operando se obtienen las amplitudes de los campos eléctrico y magnético:
E

—2 =3.166x10°A/m
n

E,=079 V/m ; H,=



b) Valor medio del mddulo del vector de Poynting:

1 1

S _1 Re(ExH ) ==E.H. ==0.796x3.166x10° =1.26x10° W/m?
av 2 2 0 0 2

¢)Si 7T, ad, puede ocurrir que a lo largo del carrete el campo magnético tome los

mismos valores positivos que negativos

@,= [ Bas-0 = Do

carrete

y la fem inducida es nula.

La condicién para que esto ocurraes A=a=0.1m

Portanto, ~ =—°_ =01 = f=2x10° Hz=2 GHz.
f 15

4.- SOLUCION
f =150 MHz, Eo = 100 V/Im, p, =1, m=100€. La onda incide normalmente sobre

un plano conductor perfecto.

a) Calculamos la permitividad relativa del medio:
n= [t =100Q — & =1421
€08y
La constante de propagacion y la longitud de onda vendran dadas por:
B=m\l,EE, =11.84 m™" ; A= % =0.53m
b) Los dos primeros nulos del campo eléctrico tienen lugar en

z=0y z:%:O.Z7m

Para el campo magnético el primer nulo se encuentra en:

z:&:0.135m
4

c¢) De acuerdo con el estudio de campos estacionarios formados por incidencia normal

en un conductor perfecto, las expresiones de los campos son:



E = 200sen (11.84z) sen(9.4x10°t )d,

H =2cos(11.84z) cos(9.4x10°)d,

La amplitud del campo magnético en el origen es:
‘H(O,t)‘:2c05(9.4x108t) A/m

En la posicion z=-2 m:

‘I—T (—2,t)‘ = 2cos(—23.68)cos(9.4><108t) = 1.83cos(9.4><108t) A/m

5.- SOLUCION

. |E
Para una onda plana propagéandose en el aire ‘H ‘ = U ;M =377Q

o

12
Contante solar =S, :ERe[Ex H*]ZEH
2 2 m,

Por tanto,

E[ =2n,5,, =2-377.1350 = [E[=1009 V/m

A =[], = 2.7 A/m
a) Calefaccion con 70% de rendimiento:

Si la incidencia es normal se necesitan %:7.14 kW, que se obtienen de una

superficie A= 714 509 m?
1.35

Si lainclinacidn de los rayos solares es de
30°, hay que proyectar sobre la normal. Se

ve que solo contribuye la fraccion

1.35c0s30°

Por tanto A’ = _ s 6.1 m?
1.35c0s30°

b) Televisor con 20% de rendimiento:



Razonando de forma analoga, se necesitan %zlooow =1 kW que se obtienen de

una superficie:

A= ; =0.86 m®
1.35c0s30°

6.- SOLUCION
1/2
., . U o \?2

La constante de atenuacion viene dada por: @ = w ~ -1+ [1+ (E)
Como estamos considerando el caso en el que se tenga un mal conductor: i &< 1 de tal
forma que podemos utilizar la aproximacion de Taylor
VItx=1+> porquex ==« 1

1/2

1 2 N
«x “’g@“*z(@ ) =05 (5 =34e

La longitud de penetracién viene dada por: & = é

5—2 € B g 10 80,1-8,85-10‘12_119k
o |uy p Uo ’ 4 - 1077 - ahoem
7.- SOLUCION

Teniendo en cuenta que la onda se estd propagando en un medio sin pérdidas en la
direccion positiva del eje z, el campo magnético vendra dado por:

— E . _a A
H= FO [— sen( wt — ﬁwz) u, + cos( wt — \/e_uu)z) uy] (a)

Para calcular el vector de Poynting: S=E xH

. EZ ES
S = ?O[cosz(oot — Jenwz) + sen?( ot — /epwz) | U, = ?0 U (W/m?)



8.- SOLUCION

Onda plana propagandose en un buen conductor: & >> ®€.

A
&,1,0
¢:1tan—1(£jzf
2 e 4

Los campos vienen dados por:

_ B ailot-pz) —az . _ g pilot-pz) \~oz ,-in/4
E=Ee e ;, H=Hge e “e

La densidad media de potenciaen z=0 sera:

- 1 = = 1 E? 2 E?
S =—Re(ExH ==2cos(n/4)l, =— ° U
L P ( X )ZO 2 | (m/4)q, 4 Jonlo "
Y su modulo:
S, = JiEs (W/m?)
=0 8OJ]J.

Por otra parte, la potencia media disipada en un paralelepipedo de seccién A (ver figura)

sera:

= J'%Re(j- E™)dv = AI%GEgeZ“Zdz =

Y

cAE; e |" oAE} 1
—20 |, 2 2o
Sustituyendo o en funcién de los pardmetros del medio y dividiendo por el area:

_of¢ 1

av = -2-E2  (wim?)
A 4 Jous/2 \8ou

Por tanto, la onda se propaga atenuandose y disipando esta energia en forma de calor

por efecto Joule.



9.- SOLUCION

Onda plana propagandose en un buen conductor: & >> ®€.

8§=112x10" m; |n|=1.265x10"Q; E,(z=0)=1V/m.

a) En la aproximacion de buen conductor oo =3 = Ho , o= Etan ( ° j :g y

2 e
n= /H_(D ginl4
o

Nosdan 6 > a == % =8.93m™; y los campos vienen dados por

E=Ee"™exq

X

EO C w4

I

_ i((,ot—ﬁz) -0z .
=H.e e, ;

Valor instantaneo del vector de Poynting:
S= Re(E)x Re(I:I)

b) La velocidad de fase es 112 m/s. Junto con los datos del apartado a) se tiene:

0=Vp =Y &_2:1035-1; f:E:SOOH
T 5 11.2x10 2n W

n|-8= g J_ V2 V2 - —99817.4 S/m
pow Inl 5 1.265x10°-11.2x10°

—1 6x107° H/m

M:
(o))

c¢) Densidad media de potencia:

z

. 1 re - 1E2 -
SavzzRe[ExH ]:——Ocos(n/4) 2

2|
2 2
s;v(z:o)_l%cos(nm) .5, (2=8)= 1%‘)'003(7:/4) 0,

d) Potencia disipada = flujo del vector de Poynting:

8 2

I =—1><1[S ] = Eﬂ cos(n/4)(1-e?)=2416.6 W

10.- SOLUCION



b)

a) La densidad media de potencia viene dada por:

2 2
1B 1E EO=,/754 S,,
2n, 2377

El limite de densidad de potencia es 10 mW/cm? =10-10"°/10"* W/m? =100 W/m”.

S

av

S,, :%Re(Ex H*) ;

Por tanto el limite para E y H sera:

E, . =/754x100 =2746V/m ; H,_ = 'Zo% _0.728 A/m

b) En un dia soleado |S,,|=1300 W/m? = E,=990V/m ; H,=2.63A/m

Son valores muy superiores a los limites recomendados.

11.- SOLUCION
El campo H no presenta ningun factor exponencial del tipo e~%# por lo que la onda se
esta propagando en un medio sin pérdidas, o = 0. La impedancia del medio es real y

viene dada por:
n= \/g = 266,4 Q

La onda se propaga segun la direccion +u, estando el campo magnético polarizado

segln el eje y. El campo eléctrico esta por tanto polarizado segln la direccion u, y
vendra dado por: E = 0.2 - 266,4 - cos(ot — Bz) T, = 53,3 - cos(wt — Bz) Uy (%)

El vector de Poynting viene dado por:

. . - 2.266_,
S=0.22ncosz(wt—ﬁz)u_z’(%) y su valor medio es: S,,o = 2 2%°% (W)=

2 m?2
— (W
537 (1)
El vector normal al planox +z=1es 71 = \/% (1,0,1) y dS = 7 - dS. La potencia que

atraviesa un cuadrado de lado 10 cm que esta en el plano x +z =1 viene dada por:

P —

Save d

1

53 5

1
dS =5,3 v (0,1 x0,1) =0,038W

fcuadrado S= fcuadrado

El vector normal al plano z = 1es 7= (0,0,1) y dS= 7 -dS. La potencia que

atraviesa un disco de radio 5 cm que esta en dicho plano x = 1 viene dada por:



f Q'dg: f 53-dS =15,3"(mx0,05%) =0,042 W
disco

disco



Tema 4: Ondas guiadas

Introduccion. Modos TEM, modos TE y modos TM. Lineas de transmisioén (laminas plano

paralelas y coaxial). Guia de onda rectangular. Cavidades resonantes.

Introduccion

Una onda electromagnética lleva asociada una densidad de potencia (vector de Poynting) que
se propaga en el espacio libre a la velocidad de la luz. Esta densidad de potencia es muy baja
a grandes distancias, por lo que la transmision desde una fuente a un receptor por el espacio
libre es muy ineficiente, incluso utilizando una antena altamente direccional. Para una
transmision eficiente de potencia hay que guiar la onda desde el emisor al receptor.

El guiado de ondas se puede hacer mediante lineas de transmision (formadas por dos o més
conductores) o por guias de ondas (formadas por un Unico conductor). En este Tema no
entraremos en la propagacion a través de guias dieléctricas (fibras Opticas).

En el espacio libre, la estructura de campos de una onda electromagnética corresponde a una
TEM (transversal electromagnética), donde no hay componentes de los campos £ y H en la
direccion de propagacion.

En la propagacion de ondas guiadas, el estudio es mas complejo ya que las condiciones de
contorno de los campos en las lineas y en las guias se pueden satisfacer con distribuciones de
campos que tienen componentes en la direccion de propagacion.

Las lineas de transmision son capaces de propagar campos EM con una configuracion igual
a la de una onda plana, es decir, pueden propagar ondas TEM. En las guias de onda, por el
contrario no se pueden satisfacer todas las condiciones de contorno en los conductores
cuando las 2 componentes E, y H, de los campos son nulas (suponiendo que la propagacion
se realiza a lo largo del eje z). Las configuraciones de campo (que se suelen denominar
MODOS) corresponden a modos TE (con £, = 0) o bien a modos TM (con H,=0).

Una linea de transmisién puede propagar también modos TE o modos TM, sin embargo
salvo aplicaciones muy especificas, su uso estd practicamente restringido a propagacion de
modos TEM. La ventaja de este sistema de transmision es que permite la propagacion de
cualquier valor de frecuencia de la sefial ( incluso DC!!) y su estudio es mas sencillo que en
guias, ya que se puede estudiar en términos de ondas de voltaje y corriente asociados
univocamente a los campos E y H respectivamente. Esta correspondencia biunivoca entre
E—V 'y H—I se debe a que la configuracion de campos existente en una linea de transmision

en cualquier plano transversal es exactamente igual a la correspondiente en el caso
1



electrostatico entre dos conductores con + V'y circulando corrientes = 1. Es posible entonces
aplicar toda la teoria de circuitos.

En guias de onda, la configuracion de campos en su interior es muy distinta a la de una onda
plana y no es posible un analisis circuital. El andlisis hay que hacerlo expresamente
resolviendo las ecuaciones de Maxwell. El andlisis demuestra que hay un numero
doblemente infinito de soluciones que satisfacen las condiciones de contorno. Este numero
doblemente infinito se identifica mediante dos subindices m y n (TE,, TMy,) asociados a
los lados ancho y estrecho de la guia (para guias rectangulares) o a las variaciones
azimutales y radiales (en las guias cilindricas). La configuracion de los modos TE y TM da
lugar a la existencia de frecuencias de corte (para frecuencias de la sefial inferiores a la de
corte no hay propagacion) dependientes de la geometria de la linea y del medio existente en
su interior.

Tanto las lineas como las guias se caracterizan por su simetria traslacional, es decir, en
cualquier plano a lo largo de la direcciéon de propagacion, la seccion transversal siempre

presenta la misma geometria.

4.1 Modos TEM, modos TE y modos TM
Suponemos que la propagacion se realiza a lo largo del eje z dando lugar a un problema con
simetria de traslacion en dicha direccion. La ventaja de esta hipotesis es que, para campos

armonicos, podemos expresar las soluciones en la forma:

E (x,y,z,t)= E(x,y)e“‘”_yz

_ . _ 4.1)
H (x, y,z,t)= H(x,y) ey
donde Y es la constante de propagacion, en general compleja:
2
y=a+iB ; %=—v ; %= ? (4.2)
Para regiones donde no hay fuentes, la ley de Faraday se expresa como:
OxE =—iou H (4.3)

Por tanto,



!
%
et}
Il
N | o N

Igualando por componentes queda:

&gl s
txy §J|QJ S

= —ioop (H i, + H i, + H_ii,)

N

0E. _ .

0E
=+YE, =W
o TYE Siwpd,

O0E, OE
Y T7x = _'w
ox Oy I

Anélogamente, para la ley de Ampere se tiene:

U,
GX]:]: i
0x

H

X

d, i,
9 9 =i (E i, +E,ii, + E,i, )
dy 0z

H, H,

y

que da lugar a las siguientes ecuaciones para las componentes:

0H , +yHy =iWEE,
0y
0H

= +yH =—iweE
0x Y. 7
0H

» O, _ IWEE
Ox Oy

(4.4)

(4.5-a)

(4.5-b)

(4.5-¢)

(4.6)

(4.7-a)

(4.7-b)

(4.7-¢)

Operando en las ecuaciones (4.5) y (4.7) se obtiene para las componentes transversales:

po L [OE L O,
Ty +wpel o ox dy
C U [ OH\OE.
Yoy e 0x dy
PR B P
YV +WHE dy Ox

1 0E OH

H =- WE—=+ z

Yoy +u)2u€(l Ox Y dy j

(4.8)



Estas ecuaciones nos muestran que:
1) Todas las componentes transversales se expresan en funcion de las componentes axiales

E.yH.. Por tanto, para resolver el problema de la distribucion de campos sdlo

necesitaremos hallar estas dos componentes.

2) Para obtener la solucion podemos suponer ademas que:
a) La componente E.#0 mientras que H_=0.En este caso el campo H solo

tendrd componentes transversales y las soluciones que la cumplen se denominan modos

transversales magnéticos (TM).
b) La componente E_=0 mientras que /_ #0.Ahora el campo E solo tendra

componentes transversales y las soluciones que la cumplen se denominan modos
transversales eléctricos (TE).
c) Las dos componentes axiales son no nulas. Estas soluciones se denominan modos

hibridos.

3) Si hacemos E_=0yH_ =0, las otras componentes se anulan también, salvo que

impongamos la condicion:

V+WUE=Y +k> =0 4.9)
que da lugar a una indeterminacién. Una onda de este tipo ese denomina transversal
electromagnética (TEM)

Empezaremos estudiando las lineas de transmision, primero con una estructura de laminas
plano paralelas (que se usa en muchos experimentos donde se desea disponer de un campo
uniforme en una pequeia region, ej. las células GTEM) y después analizaremos la linea

coaxial, de gran interés practico por ser la que mas se emplea.

4.2 Lineas de transmision

4.2.1 Linea de laminas plano paralelas (LLPP)
Consideremos dos laminas plano paralelas perfectamente conductoras, de anchura w y
separadas una distancia d, donde se supone w>>d (Figura 4.1). El medio entre los
conductores puede ser el espacio libre o cualquier medio dieléctrico y la propagacion tiene
lugar a lo largo del eje z. Suponemos que la placa inferior estd conectada a tierra y la

superior a un potencial armonico de amplitud V.



y

Figura 4.1. Linea de placas paralelas.

Vamos a analizar las caracteristicas de la propagacion del modo TEM en esta linea. Partimos

de la ecuacion de onda para el potencial @ :

2 2 2
949 L9 ik |o=0 4.10)
Ox~ dy~ o0z
Aplicando la condicion (4.9) para propagacion del modo TEM, la ec. (4.10) se reduce a:
2 2
9 49 lo=0 @.11)
Ox~ Oy

Esta es la ecuacion de Laplace para un problema bidimensional. Podemos por tanto utilizar

los métodos ya vistos para resolverla en el plano z =0 (recordemos que w>>d):

*®(x,y)=0 ; 0<sx<d , 0<ys<w (4.12)
con las condiciones de contorno:
®(0,y)=0 ; @®(d,y)=V, (4.13)
La solucion general sera:
®(x,y)=Ax+B (4.14)

Imponiendo las condiciones (4.13) obtenemos 4 =V, /d; B =0. La solucion es:

P(x,y)= 5x (4.15)
d
El campo eléctrico lo obtenemos hallando el gradiente de esta funcion cambiado de signo:
. — ¥, _
E(x,y)=-0® =-—i, (4.16)

Esta es la solucion del problema bidimensional. Afiadiendo la dependencia con z queda:

X

E(x,y,z) =—%e“’zﬁ (4.17)

El campo magnético se obtiene de (4.17):



Fl(x,y,z)=lﬁsz=—ﬁe'VZﬁy (4.18)
n nd
El potencial de la placa superior con respecto a la inferior, conectada a tierra, sera:
x=d x=d
V(z):—j Emz—j E@ dc=Ve (4.19)
x=0 x=0

La razon de que la superficie conductora no sea equipotencial en la direccion z es la ley de

Figura 4.2. Esquema para aplicar la ley de Faraday en la linea.

Faraday que, integrada a lo largo de un lazo x — z, encierra un campo magnético, Hy, variable
con el tiempo (Figura 4.2).
La intensidad de corriente en la placa superior puede calcularse a partir de la condicion de

contorno para el campo magnético en dicha superficie:

AxH=J; — =i, x| -—2e i, =20 v g =J (4.20)
nd nd

z

siendo J ¢ la densidad superficial de corriente (A/m). Integrando a una linea entre y =0 e

¥ =w se tiene la corriente total:

i V.o
1(z2)= [ J.Gdy=2"0e> 421
(Z) .[0 S zy nde ( )

y=

Esta corriente se cierra en todo instante con la que circula por la placa inferior que tiene el
mismo moédulo y sentido opuesto.

Se denomina impedancia caracteristica, Z., de la linea al cociente del voltaje entre los

conductores y la corriente total que circula por uno de los conductores, es decir,

I(z) Hw w 4.22)
Vemos que la impedancia caracteristica de una linea de transmision es funcion de su

geometria y del medio existente entre los conductores.



La solucion incluyendo la dependencia temporal se obtiene multiplicando los campos,

voltajes y corrientes por el factor e,

Para campos armonicos, la potencia media transmitida por la linea es:

av

oy o (Y
P =j j—Re(ExH*)WS=— 0| g e
2 2n\d (4.23)

x=0 y=0
Vemos que esta potencia en términos de campos, coincide con la potencia en términos de
voltajes y corrientes:

P, = %Re(V I*) = %Re[[Voe_(aHﬂ)z]{W—Voe_(a_’ﬂ)zD = i(%jz dw e

nd 2 (4.24)
4.2.2 Linea coaxial

La linea de transmision mas empleada es la linea coaxial, cuya geometria se muestra en la
Figura 4.3. Estd formada por dos conductores cilindricos concéntricos, de forma que
encierran totalmente los campos. El medio entre los conductores es un dieléctrico de bajas
pérdidas y normalmente el conductor exterior se conecta a tierra (® =0), y el conductor
interior a un potencial armonico de amplitud V.

Esta linea de transmision puede propagar un modo TEM. Para obtener los campos en su
interior seguiremos un desarrollo andlogo al de la linea de placas paralelas.

Suponiendo que la propagacion es a lo largo del eje z, resolvemos la ecuacion de Laplace

para el potencial bidimensional en coordenadas cilindricas:

00 1 0°D
_)+_

o’ g (425) 4 ________

Figura 4.3. Linea coaxial.

0*d(r) = li(r
r or

Teniendo en cuenta las condiciones de contorno
®(r)
®(r)

r=a = VO
r=b = 0

(4.26)

la solucion para el potencial P (r) es



r

In(—)
() =, —2
a
In(—)
b (4.27)
Los campos £ y H los podemos obtener de
E(r)=-00(r)
H(r) =lﬁz xE(r)
1 (4.28)
Sustituyendo el valor del potencial e incluyendo la dependencia con z, se obtiene:
— RE
E(r,z)= —ﬁ,aﬁe_yz :L(Z < i,
d In(=) "
a
— — vz
A(r,z)=Yii xE(r)e™” = Lb ‘i,
7 nin(>) "
a (4.29)

Vemos que el campo eléctrico es radial, mientras que el campo magnético es azimutal. La

onda de voltaje asociada al campo eléctrico es:

b
b

V(z)=-| ElF = —JLOb o= Ve
In— r
# « 4 (4.30)

La densidad lineal de corriente (A/m) sobre uno cualquiera de los conductores (por ejemplo

el interno) es:

jS:ﬁrXH: Vobe‘yzi[z
Naln—
a (4.31)
y la corriente total que circula por el conductor interno es
Q=2
@=27m
- i ) ) )
1(z) = j Jg i, ad@= & beyzad(p: ”VOQVZ—[O yz
=0 Naln— nin’
0 a a (4.32)

Esta corriente se cierra en todo instante con la del conductor externo que circula en sentido
opuesto.

La impedancia caracteristica de la linea es:

A CI N/ UM (4.33)
2 a



La potencia media transmitida a lo largo de la linea se puede calcular a partir de los campos:

r=b
=20z 2 =2
P = lee(Exﬁ*) ws=¢— o | Lrdrdo=1v2 2" o (434.a)
2 2n b, T 2 b
(In—=)" J =0 Nln—
a a
O también a partir de voltajes y corrientes:
* —-(a+ifB)z 2 -\a-ip)z -20z
P =irer 1) =LRe|[1ete: | 2P0 tam) | | 2 Lyo 27T o (4.34-b)
av 2 2 0 b 2 0 b
Nln— Nln—
a a

4.3. Guia rectangular
En la practica las guias mas utilizadas son las que tienen un corte transversal en forma de

rectangulo de lados a y b como se muestra en la Figura 4.4.

y

«— >

NN
N

Figura 4.4. Guia rectangular.

En lo que sigue, vamos a buscar soluciones para los modos TM y TE. Si se necesita una

solucidon mas general, puede obtenerse por superposicion.

Para hallar las componentes axiales de £ y H, volvemos a las ecs. de Faraday y Ampére:
OxE=-iowud  ;  OxH=iweE

Tomando rotacionales en ambos miembros de la ecuacion de Faraday y teniendo en cuenta

que en ausencia de carga O [E =0, queda:
(i2 +w2ps)E =0
donde el operador laplaciano, 0%, se aplica a cada una de las componentes del campo.

Vemos que se trata de una ecuacion de onda homogénea para el campo armodnico. En el caso

de la componente z esta ecuacion es:



(D2 +w2us)Ez =0
Partiendo de la ley de Ampére y razonando analogamente llegamos a:
(D2 +w2u£)Hz =0
Por otro lado, teniendo en cuenta que en coordenadas cartesianas:
=0 00, O
x> 0y’ 0z "o

¥ obtenemos:

y que hemos supuesto que hay una dependencia con z de la forma e
[0 +(wpe+y) |E. =0
[0 +(@pe+y) |H, =0

Para el modo TM solo tenemos que resolver la primera de estas ecuaciones, mientras que

para el modo TE s6lo nos ocuparemos de la segunda. Ademas, tendremos que imponer las

condiciones de contorno adecuadas a la geometria del sistema.

Modos TM: Para el problema de modos TM propagandose en esta guia, asumiremos que €ste

se puede resolver mediante separacion de variables, es decir,
E. (x,y,z) :X(x)D’(y)e_yz (4.35)

Sustituyendo en la ecuacidn para esta componente queda:

1 d*°X 1d*Y
— +———+(y +WHE) =0 4.36
X d* Y dy’ ( H ) (4.36)

Dadas las caracteristicas de las funciones X e Y las unicas soluciones posibles son:

1 d’°X _ e lsz: R

T M 7 o -N (4.37)
siendo M y N constantes tales que:
-M? = N*+(y* +w'pe) =0 (4.38)
Las soluciones de estas ecuaciones son del tipo:
X = Asen Mx + B cos Mx ; Y =Csen Ny + Dcos Ny (4.39)

donde 4, B, C'y D son constantes a determinar.

En consecuencia, la solucién completa de E_ para los modos TM en la guia es:

E. =(Asen Mx + B cos Mx) [{Csen Ny + Dcos Ny)e™* (4.40)

10



Para hallar las constantes imponemos las condiciones de contorno. Asi, en ausencia de carga

superficial p,, el campo eléctrico s6lo puede tener componente normal a las paredes de la

guia conductora:

E =0 en x=0
E =0 en x=a
(4.41)
E =0 en y=0
E =0 en y=b

Aplicando la primera y tercera de estas condiciones a (4.40) encontramos que las contantes B
y D han de ser nulas, ya que el cos0° =1. Queda entonces:

E.=E,senMx sen Nye™” (4.42)
siendo E, = AC, una constante relacionada con la amplitud de la sefial que se propaga. Las
dos constantes que faltan podemos obtenerlas de las condiciones de contorno en las paredes
x=a, y=>b. Imponiendo E. =0 en x =a resulta:

E,sen Ma sen Ny=0 - Ma = mTt m=1,2,3,--- (4.43)
Analogamente, para la condiciéon E. =0 en y =b obtenemos:
Nb = nTy n=1,2,3,- (4.44)
Por tanto, las constantes vienen dadas por:

M= = (4.45)
a b

vemos que son parametros que dependen de las dimensiones de la guia.

Ahora ya podemos escribir /a solucion para los modos TM:

Tt Tt _
E =E, sen(m—xj sen(%y}e . m=1,2,3,-- n=1,2,3, (4.46)
a

Aparece un conjunto infinito de soluciones que dependen de los valores de los indices m y n.
Estos modos se designan modos TM,,,,; el modo con los indices més bajos es el modo TMy;,
el cual se denomina modo fundamental.

Sustituyendo M y N en la ecuacion:
-M*-N? +(y2 +w2u£) =0 (4.47)

resulta,

R L

11



Asi, en una guia rectangular la constante de propagacion y vale:

y= \/(@j (”"j — oPpE (4.49)
a b

Vamos a suponer que el medio no tiene pérdidas. Entonces y es imaginario puro:

zan—z\/wzus (”;"j (%Tj (4.50)

Ya estamos en condiciones de hallar la solucion: multiplicando E. por € y tomando la

parte real de la misma llegamos a:

mTt Nt .y
E. (x, ¥, z,t) = E, sen (ij sen (jije[e ¥e “"}

= E,sen (m_]‘[xj sen (%Tyj cos(wx =B, 2)

a

(4.51)

que representa una onda viajando en el sentido z > 0.
Vamos a analizar las implicaciones que tiene la solucion obtenida en las caracteristicas de la

propagacion, con respecto a las de la onda libre. En la expresion (4.50) el radicando ha de ser

ove (7] {7
a b

ya que en caso contrario, la constante de propagacion seria real y la onda se atenuaria

un nimero positivo, es decir,

exponencialmente. Esto nos lleva a definir una constante de corte, k_, y una frecuencia de

corte, f.=w, /2T, para una guia de dimensiones dadas, por debajo de la cual no se

k., =w,\/HE :\/(m?n) +(%TJ - (4.52)

fom =5 \/_ \/(’"”j +(”"j (4.53)

la constante de propagacion serd un nimero imaginario puro; en

propagan las sefiales:

Para frecuencias f > f,

,mn

ese caso 3, es la constante de fase:

B, = \/wzus —(’”7"} —(%‘J (4.54)
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Esta es la relacion de dispersion para los modos TM,,, en la guia rectangular. En funcion de

la frecuencia de corte podemos expresarla como:

B, =w\ue 1—(%"] (4.55)

Asociada a la constante de fase tenemos la longitud de onda con que se propaga la sefial
dentro de la guia:

A =2t A (4.56)

mn

donde A =211/ w\/ﬁ es la longitud de onda en el medio libre. Vemos que A, > A para una

onda de la misma frecuencia.

La velocidad de fase para los modos TM,,, viene dada por la relacion:

, = W _ 1/\/& _ v, 4.57)

S omn 2 2
GG
A f

que nos muestra que la velocidad de fase es mayor que en el medio libre. Esta es la

velocidad de los frentes de onda de fase constante y puede ser mayor que la de la luz en el
medio que llena la guia. Sin embargo no representa la velocidad con la que se propaga la
energia que transporta la onda.

Vamos a hallar la expresion de los fasores de los campos para el modo TM. Partiendo del

valor de E_ calculado:

E.=E,sen (m_nxj sen (%Tyje_’pmz (4.58)
a

las restantes componentes vienen dadas por las ecuaciones (4.8), con 7  =0. Para las

componentes transversales del campo eléctrico resulta:

. mTtU
B )
E=—9%7F cos (m_ xj sen (7 yj e P

a
(4.59-a)

. ntt
P (bj mTt nt
E =————<~F sen (—xj cos (7 yj e P

13



y para las componentes transversales del campo magnético:

_(nm
‘*’S(b) m) o (am
Ea E,sen (m_ xj cos (7 yj e P

H, =
. a
(4.59-b)
. mTt
7)) (m
— a m =B,z
Hy _k—f EO 008(7)6) SCH(?)/) e
Hemos sustituido y* + 'l por su equivalente & = (mTt/ a)2 +(n/ b)2 en este caso.
Si hallamos el cociente entre E, y H, obtenemos:
E . B _BuHE _ [UB. _ B
L= ; siendo Z,, =M =" =, [ =n—2 4.60
Hy ™., ™,,, E kE € k r] k ( )
Mientras que para las otras dos componentes queda:
Ey
= =~Zy, (4.61)

X

Estas relaciones sugieren que podemos asociar una impedancia intrinseca Z,,, a los modos

transversales magnéticos.

Modo TE

En este caso, la componente axial del campo eléctrico es nula, E_ =0. Por tanto buscaremos
la solucién para H_ y a partir de ella obtendremos las restantes componentes. Haciendo

separacion de variables llegamos a que la solucion general es de la forma:

H_ =(Asen Mx + B cos Mx) [{Csen Ny + D cos Ny)e™* (4.62)

donde se ha supuesto una propagacién en el sentido z > 0. Para hallar las constantes

necesitamos imponer condiciones de contorno. No es trivial imponerlas para H _, por lo que

lo haremos sobre las componentes transversales del campo eléctrico, que sélo pueden tener
componente normal a las paredes. Recordemos que para el modo TE tiene:
il 0H,
Y +WHE Oy
WU 0H.
Yy +WUE Ox

E,=-

X

(4.63)

Por tanto, las condiciones de contorno que debemos imponer son:
14



E =0 en x=0

y

E =0 en x=a
’ (4.64)
E =0 en y=0

E =0 en y=b
Operando en (4.62) con las condiciones para x =0, y =0, se llega a la expresion para H_:
H.=H,cosMx cosNye™” (4.65)
donde H, = BD es una constante relacionada con la amplitud de la sefial que se propaga. Si

calculamos para los casos x =a, y =b, se encuentra que:

senMa=0 —  Ma=mm obien M="T =012, (4.66)
a

ntt

sen Nb=0 - Nb=mTUL o bien N:b n=0,1,2,--- (4.67)

Sustituyendo estos resultados en la expresion de H_ queda:

mTtU ntTt _
H, :Hocos(—xj cos(7yje ¥ m=0,1,2,--- n=0,1,2,--- (4.68)
a

Siguiendo un razonamiento analogo al del modo TM, llegamos a que:

2 2
y. =ip = i\/wzus —(@j —(@j (4.69)
a b
Hemos de imponer que se Y, sea imaginario puro y ello implica que:
mmY ()
wpe > (—j + (—j (4.70)
a b

ya que en caso contrario, la constante de propagacion seria real y la onda se atenuaria

exponencialmente. Podemos definir una frecuencia de corte, f, = w, /2T, para una guia de

dimensiones dadas, por debajo de la cual no se propagan las sefales:

k. =wcﬁ=\/(m—’Tj +(@j . 4.71)

a b

P G
e = e W a ) T -

que tiene la misma expresion que para los modos TM. Teniendo en cuenta (4.72), la relacion

entre B,y W queda en la forma:

mn

15



(4.73)

La Figura 4.5 muestra la variacion de esta funcion con la frecuencia de la sefial para distintos
modos TE y TM. El modo que tiene la frecuencia de corte mas baja y, por tanto, empieza a
propagarse antes que los restantes es el TE,o; éste es el modo TE fundamental. A medida que
aumenta la frecuencia, la funcion crece tendiendo asintoticamente a 1, es decir al valor que
corresponde a la propagacion en el medio libre. Los siguientes modos en comenzar a

propagarse son el TEy; y el TE;y que se representan en la misma curva debido a la especial

1.0+

0.8

0.6 1

%

0.4

0.2+

0.0

T T T T T T T T T T T T 1
0.0 5.0x10° 1.0x10" 1.5x10" 2.0x10" 2.5x10" 3.0x10" 3.5x10"

w (s

Figura 4.5. Variacion relativa de la constante de propagacion en una guia rectangular con pardmetros €,, [, y

de dimensiones a=2.28 cm, b = a/2.

geometria de la guia, b = a/2. Cerca de ellos empiezan a propagarse el TE;; y el TMy;, que
es primer modo TM en salir del corte. Finalmente se traza la curva de los modos TE;; y
T™My;.

Veamos ahora cual es la expresion de los fasores de los campos para el modo TE. Partiendo

del valor de H_ calculado en (4.68), las restantes componentes vienen dadas por las

ecuaciones (4.8) con E_ = 0. Para las componentes transversales del campo eléctrico resulta:

16



ntt

()
E=—?) H, cos (@xj sen (%[yj e P

: a
(4.74-a)
. mTt
)
E, = Ta H,sen (mT xj cos (% yj e P
mientras que para las componentes del campo magnético se obtiene:
B, ('"”j - .
H =——%2H sen (m_ xj Cos (n—yj e P
k: a b
(4.74-b)
. ntt
len (bj mTt nT
— =iB,,,z
H, = k—f H, cos(ij sen(jyj e
Si hallamos el cociente entre E, y H, obtenemos:
E . W kp k
~=Z, ;siendo Z, = = =n (4.75)
H y " " an an \/E an
Mientras que para las otras dos componentes queda:
E)/
- =~Zy (4.76)

Estas relaciones nos permiten asociar una impedancia intrinseca Z,. a los modos

transversales eléctricos.
En la mayoria de las aplicaciones, las dimensiones de la guia y las frecuencias de trabajo son
aquellas que permiten la propagacion el modo TE;y exclusivamente. Particularizando los

indices a los valores m =1, n =0, la expresion de los campos para este modo se reduce a:

L =0z
H.=H, cos(—xj e P
a

y

a

H

X

i3,a
IBiHO sen| —x
Tt a

E =E =H, =0.

iWUa T B
E =- oH Hosen(—xje P
Tt

n j e_iBloz

4.77)
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siendo B,, =/ WHE— (T[/ a)z. Las Figuras 4.6(a)-(b) muestran la distribucion de las lineas de

los campos en los planos YZ y XZ, respectivamente.

(a)

A

(b)

hﬂ m;

Figura 4.6. Distribucion de las lineas de E yI:I en una guia rectangular para el modo TE,,. a) Plano YZ; b)

Plano XZ.

Estos campos tienen una expresion sencilla por lo que resulta facil calcular el flujo de
energia que trasportan en la guia. Segiin vimos en el Tema 3, para campos armonicos la

densidad media de energia por unidad de area y unidad de tiempo viene dada por:
S D
S =—RelExH 4.78
w = Re(ExH) (4.78)

Para hallar la potencia media integramos esta cantidad en la seccion transversal de la guia.

Asi, integrando al rectangulo de lados a y b (Figura 4.4):

18



=3, @S=1Re [ [ (ExH )@, dxdy
S 2 x=0 y=0
1 x=a y=b
= ERe E H_dxdy
¥=0 y=0 (4.79)
_ WUB,,a . e 2( j
= H, sen” | — |dxdy
2T[2 XIO yJ=-0 a
wuBlOa3b HZ
4 °

Vemos que para el modo TE la potencia trasmitida depende de las dimensiones de la guia,

de los parametros |, €, y de la amplitud y frecuencia de la sefial. Generalmente, una parte de

esta potencia se pierde por efecto Joule porque los campos dan lugar a corrientes en las

paredes de la guia. Para minimizar estas pérdidas, las paredes se construyen con materiales

que son buenos conductores como por ejemplo plata o cobre.

4.4. Cavidades resonantes

Podemos construir una estructura resonante a partir de una guia rectangular. Para ello,

cortocircuitamos los dos extremos formando una caja o cavidad de paredes metalicas.

d

el

/

z

Figura 4.7. Cavidad resonante rectangular

En la figura 4.7 se muestra una cavidad formada a partir de una guia de seccion a[b en la

que se han colocado paredes

conductoras en z=0 y z =d. Podriamos resolver este

problema partiendo de la ecuacion de ondas y utilizando separacion de variables +

condiciones de contorno en la seis paredes; pero es mas facil partir de las soluciones

obtenidas para los modos TE y

TM que satisfacen las condiciones de contorno en cuatro de

ellas. S6lo nos falta imponer las condiciones:
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Como no hemos considerado hasta ahora la posibilidad de que existan ondas reflejadas en el

sentido z <0, es necesario afiadirlas. Agrupando E_+ Ey como componentes transversales,

—

la expresion del campo transversal para este caso, E, sera:
Et (x,y,z) =€ (x,y)[Ege‘iBnan +E;ePm: ] (4.80)

donde € (x, y) da cuenta de las variaciones que son funcion de (x, y), y Ej,E; son las
amplitudes de las ondas incidente y reflejada. Al imponer E - =0 en z =0 scobtiene

E; =-E;
como es de esperar cuando la onda se refleja en un plano conductor perfecto. La condicién

E =0 en z=d implica que,
E, (x,.2) =6, (v y) [ Eje 0 + Eyeat ] =0
= & (x,y)2iE;senP, d=0
= B d=im, [=1,23"

Esto significa que la cavidad debe tener una longitud d tal que

A
Sod=Iin o |d=—m (4.81)

Es decir, d ha de ser multiplo de la semilongitud de onda para que el modo mn pueda

establecerse en la cavidad. Se define la constante de corte:

2 2 l 2
o= 2] {2 (5 o
a b d

y entonces hablamos de los modos TE;, 0 TMy resonantes. Las frecuencias de resonancia

vendran dadas por
ck ) n)  (mY)
2mjp e, 2T € a b d

Si se cumple b <a <d , el modo resonante TE mas bajo es el TE o, y para el TM el TM;.
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ELECTROMAGNETISMO II  (Grado en Fisica) Curso 2012-13

Tema 4. Ondas guiadas.

Introduccion. Modos TEM, modos TE y modos TM. Lineas de transmision (laminas plano
paralelas y coaxial). Guia de onda rectangular. Cavidades resonantes.

PROBLEMAS
1.- Considérese una guia de ondas formada por dos placas paralelas conductoras separadas una
distancia d = 3 cm, anchura /¥ >> d 'y con aire entre ellas. Determinar la méxima potencia media

que puede propagarse por unidad de anchura sin que se produzca la ruptura dieléctrica, cuando
se propaga un modo a) TEM, b) TM, y ¢) TE,. Frecuencia de trabajo f = 10" Hz.

2.- La expresion instantanea para E, de un modo TM en una guia de ondas rectangular rellena
de aire, cona=2.5cmy b= 0.5 cmes

E. = E, sen (2007t ) sen (200Ty) cos (2T[10”t - Bz) V/m.

a) ;Cual es el modo de operacion? b) Calcular f,, B, ZTM y A "

3.- Una guia de ondas cona =2 cmy b =1 cm esta llena de agua desionizada, con & =81. Si la
frecuencia de operacion es de 2.0 GHz, determinar: a) todos los posibles modos de propagacion
y sus frecuencias de corte; b) la impedancia del modo (o modos) de mayor frecuencia; y c) la
velocidad de fase del modo de menor frecuencia.

4.- En una guia de ondas rectangular de dimensiones a = 2.25 cmy b = 1 c¢m llena de aire, se
propaga su modo fundamental a la frecuencia f= 10 GHz. Determinar el valor maximo de la
potencia media que se puede transmitir sin producirse la ruptura en la guia.

5. Un tunel se comporta como una guia de ondas. Para un tinel de seccion aproximadamente
rectangular, de dimensiones a, b,

a) Hallar el rango de frecuencias para las cuales se propaga solo el modo fundamental.
b) Explicar por qué las seiales de radio AM se reciben dentro de un tinel con mayor dificultad
que las FM.

6. En una guia rectangular, la expresion de la componente transversal del campo eléctrico viene
dada por:

T 2m

E =4 cos(—xj sen (—yj sen (7T[>< 10"¢ - Bz)

a b
Determinese: a) El modo de operacion; b) La frecuencia de operacion; ¢) La constante de
propagacion [3 si las dimensiones de la guia sona =23 cmy b = 1.2 cm; y d) La frecuencia de
corte y la impedancia de onda. Supdngase la guia llena de aire.

7. Una guia rectangular opera en el modo TE,. Sus dimensiones son @ =7.62 cmy b = 4.0 cm,
y la potencia total transmitida es 1.2 W a una frecuencia de operacion un 30% mas elevada que
la de corte. Determinar: a) las frecuencias de corte y de operacion, asi como la impedancia de
onda para el caso en que la guia esta llena de aire; b) la amplitud del campo eléctrico asociada a
la potencia transmitida; c¢) escribir las expresiones de los campos eléctricos y magnéticos
(sustituyendo los valores numéricos en su caso) asociados a este modo de operacion.



8.- En una guia de ondas de dimensiones ¢ =2.5 cm y b = 1.25 cm se intercala una seccion de
guia mas estrecha de dimensiones a’ =2 cmy b = 1.25 cm. Si en la guia de ondas se propaga
una onda de frecuencia f = 7 GHz, siendo la amplitud del campo eléctrico E, = 10V/m,
calcular: a) modo de propagacion en la guia ancha; b) potencia que se propaga por la guia
ancha; c) constante de atenuacion en la guia estrecha; d) longitud £ que tiene que tener la
seccion intercalada de guia estrecha para que la potencia P, sea 10 veces inferior a la potencia
Py; e) ¢se podria eliminar la reduccion en potencia rellenando la guia con un dieléctrico? ;Cual
seria el valor minimo de la permitividad relativa de ese dieléctrico?

1.25 ch / z

2.5'01’1’1\A

9.- Se sabe que el modo que se propaga por una guia de ondas rectangular de dimensiones
a*b es el fundamental TE, siendo la frecuencia . Para determinar la potencia que se propaga
por la guia, se coloca en su centro una pequeia espira circular de diametro D. Para una posicion
zo de la espira se induce una fem méaxima de €o y para otra separada d cm a lo largo del eje z se
induce una fem = 0 V: a) indicar en el dibujo de una seccion transversal de la guia, como tiene
que orientarse el eje de la espira para medir la fem €o; b) calcular la constante de fase de
propagacion, frecuencia de la sefial y longitud de onda en la guia; c) determinar las amplitudes
de los campos E y H. Calcular el valor de la potencia transmitida; y d) en la posicion z, de
espira, jhasta donde se podria subir la frecuencia para que se detectase algin valor de fem
inducida en la espira?

Y
b —A—>
: 6 d=Ag/4 6
Hx
g z=12 —

10.- En algunas aplicaciones de microondas se utiliza una cavidad resonante en forma de anillo
con una seccion transversal igual a la que se muestra en la figura, donde el valor de d es muy
pequefio comparado con la longitud de onda en resonancia. Si consideramos que este resonador
se puede representar como una combinacion en paralelo del condensador formado por la parte
central estrecha y por la bobina formada por el resto de la estructura, calcular los valores
aproximados de la frecuencia y la longitud de onda resonantes.
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P1-T4

/=10" Hz

) a) Si el dieléctrico es aire, la transmision se
hace sin pérdidas (a =0). Para el modo

d ~ ’ TEM la potencia media viene dada por:

2
P, =i(5j mujw:i(Eo)zwav
y 2n\d 2n

El campo de ruptura del aire es £, =3%10°V/m, por tanto la maxima potencia por unidad

max

de anchura de la linea vale:

_ 1 2y | 6\? _ 6 _
= (Epp ) @ ==——(3x10°) 0,03 =358x10° W/m =358 MW/m
o 2377

b) La ecuacion de onda para la componente £, de un modo TM (H, = 0) es:

0x2
La solucidn de esta ecuacion es de la forma:

E. (x) = Asenk x+ Bcosk x

62
+k2 |E.=0; k2 =wpe -

sujeta a las condiciones de contorno:

E (x=0)=0 ; E (x=d)=0

Tt
Esto implica B=0; k.d=nTt - kczn—, n=1,2,3,---
d

Vemos que la constante de corte & esta condicionada a tomar valores multiplos de Tt/ d.

Por tanto, la constante de propagacion queda expresada como:

B = [wre—k?2 :\/Wpa—(?j

En particular, para n =1 se tiene:

2
k=1 B = oozua—[EJ Cr=— 1 =s5x10° H
d d 2d\Ju,€,
E_=Asenk xe ® ; E =—i£Acoskc xe Hy =—iﬁAcoskcxe"’BZ
k k,
[ c

E
0



La impedancia del modo viene dada por:
2
E, /.
ZTMl = % =N 1_(_j
y f
Por tanto, la potencia transmitida por unidad de anchura de linea sera en este caso:

d@’z

x=d 2
:1 J’LCOSZE
2 ) Ty d
T

Sustituyendo para los datos del problema se obtiene:

P

av

w

6\2
= 003IBX10)  _ 507 Mw/m

2
" 4377 1—(5j
10

¢) Por ultimo analizamos el modo TE (E,= 0):

La ecuacion de onda es en este caso,

2
[a—+k2J =0 - H_=Asenkx+Bcosky

0x?
Aplicamos las condiciones de contorno a la componente transversal del campo eléctrico:
1 oH 1
E, (x) = —IiWp— =—ioou(Acoskcx—Bsenkcx)
k? ox k
nTt
E (x=0)=0 ; E (x=d)=0 = A4=0, k,=—, n=123,-
y y ¢ d

En particular, los campos transversales para el modo TE; quedan en la forma:

2
E :EosenEx ; Hx:ﬂ 1- A sen - x
g d n f d

Y la potencia media por unidad de anchura se expresa en la forma:

av 1 EZ/ a’E2
sen’ —x dx—
w

Sustituyendo los datos para el campo de ruptura queda:

0,03f3x10°)" [ (5 8
= 1—(—} =1.55x10° W/m =155 MW/m

L
w

40377 10

max



P2-T4

a=25cmyb=0.5cm

E, = E, sen (2007) sen (2007) cos (210" ¢ — Bz

a) Modo de operacion:

=200, m=200a=200%0.025=5
= TMyy

=200, n=200b=200x0.005=1

SIS o |3

b) Frecuencia de corte, constante de propagacion:

P (ﬂj2+(zj2:3><108 5V Y
"2\l a b 2 2.5x1072 0.5x1072

=4.24x10'" Hz =42.4 GHz
g | () _(mm)
02 a b
amx10 ) st Y n Y 3
= - - =1.90x10° m
3x10° 2.5%107 0.5%x107

Impedancia y longitud de onda en la guia:

2m

> g

3
- B 1.9x10 =3412Q : A :E:3.3x10‘3m.

7 = =
™M we,  2mx10" x8.85%107



}1) a=2cm; b=lcm; =1y & =8l.

a) La frecuencia de corte de los modos TE,,, y TM,,, viene dada por:

Si sustituimos los datos del problema, la expresion de las frecuencias de corte queda:

2 2
3x108 m n
18 2x1072 1x1072

8
:&l\/mz + 452 :é\/mz +4n> (GHz)

18%1072 2 6

Los modos que se pueden propagar son los marcados con (*):

Modo Frecuencia (GHz)
TE1o* 0.8333
TE20*, TEot* 1.667
TE11*, TM11* 1.863
TE21, TM21 2.357
TEso 2.5
TE31, TM34 3
TE40, TMo2 3.333
TE41, TM4s 3.727
TEso, TE32, TM32 4.167
TEs+1, TMs4 4.488




b) Impedancia del modo de mayor frecuencia de corte: Es la de los modos TE11, TMy1:

-7
Zr, :,/E 1 =\/ Amx10 1 =115.1Q
! s\/l—(fc,“/f)z 81x8.85x10712 /1 -(1.863/2)>

-7
ZTM“:\/%/1—(J;H/f)2:\/ 0 -(1863/2)° =15.20

81x8.85x107"

¢) velocidad de fase del modo de menor frecuencia de corte:
c 1 _3x10° 1 _3x10°

y= = = x1.1=3.67x10"ms™"
VEH I=(f0/ /P 9 |1-(0.8333/2)> 9




a=225cm; b=lcm; f=10GHz

— S —,

Para el modoTE los campos transversales vienen dados por:

iWUa L i s i3, a L i
_ 1 H,sen| —x |[e™®* Hx:hHosen —x | P
Tt a Tt a

E =

y

Para el modo TE la potencia media que se propaga en la guia viene dada por:

P, =[S, @s :%ReT T(Exﬁ*)mz dxdy
S

x=0 y=0

1T _ WuB,,a’b
-ERej [ EH, dedy=——0—

H2
ATP ‘

x=0 y=0

En este caso,
- ¢ _ 9 _ 6 _ _ Ey
fao=5-=6.7x10°Hz 3 E,=3x10° Vim 5 n=377Q; Z ===
a

Y la maxima potencia que se puede transmitir vale:

P maX:106W:1MW

av



P5-T4

«— T —

La frecuencia de corte del modo TE,,, viene dada por:
1 mTl 2 nTt ?
O sl 5
2T M€, a b

a) Comparamos las frecuencias de corte de los primeros modos:

Ejemplo: a =8 m, h=3.5m
f,=18.75MHz, f, =42.86 MHz, f,, =37.5 MHz

Entre 18.75MHz y 37.5 MHz s6lo se propaga el modo fundamental; luego se suma el modo
TE,y y a42.86 MHz se afiade el modo TEy;.

b) Es debido al rango de frecuencias en que se emiten ambas sefiales:

fAleMHZ < 10

Jim =100 MHz > f|,

Las senales de AM estan por debajo del corte y no se propagan.



P6-T4

E = Acos(ﬂxj sen (%[yj sen(7T[><101°t —Bz)

a
1) De la expresion deducimos que m =1;n =2

™,

2) Frecuencia de operacion:

—

se propagan los modos TE;, y

w=7Tx10" rad/s - f:ZE:35GHz
1L

3) a=23cm; b=1.2cm;

epe (Y _(2m
Blz-que (} [b

4) Frecuencia de corte e impedancias:

€ =1; 4, =1. Constante de propagacion:

2
j =495.2 rad/m

_ 1 )y | (2m) _
(fc)lz‘ —| +|— | |=25.8 GHz
2my/ue | \\a b
ZTE :ni:%:558g ; ZTM :n&:n&:25439
12 BIZ k we



HIR R RN R e a=7.62cm; b=40cm; yz4 =1 y €&, =1.

Modo TElo

— S —,

Potencia transmitida 1.2 W, a una f30% sobre f,

a) Frecuencia de corte para el modo TE:
. :;(’—Tj =1.97 GHz
2, La
La frecuencia de trabajo es un 30% mayor que la de corte:

£=(1+030) £, =2.56 GHz ; w=1.61x10" rad/s

Constante de propagacion

2
B, = \/oozposo —(’—TJ =3433m”
a

Impedancia:

(Z), =K =588.7Q

10

2) De los datos del problema podemos deducir la amplitud de H_ :

3
P, :MHj -~ H,=2m LB =1.96 A/m
410 WU, ,a’b
Amplitud de £
g = WHa

y

H,=962.8 V/m
Tt

3) Fasores de las componentes:

H_=1.96cos L P . E =-i962.8sen LI PE R EE
0.0762 ’ 0.0762

E .
H =——2=il.64sen n x | e 343
0.0762

X
TE

Valor instantaneo de H _:

H, (x,z,t)=1.96cos( xjcos(1.61><1010t—34.33z) A/m

0.0762

Las restantes componentes se obtienen de forma analoga.



P8-T4

2.5vcm\A

El generador entrega una sefal de frecuencia f =7GHz con £, =10V/m

a) Modo de propagacioén en la guia ancha:

(fc)lo c _ 300

_C _ _c _c
2a 200,025
Vemos que a la frecuencia de trabajo solo se propaga el modo TE .

GHz ; (ﬁ,)zo—;:12GHz; (£.) =, =12 GHz

01

b) Para dicho modo, la amplitud del campo magnético viene dada por (ec. 4.77):

TE
H,=—2%=2,2700" A/m
WHa

y la constante de propagacion valdra:

Buo :\/wzuoso ~(n/a)’ =757 m™

En funcion de estas cantidades, la potencia transmitida sera:

() a’b
=P wa[g =1.0700 W.
41e
c) Para la guia estrecha la frecuencia de corte es:
_ ¢ _ 300

(), = 2a "m0z 495 GHz

Por tanto la propagacién se hace con una constante

Y =i, :i\/oozpo ,—(ma'’) :i\/—[(n/a’)2 —(ozuoeo} =+56,1 m™!
Elegimos el valor positivo que —llevado a la féormula— atenua la sefial a lo largo del eje z. Si
queremos que P, =P /10 la longitud de la guia estrecha ha de ser tal que:

: , In(0,1)
P =R L= =1,0700° W - e?'=0,1 - (=——">=2,05007m
_2y'
d) La permitividad del dieléctrico a partir la cual la guia estrecha empieza a propagar el TE

a f =7GHz, es tal que se cumple:

Wy EeE, =(/a) - g =115



P9-T4

AY
b AY

—_—

. d=A,/4
—_— 8
H. O O
o z
a X z2=12 _—

a) Para que se induzca una fem en la espira, tiene que haber un flujo magnético variable con
el tiempo asociado a la espira. Para el modo fundamental TE,y, la Gnica componente de
campo H es Hy, por lo que la espira debe estar situada en el plano ZY, con su vector unitario
n en la direccion del eje X.

La componente de campo magnético en la direccion del eje X para el modo TE( es
T[ _l'B z . ’ T[

H_ =H, sen| —x |e ™,y el valor instantdneo: H (x,z,t)=H, sen| —x [cos(wt —[,,z)
a a

La fem inducida para la espira situada en el centro de la guia (x =al 2) :

0H 2
€=-y, at" D(HDT] = p,wAH, sen(or —p,,z)

%f_/

area espira=A4

que es una seflal sinusoidal de amplitud € = = WAH

b) Como hemos visto, en un diagrama de onda estacionaria, la distancia entre un maximo

(Z :ZO) y un minimo (Z =z, +d) es )\g / 4. Por tanto:

2 2 2
2T T L c 1 1
¢ D WY A R 2\ 24 a

g

¢) Si examinamos las ecuaciones de los campos para el modo TE en funcion de la amplitud

de la fem inducida € |, obtenemos:

€ T e €
H =—mx . g = H = max . F = Jmax

0x > > 0y
p‘owA Bloa “owABma ’ ABIO

La potencia transmitida sera:

P = W, B, a’b H? = W, B, @b ne ab€&; D?

max — max . —
av 0z - 2 A i

41 4me K, WAB  a 4, 0B, 4 4



d) En la posicion zo de la espira, si la frecuencia se aumenta de forma que D =A el flujo

neto a través de la espira serd nulo. Para este caso, la constante de propagacion es:
B= 21
D

y la frecuencia valdra:



Tema 5: Campos creados por cargas en movimiento. Radiacion

Solucion de la ecuacion de ondas. Potenciales retardados. Potenciales de Liénard-
Wiechert. Campos creados por cargas en movimiento arbitrario: Campos de velocidad y
aceleracion. Campos creados por una carga en movimiento uniforme. Radiacion emitida
por una carga acelerada: radiacion a baja velocidad y a velocidades arbitrarias.
Radiacion dipolar eléctrica. Radiacion dipolar magnética. Radiacion de fuentes
arbitrarias.

Nos plantearemos la solucion de la ecuacién de ondas con fuentes dependientes del
tiempo. Obtendremos asi los potenciales retardados. A partir de ellos se deduciran los
potenciales de Liénard-Wiechert para una carga puntual. El resultado se aplicara a la
determinacion de los campos creados por particulas cargadas en movimiento uniforme y
por particulas con aceleracion lineal, estudiando los campos emitidos y los
correspondientes diagramas de radiacion. Analizaremos los campos de radiacién de un
dipolo eléctrico y de un dipolo magnético oscilantes y las correspondientes
distribuciones angulares de la radiacion emitida. Finalizaremos haciendo una
introduccion al estudio de radiacion de fuentes con distribuciones de carga y corriente

arbitrarias.

5.1. Solucion de la ecuacion de ondas. Potenciales retardados.

Como hemos visto en la Leccion 1, las ecuaciones de Maxwell junto con la condicion
de Lorentz, conducen a que para campos variables con el tiempo las ecuaciones a

resolver para los potenciales (en el vacio) son:

O = -P
€ (5.1)
OPA=—p,J
s 162_|:|2 , . .
con | [ By (D’Alembertiano) y la condicion de gauge de Lorentz,
0P
UM +p,e,—=0.
Ho€o o
En el caso estatico, las ecuaciones (5.1) se reducen a ecuaciones de Poisson:
0’ = b
€ (5.2)
0’A=—p,J

con las soluciones bien conocidas:



J(@r) ..,
A(r) = 4T[j = (5.3)

vV Vv

P(r) =

donde R es la distancia del punto fuente al punto
campo (figura 5.1).

Dado que sabemos que las interacciones

electromagnéticas no son instantdneas sino que se

propagan con la velocidad c=(80u0)_1/2, parece

intuitivo admitir que los potenciales en un punto r

Figura 5.1. Campos creados por

4o vendran determinados por los valores de las fuentes
una distribucion de carga

en un instante anterior:

t. =t—£, tiempo retardado (5.4)
c
es decir,
tencial
D)= jp(” Dav. a@n=t jm ) gy |POtenCiates s oy
4y, R retardados

Hay que observar que no hay un tiempo retardado tnico para toda la distribucion de

carga; el tiempo retardado depende de la posicion #* de la carga, ya que R =|r—r.

Los resultados (5.5) parecen razonables y muy sencillos. Conviene sin embargo
demostrarlos ya que la intuicion no es siempre fiable. Por ejemplo, aunque
demostraremos que las ecuaciones (5.5) son correctas, el mismo razonamiento intuitivo,

aplicado a los campos, no es valido, es decir,

E(I’,t) ¢Lj-p(r—’2tr)uR dV', B(I’,t) z 0 Ho jMdV'
are, s, R 4T

2
2 R
r—r'
donde u, =——.
lr=r
Demostracion

Consideremos la ec. (5.1) para el potencial escalar y para una fuente puntual y
elemental, que (obviando su caracter diferencial) llamaremos ¢(z) = p(¢)dV , situada en
el origen. La solucién para una fuente arbitraria, distribuida en el espacio podra

obtenerse después por superposicion.



Para puntos fuera del origen, donde no hay carga, la solucion serd la de la ecuacion

homogénea,

or
que dado que hay simetria esférica, puede escribirse:
1 0( ,00) 10%
——|r=|--——=0 5.7
r ar( arj ¢ ot -7

) )((r,t)

y si hacemos el cambio de variable (p(r,t =——-> queda
r

(DZ 1@ j(p(r,t) =0 (5.6)

Ox_1X_
o’ ¢ or
que, formalmente, como hemos visto en la leccion 4, tiene soluciones del tipo de ondas

(5.8)

que se propagan con velocidad c,

X(r,t):f(t—£j+g(t+£j, (5.9)

o sea, combinaciones de ondas viajeras que se propagan en el sentido de » crecientes o

decrecientes. Las soluciones para @ van a ser ondas esféricas, salientes desde » =0 y

convergentes hacia el origen, respectivamente. Estas tltimas pueden descartarse como

carentes de significado fisico. Asi, tomaremos para @

2]
— </ (5.10)

(p(r,t) = "

Esta solucion que hemos encontrado para r»#0, debe satisfacer también el
comportamiento adecuado en el origen. Debe ser tal que al integrar el primer miembro
de la ec. (5.1) con @ dado por (5.10), a un volumen esférico en torno al origen, cuyo
radio tiende a cero, debe dar la integral del segundo miembro que es la carga encerrada,

P(¢")dV "multiplicada por la constante (-1/¢,),

2
[ Te-L 0@ g =40 (5.11)
I c” ot €
r-0
Sustituyendo (5.10) en esta ecuacion, queda
| f(z—fjmz(ljth—M (5.12)
A c r €

r-0



Cuando r — O,f(t—zjzf(t) y se tiene
C
f(?) j Dz(ljdV':—MTf(t) =—%t) (5.13)
AV r 0

donde hemos tenido en cuenta que [° (lj = —41d(r) y que la integral de una delta a un
r

volumen que encierra el origen es la unidad. Asi pues, para la carga elemental

q(t) =p(t)dV considerada,

cp(r,r)=f(t_2j=q(t_Zj (5.14)

Esta es la solucién para una carga elemental en el origen, q(l —Ej = p(l —E)dV. Si
c c

consideramos ahora una distribucion de carga en un volumen V, por superposicion el

potencial sera

oot
®(r,0) = [—~—Lav, R=|r-r q.d. 5.15
()= R=rer] (ead) 515
Y analogamente para 4.

Un potencial retardado puede visualizarse de la siguiente forma: Consideremos un
observador localizado en r y una esfera con centro en r que se contrae con velocidad
radial ¢, convergiendo hacia el observador de forma que llega a ¢l justamente en el
instante ¢ de observacion. La esfera colectora de informacion va barriendo el espacio y

pasa por la fuente de campo eléctrico, situada en r’ en el instante ¢, cuyo efecto sera

Esfera
“colectora de
informacion”

Figura 5.2. Esfera colectora de informacion para los potenciales retardados



observado posteriormente en r, en el tiempo ¢ (figura 5.2).

Observemos que el segundo tipo de solucion, que hemos descartado en (5.9), nos

llevaria a soluciones para los potenciales de la forma:

qJ(r,t):LIMdV', A(r):bj(](r—’ta)dl/' (5.16)
4TE;5, R 4T R

Vv

con t, =t+—. A dichas soluciones, matematicamente también validas, se les llama
c

potenciales avanzados. Representan potenciales en el instante ¢ que dependen del estado
de las cargas y corrientes en un instante futuro y violan asi el principio de causalidad.
Aunque se han utilizado en algunos desarrollos teoricos, los descartaremos como

carentes de significado fisico.

5.2. Potenciales de Liénard-Wiechert

Admitiendo la validez general de los potenciales retardados (5.5) como soluciones para
cualquier problema de fuentes que varian en el tiempo, los aplicaremos al célculo de
potenciales y campos de particulas cargadas en movimiento arbitrario. El problema es
de gran importancia conceptual y practica, ya que nos llevarad a entender el origen y

caracteristicas de la radiacion electromagnética.

Figura 5.3. Trayectoria de particula cargada: Punto campo y posicion retardada.

Supongamos una particula puntual de carga g, que se mueve, describiendo una
trayectoria r'(¢') con velocidadv(¢'), como se muestra en la figura (5.3). El tiempo
retardado para la observacion de los potenciales o campos de la carga estd definido

implicitamente por



r=r't,)|=c(t~1,) (5.17)
Observemos que para cada instante ¢ solo existe un punto r’, desde el cual se emite el
potencial observado en r. En efecto, si existiesen dos puntos que verificasen (5.5), con

tiempos retardados ¢,,y¢,,,
Rl = |I‘ —r'l(tr1)| :C(t _tl"l)’ R2 = |I‘ _r'z(tr2)| = C(t_trz)
de donde Rl _R2 = c(trz _t}"l)

y resultaria que la velocidad media de la particula en la direccion hacia el punto P seria
igual a c (sin contar con componentes de velocidad en otras direcciones), lo que, de
acuerdo con la teoria de la Relatividad, no es posible. Asi pues, solo una posicion
retardada contribuye a los potenciales en cada instante. (Dicho de otra forma, un
observador ve a la particula en una unica posicion en cada instante. Por el contrario, un
observador puede oir una fuente de sonido en dos posiciones, en el mismo instante, es
decir, puede oir a la vez sonidos emitidos por una fuente en dos posiciones retardadas
distintas).

Podria pensarse que el potencial de la carga en movimiento es simplemente el potencial
electrostatico pero con la distancia tomada a la posicion retardada de la carga; esto, sin

embargo, no es cierto,

o(r, 9
ATE, R

ret

Si bien es verdad que para una carga puntual, R en el denominador de (5.15) puede

sacarse fuera de la integral, en cambio, no es cierto que jp(r ',¢,)dV 'sea igual a ¢g. El
V

retardo obliga a evaluar las contribuciones del integrando en diferentes instantes de
tiempo ya que ¢ depende de r’, lo que distorsiona la carga de la particula. Esto es asi
incluso para una carga puntual, ya que las ecuaciones de Maxwell deben trabajar con
fuentes, cargas o corrientes, representadas de forma continua, por sus densidades,
aunque éstas estén concentradas en un volumen que en el limite, tiende a cero, como
demostraremos en la seccion siguiente.

El resultado correcto para el potencial escalar resulta ser:

<D(r,t)=471}: {R—qﬂm} , ﬂ=£ (5.18)



donde v es la velocidad de la carga en el instante retardado y R es el vector desde la

posicion retardada de la carga al punto campo.

La solucion andloga para el potencial vector es

_He|_ab | _| P8
A(r,t) = 4n{R—/)’ERL [ ; } (5.19)

Estos potenciales son conocidos como potenciales de Liénard-Wiechert y expresan los
valores de @ y A4 en la localizacion y el tiempo del observador, producidos por la carga

en movimiento con velocidad v en la posicion y el instante retardados.

Demostracion

Como hemos comentado, las diferentes contribuciones del integrando g, dV’ deben ser

evaluadas en instantes de tiempo diferentes. Durante el tiempo en que la esfera colectora

de informacion “barre” la distribucion de carga, ésta se mueve y se observa asi mas o

menos densa de lo que realmente es.

La situacion puede considerarse

analoga a la de la evaluacion del

dv’ censo de la poblacion de un pais.

“»7 Supongamos un grupo de censores

\“ que converge hacia un centro de

informacion con una cierta velocidad,

Figura 5.4 Elemento de carga observado por la esfera midiendo la densidad de poblacion, o
colectora de informacion .

sea, la cantidad de personas que van

encontrando a medida que avanzan. Si la poblacidon se mueve, por ejemplo hacia el

centro de informacion, cada persona puede ser contada mas de una vez y el censo total

serd mayor que la poblacion real. Algo analogo ocurre con los potenciales retardados de

una carga en movimiento (figura 5.4). El potencial retardado de una carga que se

aproxima al observador serd mayor que el de una carga que se aleja, situada a la misma

distancia.

Consideremos el campo de una carga cuya velocidad es comparable a c. Si la carga

estuviese en reposo la cantidad de carga que un elemento de area dS de la esfera cruza



durante un tiempo df en que recorre dR, es p,,dS dR . Pero si la carga se mueve con v

distinta de cero, hay una cantidad de carga p,,,dS (v Bg) dt que escapa del alcance de la

esfera, y por tanto la cantidad de carga observada en ese intervalo es

%dsm, con dr="R y dsar=ar: (5.20)
C

dq = preth = p

ret

Despejando la densidad de carga retardada, queda

P.dV' __ dq
R R_vDi
C

(5.21)

donde las cantidades del denominador también deben evaluarse en el instante retardado.

Los potenciales, quedan asi:

1 dq
®d(r,t) = 5.22
0= e |k (5.22)
c
Anélogamente,
_H vdg
A(r,t) =—|——=, 5.23
T (5.23)
c

En el limite de una carga puntual, los términos del denominador se pueden considerar

constantes y salen fuera de la integral y J-dq =g, resultando

_ 1 q
®(r,t) = 7z, {R ay D*L (5.24)
| gy | _|®F =Y
AUJ)_MT{R—ﬁ'D?Lt [ . Lt , B . (5.25)

El subindice ret indica que las magnitudes entre corchetes deben calcularse en el

instante retardado.




5.3. Campos creados por cargas en movimiento arbitrario: Campos de velocidad y

aceleracion.

Para obtener los campos que derivan de los potenciales anteriores, necesitamos hallar []

y 0/0t de los potenciales y por tanto de las variables R,¢

> “ret

(que por simplicidad

llamaremos a partir de ahora ¢,z =t')y B, que dependen de r y ¢. Por ejemplo,

ret

I

t . ..
calcular M requiere los pasos siguientes:
4

OR _ 1 0 OR or' or' or' or'
OR_ 1 0 pr)y=u, OB [ 20 =, O 90 5% (506
ot 2R 6t( )= ot uR( ot j “worar "y (-20)

R
donde u, = e Por otra parte,

t':t—ﬁ . a_t'= _la_R a_R:_cﬂlle
c ot cot’ o0 1-ph,’
con lo que finalmente se obtiene,
o =;- (5.27)
ot 1-pU,

Vemos asi que hay una diferencia en la escala de tiempos de movimiento de la fuente y
la de tiempos de observacion. Fisicamente puede interpretarse de la forma siguiente (ver

figura 5.5):

La sefial emitida en ¢' alcanza r en t; la sefial emitida un instante Az' posterior, o sea,

en t' +A¢', alcanza r en el tiempo ¢+ Az, después de recorrer = R —v [, At'. Por otra

parte,

R-vluAt' =c([t+0r]=[f +A'])=R-c(AF =Ar) = A=A/ (1-Bla,).

r’+vAe \
A+t

Figura 5.5. Diagrama de posiciones para determinar la relacion entre escalas de tiempo.



Siguiendo un procedimiento analogo puede obtenerse la siguiente tabla de derivadas:

DiR, :6{+M : Diﬂ' __ ,BjuRi/c
J y l_ﬁBlR J l_ﬁlle

10R____ p ) 108 _ Blc

cOr  1-pl, ’ cot 1-pu,

A partir de los potenciales (5.24) y (5.25) pueden hallarse entonces los campos:

EI—D(IJ—%—/;‘ , B=0xA4,;

obteniéndose dos contribuciones bien diferenciadas,
E=E +E, , B=B +B,

Los denominados campos de velocidad 6 convectivos,

_

Ev(r’t)z q L2 1 ﬁ 3(”R_ﬂ) 2 szﬁxEvzﬁxEvlret (528)
A7E, | R (1—/,'5,R) » c c

poseen la dependencia R de los campos estaticos. Los segundos términos son los

campos de aceleracion 6 campos de radiacion:

q ll Uy x[(”R _ﬁ)xﬁ}

ATEc| R (1-8 B,R)3

E (r,f)= (5.29)

ret

u
. — R
. B =EXE_|
C
ret

varian con R™' y dan un flujo neto de energia a través de una superficie que rodee a la

carga.

5.4. Campos creados por una carga en movimiento uniforme

Para una carga en movimiento uniforme v =0 y solo hay campos de velocidad:

_ 1 q 1-p _ , _B
E(r,t)_4ﬂEO 2 (l_ﬂ%)}(% B)l. : B ~XE. (5.30)

Puesto que se conoce la trayectoria de la particula, es posible expresar los campos en

funcion de la posicion “presente” (figura 5.6). Para ello tenemos que calcular primero:

(BR) R
R? R’

o3 (1-p,) =1+

= |

1
Uy _ﬂ :E(R_ﬂR) =
Hacemos uso de:

10



[Rxp[ =|R,xp] = RS -(RIB) =RB ~(R,B)"

Queda entonces:
2

et Vore 2 KRB (RB) PR
(1-p,) =1+ o + = 2 B

y como se cumple que

R,=R-BR = R’=R’-2R(BIR)+R'P,

sustituyendo, resulta

2
(l_ﬂB‘R)2 :%(Roz _Rozﬁz +(Ro @)2) :1;_02( 1_,32 Sen2 )a
y los campos resultan:
_ 1 q(1-8) R, . p_BXE
4TE, R} (1 - B’ sen’ ljJ)3/2 ’ c (5.31)

Para velocidades bajas <1 y las ecuaciones (5.31) se reducen a los campos de

Coulomb y Biot y Savart.
Para un cociente v/c apreciable, el campo eléctrico aumenta en direccion normal al

.. -1/2 . . ., ..
movimiento, en un factor y = (l - ,82) , mientras que en la direccion de movimiento

decrece en un factor )/, respecto al culombiano. A velocidades crecientes el campo se

asemeja mas y mas al campo de una onda plana. Cuando un electron pasa cerca de un
observador a velocidad muy elevada, éste ve unos campos practicamente transversales a
la direccion del movimiento, muy semejantes a una onda plana. Estos campos, sin
embargo, no son campos radiados, en el sentido de que no representan un flujo de

energia alejandose del electron, sino que se mueven convectivamente con la carga.

posicion retardada posicion “presente”

B_BR.

Figura 5.6. Posiciones retardada y presente de una carga en movimiento uniforme.
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5.5. Radiacion emitida por una carga acelerada: radiacion a baja velocidad y a

velocidades arbitrarias.

Los campos de aceleracion son no nulos unicamente para cargas aceleradas y vendran
dados, en general, por las expresiones (5.29). Estos, a diferencia de los campos de

velocidad, se separan de las fuentes y tienen una existencia independiente de ellas.

Vamos a calcular la energia radiada por unidad de tiempo por una carga acelerada. Esta
vendra dada, por unidad de superficie normal al flujo energético, por el vector de

Poynting:

s=Lg xB =LE, x(“—Ranj =L g, =SB, (5.32)

Mo Mo ¢ Hoe ° Ho

E’ _ q’ {qu[(uR_ﬂ)xﬂ}}
W 16TCE,cR (1- p )’

2

S| =S, =

(5.33)

El médulo del vector de Poynting mide una energia por unidad de area y unidad de

tiempo de observacion de los campos, ¢. Si queremos medirla por unidad de tiempo de
emision habra que multiplicarla por el factor de escala % =1- LU, (verec.5.27). Es

decir

dP(t)) _1e1p2 9 gl p2 (1 -
o |S|R 0 |S|R* (1~ Ba,).

De la ec. (5.33) resulta:

ip g {wex[(we-p)x]
aQ 1610¢ c (1-p mR)S '

(5.34)

La energia total radiada en todas las direcciones puede obtenerse integrando al angulo
solido:
. . \2
¢ B -(ph)
6TE (1 -3 )3 ’

(5.35)

que es no nula siempre que S Z 0.
Vamos a analizar distintas aproximaciones en funcion de la velocidad.

a) Radiacion a baja velocidad ( L <K 1)
12



La ec. (5.35) se reduce a la expresion

2.2

P= 63[;03 . (5.36)
0

Esta es la formula de Larmor, que corresponde a los campos aproximados:

E, D4TlEchR uRX(uRXB) (v << c) (5.37)
B, D%%(Bqu) (v<<c) (5.38)

La potencia radiada por unidad de angulo sélido es entonces (tomando dt = dt'),

ao __ ¢
dQ 160 c

%l =2 —sen’ 6 (5.39)
0

En la figura 5.7 se representan los diagramas polares del campo eléctrico y de la

potencia radiada por unidad de angulo s6lido.

dP
dQ

Figura 5.7 diagrama polarde ‘E‘ y de

b) Velocidades arbitrarias

La radiacion que emite una particula puede llegar a ser muy significativa cuando
alcanza velocidades proximas a las de la luz. Para un instante en el que £ forma un

angulo X con S, el numerador de la ec. (5.35) se puede poner como:

B - B sen’ xy = (1 - B sen’ )()
=3 (sen2 X +cos’> y— 3 sen’ )() =3 (cos2 X+ V7’ sen’ )(),

13



Figura 5.8. Distribucion angular de la radiacion emitida por una carga en la direccion de su
movimiento para v ~ c.

y la potencia total radiada queda:

2
p=-2L_yp (y2 cos2X+sen2X), (5.40)
6TE,C

que tiende a infinito como J* para y =0,y como )" para y =T1/2.
Analizaremos la distribucioén angular de la radiacion en algunos casos de interés:
i) Aceleracion paralela a la velocidad: se tiene fx =0 y la ec. (5.34) queda

dP _ ¢’ B?sen’ O
dQ 16T0gc (1-Beosh)’

(5.41)

Podemos estimar el angulo para el que la intensidad es maxima:

d (de_Ct —2cos0(1—ﬂcos«9)5+5,B(1—,Bcos€)4sen2«9_0
— | = e -0-
d(cosO)\ dQ (l—ﬂcose)lo

b

se obtiene una ecuacion de segundo grado en cosé, , que para § — 1 depende de y en

la forma: 1

cos@, O1——+--- Dl—%&’j’,

8y*

lo que da para velocidades ultrarrelativistas (v ~c) , (figura 5.8),

g, Di <<1
2y

ii) Aceleracion perpendicular a la velocidad: BB = 0; transformamos (5.34) segin

las variables representadas en la figura 5.9.

Para el numerador de (5.34) tenemos
{uR X[(“R _B)XB]} :(uR _B)(uR [B)‘B(l‘ﬁmg);
() =6 0-pm,) -(1-)(bm,)
También se cumple:

14



B

en el plano XZ

N
_—

Figura 5.9. Definicion de variables para el caso B O .

R
enel plano YZ

e >
B
pl, =BcosB , ﬂBtR:,Bsenecos(l).

Por tanto la expresion para la distribucion angular queda en la forma:

dP _ ¢°f’ 1 P
dQ 16T[2«‘306’(1—[3cose)3 (1-Bcos6)

—sen’ Bcos” § (5.42)

cuyo diagrama se muestra en la figura 5.10 para velocidades elevadas.

Vemos que la radiacidén esta confinada en un cono, con méximos secundarios poco
importantes. Asimismo, el observador recibe un pulso cada vez que v apunta en su

direccion.

Las ecuaciones (5.41) y (5.42) son esenciales para analizar el comportamiento de las
particulas cargadas en aceleradores lineales o circulares (radiacion sincrotron), asi como
la radiacion emitida por cuerpos celestes tales como radiofuentes de planetas, ptlsares,

etc.

Figura 5.10. Distribucion de la potencia radiada en el plano orbital de una carga con
movimiento circular para v ~ c.
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5.6. Radiacion dipolar

Vamos a analizar la radiacion de fuentes cuya distribucion de carga y corriente viene
descrita por una forma sencilla como es el caso de los dipolos eléctrico y magnético
alimentados por una sefal sinusoidal.

Dipolo eléctrico

Supongamos dos pequefias esferas metdlicas separadas una distancia d y conectadas por

una alambre delgado, como se muestra en la Figura 5.11.

z R, En el instante # la carga de la esfera superior
es q(t) y en la esfera inferior —q(t). Esta
——¥g ) . carga oscila a través del alambre con una
B frecuencia w:

> (=g c0s(@) (54
d y Ello da lugar a un dipolo eléctrico oscilante:
p(t) =D cos(oot) u; p,=q,d (5.44)

RE

Figura 5.11. Dipolo eléctrico oscilante

El potencial retardado en un punto r (r, 9) sera:

q)(,,’t) - 4,—1[2 9o coS{wl(et -R, /c)} 4, cos{oo;t -R /c)}
0

+ —

(5.45)

Por el teorema del coseno las distancias de las cargas al punto de observacion seran:

R, :\/rzim’cos9+(d/2)2

Vamos a realizar varias aproximaciones con el fin de obtener una expresion sencilla del
potencial. En primer lugar supondremos que el dipolo es elemental, es decir, la distancia

entre cargas es mucho menor que la distancia al punto de observacion r.

* Aproximacion de dipolo elemental:

Podemos despreciar términos en d / r de segundo orden o mayores:

16



R, :r(1$2icosﬂj

7

1 1

—= - :—(li—cos@j

R yigdcos®/r+(d/ary T\ 2
Por otra parte,

cos{oo(t -R, /c)} = oS {oo(t -r/c) i%cos 6} =

= cos{w(t - /<) cos(zﬂcos Gjisen{u)(t —r10) sen(zﬂcos ej

C C

. . . . c
* Para el dipolo elemental también se verifica |d < A,| 1o que es equivalente a |d < —|ya
w

que las senales de frecuencia w tienen longitud de onda A =27/ w. Por tanto:
cos{oo(t -R, /c)} = cos{oo(t —r/c)} $%c056 sen{oo(t —r/c)}
2c
donde hemos aproximado el coseno de un angulo proximo a cero por la unidad, y el
seno por dicho angulo.
Llevando estas aproximaciones a la expresion del potencial retardado resulta:

CD(r, 9,t) =%Osre[—%)sen{w(t—r/c)} +%cos{oo(t —r/c)}}
0

En el limite estatico, w — 0, el potencial se reduce al resultado ya conocido:

_ p,cosO

® (r, 9) ATE, F°
0

* Si el punto de observacion se encuentra muy alejado del origen, podemos aplicar una

tercera aproximacion que se denomina aproximacion de campo lejano o de zona de

radiacion. En este caso se verifica |[r >N - r>>—| Para esta region el potencial se
w

reduce a:

®(r,0,1)= _%&:e sen{w(r—r/c)} (5.46)
0

Por otra parte, el potencial vector se obtiene a partir de la distribucion de corriente en el

alambre. Teniendo en cuenta (5.43):

17



u = —qowsen(oot)uz -

d/2 _ —
A(r,t)=u ' qowsen{w(t r/c)}

4am_y r

dz (5.47)

donde cualquier distancia desde el alambre al punto de integracion se aproxima por la
distancia al origen, R =r. El integrando no depende de la variable z y por tanto sale

fuera, resultando:

A(r,t) = Ho —g,wsen{w(t-r/c)} ) df

o : e =B senfw(t-r/c)u. (548)

Para hallar los campos eléctrico y magnético necesitamos calcular O®, 04 /0t y O % A.

Es conveniente pasar a coordenadas esféricas (u, =cosOu_; u, =—senBu_). Asi:

Op :aﬁur +16i>u9
or r 06
= —%(:c{cos 9(—712 sen{oo(t—r/c)} —r—uc)cos{w(t—r/c)}jur _ Se:;esen{w(l —r/c)} "e}

En la aproximacion de campo lejano se desprecian los términos en 1/7° y el gradiente

queda:
pw cosB
P=—"——o -r/ 5.49
a prm— cos{w(t r c)} u, (5.49)
La variacion de 4 con ¢ viene dada por:
2
%—j=—%cos{m(l—r/c)} (cosOu, —senBu,) (5.50)
Y el campo eléctrico de radiacion sera:
_ _G_A:_uopowz ~ sen0
E=-00 Fy e cos{(,o(t r/c)} ( . jue (5.51)
Por otra parte,
1004, -
DXA—;|:E(I"A9) ae:lu(p
Ky pow| @ sen O
= —ﬁ[;sen Gcos{oo(t —r/c)} + p sen{oo(t —r/c)} } u, (5.52)

Ignorando el término en 1/ 7 queda para el campo magnético de radiacion:
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- _ _Hp W sen 0
B—DXA——%cos{w(t—r/c)}( - juq) (5.53)

Si comparamos las expresiones de los campos vemos que son mutuamente
perpendiculares y estan en fase; ambos representan una onda monocromatica de
frecuencia w viajando en la direccion radial a la velocidad de la luz. La relacion entre

sus modulos es E, / B, =c. Es, en realidad, una onda esférica con propiedades similares

a las que obtuvimos para las ondas planas.

La potencia radiada por el dipolo eléctrico oscilante se obtiene partir del vector de

Poynting:
1 W send) |
$(r.6,1) = (ExB) :b[%— cos{co(t—r/c)}( j } u, (5.54)
Mo c| 4m r
El valor medio se obtiene integrando a un periodo este valor instantdneo y dividiendo
por T:
_ Hopow' (sen’d
= u 5.55
av 32_'_[20 }/'2 r ( )

En la Figura 5.12 se muestra el diagrama polar de radiacién resultante, que es [Jsen’8.

max

Figura 5.12. Diagrama polar de radiacion de un dipolo elemental eléctrico.

El dipolo no radia en la direccion de su eje (sen®=0) y tiene su maximo en la
direccion perpendicular como se ve en la figura. La potencia media total radiada la
obtenemos integrando a una esfera de radio el vector de Poynting:

21

_ _ Mo fsen’0 _ Moot
P =|S [&dS = d sen 040 = 22— 5.56
av j av 32T|.2C _([ (‘p_([ / / 12TTC ( )
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donde se ha tenido en cuenta que I sen’0d0 =§ . Observamos que depende fuertemente

(=}

de la frecuencia de oscilacion, J w', lo que explica por ejemplo el color del cielo. La luz
del sol cubre un amplio rango de frecuencias; cuando incide en la atmosfera estimula a
los 4tomos y moléculas de forma que oscilan como dipolos elementales. Pero la energia
absorbida y re-radiada por los dipolos es bastante mas intensa en las frecuencias del azul
que en las del rojo y de ahi que el primero sea el color predominante.

Podemos expresar la potencia radiada en funcion de la corriente maxima en el dipolo,

I, =—q,wy y de la longitud del dipolo, d = p,/q,. Teniendo en cuenta, ademas, que

Ny =+/H, /€, =120TT k =w/c y operando queda:

2 2 2
, _N(ka) Iozzg(%j 102:80T[2(%j P (5.57)

siendo [, =1,/ 2 el valor medio (o valor eficaz) de la intensidad. El término que
multiplica a I, tiene dimensiones de resistencia (Q) y mide la eficiencia del dipolo

eléctrico como sistema radiante. Ello permite definir la resistencia de radiacion en la

forma:
2 2
R, —F :m_on(ij :80Tﬁ(ij (5.58)

para el medio libre. En cualquier otro medio n, se sustituye por su impedancia
intrinseca.

Otro parametro que caracteriza al dipolo como sistema radiante es su directividad: es el
cociente entre la densidad media de potencia en la direccion de maxima radiacion y la
densidad de potencia promediada a todas las direcciones. Esta ultima es igual a la

potencia total radiada dividida por 41v-2, por tanto:

av

- S 0=90" _ 4m
P /4107’

(5.59)

| W

Td(p]‘[sen3 846
0 0

Ejemplo: Calcular la resistencia de radiacion de un dipolo de 1 m de longitud a 1 MHz

y a 6 MHz. Compararla con su resistencia 6hmica suponiendo que es un alambre de Cu
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de 1 mm de didmetro (d =1m,radio @ = 5x10™"m; o, =5.8x10" S/m ;). Profundidad
de penetracion en el Cu: =/ f4,0, -

Solucién: En primer lugar hay que comprobar si se cumple la aproximacion de dipolo

. . . A
elemental. En términos de longitud de onda se suele imponer que d < 50

Para 1 MHz, d :3)\%; a 6 MHz, d =%. Ambos estdn dentro del margen de la

aproximacion de dipolo elemental. Las resistencias de radiacion y 6hmica seran:

R, (10°Hz) =80TC (LJZ =8.8x10° Q; R, (6x10°Hz)=032Q
300

rad

1 d
O, 2 5107 |8

R

m (10°Hz) = =82x102Q; R, (6x10°Hz)=02Q

En el primer casoR ,,, /R, =9.3 — la pérdida de potencia por efecto Joule en el dipolo

ohm
supera a la potencia radiada en un factor casi 10 veces superior. En el segundo,

R, /R

rad ohm

=1,6 - domina el efecto de radiacion sobre las pérdidas 6hmicas.

Dipolo magnético
El otro radiador elemental es la espira de corriente de radio b representada en la figura

5.13. Suponemos que esta alimentada con una corriente armoénica:

](t) =1, cos((ot)

El momento dipolar magnético asociado

r
? sera:
m(t) =TI (t)u, =mcos(wt)u, (5.60)
b y donde m, =TI, es su valor maximo.

ar

X
Figura 5.13. Dipolo magnético oscilante

La espira esta descargada y por tanto el potencial escalar es nulo, ® =0.

El potencial vector sera:
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1, cos{oo(t —R/c)}
R

A(r,t)=h I

espira

e (5.61)

Siguiendo un razonamiento analogo al del dipolo eléctrico, con las aproximaciones

b < A < r|, se obtienen las siguientes expresiones para la zona de radiacion:

. Hym,w sen 0
A(r, G,t) = —ﬁsen{w(z‘ —r/c)} ( p j u, (5.62a)
E(r 0 t)=—a—A =Mcos{w(t—r/c)} (seneju (5.62b)
o ot 41C r ¢
Mo’ sen 0
B(r,G,t)=EIxA:—%cos{w(t—r/c)}( p jue (5.62¢)

Al igual que en el caso del dipolo eléctrico oscilante, observamos que los campos son

perpendiculares entre si y estan en fase. La relacion entre sus modulos es E,/ B, =c y

se propagan en la direccion radial, como es de esperar para ondas electromagnéticas.
Existen semejanzas entre los campos de ambos dipolos, s6lo que ahora E tiene
direccion acimutal y B esta dirigido segun el angulo polar.

La densidad de potencia radiada en el instante ¢ sera:

S(r,G,t)=L(EXB)=&{m°—w2 cos{w(t—r/c)}(sene” u (563

H, c | 41C r

y su valor medio,

m2w' [ sen’0
[ 569

El diagrama de radiacion es también [ sen’8, como el dibujado en la figura 5.12. La
espira no radia en la direccion de su eje y alcanza el méximo en el plano que la
contiene, 8 =90°.

La potencia media total radiada la obtenemos integrando a una esfera de radio » el

vector de Poynting:

sen’0

}/

/sen 046 = (5.65)

— _ Ky’ T Ky 00
P =S, hdS=—"——|d —_—
. mas =228 o 1

Tl.c3
que también es proporcional a '
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Para hallar la resistencia de radiacion, ponemos m, = Th’[, = NG '

2
av

P 4 b !
R, =2 =20TC (kb) =3201¢ 5 (5.66)
Vemos que mientras el dipolo eléctrico tiene una resistencia de radiacion proporcional a
(d /)\)2, la del magnético es proporcional a (b/)\)4; para la misma frecuencia de

trabajo y dimensiones similares, es mas ineficiente el dipolo magnético.

La directividad es la misma que la del dipolo elemental eléctrico,

_ S 8=90°

P, /4TS

av - é
2
Ejemplo:
Con un tubo de cobre de 2 cm de didmetro se construye una espira de radio » =25 cm.

Hallar R , y R, a1l MHz.

ohm
Soluciéon: Comprobamos que frente a A =300 m el radio de la espira es mucho menor,

b/X=8.33x107".

4
R, =3201¢ (ﬁj =1,48x107Q ; R, =———2TP ¢ 5x1070Q
A o, 210,01)8

Se trata de un radiador muy ineficiente.

5.7. Radiacion de fuentes arbitrarias
Ahora vamos a extender los célculos de la radiacion al caso de distribuciones de carga y
corriente arbitrarias, con la Unica restriccion de estar localizadas dentro de un volumen

finito, como se ilustra en la Figura 5.14.

Figura 5.14. Distribucion confinada de

cargas y corrientes.
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El potencial escalar retardado viene dado por la ec. (5.5):

1 cp(re) .
(0} =
(1) 4TE, J- g 7

v

siendo . =t—R/c y R =|r —r'| =r? +77 =2rF' . Como en los casos anteriores nos

interesa hallar los campos en las regiones muy alejadas de la distribucion. Para ello

hacemos las siguientes aproximaciones:

o [r' <<r], al estar confinadas las fuentes, estamos imponiendo que el maximo valor de

r' en V' sea mucho menor que la distancia del origen al punto de observacion. Por

R:r(l—r?j ; lzl(u"?j
r R r r

Para la distribucion volimica de carga también podemos utilizar esta aproximacion:

p(r',t—R/c)=p(r',t—£+u’ &’j ; u =
c ¢

tanto:

N | s

Desarrollando en serie de Taylor en ¢ alrededor del tiempo retardado en el origen,
r
t,=t——,
c

obtenemos:

, , o FY 1. (@Y 1. (uFY
p(r’t_R/C):p("’tO)”Lp("’to)(urc j+5p("r j +§p(”r j+

C C

Los puntos sobre la variable p denotan diferenciacion con respecto a ¢. Los términos en
Py P podemos despreciarlos si imponemos una segunda aproximacion:

C C C

¢ r’ << P .| b
B0l /o [/ p)

T

Para un sistema oscilante, cada uno de estos cocientes es ¢/W=A/2T, con lo que
obtenemos una condicion similar a la de las aproximaciones dipolares, es decir

Llevado este resultado a la expresion del potencial escalar,

1
4TE )1

] ] ur ] ] ! ur ] ] ]
®(r,1) = [p(rty)dr +7qrp(r,to)dV +?B;it;/[rp(r,to)dV (5.67)

V' Vv
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La primera integral es simplemente la carga total del sistema, Q. Puesto que la carga se
conserva, este término es independiente del tiempo. Las otras dos integrales representan

el momento dipolar eléctrico en ¢,. Por tanto,

®(r.t)=— {Q+"’Q’(t°)+"’g’(t°)} (5.68)

2
4Te, | 7 r rc

Notemos que en el caso estatico sélo contribuyen los dos primeros términos, quedando
la conocida expresion del potencial en funcidon de la contribucion monopolar y dipolar
electrostaticas.

Para el potencial vector partimos de la expresion general:

A(r1) ::*_]OTJ—J("’Z;R/C) av'

v

Si ' < r, podemos tomar R =r en el integrando,
“0 ] ]
Alr,t)=—|J(r,¢,)dV
(1) 4T[r;,[, ()

Pero el término de la integral representa la derivada del momento dipolar de la
distribucion con respecto al tiempo; asi pues queda:
Ko 2(%)
Alr,t)=—"—+ 5.69
( ) 4 * ( )
Ahora podemos hallar los campos asociados. Como nos interesa el estudio de la zona de
radiacion, despreciaremos aquellos términos que dependan de 1/7°. Por ejemplo, el

término

E= ! %u
4me, 1

”

que proviene del término monopolar de (5.68), no contribuye a la radiacion

electromagnética. Tampoco contribuye el segundo. Teniendo en cuenta que:

O, = —lEIr = —lu
c c

I

y operando con el tercer término de (5.68) se obtiene:

”“’:”{1 u,@(m} | {u,cp(ro)}mo:_ L [0, a0

= u
e, rc 41, rc 4TE C° r

I
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Analogamente,

DXAzr—T;[Dxp(tO)] =;‘—T°[r[(|]z0)xp(zo)] =—4$[;c [, xp(t,)] (571

Para 0A4/0¢ resulta:

o4 _w b(n)
ot 4m r

Teniendo en cuenta estos resultados se obtienen los siguientes valores de los campos:

E(rt)=l(u p]— ;T[u,x(urxﬁ)](}j (5.72)

41

HO .o 1
B(r,t)=——"|u xp||— 5.73
(1) 4T[c[ B (rj 6.13)
donde p debe ser evaluado en el instante ¢, =¢—r/c.

Introduciendo coordenadas esféricas, suponiendo que j)(to) esta alineada con el eje z y

que el sistema presenta simetria acimutal, los campos se pueden expresar en la forma:

E(r6,0) =Pl )(Senejue

41t r
Hop( ) sen 0
B(r,6,t) = yr ( b juq, (5.74)
El vector de Poynting instantaneo queda:
1 M . 2( sen’0
=—(ExXB)=—>"> —_— .
) uo( xB) 16thc[p(t0)]( > Jur (5.75)

Y la potencia instantanea total radiada:

[5(6)T (%J /7 sen8d0 = 6‘;2’0 [5(6)T (5.77)

moomo
= J; ‘U Loree
Ejemplos:
a) En el caso de un dipolo eléctrico oscilante
p(t)=p,cos(wrt); p(t)=-p,wsen(wx); p(t)=-p,w cos(wr)

Para este caso, la potencia promediada a un ciclo sera

- H0P3w4
121C

av

que coincide con el valor que ya obtuvimos para esta distribucion.
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b) Si tenemos una carga puntual, g, su momento sera:
p(t)=qd ()
d (t) es la posicion de g con respecto al origen. Derivando con respecto a ¢:
p=qv(); p=qa()
siendo v y a la velocidad y aceleracion de la carga, respectivamente. Entonces la

potencia instantanea radiada de acuerdo con nuestro resultado sera:

P - uoqzaz
6TiC

Esta es la formula de Larmor que también hemos obtenido en una seccidon anterior. La

potencia es proporcional al cuadrado de la aceleracion de la particula.
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Desarrollo multipolar del potencial electrostatico: distribucion arbitraria de carga
Se tiene una distribucion de carga confinada en un volumen ¥ como se muestra en la

Figura 1. El potencial electrostatico en el punto r de observacion viene dado por:

O (r)=—— j—p(r)dV (1)
4T[EOV|r—r'|

Figura 1.

Para puntos de observacion tales que r>r', podemos desarrollar en serie el

denominador de la integral y quedarnos con los términos mas significativos:

|l’—r'|_l =(r2—2rﬂ"+r'2)_l/2 -1 1—l —2r&l+ﬁ +§[ ]2+...
rr ] 8

r 2 r?
Sustituyendo en la ecuacion (1) y omitiendo los términos que contienen el cubo y

potencias mayores de r’, se tiene:
1 12 [
cb(r):; l+rﬁ +l 3(1’5’) —ﬁ +... p(,«’)dV

e, v |r 1} 2 7 73

Como r se mantiene fijo en el proceso de integracion, podemos sacarlo fuera:

3 3 1

®(r)= 'Ip dV+—[I p(r)dv +> Z—xj J;( -3, )p(r")av

v i=1 1127"

La primera integral representa la carga total de la distribucion. La segunda integral es
una generalizacion del concepto de momento dipolar para una distribucidon continua de
carga y se llama momento dipolar de la distribucion de carga. El segundo término del
desarrollo es el potencial que resultaria si un dipolo puntual de igual momento se

colocara en el origen.

La integral del tercer término es un tensor de nueve componentes que se denomina
momento cuadripolar de la distribucion.
Ejemplo: Dipolo eléctrico

La distribucion consiste en dos cargas g situadas en el eje z y separadas una distancia

d como se muestra en la Figura 2:



Figura 2.

En este caso el primer término del

z
desarrollo multipolar se anula ya que la
carga total es cero. El segundo término es:
r
—5 +q L rrp(rr)dV
d/?2 0 oy
B r Ld d
’ :T[E—q"z +(—j(-Q)(-uZ)}
d/2 rd 2 2
Vv @ r
—q = [Eqduz :I

La cantidad entre corchetes es por definicion el momento dipolar p. Si se cumple

d < r, los restantes términos del desarrollo son despreciables y decimos que se trata de

un dipolo eléctrico puntual (o ideal). El potencial eléctrico viene dado por:

CD(r)— rlp _ 1 pcosH
dme, P 4me, r?

De esta expresion podemos derivar las componentes del campo eléctrico:

0d 1 pcosB

E =—-—= 3
or 2Tg, r
_ 10® _ 1 psenB
Eg=-—"—= :
r o0 4me, r
E =0



ELECTROMAGNETISMO Il (Grado en Fisica) curso: 2012 -13

Tema 5: CAMPOS CREADOS POR CARGAS EN MOVIMIENTO. RADIACION.

Solucion de la ecuacion de ondas. Potenciales retardados. Potenciales de Liénard-Wiechert.
Campos creados por cargas en movimiento: campos de velocidad y aceleracion. Campos creados
por una carga en movimiento uniforme. Radiacion emitida por una carga acelerada. Radiacion

dipolar eléctrica. Radiacion dipolar magnética. Radiacion de fuentes arbitrarias.

PROBLEMAS:

1. Se tiene un alambre conductor infinito a lo largo del eje Z. A partir del instante t = 0, se aplica
una corriente constante en todo el alambre, es decir:

0, t <0
I(z,t) = {I t >0

Hallar los campos E, B y el vector de Poynting S en todo el espacio.

2. Una espira de alambre, con la forma indicada en la figura,

AN
estd recorrida por una corriente que aumenta linealmente
con el tiempo I(t) =kt . Hallar el potencial vector
retardado A en el centro O. Hallar el campo eléctrico E en O. ! 2
¢Por qué el alambre neutro produce un campo eléctrico? // 7 .
¢Por qué no podemos determinar el campo B a partir de la O

expresion encontrada para A?

3. A partir de los campos de una carga puntual en movimiento uniforme, hallar los campos
creados por una linea de carga a lo largo del eje X, con densidad A, moviéndose en la direccion X

con velocidad v.

4. Una particula cargada con velocidad v, impacta sobre un medio, frenandose con una fuerza
proporcional a la velocidad F = —aw, hasta el reposo. Hallar la energia total emitida en forma de

radiacion (suponer que el medio actua practicamente como el vacio para la radiacion).

2
1-x 4 6

1 (1+Bx)> x= 5]/

Ayuda: [



5. Una particula o se acelera, partiendo del reposo, por un potencial V correspondiente a una
energia de 7.12 MeV.

a) Hallar la velocidad final de la particula. (Ayuda: la energia de una particula de masa m con
velocidad v es E = ymc?).

b) Repetir el calculo para el caso de que la particula sea un electrén.

Las particulas siguen con movimiento uniforme:

¢) Calcular el producto escalar E - B de los campos producidos por las particulas.

Si, finalmente, las particulas se frenan con aceleracion constante paralela a la velocidad, de valor
10%® ms%

d) Hallar la potencia radiada por la particula a.

e) Hallar la energia radiada por unidad de angulo sélido por el electron en direcciones que forman

angulos 0, /100 y /4 con la direccién de movimiento.

6. Un modelo clasico del &tomo de hidrogeno (consistente en un electrén girando en una Orbita
circular de radio r, entorno a un proton) seria inconsistente puesto que la radiacién emitida por el
electron provocaria que éste acabase cayendo en espiral sobre el nicleo atémico.

a) Analizar si es consistente la aproximacién no-relativista (v « c).

b) En ese caso, ¢cuanto tiempo tardaria el sistema en colapsar?

(Datos: 1y = 0.0526 nm; m, =9.11103 kg ; g, = 1.610719 ()

7. Un electron cuya energia cinética es de 1 KeV, gira en el plano perpendicular a un campo
magnético de 1T. Compara la energia que radia en un ciclo con su energia cinética.
(Datos: e = -1.6x10™° C ; me = 9.11x103 kg ; &, = 8.85x10™ F/m)

8. Una pequefia espira con la forma de tridngulo equilétero de lados de longitud a esté recorrida

por una corriente lo de frecuencia angular ». Debido a que w a «<'c,

Y " puede suponerse que la corriente en cualquier instante es la misma

a . . ..y . .
en toda la espira. Hallar el diagrama de radiacion, la potencia media

\I ' total radiada y la resistencia de radiacion.
a

9. Un hilo conductor se coloca a lo largo el eje z con su centro en el origen, y es alimentado por

una corriente | sen wt, donde e = 5x10% rad/s, l,= 1A



a) Determinar la maxima longitud del hilo para que la aproximacion de dipolo elemental sea
valida y hallar su momento dipolar.

b) Calcular la resistencia de radiacion.

10. Sea un anillo de radio a sobre el que existe una densidad lineal de carga A = A sen’¢ (siendo
Ao >0y 0 <@ <2n).Sielanillo giraa una velocidad angular constante w alrededor del eje z:

a) Calcular la potencia radiada en la aproximacién dipolar eléctrica.

b) ¢ Cémo cambia el resultado si el anillo estuviera cargado con A = Ag seng?

11. Una antena dipolar magnética de una emisora de radio se encuentra en el extremo de una torre
de altura h sobre la tierra horizontal. La espira tiene radio a y estd colocada con su eje vertical.
Emite con frecuencia @ una potencia media total P,,. Los vecinos se quejan de interferencias
varias y problemas médicos sospechosos. El técnico que ha medido el nivel de radiacion ha
encontrado valores inferiores a los limites establecidos por la normativa.

a) Hallar la intensidad de radiacion al nivel del suelo, a distancia R de la base de la torre (puede
suponersea < c/w <« h).

b) ¢ A qué distancia de la base de la torre deberia el técnico haber tomado las medidas? ¢Cual es la
intensidad en este punto?

c) La potencia de salida de la antena es de 35 kW, su frecuencia 90 MHz, el radio de la antena 6
cmy la altura de la torre 200 m. ; Cumplen los niveles de emision la normativa (que supondremos
establece un limite de 200 pW/cm?)?

12. Experimento de Hertz: Se tiene un dipolo formado por dos hilos rectos de diametro d =5 mm

y longitud H = 80 cm cada uno. Los hilos estan terminados en sus extremos mas alejados por
esferas de radio a = 15 cm.

OO
H

-l |

a) Hallar la capacidad y la autoinducciéon del sistema, asi como su frecuencia de resonancia.

b) Hallar también su directividad y resistencia de radiacion utilizando la aproximacion de dipolo

elemental eléctrico.

(Ayuda: La autoinduccion de un hilo de diametro d y longitud 2H viene dada por la expresion:
L=4x10"H{In (8H/d)- 0.75}



13. Una pequefa esfera de masa m y carga q esta unida a un resorte de constante k que cuelga
verticalmente del techo de una sala. En el equilibrio la particula esta a una distancia h del suelo. El
resorte se estira una longitud d desde el equilibrio y se suelta, oscilando libremente.

a) Suponiendo d << A << h, calcular la potencia por unidad de area que incide sobre el suelo, a una
distancia L desde la base de la vertical bajo q (despréciese cualquier efecto de carga imagen
debida al suelo). ¢Para qué valor de L es maxima dicha intensidad de radiacion?

b) Si el suelo es de extension infinita, calcular la potencia media que llega globalmente al suelo.

Compararla con la potencia media total que emite el dipolo (en todas direcciones).

Ayuda: jX—OIX= 4

L=0 (X +h? )5/2 3h



P1-TS

El potencial 4 viene dado por:

av'

ret

_ My I
A(r.t) =
() 477J. R

donde la densidad de corriente se expresa mediante la funcion:

J

J(F,1) =1 B(x) [B(Y) (B!,

Por tanto,

oo e(l‘ _‘I._lezj
5 A(r,t)Z’Z—O;uZ J ¢ '

Definimos:
— — I
r=pu, - ‘r zu,

Sé6lo contribuyen z' tales que

(NP ct>\p +z"7

C

- Zz <‘«/czt2 —,02‘ o bien
PP - < < i -

Por tanto la expresion de 4 queda en la forma:



P1-T5-cont.

= 1) = uZI - - = In — |u, ; a=
LR 4 I‘J _P
czt2
Campo B:
B:DXA:—aAZu(p
dp
1( l_ﬁ}:_ L ol
2,2 2,2
0p ct c't I—Lz 2D I—Lz
021‘2 021‘2
Para I — O se obtiene la solucion del caso estatico, B = H Olu .
2mp °
Campo E:
E:_aA__,uol 1 _u,
ot 27Tt - Yo,
c’t?
Cuando f -0 _ (.
Vector de Poynting S:
1Y’ 1
S:EXH:+(’L21°j —u,
T
pt[l— fzj
ct

Al igual que E, se anula para tiempos grandes.



P2-TS

Corriente en la espira: [/ (t) =kt Y

El potencial vector 4 en el origen viene dado por:

A(O,t) — /'IOk J (t _R/C) dll — /'IOk |:t d_l,_l J dlr:|
. c
espira

4T R air R

espira espira

Al integrar J. dl' =0, por tanto:

espira

kt| 1 1 td
A(o,r):‘jf—ﬂ; f di'+ _[ dl'+2ux_[7x

circint. circext.

Para las dos primeras integrales se tiene (teniendo en cuenta que las componentes-y se anulan por la

simetria):

[ ar=2au, ; [ ar=-2bu,

circ int circ ext

Operando queda:
k[ 1, 1
A0, 4ﬂ{a(2a) b(Zb)+2ln(b/a)}ux:>

Campo eléctrico:

E=-21=_ AKX pra)u,
ot 2m ’

Puesto que no hay cargas en la espira, este campo eléctrico es producido por la intensidad de

corriente y el campo magnético variable asociado a ella.

Puesto que s6lo conocemos la expresion de 4 en el centro de la espira, no podemos calcular su

rotacional para obtener B.



P3 -TS

Y Linea de carga en el ¢je x; densidad A C/m.
2 El campo total sera la suma de contribuciones elementales dg = A dx
h moviéndose con velocidad v en la direccion x.
YN h - Usaremos [ =v/c en las expresiones de los campos.

De acuerdo con la notacion de la figura, el campo eléctrico creado por la linea seré:

_q(1-#)N [ u, dx
E= 4TE J-Rz 2sen? w)”
0 linea (l_ﬂ sen qJ)

Las componentes horizontales se cancelan; s6lo hay que sumar la contribucion de las
verticales. La distancia de la linea al punto campo es # = RsenW , por tanto:

hdﬁy'l

1 sen?¥
en?y ’ R h

X
== T3 '_E_CthJ =dx = S

Llevando esto a la expresion de E,

EZQ(I_[;Z))\(&]H sen _ay
4TE, h o(l—,stenqu)

Haciendo el cambio de variable z =cosW , de forma que sen’W =1-z°,

1
1-82)4 1 1- 822 1 !
E=ﬂ(ﬂ)f dzzﬂ(ﬂ)_ z
dmey  \h/ ) (1-p%+ B?2%)3/2 dmey  \h/|B3 (-2 -1) /B2 —1+22
-1 -1
Operando queda finalmente:

_ 1 A

=——u
2T, h

Este campo coincide con el de la linea en reposo. Ademas se crea un campo magnético: cada

elemento dg se mueve con v constante, y el campo vendra dado por:

_1 __ 1 K A
B = (vxE) 27E ¢ )=,

El producto vA =/ da la intensidad de corriente, por tanto hemos obtenido el campo de una linea

recorrida por una corriente constante.



P4 -TS

Ecuacién de movimiento (rectilineo):

S \-1/2 )
i(ymv)=—a’v ; y=(1—v—2] : dy_yvy

dt c dt ¢
m Vz‘}+y\> =my’v v—2+i =-av
2 e yz
v
Como (—2 + —j =1, la aceleracién viene dada por:
¢y
av
p=-a (1)
my’
Segun el diagrama de la figura, el campo de radiacion es:
R 2
R*vsin0O V.
i :&—3 ; S=R|1-—sinb
0 R 4 s o c
v >
Potencia radiada por unidad de angulo sélido (v || v):
dP(t") _ p,q>v*  sin’0
dQ 16me( v ’
1-—cosB
c
Integrando, dQ=27151n640.
(1)
AW 2.2 in0 . 2 2 422
— =p=td? j i 527Tsm9d9:—'u°q vy~ = Hq TV
dt 167T¢ v 671 67c m
1-—cosB
c

277[—Igy6



P4 —T5-cont.

Energia total emitida:

2 2.2 %
o , . . e —
—He1a > Vvidt' ; hay que evaluar la integral teniendo en cuenta que inicialmente V = V-
67cm
av y 1 a '
3 - dv=-—=—=dt ; —d(v*)=- 3 vidt
my 2 my
por tanto:
00 0
. m
J'vzdt [y —du

1_

Yo

2__m0 1
2=l —,
(-]

La energia total emitida sera:

— :uocqza
W=—— -1
67Tm (VO )



P5-TS

Las particulas 0 son nucleos de He ionizados; constan de dos protones y dos neutrones y su carga

es positiva e igual al doble de la del proton.

=31

Masa del electron, m, =9,1x107" kg; masa de la particula a, m =6,7x107" kg

Carga del electrén, e =—1,6x107" C; carga de la particula o, ¢ =3,2x107" C.

a) La energia cinética de la particula después de ser acelerada partiendo del reposo sera:
E, =ymc’ —mc’ = (y—l) mc’

Esta energia proviene del potencial eléctrico aplicado, £, = ¢V . Igualando ambas:

(y=1)me* =E,, (*)

Hemos de operar en esta expresion para obtener la velocidad de la particula, teniendo en cuenta que
_ 1 1 |
V—W - 1-B —y— - B —1_?-
Despejando y de (*),
y:Epm+:nc2 R i: m>c? :1_[32
me v (£, +me)
Por tanto,
12
BZZV—2=1‘L2 = v=c I_Lz
¢ (Epm +mcz) (Epot +mc2)

En nuestro caso £,, =7,12 MeV = 1,14x107" J.
Sustituyendo los datos para la particula O se obtiene.
v=184%x10" m/s ; B=6,14%x10""

b) Para el electron la velocidad resulta ser:

v=2,99x10° m/s ; B=0,9977
¢) Hemos visto que una particula con movimiento uniforme rectilineo crea unos campos

1 q(1-2) R, il

4T, R/’ (1 - [’ sen’ Lp)y2 , o

Son perpendiculares entre si, luego E [B =0.



PS-TS (cont.)

d) Potencia radiada por la particula O en el instante en que empieza a ser frenada:

2

2
p=—21_ y4,82(y2 cos’ x +sen’ )(): 1 B ; x=o.
6TE C 6TE C

1028
s, y=1,0019, Vy°=1011.

. A%
En este caso p=—=
c ¢

Sustituyendo en la férmula de la potencia radiada queda:

2 3,2x10™°) )
p=—__yp-= ( _1)2 1011f—— | =2208 W
6TE 603,14(8,85x10™2 3x10 3%10

e) Energia por unidad de angulo solido radiada por el electron, B]| B:

P _ & B?sen® 0
dQ 16T0¢,c (1-Beosh)’

Particularizando a los distintos angulos se tiene:
6=0 ., L=y
dQ
0=1/100 , ar =4,3x10"" W/sr
dQ

0=1/4 , P =1,5x10" W/sr
dQ

.y ;. 1
Es una radiacion con un maximo en 6,, = PVl 0.0335 = 0.01m




P6-T5

a) La orbita circular del electrén debe cumplir que Fper = ma. ; q..E = ma,

1/2

v? e?
= m— = v(ry) = ( ) m/s
r 4TEg M T

| dpQe
4mEgT?

Para rg= 0.0526 nm — v(ro) =2.19 . 10° m/s, de modo que v(rg)/c=p=0.0073 < 1
A medida que el electron radie energia, su radio ird disminuyendo (y su velocidad aumentara
progresivamente). En el caso de que el radio pase a ser 100 veces menor que el inicial:

B= u(l%) Jc=0073 «1

Por lo que podemos suponer que la aproximacion no-relativista sera valida durante la mayor parte

del recorrido del electron.

b) En este caso, al radiar el electron (v # 0) la ecuacion de conservacion de energia sera:

d
E(Etotal) + Prga =0 (1)

Donde:

—e?

+%mv2)=%(_ez)= & (2)

8TEyT 8megr? dt

d d d
E (Etotal) = E (Uelect. + Ecin.) = E(

4meEyT
Calculamos la potencia radiada por el electron mediante la formula de Larmor (ya que v<<c):

. 2
e?v?

(%) 3)
6megc3  6mege3 \r

De este modo, sustituyendo (2) y (3) en (1) llegamos a:

Proa. =

2

dr e? v? dr 4 4
@ (B)=0 = S+ Svt=0
8megr? dt 6megc3 \r

e?

1/2

2
Sustituyendo v = ( - ) llegamos a:
ATTEg M T
dr 4 et _ dr a 5 B
dt = 3c316m2edm?rz 6 = pri e 0 = ridr= —adt 4)

et

. 4
Siendo la constante @ = ————
3¢3 16m2e§m?

3
Resolviendo (4): dt = —fr(; Cdr = |t= ;—Oa =1.445.10715s

a




P7-TS

2|e| 07

Velocidad de la particula:v = =1,87%x107 m/s.

m

energia cinética: £, =1,6x107" 0% =1,6x107'¢ J.

my
e

qB

radio de la 6rbita: r = =1,06x10™* m.

. . LV
aceleracion de la particula: v=—=3,3%10'®* m/s?.
r

En la orbita circular el periodo se puede obtener a partir de la velocidad angular:
v_gqB 21 _21om _ 2T9,11x1073!

w=—-= ; T=—= =3,57%x107'" s
room w gB 1,6x10°"* 00
Se cumple v <« ¢ y la potencia radiada se puede calcular con la formula de Larmor:
2152
P=—Y =3 5x10"6 W
6TE C*

Por tanto, la energia radiada en un ciclo sera:

E_ =PIT=89%x10" ]

E d
rad = 5,6x1071
E

cin



P8-TS

Momento de la espira:

¥ 1
m=— j r'xIdl’
espira
ol v Sélo contribuye el lado vertical ya que en los
otros dos lados #'xdl’=0.
o De acuerdo con la notacién de la figura:
h &
. a* 34 3
4 R =aq?——= :_h:ia
4 4 2
y 1 dy h
tane="sy; ——adg=""2; ¢'=
h  cos*a h cosoL
El momento de la espira vendra dado por:
1.5 | " h h
m, =— _[ X (1,dv) Ju, ——Iou__ J. cosoL———do.
2, 2 16 COSOL cos™ o

1 ) 6 3 i
=—T hu [tgo&] =—Dau. ; m=m,cosO
510 A (L= ] P A 0 z 0

Campos de radiacion:

TRUNC . [ senf _ Ly 77,” (senB )
E=———cosjo(t-r/c u, ;: B=——"—"—cosjolt—r/c)i|— |u
4mc e )}\ # ) 4nc’ el )} ‘\ g

Potencia media por unidad de angulo sélido:

By o 1 —(ExB)-u, r’ = Moy ser
dQ  2u, ’ 32n°c’

El diagrama de radiacién es la funcién sen 6. como en la espira circular.
La potencia media emitida es:

IS ‘u dS = " 0@’ J.dd)".seu e/senﬁdﬂ—Lw
0

1°0

121mc’

Resistencia de radiacion: m'ﬂz =
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w=5x10"rad/s - f=796x10°Hz ; A=—=0,0377 m

~ |0

. , A : :
a) La condicion de dipolo elemental es que d < % por tanto la méxima longitud sera

g =2977 _ 7,54x107" m.
Momento dipolar:
1 1 1 _
I=1sine¥ - ¢g=—--2cos®t — =0=-_ _ _=2x10"C
° T D= " 5x10”

Luego el momento dipolar sera:
p=q,dcosux =1,51x10"" coswr C [

b) Resistencia de radiacion:

d 2 1 2
R _, =801 [—j =801T (—j =0,316 Q
A 50
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a) Ent=0 p(t=0)=po= [Aadl= fozn(lo sen?p)(a.seng.uy + a.cosg.u,)adg
Po = Ao [uy Jy sen®pdop + u, [ sen <p.cos<p.d<p]] = 20a?[0.u, + O.u,| =0
Por lo tanto la potencia total radiada sera:

Pyy = ﬂ[I.j(to)]z =0

61C

b) Ent=0 p(t=0)=py= [Aadl= fozn(/io seng)(a.seng.uy + a.cosg.u,)adg
21 2m

Po = Aoa? luyj sen? pdo + uxj seng.cosg.do]| = Aga?[m.uy, + 0.u,] = Apa’m.u,
0 0

Como: p(t) = po (coswt.u, — senwt.uy)

Derivando: p (t) = pow(—senwt.u, — coswt.u,)

p(t) = —pow?(coswt.u, — senwt.u,) = —w*Pt) = [H(tn)]*> = wpd

La potencia total radiada es igual a:

4 4 92
Ho .. Ho Ho 2 Tpew a“Ag
Pay = —=[H(t)? = == (w*p}) = —=w(doaPm.u,)’ = ——2
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- 8 Despreciamos el efecto del dipolo imagen.
Los campos creados por este dipolo magnético elemental vienen dados por:
h r Ezwcos{w(t—r/c)}(sene)u(p ; B=—£u9
41C r c
La densidad de potencia media (intensidad de radiacioén) y la potencia media
S seran:

_ M sen’® _ Hmw

S ;
321 “1ne

av

Comparando ambas expresiones y teniendo en cuenta la notacion de la figura queda:

_3P,sen’® _3P s’ 3P s

av
2

8T - 8Tt 8m (hZ +s2)2

av

b) El técnico debe medir a la distancia en la que se tiene un maximo de intensidad,

ANy

=0 = s=h

ds

3P 1 3

av = = 2 = 2 })av

mxe 8 4hT 32
c) Para los datos del problema:
3 3

35x10° =0,0261 W/m’ =2,61uW/em’

= P =
mx 3t Y 3212007

av

Queda muy por debajo del limite establecido.
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Experimento de Hertz

a d
Ot O
< H

>

H=80cm, d=5mm, a=15cm.
a) Hay que hallar la capacidad de dos esferas de radio a separadas una distancia =2H>>a,

Expresamos los potenciales de las esferas en funcion de la carga en ellas, Q1 YQZ’ y de los

coeficientes de potencial:

Vi=R0 + 1,0,
V,=P0 + B0,

donde

W= L p=p, p=h

- "1
> 22 11 12 =
0,

1 P, =P,

P = 4 ) 21
Te,(2H +2a)

= A
Ql 0,=0 4T|E0a

0,=0
Si, como en este caso, Q Q2 Q, el sistema de ecuaciones se reduce a:

V=0O(P,—-P
= O, ”)} V,-V,=Q(B, +P,~B,~P,)

V,=0(F, - F,)
y la capacidad vendra dada por

= 0 = ! =9,06 pF
=V, 2Pn_zplz

La autoinduccién de un hilo de didmetro d y longitud 2H viene dada aproximadamente por la

expresion:

L:4X10”H{m(%?J—OJ5}:2ﬂSMH



P12-T5 (cont.)
Por tanto, la frecuencia de resonancia del circuito sera:

fo=—L 23693 MH

2TW LC

Para esta frecuencia

A=812m; k=2T/A=0,773m".

b) La forma del diagrama de radiacion es la de un dipolo elemental, [l sen ’0, y su directividad

vale

3

D=—
2

La resistencia de radiacion en dicha aproximacion viene dada por:

2
R, =80T (%) =30,7Q



P13-TS

a) Dipolo eléctrico. Intensidad de radiacion:

_H pow' (sen’0 0 r
S u
' 32rCc ( r j ' h
Potencia por unidad de area de suelo:
205" 2 l\ u
S [ = _ Hypyw sen"BcosO L r
R “

sen9:£, cosezﬁ, r=Nh+I

r r

_dP, _pg’d’w  Lh
Is - - 5/2
ds 3210¢ (12 +1?2)

2 72, 4 2 2
al, _Pg'd’ wh d L =0 = |L= gh maxima /, ( dl; <O)
dL 32 dL| (12 + dL

b)

2 3
= [ ras=[" 1 0mdL= Hog"d’w hj LdL
suelo 16T|-C

. T LdL ——I xdx _ 1 rra/2) _
NV Ge+n2)? 20k T(B/2)  3h

5/2

Cambio de variable: I? =

_ “0q2d2w4
“ 24TC

Logicamente, es la mitad de la potencia total emitida (la otra mitad va al techo)



Tema 6: Electromagnetismo y Relatividad

6.1 Teoria Especial de la Relatividad: Postulados de Einstein

Encrucijada tedrico-experimental ~ 1900: deteccidn del éter

Experimentos clave: v H
e Experimento de Michelson-Morley T I
Diferencia de caminos 6pticos: l I, vertical

2 [l B [ J ﬂ [; horizontal

C(tl_tZ):\/I—vz/cz V1=V /¢?

Contraccion de longitudes (Lorentz y Fitzgerald): Postularon que,

debido al movimiento respecto al éter estacionario, cualquier objeto se

contraia en un factor \J/1—=v?/c? en la direccion del movimiento”
—_12 2
12 - 12 VI=v2 /e

Un efecto cancela al otro

Bases teodricas: relatividad de la Mecanica y el electromagnetismo

P. de Relatividad de Galileo: para la Mecanica se aplican

las mismas leyes en cualquier sistema inercial

Ejemplo: juego de billar en un tren en movimiento

1) Si el tren se mueve con v constante, la forma de jugar seria
exactamente la misma que si estuviere parado

2) Si el tren acelera o toma una curva, ya no se podria jugar de
la misma manera — las leyes no son las mismas cuando
el sistema no es inercial




Para el Electromagnetismo el P. de Relatividad de Galileo no es aplicable

Ejemplos:

-Una carga en movimiento en un tren crea un campo magnetico, Para un
observador en el tren la carga esta en reposo y no hay campo B.

- En las leyes del EM aparece con frecuencia ‘la velocidad’ de la carga o
de los campos. Debe haber un sistema estacionario especial respecto al
cual se mide esa velocidad

- Asimetria en la interpretacion de un fenémeno (induccion em):

Wire loop Desde el suelo: f=gvxB - &= _%
Desde el vagén: v=0, f =0, &= —%

|::> No hay reposo absoluto, el movimiento es relativo, tanto para la
Mecéanica como para el EM y todas las leyes de la Fisica

Teoria de Ia Relatividad Especial

Postulados de Einstein:

Postulado 1: Las leyes de la Naturaleza son las mismas en todos
los sistemas inerciales (Principio de Relatividad)

Postulado 2: La velocidad de la luz en el vacio es la misma para
todos los observadores inerciales e independiente del movimiento
de la fuente (Postulado de constancia de c)




6.2 Simultaneidad, contracciéon de longitudes, dilatacion temporal

Consecuencias de los Postulados de Einstein:

i) Relatividad de la simultaneidad (a) precede a (b)

= I; Y
(b) precede a (a)

) D > (@) / 0) [ XA (@
© © . ®©® © 0

Dos eventos que son simultaneos en un sistema no lo son,
en general, en otro que se mueve con velocidad relativa
respecto al primero

ii) Dilatacion del tiempo

) T = S N (a) -

JAVE= - A=
c V2
==
C -
—> . v AV, El tiempo para el observador
Ar'= 1_0_2 At _7 sobre el tren es mas corto.
("Un reloj movil va mas lento”)
_ 1
Y 2
1 -



Ejemplo: En un experimento de laboratorio se observa que un mudén viaja 800m
antes de desintegrarse. Un estudiante, a partir del tiempo de vida de un muén

que se sabe es de 2 ps, concluye que su velocidad es 800m/2us = 4x108 m/s,
imayor que la de la luz! ¢Donde esta el error?

Solucién:

No tuvo en cuenta la dilatacién del tiempo. En el sistema del
laboratorio, el muodn tarda en desintegrarse un tiempo

T
V= ———,

1-v*/c?

donde 1 es el tiempo de vida ‘propio’, 2 ms. Asi,

donde d = 800m

d
y= ,
T/N1=v/c?

Despejando y sustituyendo valores, resulta:

1
v = > >, |[v=—c¢
(t/d) +(1/¢) 5
iif) Contraccion de longitudes
g D VAL v,
i —

>I espejo —] -_—
. /
lampara L O——

——
N py =B FVBL g, BTV
' C C
At'=2— (1)
¢ At = Ax , At = Ax
c—vV ct+v
Ax 1
Nt =Nt +DN, =2—F——~ (2
! 2 c (l—vz/cz) @)
At'=1-v' /At (3)
' 1 Contraccion
M, 2,3 = |Ax :mAx=yAx de Lorentz




6.3 Transformaciones de Lorentz

Evento: suceso en (x,y,z) en el instante t

<
=

v TG

<
I
N

l

1
~

Postulados de Einstein mmp un frente de onda de propagacion

de la luz debe mantenerse invariante en ambos sistemas, con
la misma velocidad de la luz ¢
2.2 2 2 2 2,02 2 2
ct —x"—y -z =ct-x"—-y“"-z
Junto con condiciones muy generales sobre el espacio-tiempo dan

lugar a las Transformaciones de Lorentz:

-

/ x'=y(x—vt)
y'=y

N\ Z =2Z

Transformaciones de Lorentz
S-S

[ x=y(x+v')
g.g | YTV
9 =z'
(V — _V) z z
v
f:y(t'+—2X'j
X c



La simultaneidad relativa, dilatacién del tiempo y contraccién de
Lorentz se derivan de esta transformacion.

Ejemplo: Una varilla se mueve con velocidad v hacia la derecha

Su longitud medida en el sistema S’ que se mueve con la varilla es:

Ax'=x" —x!
5N

Un observador en S medira en un instante t:

Ax = X, =X,
Por tanto,
X = y(xf —vt) | ax _Ax'
X, = y(xl. —vl‘) Y

Fijamos t porque la medida se hace en S y se marcan los dos
extremos de la varilla en el mismo instante de tiempo.

Cuestion:
Un suceso A ocurreen x, =0,¢, =0.

Un suceso B ocurre en x, =b,t, =0.

Son simultaneos en S, éseran simultaneos en S’ que se mueve con v?

Aplicamos la t. de Lorentz :

" _v =0

x;:V(xA—vtA)ZO Li=Y| L C_2xA -
e
X, =y(x - vt ):yb , I '
A ty = [fg—%xg}l—v%b:
C 1 C 1

Por tanto, B ocurre antes que Aen S’



6.4 Estructura del espacio-tiempo: intervalo y cono de luz

‘Coordenada’ temporal:  x" =ct
Suceso: Fenémeno que ocurre en x* =(ct,x',x*,x*) =(ct,r)
va — y(xo _Bxl)
i — I _ 0
T.delorentz { * —y(x Bx ) Ig:K
2 -2
x'"=x c
x®=x
X" y =8 0 0)(x°
1l _ 0 0 1
En forma matricial: L By X
x"” 0 0 1 0f]|x?
x° 0 0 1 x

3
O bien, X' = Z/lf x” siendo A la matriz de transformacién de Lorentz

v=0

Intervalo s?: invariante

e~ = () ) (o (o)

Al pasar a otro sistema de referencia, A¢ y Ax' cambian, pero s2
permanece invariante

de tipo temporal ( s?>0) ( pueden coincidir espacialmente)
Intervalo entre

. . 2¢ . .
dos SUCESOS: de tipo espacial (s><0) ( pueden ser simultdneos )

conectados por sefial luminosa (s?=0)

Elsigno - de las coordenadas espaciales en el intervalo tiene profundas
consecuencias en la geometria del espacio-tiempo



»>La relacion entre intervalo (o ‘distancia’) y las coordenadas, define la métrica

del espacio.

»Asi, la relacion para el espacio 3D ordinario,
ds’ =dx* +dy’ +dz*

gue corresponde a la geometria euclidea basada en el Th de Pitagoras,
define una métrica definida positiva

Si expresamos:

I 00
el tensor métrico (espacio 3D): gij=8 (1) (1)

En el espacio-tiempo de la Relatividad Especial (espacio de Minkowski), la
métrica euclidiana debe ser reemplazada por una métrica no definida, con

el tensor métrico derivado de la relacion

3
ds* =cdr —(dx') —(dx*) =(ax')’, obien ds* =) g, dc"dx’
0

1 0 0 O

10 -1 0 0 Tensor métrico
Ew =0 0 -1 0
0O 0 0 -1




Diagramas en el espacio-tiempo (diagramas de Minkowski):

ct movil .
K v, Velocidad = inversa de la
1/ A
o pendiente
¢+ fotén,” | . .
, 0 Fotén — pendiente =1
! Re ! Particula
Lo | en reposo
A |
Vi Z 1
X
ct Futurodet
La pendiente de una trayectoria
en el espacio-tiempo indica si el ::tt“_’g
intervalo es espacial, temporal o < Cono de luz
rayo de luz.
Presente
La zona no sombreada no es X
‘alcanzable’ desde el origen por una Lineade
~ ‘ universo
sefal causal (sucesos ‘absolutamente
, Pasado
separados’) det=0
y
P El espacio 3D tiene una simetria circular, en el sentido
r de que por ejemplo, bajo rotaciones en el plano xy,
un punto P describe una circunferencia, lugar

X geométrico de puntoscon
r=4/x" +y* constante

En el espacio de Minkowski, en cambio, bajo transformaciones de Lorentz, lo que
se mantiene constantees s’ =¢’t* —x* —)” . Esto da al espacio una simetria
hiperbdlica

Hiperboloide Hiperboloide
de dos hojas de una hoja
Intervalo Intervalo
‘temporal’ ‘espacial’

Por TL podemos movernos sobre la misma hoja de hiperboloide



«+»Simultaneidady causalidad: El orden temporal entre sucesos ‘puede’ invertirse
cambiando de SRI, pero no siempre. Si el intervalo entre sucesos es temporal, su orden

temporal es absoluto. Si es espacial, el orden depende del SRI desde el que es observado.

“*Un suceso sobre |a hoja superior del hiperboloide temporal siempre es posterior al

suceso (0,0), y uno sobre la hoja inferior siempre es anterior.

«*Esto rescata la nocidn de causalidad. Todos |os sucesos conectados causalmente

estanseparados por intervalos temporales

4-vectores

3-vector = conjunto de tres componentes que se transforman bajo
rotaciones 3D de la misma manera que lo hacen (x, y, z).

4-vector = conjunto de cuatro componentes que se transforman bajo una T.
. 1 2 3
de Lorentz de la misma manera que (¢t,x ,X",X") , o sea,

3
ar,u - Z/L/J av
v=0
(componentes de un tensor de orden 1 expresadas en forma contravariante)

Producto escalar?

Para tener en cuenta el signo menos en el producto de coordenadas
espaciales, manteniendo el mismo convenio que en el caso 3D,
conviene definir las componentes covariantes a,, del vector, que
difieren de las contravariantes a# en el signo de esas componentes:

— (0 _ 1 _ 2 _ 3
a#—(ao,al,az,%) —(a, a,—a’, a)

10



Su ley de transformacién es por medio de la inversa de la matriz de Lorentz:

a,=2 () a

v=0

3
. U
Producto escalar = Zaﬂb” o simplemente, aﬂb
1=0
(convenio de suma de Einstein, sobre indices repetidos)

a“b“ =a,b® +ab' +a,b* +ab’ =a’h’ —a'b' —a’b* - a’b’

Elintervalo no es mas que el producto escalar AxﬂAx” que es

una cantidad invariante bajo TL (tensor de orden cero)

Andlogamente al dlgebra 3D, pueden definirse magnitudes tensoriales de
cualquier orden, en particular tensores de segundo orden, que son muy

importantes en relacidon con el Electromagnetismo

6.5 Mecanica y Dinamica relativistas

a) Composicion de velocidades:

Objeto madvil con velocidad V respecto al laboratorio S

Sistema solidario con el objeto, S’ (sistema propio)

Tiempo propio (medido en §'):

S | —
alr=ﬂ=\/1—v2/c2 dt
y

S

Si escribimos el intervalo ds en la forma

c? (a’z)2

Vemos que, puesto que (ds)? es invariante, el tiempo propio también es
invariante-Lorentz

(ds)" = (ar)" = (ax') = () (') =< () [1 - L) ]: e (d)' (1-v* /¢?)

(a?s)2 =c? (dT)2

11



La velocidad V= a

dt
no es un cuadrivector. Su transformacién en unaTL de S a S’ puede hallarse a
partir de las transformaciones de los intervalos de las coordenadasy del intervalo

detiempo. El resultado es:

. dx' V. -v
yr = =
dt' 1-vV_ /¢
. V Ley de
/v V' L. > composicion

"odt y(1=v7. /)| de velocidades

s V' = =

® Por composicion de velocidades no se supera ¢

® Para Vv << c se recupera la suma de velocidades galileana

Podemos definir una magnitud velocidad que sea el cociente de los

desplazamientos dx# medidos en el sistema de laboratorio, entre el tiempo

transcurrido, d7, medido en el sistema propio.

v'Como dr es escalar (invariante), esta magnitud sera un cuadrivector.

e =diu 4-velocidad o velocidad propia u' = (uo,u)
dt
o _dx’ _ dt _ c
Su componente-0 es: u = F = CE = W
dx V

Parte espacial: U=—="—FrF———
dt  J1-v?/c?

12



b) Dinamica relativista: Energiay momento

Queremos extender el concepto de momento lineal mV, al dominio

relativista, ¢ qué velocidad utilizar, V o u#?

Si utilizamos momento = m V, no se va a cumplir la conservacion del

momento en diferentes sistemas inerciales.

Ejemplo: colisién Q\A: e —c

)

|4

1%

Dos masas Ay B colisionan produciendo las masas Cy D

Ens:  mV,+mVy=mVe+mpV,

Sitransformamosde S’ a S:

V'+v
Componente-x V,=————
1+V'v/c
V', +v + Vietv o _ V'ietv V',+v

m m =-m m
R R T A b N E Al

H H 4 4 4 ’
Como los denominadores son diferentes, = m V' +m V', #mV'. +m V',

el momento asi definido nose conserva en S'

Caso particular: masasiguales con V,=-V;=v, V.=V, =0 (colision inelasticaen S,

con momento 0 que se conserva en S, 0 =0)

=2y
Stalque V' =0, V', =——F-—, V' . =V', ==V
4 LS R s ¢ P
-2y
El ‘momento’ no se conserva en S’: m———%="2mv
1+v°/c

13



Definiremos " ( 5 ) . mV
p-=\p,p)=mu P =muU = ——
N1=V?/¢?
4-momento (o 4-momento-energia) Momento relativista

El momento asi definido si se conserva en una colision al
cambiar de SRI

Componente temporal:

mc E m
pl=mu’ = ——,——=— Aveces, m , =

-1/ ¢ -t

donde

2
mc

E = Es la energia relativista
N1=-V~/c

ParaV=0, E._ =mc’

rep

Elrestoes energia cinética: E. =E—-mc* =mc*| ——-1

, . 1 3my*
Paravelocidadesnorelativistas, v/cx1: E_ :Esz +—

8 ¢ +

Hay que distinguir entre cantidades conservadas (en un proceso fisico)
y cantidades invariantes (en una transformacion entre SRI)

La masa m es un escalar, invariante, pero no se conserva (transformacion
masa-energia); en realidad es una conversion de energia en reposo en
energia cinética.

La energia se conserva (en un sistema aislado), pero no es invariante
La carga eléctrica se conserva y es invariante

La velocidad ni se conserva ni es invariante

2 2 2172
w0\ _ m'c mYV a2
= - = - =m’c
P Pu (p) pLp 1-v*/c® 1-V*/¢c
Sielsegundomiembrose escribeenfuncionde E'y p,
E*-p’c®>=m’c*|, querelacionaEy p

14



c) Dinamica relativista: fuerza

12 ley: implicita en el P. relatividad
Leyes de Newton: 32 |ley: dejara de cumplirse, dado que
la simultaneidad es relativa

22 ley: :d_p va a ocurrir algo

dt

parecido al caso de la velocidad. Hay que transformar numerador y
denominador. Asi,

o :dp'y: dp, _ dp,/dt _ F,
y ' —_
dt' i =P gy y(1—8dxj V(1-BV./c)
c c dt
Andlogamente, F' = £,
(1-BV,/c)

_dp'. _ ydp, —YBdp"

di' g B
C

Paralacomponente-x, F''

dnc_[gdpo F_ECLE
o= dt di _ " cdi _F.-BWIF)/c

T Ba&x 1-Br/c 1-BV,/c
c dt

Demostracién de que 7 =V [F
t

VLIF = le% Vlji[

_ mV V

J1- VZ/CJ (1-p2/2)" dt
:i mc* :dE
dt\J1-v?/c* ) dt

15



Transformacion de fuerzas:

. _F-BWIF)/c /
T =Py /c vV
— Fy S’
Ty(1-BY ) ’

. F

© y(1-Br./c)

SiV=0,|F\ =F, F,=F,/y

Se puede definir una fuerza ‘propia’, analoga a la velocidad ‘propia’,
que sea un 4-vector: puesto que tenemos un 4-vector momento,

u

K" =CZL (1) 4-vectorfuerza o fuerza de Minkowski
T

Componente temporal:

KO _@ _1dE  Es, salvo el factor 1/c, la potencia (propia)
41 ¢4t aportada ala particula

Componentes espaciales:

La ecuacidén (1) es la expresiéon de la 22 Ley de Newton en forma
covariante

16



Resumen

Ho— dx" 4-velocidad o velocidad propia

|

u =yc, u=vyy, V:W
-V?/c

p'= (PO,P) mu"| 4-momento (o 4-momento-energia)
o_. _E _ o
p =Ymc=—, p=mu=ymV E =ymc
c
Ho— dpu _ _
K _d_ 4-vector fuerza o fuerza de Minkowski
T
0
K° _dizld_E, K =VvF
dt cdt

6.6 Electrodinamica Relativista
El electromagnetismo estd de acuerdo con la TR y no es necesario
modificar sus ecuaciones. Pero se pueden formular de manera

covariante
a) El campo magnético como efecto relativista

Electrostatica + Relatividad = Magnetismo

A En S’ las cargas estan en
+++ + + 4+ + 4+ + 4+ reposo — crean un campo
S’ eléctrico
T’ En S las cargas se mueven
con velocidad v — aparece
S un campo magnético asociado

ala corriente

I=MA\v

17



b) Transformacion de los campos

» La carga Q es invariante

» Los campos se deben transformar independientemente de cémo
se hayan producido

i) Sistema con sélo campo eléctrico
7 7
s g
“ - G >
0 v Ev :_Ou
E y
+ Gy > 0
Z T
0’ .
En S debe ser E=—u (Proviene d_e la Ley de Gauss, que
£ ¥ debe valer igualmente en S)
_0_0 l' , A'
0===—, porTL:/=—, w=w' = A=— = |0=)0,
A lw y y
= |E,=yE' El campo en la direccién [] al movimiento aumenta
0 0
en el factor Y
En este caso las longitudes de las placas no
se modifican y evidentemente,
< 4 Oy Oy '
S o=0,| vy |E =E
El campo en la direccién || al movimiento
v no cambia

Ejemplo: Campo eléctrico de una carga en movimiento uniforme

En t =0, la carga esta en el origen.

P El campo se observa en P al cabo de
un tiempo t, en que la carga recorre
S’ un espacio vt
S L EnS’:
r!
q E=—9 4 ="
471" 47Er"

18



go=_4 x'
Y ArE 2 2 2)3/2
(o)
=4 '
s E' =
Y/ A (x'2+y'2+zv2)3/2
__4q z'
E' =
T 4rE, (x'2+y'2+z’2)3/2
_ - 4 x'
—_ EX_EX_47E ( '2+ '2+ ’2)3/2
By =E O\x"+y“"+z
—yvE' =4 vy
= ' E =yE' =
ED VED 9 y y ¥ 47E0 (xv2+yv2+z,2)3/2
— v -~ 94 yZ'
B =VE 4 s o )2
%y (4 y7427)

Ro x'=y(x-vt) = yR,,
0 Dela TL, y':y:ROy
S<—>q z'=z=R,,

vt/
Posicion _ _ _
‘presente’ R, =R cos®, R, =RgsenBcos@ R, =R senBsen@

: -:_ (] yRO _ q yRO
Ei= 32 4 32
= [Vz (l—sen20)+sen26?] R]

-4 Uro Ez q .
47E - 32 i 47E,R (.2, .2 2
‘ V{H(lyz)sen@} RgL 00 [1 (v /c )sen 9] .

yz

mismo resultado que obtuvimos (leccion 5) a partir de los potenciales
de Liénard-Wiechert

Lt ATE, ()2 R2 cos® O+ Rsen’d)




ii) Sistema con campos Ey B

Las transformaciones  E, =E', E =yE', no son generales
V
q ImS,.F:ﬂE+VXB):+
—
S>> EnS’, F'=q(E'+V'xB’)
S

Conocemos la transformacion de Fa F'y v a v’ y queremos hallar la
deE,BaE,6 B’

Por componentes:
F . =q(E. + VyBZ - VZBy)

F,=q(E, +V.B,~V,B.)
F.=q(E.+V,B,~V,B,)

De la transformacidén de la fuerza y velocidad:

,:FX—B(VDV)/C p = V '+v
i 1-BV./c T+ V v/l
F v
Fv — Yy V: Y
" oy(1-BY, /) "oy(iHr v )
' = sz V'
- YRR i)

Tomemos, por ejemplo,

F _q9(E,+V.B, -V.B.)

| — Y

y_y(l—BVx/c)_ y(l—BVx/c)

El denominador:

1= (v/e) (v, +v) 1-v?/¢? 1
1-BV.Yc)=y|1- - = - :
v(I=BV./e) { 0+Kwnﬂ} Yevovie) y(ervie) v

20



1=

|="
El numerador: ¢(E, -HLVZ:BX B VIB)=

‘VZ Al

X

:Q(Ey'l‘y(l-l-l/;'v/cz) X

g| V(E,~vB.)+V.'B.-V.'y(B.-(v/ &) E))]

1+Vx'v/c2

y(1+VX'v/cz)

)

y(1+Vx'v/cz)

)

F ) :—:q[y(Ey —VBZ)"'VZ'BX _Vx‘y(Bz _(V/CZ)Ey)]

1)

=q(E,*V.'B."=V.'B.)

de donde:

y':y(Ey—vBZ)

BX‘:BX

Z‘=y[BZ —(v/cz)Ey]

Tenemos asi la transformacion de 3 de las 6 componentes de E, B

Repitiendo el proceso con F,’ se obtienen andlogamente otras

dos componentes:

Por ultimo para encontrar E,’ calculamos F,’ para el caso particular
de V, = V,= 0y se obtiene directamente

E.'=Y(E.+VvB,)

y

B,'=y| B, +(v/c*)E, |

Ex '= Ex
En resumen:
Ex = Ex
Tenstormectnde e, =y(z,-va)
magnético E'= V(Ez +vBy)

e dbter)e st
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Se puede comprobar que se cumplen las igualdades:

¢’B*-E*=c¢’B"-E” y EB=E'B

Es decir, las cantidades ¢’B*-E> y E[B se mantienen

invariantes en una transformacion de Lorentz, entre SRI

La transformacion de S’ a S se hara, ldgicamente, invirtiendo el
signo de la velocidad:

Ex:Ex' Bx:Bx'
E =y(E,+vB)| |B =V B ~(v/)E."]
E.=y(E.'-vB))| |B, =V[BZ +(v/?)E, ]

y

c) Formulacion covariante del Electromagnetismo

Los conceptos y ecuaciones del EM se deben poder formular de
forma covariante, es decir, expresando de manera explicita sus
propiedades de transformacién (escalares, vectores, tensores...)

Carga Q: invariante

Densidad de carga y corriente:

_9

Puesto que p —; y J =pv parece ldgico que ambas cantidades
se van a transformar de manera analoga a la 4-velocidad, es decir,

como componentes de un 4-vector:

JH = (c,o, J) = (c,o, Jsd s JZ) 4 - vector densidad de corriente

22



La ecuacion de continuidad o conservacion de la carga se
generaliza asi inmediatamente:

Y7,
LJ = _a—p — ai =0
ot ox*
7,
donde, en general, ) es la 4 - divergencia del 4 - vector A4
X

Expresion covariante de potenciales y campos:
La relacion entre potenciales y campos: ot
lleva de manera natural a definir:

=)
c

Pero E y B, no son ya vectores sino componentes de un tensor de
20 orden:

4-vector potencial

4-tensor campo
electromagnético

F* =0k 4" -" 4

0 =-E/c -E/c -E/c
w_| Eilc 0 —-B. B, Tensor campo
F = E /¢ B 0 _B electromagnético,
y z x antisimétrico
E /c —By B 0
Las ecuaciones de Maxwell se escriben:
UE =p/¢,
1 0E 0, F* =p,J"
OxB-——=u.J a
¢’ 0t Ho
OB =0
DxE+?)_B:O OuF * 9,y + 0.8y 20
t
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Resumen

Carga Q: invariante

JH=(ep,d)=(cp, s, J.)

F™ =3" 4" -9’ 4*
|

4 - vector densidad de corriente

4-vector potencial

0 =-E/c -E/c
E /c 0 -B
F’UV — X z
E /¢ B, 0
E /¢ -B, B,

-E /c
B, Tensor campo
_B electromagnético,
x antisimétrico
0
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ELECTROMAGNETISMO II  (Grado en Fisica) Curso 2012-13

Tema 6. Electromagnetismo y Relatividad

Teoria Especial de la Relatividad: Postulados de Einstein. Simultaneidad, contraccion
de longitudes, dilatacion del tiempo. Transformaciones de Lorentz. Estructura del
espacio-tiempo: intervalo y cono de luz. Cinematica relativista: tiempo propio,
composicion de velocidades. Dindmica relativista: energia y momento. Transformacion
de los campos eléctrico y magnético. El campo magnético como efecto relativista.

Problemas

1.- a) Comprobar (realizando en detalle la transformacion de los campos) que las
cantidades ¢?B* —E? y E[B son invariantes en una transformacion de Lorentz.

b) Si en un punto P de un sistema de referencia se mide B=0 y E #0, ;es posible
encontrar otro sistema en el que el campo eléctrico sea nulo en P? c) Si en un cierto
sistema de referencia los campos E y B son perpendiculares. ;Existira algun sistema de
referencia en el que dichos campos formen un angulo de 45°?

2. Hallar en el sistema de laboratorio los campos de un condensador plano, con
densidad de carga O en el sistema propio, que se mueve a) con velocidad v paralela a las
placas; b) con v perpendicular a las placas. Comprobar los invariantes en la
transformacion.

3. Un condensador plano forma un 4ngulo de 45° con el eje x como se muestra en la
figura y estd cargado con +0 C/m”.

a) Hallar el campo eléctrico en el sistema
propio S.

El sistema S’ se mueve hacia la derecha
con velocidad v respecto de S.

b) Hallar los campos en S’

¢) ¢(Qué angulo forman las placas con el

eje x?
d) (Es perpendicular el campo eléctrico
a las placas en S’ ?

4. Se tiene un haz cilindrico uniforme de electrones, de radio a. El haz ha sido acelerado
mediante una d.d.p. V' y lleva una intensidad de corriente total /. Halla la fuerza
electromagnética sobre un electron cualquiera del haz, en el sistema de laboratorio.

5. Dos lineas de carga paralelas muy proximas, orientadas en la direccion Ox, con
densidades positiva y negativa respectivas A y -A, se mueven en la direccion de sus
ejes con velocidades +v y —v. En el sistema de laboratorio los campos que crean estan
dados aproximadamente por: E =0, B = (/JOI/27Tr) u,, con I =2Av.

a) A partir de los invariantes del campo, analizar si existira algin sistema de referencia
enelque B=0, EZ0.



b-1) Una carga g se mueve paralelamente a ambas lineas con velocidad u. Hallar la
fuerza sobre la carga en un sistema ligado a la misma por transformacion de los campos.
b-2) Hallar la fuerza sobre ¢ usando la transformacion del cuadrivector densidad de
corriente

6. Un protdn se mueve con velocidad uniforme 0,8c a lo largo del eje x en un sistema de
referencia inercial. Un segundo protén se mueve con velocidad 0,6¢ a lo largo del eje y.
Calcular la magnitud y direccion de las fuerzas en un instante dado en que la segunda

carga esta en la posicion (0, 10 m) y la primera en el origen.

7. Para una onda electromagnética progresiva en el vacio, el campo eléctrico, observado
en el sistema de laboratorio, tiene la expresion E = Ej e @ u .

a) (Existird algun sistema de referencia en el que el campo sea solamente eléctrico o
solamente magnético?

Cuando la onda se observa desde un sistema de referencia que se mueve con velocidad
v=vu_,

X

b) La fase es invariante. Dar alguna razén que lo justifique.

c¢) Hallar las amplitudes y direcciones de los campos eléctrico y magnético en el nuevo
sistema de referencia.

8. La induccion magnética en el interior de un solenoide recto de radio R, de N vueltas/m y
recorrido por una corriente /, es | N/. La induccion magnética en el exterior es cero.
a) Calcular los valores de Ey B, dentro y fuera del solenoide, medidos por un observador

estacionario, cuando el solenoide se mueve con velocidad v en la direccion de su eje.

b) Idem cuando se mueve en direccion perpendicular.

9. Calcular la fuerza, observada en el sistema de laboratorio, entre dos electrones que se
mueven a lo largo de trayectorias paralelas separadas 1 mm, si cada uno de ellos tiene una

energia cinética de: a) 1 eV, yb) 10°¢ eV.

. , , won'l' , pn'l
10. El cuadrivector potencial A" =| 0,- Vv, x,0 | corresponde a un
2 2
solenoide ideal de n' espiras por unidad de longitud e intensidad de corriente I’ en su

sistema propio.

a) Determinar los campos E' y B' en el sistema propio.

b) Hallar los campos en el sistema de laboratorio respecto al cual el solenoide
se mueve con velocidad v=vu_.

c) Hallar los potenciales ® y A en el sistema de laboratorio por transformacion
del cuadrivector potencial desde el sistema propio.

11. Una particula de carga e y masa m se mueve en un campo electrostatico de potencial
@ =k(x*-y?), donde la constante k& > 0. La posicion inicial es (xo, yo, zo) y la
velocidad inicial (0, 0, vy).

a) Escribe las ecuaciones relativistas de movimiento de la carga.
b) Suponiendo la aproximacion no relativista, determina la trayectoria de la particula.



P1-Té6

a) Para una transformacion entre sistemas con v paralelo al eje x se tiene:

E‘X :EX B'x :BX
E', =y(E,-vB,) B', =y(B,+vE, /)
" =y(E. +vB) L =y(B,-vE, /)

Por tanto el producto escalar de los campos se transformara como:

E'B'=EB +EB +EB =EB, +y(E —vB)(B +—Ej y(EwB)(Bz—lej

—EB+y2(EB+;/E/—}/B/ —EB+EB—/E{+M J

2
=EB +V {E)}B} (1 —V—zj E.B. (1 —V—zj} =EB,+EB,+EB =EB  (c.qd)

[
[

Por otra parte,
v 2 Vv 2 2 2
{(— ) (e [ v (e ) e (e on)]
:CZBXZ+VZ(C2B}% E2+2 j (ZBZ E2 2 - yj_

2 2p2 2 p2
- B2 -y (B +V B - 2EH ) (B2 +v2B2 + 2087

Reordenando queda:

2 2 2 2
B -E?=¢*B -EX+Y {csz [1 —v—zJ +*B? (1 —V—zj % (1 —v—zJ - E? (1 —V—zj}
C C C C

=’ (B2 +B. +B’)-(E} +E +E2)=c'B’ - E’ (c.q.d)

b) No es posible. Para el sistema con B =0, el invariante —E? <0 ; por tanto, tiene que
haber un E' no nulo que asegure que ¢’B'> —E"* <0.
¢) No, seran perpendiculares en cualquier sistema de referencia:

E'B=EB=0



P2-T6

Tl

++++++++

z

Campos en el sistema S’:

E' =0 B
s (g =2
Eb

E =0 B

Campos en S (velocidad —v en la direccion x)

E =
y _ 0
S JE =VE = yg—
0
E =0
Invariantes:

iy EMB' =0=E[B

81
g
X
> Y
,
B.=0
B,=0
v o, vV O
B.=y—=E =V5_—



P2-T6-cont.
ii)
¢’B?-E?=-E"

b)
y :
y 1
3 T
s « X
> Vv
Z’
y4
I 0- I
E =2 B =0
80
1 | |
S' {E =0 B,
E =0 ' =0
T
E=E =2
gO
S B,=B,=B.=0
E =E =0

No hay campo magnético en el S.L. y los invariantes son obvios.



P3-T6

+0

a) El campo E va desde la placa positiva a la negativa formando —45° con el ¢je x:

Engcos(—T[/4)=LE ; E,:Esen(—n/4)= L o

£, J2e, T g, e,

b) Transformamos los campos a S' que se mueve con velocidad v =vu_:

' ' (0)
E.=VE, = E =yEy=—%8—
0

v O

B =-yvxE /¢’ = B =-WE /’=—=

J2 e,

c¢) Las placas se van a contraer en la direccion x y el angulo aumentara:

y S I
a =45° a
X x'
tan O =&=1 ; tanO('=A—y=y&=y = O('=arctan(y)

Ax'  Ax



P3-T6-cont.

d) El campo eléctrico en S’ vale:

, 1 o 1 o
[— __l/l'v

—Uu -
TN TR

El angulo que forma este campo con el eje x' sera:
U E, U
tan 6 =Ff=—y = 0 =arctan(—y)

Para que fuera perpendicular a las placas se deberia cumplir 8’ =a’—711/2 lo cual no se

cumple para ninglin valor y>1, como se ve en la grafica:

154
1.0
0.5

a'-1v2
0.0

-0.5

-1.0

) )

-1.5 4

20 40 60 80 100



P4-T6
Suponemos que todos los electrones han sido acelerados desde el reposo:

AE =mc’ (y—l) =el

m°c 1
v=e¢ Il-——— = | -———— (D
(eV+mc2)2 (eV2 +1j2
mc
y y’
v
“()
X, X'
z z

. .y .y . U
Tomando la direccion de observacion en el gje V' :

1
E =—pr ; r<a
S! y 2£’O

0
B'=0

Transformando al sistema de laboratorio (# = 7' por ser [J av):

I 2
E =yE =——pr
¥y yy zgop
W _ W
B =—F = r
R 26’002'0

En S tenemos pues © = )0 (contraccion en la direccién x)



P4-T6-cont.
La fuerza sobre el electron seréa:
F =—¢(E+vxB)

que en este caso se reduce a:

F = —e(Ey —vBZ) :ﬁ[l_ﬁjr

g 2¢, c’

.y a
Para expresarlo en funcion de / transformamos el 4-vector J'“:

enS  J'=(0c0,0,0)
enS  JY=(y'e,pwp,0,0)=(pc,J,,0,0) 5  p,p <0

Luego en S se observa una corriente en el sentido de las x negativas:

I = pvra’

y la fuerza sobre el electron vendra dada por:

con v calculada a partir de la expresion (1). Es una fuerza repulsiva que tiende a ensanchar

el haz.



P5-T6

t++++++

a) Los campos en el sistema de laboratorio son:

u, , I=2Av

2 p2 2 . . ., . e g . , .
Vemos que ¢"B” —E~ >0, por ser este invariante positivo no existira ningun sistema de

referencia en el que B = 0.

b-1) Transformando al sistema propio de la carga g:

u
—>
y q
S!
S \Y;
E—
++++++++++
______________ > X
—
-V

E =0

EEZV(ED+UXBD):VUXBD By

B)

Por tanto la fuerza sobre ¢ es (no habra fuerza magnética):

1 _ 1 “0]
F =¢gE_ = -
qr.q qyuZm( uJ



PS5 -T6 — cont.

++++++++++

b-2) Otra forma de resolver el problema es por medio de la transformacion del cuadrivector

densidad de corriente.

Definimos en S la densidad volimica de carga y la densidad de corriente:
p.=1,.0000(=) ;5 I,=po,

El cuadrivector densidad de corriente sera entonces:

JI= (,Oc,pv, 0,0)

JT=J7+J%  con { .,
J? =(=pc,(=p)(-7),0,0)
~  J7=(0,20v,0,0)

Transformando al sistema propio de la carga:

_ P -1/2
J'a :(M)zw‘;’()’()j ; y:(l—u_zj

C C

=2 ) Auv

2
C

— en S se mide una carga por unidad de longitud A’ =

Esta carga crea un campo eléctrico en §S’:

E' = A
2TE,r

u

r

1
y la fuerza sobre g sera: F' =gE' =g¢ u, = qyupL(—ur)
2TE,r 2T



P6-T6

Y
4
v, =0,6¢
(0,107%)e
—9 ->
((),()) v, =0,8c X

Para hallar la fuerza que crea el proton (1) situado en el origen sobre el proton (2) situado
sobre el eje v, hay que calcular los campos mediante transformacion relativista.

En el sistema § 1' en el que (1) se encuentra en reposo:

- RV
4me, (10)

E(2)=_" q

En el sistema de laboratorio S, que se mueve con velocidad —v,u_ respecto de S :

_ ' _ 1 q _ Y ’ _Yv 1 q
E (2)=yE (2)=y —— u ; B |(2)=—vVv xE (2)= u_
1( ) 1 1( ) 14 . (10_4)2 y 1( ) 02 1 1( ) cz 4 . (10_4)2

Notemos que al estar la distancia de las cargas medida en una direccion perpendicular a

Vv, , no se contrae. El valor de la fuerza sera:

F (2) =4[E (2)+v, xB, (2)]=(3.845x102°u_+1,846x102u_) N

Veamos ahora la fuerza del proton (2) sobre el (1).

En el sistema S, en el que (2) se encuentra en reposo:

Py = q
E (1)= -
2( ) 4 . (y210_4)2( uy)

donde se ha tenido en cuenta la contraccion que sufre la distancia medida en el sistema de

laboratorio que se mueve con velocidad —v, u, respecto de S, . Ademas, se supone que el



P6-T6-cont

origen de ambos sistemas coincide en el instante # = (0. El campo en el sistema propio sélo

tiene componente paralela a la velocidad, luego en S los campos seran:

y la fuerza vendra dada por:

F,(1)=¢E,(1)=-1,477x10>u N

Las fuerzas no son ni iguales ni opuestas, lo que corresponde al hecho de que en los
balances del momento lineal y angular hay que incluir las contribuciones de los campos
asociados a las particulas.

También se puede resolver el problema utilizando las expresiones de los campos
retardados en funcidon de la posicion presente. Comprobar que se obtienen los mismos

resultados.



P7-T6

. _ i(ax—kx
a) Onda em progresiva: E = Ee (cak) u,
y Teniendo en cuenta que para una onda em:
0N ¢’B*—E*>=¢’B"* —E" =0 (invariante),
E se deduce que no puede haber un SR donde
solo exista £ 6 B.

o _
b) el(wt ) = e’¢ ,la fase @ de la onda es el argumento de una exponencial: indica el n°

de crestas/valles que han pasado en un intervalo de tiempo; debe ser un invariante

¢) Cuando se observa desde un SR que se mueve con velocidad v =vu_:

y y
E.=E =0
E v ,
. E =y(E -vB.)=y(E-vB)=
B X, X' = y(E——Ej = y[l—ﬁjE
C C
z z E' =0
B =B =0
B =B =0



P8-T6

a) Transformamos los campos desde el sistema propio al del SL que se mueve con

velocidad —vu _respecto de este:

Dentro del solenoide

E =0 ; B= Bl'| = Nl

E,=y(E,-vxB.)=0 ; B,=y(B,+vxE,/c’)=0

Fuera los campos son nulos.

b) Transformamos los campos desde el sistema propio al del SL que se mueve con

velocidad ~vu respecto de este:

Dentro del solenoide
E =0 ; B, =B =0
E,=-yvxBy =ywy,Nlu, 5 By =yB,=y,Nlu,

Fuera del solenoide los campos son nulos



P9-T6

Para hallar la fuerza que crea el electron (2) sobre el (1), hay que calcular los campos

mediante transformacion relativista.

En el sistema S’ en el que (1) y (2) se encuentran en reposo (e =-1,602%x10" C) :

1 e
E (1)=—— u
2() 4 0(10_3)2 y

En el SL, que se mueve con velocidad —vu_ respecto de S':

Y _ 1 e _Y ' _y 1 e
E (1)=VE,(]l)=y—— u ; B (l)=—vVvxE (l)=—— u_
2() Y 2() y4 0(10_3)2 y 2() 2 2() c2 4 . (10_3)2

Notemos que al estar la distancia de las cargas medida en una direccion perpendicular a v,

no se contrae. El valor de la fuerza sera:

F, (1) =e[E, (1) +vxB, (1)

Para Epm =1eV, v=5,93%x10°m/s,

F (1): 2,31x10722u_-9,04%x102u_ | N=2,31x10"22u_ N
2 y y y

Felec Fmag

Para Epo =10% eV, v=2,823%x10%m/s,

t

F (l): 6,83x1022u —6,05%x10"2u |=7,8x102u_ N
2 ’ , ,

Felec Fmag

En el primer caso la fuerza es casi igual a la fuerza eléctrica; en el segundo aumenta mucho

el valor de la fuerza magnética hasta hacerse del mismo orden que la eléctrica.
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: . [ I uon'll [ “‘()n,], ]
a) Del cuadrivector potencial se deduce @' =0; A4 =| - Vv, x,0
2 2

Por tanto en el sistema propio se tiene:

E':—DCD'—OA:
ot

B'=0xA"=pn'l'u.

b) Transformacion de los campos al sistema del laboratorio (—vu ):

E =FE B, =B,

E, =y(E, +vB) B, =y B, -(v/*) E!]
EZ:y(E;—vB;) BZ:y[B;+(v/cz) ;}
Por tanto,

E =0, E =yB =ywn'l'; E_=0.
B =0; B =0; B =yB =yun'l

¢) Por transformacion de Lorentz de A'* :

0
y vyB 00 uon'l’y,
=By 00 2
0 0 1 0| pn'l',
X
0 0 0 1 2
0
q) unrll ' unl[! ’
—=yB=) - ®=-pw——y
c 2 2
l]l '['
A=ya =—y ey o SR ey 2
X X 2 y y 2 z
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El potencial viene dado por la funcion:
®=k(x*-y*) , k>0

a) Campo eléctrico:

E =-2kx
E=-0¢ J(E =2ky
E =0
Ecuaciones relativistas de movimiento de la carga e:
d >
—(ymv)=eE ; —\ymc*)=e(EL¥
) arme’) =e(B5)

b) Para la aproximacion no relativista )/ =1:

mx = —2ekx
dv

m—=eE <my=2e
I y = 2eky

mz=0 - Z=v, - z=z,+vt

¥=-w'x - x=Acosar+Bsinar, w:‘/Z_ek
m

y=w'y - y=Cchar+Dshax

Aplicamos las condiciones iniciales para hallar las constantes:
x,=4, x,=0 - B=0

t=0 )
v =C, =0 - D=0

Por tanto, las ecuaciones que describen la trayectoria son:

X =X,cosax

/Zek
y=y,char, w=,—
m

z=z,tyt
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