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Resumen

Explicamos las propiedades de las diferentes clases de nimeros reales. Tam-
bién realizamos una presentacién axiomadtica de las propiedades de los nu-
meros reales. De los axiomas de partida, incidimos especialmente en el lla-
mado Propiedad del Supremo, que diferencia a la clase de los niimeros reales
de todas las demds, y que contiene en esencia el concepto de limite, central
en Analisis Matematico.
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1. Sistemas numéricos

1.1. Nuameros naturales. Principio de Induccion

¢ Qué son los niimeros naturales?

Los nimeros 1, 2, 3, ..., reciben el nombre de niimeros naturales. Con ellos se
realizan dos operaciones: la suma de nimeros naturales y el producto de nimeros
naturales, que dan como resultado otro nimero natural perfectamente definido.
Para dos nimeros naturales cualesquiera m y n, su suma suele representarse por
m + n 'y su producto por m - n 0 mn (si no hay lugar a confusion). Si denotamos
con N el conjunto de todos los niimeros naturales, podemos pensar en la suma y
el producto como aplicaciones del producto cartesiano N x N en N:

+:NxN-—N - NxN-—N

(m,n) — m+mn, (m,n) —> m-n.

Propiedades algebraicas de los naturales
A continuacién describimos las propiedades fundamentales de estas operacio-
nes (m, n, p representan nimeros naturales cualesquiera):

= Propiedad asociativa de la suma: (m +n) + p =m + (n + p).
» Propiedad conmutativa de la suma: m +n = n + m.

= Propiedad asociativa del producto: (mn)p = m(np).

» Propiedad conmutativa del producto: mn = nm.

= Elemento neutro (o unidad) del producto: Hay un nimero natural, que de-
notamos por 1, tal que n - 1 = n, cualquiera que sea n.

= Propiedad distributiva del producto respecto de la suma: m(n +p) = mn +
mp.

Orden de los naturales

Se puede asimismo comparar el tamafo de dos niimeros naturales cualesquiera
y establecer de esta manera una relacion de orden en N. Suele escribirse m < n
para indicar que m es menor o igual que n (0, 1o que es lo mismo, que n es mayor
o igual que m, lo que también se escribe n = m).
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Orden estricto

Definicion 1.1. m es estrictamente menor (o simplemente menor) que n sim < n
y m # n. Lo denotamos m < n.

= Esto es lo mismo que decir que n > m, que se lee “n es estrictamente mayor
(o simplemente mayor) que m.”

Propiedades del orden
Esta relacion de orden cumple las siguientes propiedades (m, n, p representan
numeros naturales cualesquiera):

» Propiedad reflexiva: m < m.

» Propiedad antisimétrica: Si m < n'y n < m, entonces m = n.
» Propiedad transitiva: Sim < nyn < p, entonces m < p.

= Propiedad de orden total: Siempre es m < non < m.

Observacion. La ordenacion de N no es independiente de la suma y el producto.
Podemos encontrar la siguiente relacion: Para dos nlimeros naturales m, n se tiene
m > n siy solo si m = n+p para algtin nimero natural p. En este caso, al nimero
p se le denomina resta o diferencia de my n'y se denotap = m — n.

Buena ordenacion
Una propiedad, fundamental como veremos, que diferencia a los nimeros na-
turales de los demds conjuntos de nimeros, es la siguiente:

Teorema 1.2 (Principio de Buena Ordenacién). Todo conjunto no vacio de niime-
ros naturales posee un elemento minimo, es decir, dado S < N no vacio, existe un
elemento ng en S tal que nyg < n para todo n € S.

Ejemplos.

= El conjunto {3, 5, 7} tiene por primer elemento el 3. No es demasiado sor-
prendente, ya que se trata de un conjunto finito. También tiene por ultimo
elemento al 7.

» El conjunto {n € N | n es par}, que es infinito, tiene por primer elemento
el 2, pero no tiene ultimo elemento.



Principio de Induccién Matematica

A partir de esta tltima propiedad, se puede demostrar la siguiente, que es un
instrumento particularmente ttil:

Teorema 1.3 (Principio de Induccién Matemética). Dado S < N tal que
(M 1€,
(an) n+ 1€ .S, siempre quen € S,

entonces S = N.

Demostracion. La estrategia de nuestro argumento serd una demostracion por re-
duccién al absurdo. Supongamos que se cumplen las dos hipotesis del enunciado
pero S # N. Sea

S¢ = N\ S.

Entonces S no es vacio y el Principio de Buena Ordenacion (Teorema 1.2) garan-
tiza la existencia de un elemento m € S¢ que es el primer elemento de S¢. Como,
por (1), 1 € S, resulta que 1 ¢ S, de modo que m > 1. Se sigue que m — 1 es
también un niimero natural, y como m es el minimo elemento de S¢, tendremos
quem — 1 ¢ S°.

Pero entonces deberd ser m — 1 € S. Aplicamos ahora (II), con lo que se
obtiene que m € S. Pero esto implica que m ¢ S¢, lo que contradice la definicién
de m. [

Enunciado practico del P. de Induccion Matematica

El Principio de Induccién 1.3 admite una forma alternativa en que, en lugar
de hablar de un subconjunto de niimeros naturales, hacemos alusion a una propie-
dad P, que puede ser cierta o falsa para cada niimero natural 7.

Teorema 1.4 (Principio de Inducciéon Matematica). Dada una propiedad P, tal
que

(1) P es cierta,
(Ir) P, es cierta, siempre que P, es cierta,

entonces P, es cierta para todo n € N.



Dominé e induccion

Podemos comprender perfectamente el Principio de Induccion Matematica, si
nos lo imaginamos de la manera siguiente: Supongamos que las propiedades P,
P,, Ps, etc., son unas fichas de domind colocadas en fila, una detras de otra, e
imaginémonos que ocurren las dos siguientes cosas:

= Empujamos la primera ficha P, haciéndola caer.

» Las fichas estdn suficientemente cerca unas de otras, de forma que si una
de ellas, P,, cae, entonces lo hace sobre la siguiente P, ., derribdndola
también.

(Qué podemos deducir en estas condiciones? Evidentemente, todas las fichas que
hemos colocado en fila acaban por caer.

Partes de una demostracion por induccion

| Base de induccion | | Paso de induccion |

o SiP, escierta, entonces/P,, 1 s Cierta;
N ———— 7/ [

~

---3 J— -

\ AY

En una demostracién por inducciéon podemos distinguir dos partes, que tene-
mos que probar por separado:

= Primero probamos que “P; es cierta”. Esta parte se denomina base de in-
duccion.

» En segundo lugar probamos que “Si P, es cierta, entonces P, es cierta”.
Esta segunda parte se denomina paso de induccion. A su vez, aqui se pueden
distinguir dos partes:

e La suposicién de que P, es cierta es conocida como hipdtesis de in-
duccion.

e La frase “P,,; es cierta”, que es a la que debemos llegar, se denomina
tesis de induccion.

Ejemplos.

= Probarque 1+ 2+ 3+ -+ +n = in(n+ 1) paratodon € N.
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Solucion. Sea P, la proposicion
1
1+24+3+---+n= 5n(n+1).

Entonces P afirmaque 1 = 1-1(1+1), P afirmaque 1 +2 = 3-2(2+1),
y asi sucesivamente. En particular, vemos que P es cierta, y esto establece
la base de nuestra induccion.

Para verificar el paso de induccidn, suponemos que se cumple F,, para un
cierto n € N arbitrario. Esto es, supongamos que

1
1—|—2+3—|—-~+n=§n(n+1).

Como queremos concluir que P, es cierta, afladimos n+ 1 a ambos miem-
bros, obteniendo

1+2+3+---+n+(n+1)=%n(n+1)+(n+1)
:%[n(n+1)+2(n+1)]
:%(n+1)(n+2)
:%(n+1)[<n+1)+1].

Asique P, es cierta siempre que P, es cierta y, por el Principio de Induc-
cién Matemética, concluimos que P, es cierta para todo n. 0

Probar que 7" — 4" es multiplo de 3, para todo n € N.

Solucion. Claramente, esto es cierto paran = 1, ya que 7' — 4! = 3. Si
suponemos que 7" — 4" es multiplo de 3, entonces 7" — 4" = 3m para algin
m € N. Se sigue que

7n+1_4n+1 :7n+1_74n+74n_44n
=T7(7T" —4") + (7T — 4)4"
=7-3m+ 3 4"
= 3(7Tm +4").
Como m y n son nimeros naturales, también lo es 7m + 4". Por tanto,

77l — 471 también es un multiplo de 3, y por induccién concluimos que
7" — 4™ es multiplo de 3 para todo n € N. [



Principio de Induccion Completa

A partir del Principio de Inducciéon Matemadtica, podemos obtener la siguien-
te variante, que resulta de aplicaciéon mds general, como veremos en el ejemplo
posterior.

Teorema 1.5 (Principio de Inducciéon Completa). Dada una propiedad P, tal que
(1) P, es cierta,
(Ir) P, es cierta, siempre que P\, P, ..., P, son ciertas,

entonces P, es cierta para todo n € N.

Demostracion. Para todo n € N, consideremos la proposicién
Q,=“P, P, ..., P, son ciertas”,

y apliquemos el Principio de Induccién Matematica 1.4.

Evidentemente, (), es cierta, ya que (), dice lo mismo que P;. Probemos ahora
el paso de induccién. Supongamos para ello que (), es cierta. Entonces, P, P,
..., P, son todas ciertas, y la segunda hipétesis del enunciado asegura entonces
que P, es cierta. Observemos ahora que, entonces, Py, P, ..., P,, P,,1 son
todas ciertas; es decir, (J,,,1 es cierta. El Principio de Inducciéon Matematica 1.4
implica ahora que (), es cierta para todo n € N. Esto claramente implica que P,
es cierta para todo n € N. L

Para el siguiente ejemplo, recordemos como se define un niimero primo.

Definicién. Un nimero natural se dice que es primo si tiene exactamente dos
divisores (el 1 y él mismo).

Ejemplo (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo nimero natural mayor
que 1, o es primo, o se puede descomponer en producto de nimeros primos.

Demostracion. Vamos a probar la proposicion equivalente: “Todo nimero natu-
ral, o es 1, o es primo, o se puede descomponer en producto de nimeros primos”.

Resulta evidente que la induccién matemadtica habitual resulta insuficiente pa-
ra probar este enunciado, ya que no hay forma de probar que, si n es primo o
producto de primos, entonces n + 1 también lo es. Veamos que el Principio de
Inducciéon Completa 1.5 si nos sirve en este caso.

Es obvio que el enunciado es cierto paran = 1.

Para probar el paso de induccién, supongamos que 1, 2, 3, ..., n cumplen la
proposicion, y veamos qué ocurre con n + 1.

Es evidente que n + 1 # 1. Sin + 1 es primo, ya hemos acabado, ya que
entonces se cumple la tesis de induccién. Si no lo es, existirdn dos naturales p y ¢,
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ambos diferentes de 1, tales que n + 1 = pq. Resulta evidente que tanto p como ¢
son menores que n + 1. Por la hipétesis de induccion tenemos que ambos deben
ser primos o producto de primos; es decir, existen pi, P2, ... Dk Y 15 G25 - - -5 s
tales que p = p1p2 - - Pk Y ¢ = q1G2 - - - q;- En consecuencia,

n+1=pg=pip2-  Prqiq2- - q

es producto de primos, y también en este caso se cumple la tesis de induccion.
Por el Principio de Induccion Completa 1.5, resulta entonces que el enunciado
es cierto. 0

Axiomas de Peano

Es un hecho notable, sefialado por el matematico italiano Giuseppe Peano en
su obra Arithmetices principia nova methodo exposita (Bocca, 1889) que todas las
propiedades de los nimeros naturales pueden deducirse de las siguientes, llamadas
en su honor Axiomas de Peano para los nimeros naturales.

Axiomas 1.6 (Peano).

(1) Para todo niimero natural n existe otro niimero natural n™, que se llama
siguiente o sucesor de n.

(1) Existe un niimero natural, que denotamos por 1, tal que n™ # 1 cualquiera
que sea el niimero natural n.

(111) Cualesquiera que sean los niimeros naturales m y n, es m* = n* si y solo
sim = n.

(1v) Si un conjunto S de niimeros naturales contiene a 1y siempre que n € S
también es nt € S, entonces S = N.

La suma y el producto, asi como la relacién de orden que hay en los naturales
se pueden definir utilizando tan solo estos axiomas. Véase [0, pags. 3-9].

1.2. Numeros enteros

. Qué son los niumeros enteros?

El conjunto de los niimeros enteros, ..., —3,—2,—-1,0,1,2, 3, ..., que amplia
el de los naturales, se denota por Z. En €l hay definidas dos operaciones, suma y
producto, y una relacioén de orden.



Propiedades algebraicas de los enteros
Las propiedades de la suma y producto de los nlimeros naturales también las
cumplen los nimeros enteros. Cumplen ademaés algunas propiedades adicionales:

= Elemento neutro (o nulo) de la suma: Hay un nimero entero, que denotamos
por 0, tal que n + 0 = n para cualquier entero n.

» Elemento opuesto para la suma: para cada entero n hay otro entero, que
denotamos por —n, tal que n + (—n) = 0.

Obsérvese que estas dos propiedades nos permiten realizar la resta de dos enteros,
cosa que no era posible con los naturales.

Estas y las anteriores propiedades de la suma y el producto se resumen dicien-
do que Z, con estas dos operaciones, es un anillo conmutativo y unitario.

Propiedades del orden de los enteros
En cuanto al orden, ademds de las propiedades que cumplia el orden de los
naturales, podemos anadir:

» Compatibilidad del orden con la suma: Si m < n, entonces m +p < n + p.

s Compatibilidad del orden con el producto: Si m < ny p = 0, entonces
mp < np.

Buena ordenacion (parcial) para los enteros
Los niimeros enteros no estdn bien ordenados, pero tienen una propiedades
que a efectos précticos es casi lo mismo.

Definicion 1.7. Un conjunto S < Z no vacio se dice que estd acotado inferior-
mente (resp. superiormente), si existe un entero k € Z tal que, paratodon € S, es
k < n (resp. k = n).

Teorema 1.8 (Buena ordenacién parcial de los enteros). Todo conjunto no vacio
S < Z acotado inferiormente (resp. superiormente) tiene un elemento minimo
(resp. mdximo), es decir, existe un elemento ny € S tal que ng < n (resp. ng = n)
para todon € S.

Demostracion. Probaremos primero lo referente a conjuntos acotados inferior-
mente.

Supongamos que k € Z es tal que k < n paratodon € S.Si k > 1, el
resultado es trivial, ya que entonces se tiene S < N. Asi que supongamos que
k <0,y sea

S*={n—-k+1|neS}
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Paratodon € Ssetendran—k+1 > k—k+1 = 1, porlo que S* — N. Ademds,
es claro que S* # &. En consecuencia, por el Principio de Buena Ordenacién 1.2,
S* tiene un primer elemento my. Como my € S*, existird un ny € S tal que
mgy = ng — k + 1. Veamos que n es el primer elemento de S. En efecto, sin € .5,
entoncesn — k + 1€ S*, dedonden — k + 1 = myg = ng — k + 1. Se obtiene asi
que n = ng paratodon € S.

Supongamos ahora que S estd acotado superiormente, es decir, existe k € 7Z
tal que n < k para todo n € S. Definamos

—S={-n|neN}.

Entonces, para todo n € S, se tiene —k < —n 0, lo que es lo mismo, todos
los elementos de —S son mayores o iguales que —k. Por tanto, —S estd acotado
inferiormente y, segiin se ha probado en la primera parte de la demostracidn, esto
implica que —S tiene un elemento minimo ny € —S. Como —n > n, para todo
n € S, obtenemos asi que n < —ng para todo n € S. Es decir, —ny € S es un
elemento maximo de S. 0

Ejemplos.

= El conjunto { —3, 5,7} tiene por primer elemento el —3. También tiene por
ultimo elemento al 7.

= El conjunto {n € Z | n es par }, que es infinito, no tiene primer ni dltimo
elemento. Esto se debe a que no es acotado, ni superior ni inferiormente.

= El conjunto { —4,—2,0,2,4,6, ...}, en cambio, al ser acotado inferiormen-
te, resulta que si que tiene un primer elemento, que es el —4. No tiene ultimo
elemento, ya que no estd acotado superiormente.

= Si consideramos en cambio el conjunto { ..., —6,—3,0,3,6 }, en esta oca-
sién si tenemos un maximo (el 6), pero no existe minimo.

Un principio de induccién

En Z puede hablarse del siguiente a un nimero entero, en el sentido de que
entre n y n + 1 no hay ningin numero entero. No se cumple, sin embargo, el
Principio de Induccidn, sino una propiedad similar aunque en principio mas débil:

Teorema 1.9. Sea k € Z. Si un conjunto S < Z cumple las dos condiciones
siguientes:

IO keS,y
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() sine Syn =k, entoncesn+ 1€ S,

entonces S contiene a todos los enteros a partir de k, es decir,
So{neZ|n=k}.
Demostracion. Supongamos que no se cumple el teorema, y sea
S*={neZ|ln=zk y n¢S}.

Nuestra suposicion de que no se cumple el teorema nos dice que S* # ¢ y, por
otro lado, estd claro que este conjunto estd acotado inferiormente (por k), asi que
S* tiene un minimo, que llamaremos ny.

Consideremos el anterior a este nimero, que es ny— 1. Evidentemente, se tiene
no—1¢ S*. Sifueranyg—1 < k, se tendria ng < k, y como ng € S*, seria ng = k,
lo cual es contradictorio, porque k£ € S. Por tanto, debe ser nyp — 1 > k. Como
ng — 1 ¢ S*, esto quiere decir que ng — 1 € .S. Pero entonces, por (1), deberd ser
no = (np — 1) + 1 € S. Esto es una contradiccion, ya que ng € S*. O

Enunciado practico
Como se puede suponer, es posible dar un enunciado del Teorema 1.9 en tér-
minos de propiedades.

Teorema 1.10. Sea k € Z. Si una propiedad P, es tal que
(1) Py es cierta, y
(I1) si P, es ciertay n = k, entonces P, es cierta,
entonces P, es cierta para todo entero n = k.
Ejemplo. Probar que n* < 2" para todo n = 4.

Solucion. Vemos inmediatamente que la base de induccion (que en este caso es
para n = 4) es cierta. En efecto, 4> = 16 = 2*.

Para dar el paso de induccién, supongamos que n > 4y que n? < 2". Tenemos
que ver que (n+1)% < 2", Sabemos que (n+1)? = n?+2n+1. Si conseguimos
probar que

2n 4+ 1 < n?, (D)

entonces, utilizando la hipétesis de induccién, tendremos que
(n+1)2<n?+n?=2m*<2-2" =21

Probemos, pues, (1). Como n > 4, resultaque n> —2n + 1 = (n — 1)? > 2, de
donde n? > 2n + 1, como querfamos probar.
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El principio de induccién que acabamos de ver nos dice entonces que n? < 2"
para todo n > 4.

Podriamos caer en la trampa y deducir que n? < 2" para todo n € N, ya
que también se puede comprobar que para n = 1 se tiene 12 = 1 < 2 = 2%,
Obsérvese que para verificar el paso de induccién hemos tenido que utilizar que
n = 4 (aunque valdria también n > 3); sin utilizar una restriccién de este tipo no
se puede probar de ningiin modo el paso de induccién. Es por esta razén que esta
férmula no se cumple para todo n € N: en efecto, paran = 3, se puede comprobar
que 32 =9 > 8 = 23, O

1.3. Numeros racionales

¢ Qué son los nimeros racionales?

En Z es posible la resta, pero no la division. Esta operacion es posible (divi-
diendo por elementos distintos de 0) en el conjunto Q de los niimeros racionales,
que son cocientes de ndmeros enteros (con denominador no nulo). En este con-
junto estan definidas la suma y el producto, y una relacién de orden.

Propiedades algebraicas de los racionales

Las propiedades de la suma, el producto y el orden de los nimeros enteros
también las cumplen los nimeros racionales. Cumplen ademads una propiedad adi-
cional:

» Elemento inverso para el producto: Si a # 0, hay un ndmero racional que
denotamos por ™! 0 1, tal que aa™! = 1.

Esta propiedad es la que nos permite realizar la divisién de un racional por otro
racional no nulo. Esta operacion no era posible en los enteros.

Esta y las anteriores propiedades de la suma, el producto y el orden se resumen
diciendo que Q es un cuerpo ordenado.

Deficiencias de los racionales

Sefialemos que en Q no hay ninguna propiedad similar al Principio de Induc-
cion. Ni siquiera puede hablarse del siguiente a un nimero dado: concretamente,
entre dos nimeros racionales distintos siempre hay otro numero racional. En efec-
to: si a < b, es facil comprobar que a < “T*b <b.

A pesar de que esta ultima ampliacion resuelve bastante bien los problemas
con respecto a las operaciones bésicas (se puede sumar, restar, multiplicar, dividir
sin apenas restricciones) es facil descubrir huecos en QQ: por ejemplo, ningtin nu-
mero racional puede representar la diagonal de un cuadrado de lado 1. Dicho de

otra forma, no existe ningtin racional « tal que a? = 2.
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En efecto: sea a € Q; podemos escribirlo como a = %, con m y n enteros sin
factores primos comunes y n # 0. Si fuera a® = 2 se seguiria que m? = 2n?, luego
m? es par, y también debe serlo m; pero entonces m = 2p para algtin entero p, y
sustituyendo en m? = 2n? queda 4p® = 2n?2. Es decir, 2p? = n?; luego n? es par,
y también debe serlo n. En resumen, m y n son pares; pero habiamos supuesto
que m y n no tenian factores comunes. La contradiccion viene de suponer que
a’? = 2.

Para poder hablar de nimeros que representen cantidades tales como la que
acabamos de encontrar, se necesita una nueva ampliacion de los sistemas numéri-
Cos.

2. Los naumeros reales

2.1. Operaciones algebraicas

El conjunto de los reales

Pasamos a considerar a continuacién el conjunto R de los niimeros reales o,
mas exactamente, las propiedades de R (sin entrar en su naturaleza: no decimos
qué es un nimero real, sino cdmo se manejan los nimeros reales, fijando sus
propiedades basicas como axiomas).

Propiedades algebraicas de los reales
La suma y el producto le dan a R una estructura de cuerpo conmutativo. Esto
quiere decir que se verifican las siguientes propiedades:

Axiomas 1.11 (de la suma).
(1) Propiedad asociativa de la suma: (a +b) + ¢ =a+ (b+ c).
(I1) Propiedad conmutativa de la suma: a + b = b + a.

(111) Elemento neutro (o nulo) de la suma: hay un niimero real, denotado por 0,
tal que a + 0 = a, cualquiera que sea a.

(1v) Elemento opuesto para la suma: para cada real a, hay un niimero real, que
denotamos por —a, tal que a + (—a) = 0.

Axiomas 1.12 (del producto).
(V) Propiedad asociativa del producto: (ab)c = a(bc).

(V1) Propiedad conmutativa del producto: ab = ba.
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(VII) Elemento neutro (o identidad) para el producto: hay un niimero real distinto
de 0, que denotamos por 1, tal que a - 1 = a, cualquiera que sea a.

(vit1) Elemento inverso para el producto: si a # 0, hay un niimero real, que
denotamos por a™! o %, tal que aa™ = 1.

Axioma 1.13 (Relacién de suma y producto).

(IX) Propiedad distributiva del producto con respecto a la suma: a(b + ¢) =
ab + ac.

Consecuencias de las propiedades basicas

De estas propiedades pueden deducirse sucesivamente muchas més, como ve-
mos a continuacion. Estas consecuencias las utilizaremos de aqui en adelante sin
mds comentario segin las necesitemos. En lo que sigue, a, b, ¢, d representan
numeros reales cualesquiera.

Proposicion 1.14.
(1) Sia+ c=0b+ c entonces a = b. (Ley de Cancelacion).

(I1) Si a + b = a, entonces b = 0. En consecuencia, en el conjunto de los reales
hay un tinico elemento nulo.

() Sia+ b =0, entonces b = —a. En consecuencia, cada niimero real tiene
un unico opuesto.

Demostracion.
(1) Como a + ¢ = b+ ¢, sumando —c a ambos miembros y aplicando la
propiedad asociativa, obtenemos

a=a+0=a+[c+ (—c)] =(a+c)+ (—¢)
(b+c)+(—c)=b+[c+ (=) =b+0=h.

(11) Como a + b = a + 0, la Ley de Cancelacién (1) nos dice que b = 0. En
consecuencia, si 0’ es un elemento nulo, se tendrd a + 0’ = a, y seglin acabamos
de ver solo puede ser 0’ = 0.

(111) - Supongamos que a + b = 0. Entonces,

b+a=a+b=0=a+(—a)=(—a)+a,

asi que, por la Ley de Cancelacion (1), tiene que ser b = —a. [
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Proposicion 1.15.
(1) Siac =bc, yc#0, entonces a = b. (Ley de Cancelacion)

(ar) Siab = aya # 0, entonces b = 1. Por tanto, en el conjunto de los reales
hay un tinico elemento identidad.

(am) Sia # 0yab =1, entonces b = % En consecuencia, cada niimero real no
nulo tiene un tinico inverso.

Demostracion. Se demuestra de forma andloga a 1.14. ]

Obsérvese que la exigencia en (111) de que a # 0 no es en realidad necesaria,
ya que, seglin veremos en la proposicion siguiente, esto se da automaticamente si
ab = 1.

La Propiedad Distributiva 1.13 (I1X) tiene las siguientes consecuencias:

Proposicion 1.16.
(M a-0=0.(Sedice que 0 es un elemento absorbente).
(11) Siab = 0 entoncesa =00b = 0.

() —a = (—1)a.

(1v) (—1)(—a) = a. Por tanto, —(—a) = a. (Ley de Idempotencia).
(V) (—a)(=b) = ab.

(V1) Sia # 0, entonces 1/a # 0y 1/(1/a) = a. (Ley de Idempotencia)

Demostracion.
(1) Tenemos
a-0=a-(0+0)=a-0+a-0,

asi que, por 1.14 (11), debe sera - 0 = 0.

(1r)  Si fuera b # 0, tendriamos, por el apartado anterior, ab = 0 = 0 - b. Por
la Ley de Cancelacion del producto (1.15 (1)), tiene que ser a = 0.

(111)  Tenemos que

a+(-la=1-a+(-1)a=[1+(-1]a=0-a=0.

I
|
e

Aplicando 1.14 (111), vemos que (—1)a
(1v) Tenemos que



Utilizando la Propiedad de Cancelacidn, resulta que (—1)(—a) = a. Por tanto,
por (111), serd —(—a) = (—1)(—a) = a.
(v) Claramente,

(vi) Sifuera 1/a = 0, entonces seria 1 = a(1l/a) =a-0 =0 # 1, 1o que es
una contradiccién. Por tanto, 1/a # 0, y cabe hablar de 1/(1/a). Ademds, como
(1/a)a = 1, se tiene por 1.15 (111) que a = 1/(1/a). O

Abreviaturas
Es habitual utilizar las siguientes abreviaturas, que nosotros usaremos a partir
de ahora:

-a—b:=a+(—b), 32@'%,

a
b

a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c), abc = (ab)c = a(be),

s % = aa, a® = aaa,

2a = a + a, 3a:=a+a+a,

2.2. Desigualdades fundamentales en R

Propiedades basicas del orden

En R hay una relacién de orden que extiende la de los nimeros racionales.
Las propiedades bdésicas son las siguientes (a, b, ¢ representan numeros reales
cualesquiera):

Axiomas 1.17.
(X) Propiedad reflexiva: a < a.
(X1) Propiedad antisimétrica: Sia < by b < a entonces a = b.
(X11) Propiedad transitiva: Si a < by b < c entonces a < c.
(xX111) Propiedad de orden total: Siempre es a < bo b < a.
(X1v) Compatibilidad con la suma: Si a < b entonces a + ¢ < b+ c.

(xV) Compatibilidad con el producto: Si ¢ = 0y a < b entonces ac < be.
(En particular, si ¢ = 0, b = 0 entonces bc = 0.)
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La recta real

Debido a estas propiedades, los nimeros reales se pueden representar gréifica-
mente como puntos de una recta. Esto permite, sobre todo, visualizar la ordena-
cion de estos numeros.

1IogE V3

3 P

|‘/{ 2 m 2

| | | |
| | | | | || | | | | | | | |
-2 -1 0 1 1 22 ‘3 4 5 6 7 8 9 10

2 5 e

1

V2

Desigualdad estricta
Introducimos la siguiente notacion:

Definiciéon 1.18. Sean a,b € R. Decimos que a < b(oqueb > a)sia < by
a # b.

Se prueba facilmente la siguiente propiedad:

Teorema 1.19 (Ley de Tricotomia). Sean a,b € R. Se da uno y solo uno de los
siguientes casos:

D a<b,
() a=1b,

(Ir) a > b.

Demostracion. Veamos en primer lugar que siempre se cumple al menos una de
estas tres propiedades. Por la Propiedad de Orden Total 1.17 (X111), debe ser a < b
o a > b. Supongamos, por ejemplo, que @ < b. Si no es a = b, entonces, por
definicion del orden estricto, se tiene a < b. Si a > b se razona de manera andloga.

Veamos ahora que solo se puede cumplir una de las tres. En efecto, por la
definicioén de orden estricto 1.18, si a = b es evidente que no puede ser a < b ni
a > b. Por otro lado, si se cumpliera a < by a > b, entonces serfaa < by b < «q,
de donde a = b. Esto es claramente una contradiccion. ]
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Consecuencias de las desigualdades basicas

De estas desigualdades pueden deducirse las siguientes, que también utiliza-
remos en lo sucesivo sin mds comentario segun las necesitemos. En lo que sigue,
a, b, ¢, d representan nimeros reales cualesquiera.

Proposicion 1.20.
(1) Sia <b b< centonces a < c.
(11) Sia < b, b < centonces a < c.
(i) Sia < b entonces a +c < b+ c.

(1v) Sia < b, ¢ < d, entonces a + ¢ < b+ d, siendo entoncesa +c=b+dsiy
solosia =byc=d.

(V) a>0siysolosi —a < 0.

Demostracion.

(1) Porla Propiedad Transitiva 1.17 (X11), sabemos que a < c. Si fueraa = c,
entonces se tendria a < by b < a, lo que es una contradiccién. Por tanto, ha de
sera < c.

(1)  Anélogo.

(111)  Por la compatibilidad del orden con la suma 1.17 (X1V), sabemos que
a+c<b+c Sifueraa+ c = b+ c, porlaLey de Cancelacién 1.14 (1) seria
a = b, lo cual es absurdo. Asi, hadesera +c < b + c.

(1v) Utilizando de nuevo la compatibilidad del orden con la suma 1.17 (X1V),
sera

a+c<a+d<b+d.

En el caso en que a + ¢ = b + d, la cadena de desigualdades anterior debe ser una
cadena de igualdades:
a+c=a+d=>b+d.

Aplicando dos veces la Propiedad de Cancelacién 1.14 (1), obtenemos que ¢ = d y
a=b.
(v) Como a > 0, sumando —a a ambos miembros obtenemos

0=a—a>0—-a=—a.
El reciproco es similar. [
Proposicion 1.21.

(1) Sia > 0,b> 0, entonces ab > 0.
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(1) Sia > 0,b <0, entonces ab < 0.

(1r) Sia < 0, b < 0, entonces ab > 0.

(1V) Cualquiera que sea a, es a® = 0. Se tiene a® = 0 si y solo si a = 0.
(v) 1>0y—-1<0.

Demostracion.

(1) Por la compatibilidad del orden con el producto 1.17 (XV), sabemos que
ab = 0. Si fuera ab = 0, entonces debe ser a = 0 o b = 0. Cualquiera de ambas
posibilidades constituyen una contradiccion.

(1) Como b < 0, es —b > 0, asi que, por (1), serd —(ab) = a(—b) > 0. Por
tanto, ab < 0.

(1)  Tenemos que —a > 0y —b > 0, de forma que ab = (—a)(—b) > 0.

(1v) Sia > 0, (1) nos dice que a®> = a-a > 0. Si a < 0, es (I1I) quien nos
hace llegar a la misma conclusién. Si a = 0, es evidente que a? = 0.

(V) Por (1v), tenemos 1 = 12 > 0. En consecuencia, —1 < 0. O

Proposicion 1.22.
(1) Sia < b, c> 0, entonces ac < bc.
(1) Sia < b, c <0, entonces ac > bc.
(1r) Sia < b, ¢ < 0, entonces ac = be.

Demostracion.
(1) Como a < b, restando a a ambos miembros, se obtiene

O=a—a<b—a.
Multiplicando ahora por ¢ > 0 obtenemos
bc —ac = (b—a)e> 0.
Si ahora sumamos ac, obtenemos finalmente
be = (bc — ac) + ac > 0 + ac = ac.

(11) Como —c > 0, de (1) obtenemos que —ac < —bc. Sumando ac + bc a
ambos miembros, obtenemos

bc = (ac + bc) — ac < (ac + be) — be = ac.

(111)  Anélogo. []
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Proposicion 1.23.
(D Si0 < a<b entonces a®> < b°.
(1) Si0 < a<b, entonces a®> < b.

Demostracion.
(1) Como ay b son no negativos, utilizando la compatibilidad del orden con
el producto 1.17 (XV) dos veces, obtenemos

a* < ab < b
(1)  Anélogo. [
Proposicion 1.24.
(1) Sia > 0 entonces % > 0. Si a < 0 entonces % < 0.

(11) Si0 < a < b entonces % <

Q=

(1) Sia < b < 0 entonces % <

Q|

Demostracion.

(1) Supongamos que a > 0. Si fuera + < 0, tendrfamos 1 = a -+ < 0.
Contradiccion. Ha de ser, por tanto, % > 0. (Ya sabemos que % # 0.) El otro caso
es analogo.

(1) Como a,b > 0, serd también ab > 0. Si dividimos por ab, obtenemos

1 a b 1

b ab<£:a'

(111)  Similar. O

Si a 'y b tienen el mismo signo, los apartados (11) y (111) de 1.24 nos dicen que
la operacién de inversion cambia el orden en que estos se encuentran; es decir, si
a < bentonces 1/b < 1/a. Esto, no obstante, no es cierto (y se trata de un error
frecuente) si a y b tienen distinto signo. En efecto, por el apartado (1) se deduce
que sia < 0 < bentonces 1/a < 0 < 1/b.

2.3. Valor absoluto de un niimero real. Desigualdades basicas
Valor absoluto y distancia

Definicion 1.25. El valor absoluto de un nimero real a es el nimero real no

negativo
a, sia
jal = .
—a, Ssia



Graficamente corresponde a la distancia de a al origen.

Definiciéon 1.26. Dados a,b € R, se llama distancia entre a y b al niimero real no
negativo |a — b|.

Gréficamente, |a — b| mide la distancia geométrica entre los puntos a y b.

Propiedades del valor absoluto

Recogemos a continuacion las propiedades del valor absoluto que son de ma-
yor interés para el resto del curso. En lo sucesivo, a, b, ¢ y d denotan nimeros
reales cualesquiera.

Proposicion 1.27.
(1) |a| = 0.
(1) |a| = 0 si, y solo si, a = 0.
(I |—al = |al.
(1v) |a| < bsi, ysolo si, —=b < a < b.
(V) |a| > bsi, ysolosi,a>boa < —b.
(VD) —|a| < a < |al.

Demostracion.

(1) Sia=0,setiene |a] =a>0.Sia <0,es|a] = —a > 0.

(1) Es obvio que si a = 0 entonces |a| = 0.

Supongamos ahora que |a| = 0. Como el valor absoluto de a solo puede ser a
0 —a, en cualquiera de los dos casos obtenemos que a = 0.

(111)  Sia = 0, entonces —a < 0, de donde |—a| = —(—a) = a = |al.

Sia < 0, teniendo en cuenta que —a > 0, serd |—a| = —a = |a].

(1v)  Supongamos primero que |a| < b. Es obvio que debe ser b > 0. Si
a = 0, entonces —b < 0 < a = |a] < b. Si a < 0, tenemos andlogamente que
—b < 0 < —a = |a| < b, de donde también en este caso es —b < a < b.

Reciprocamente, supongamos que —b < a < b. Como —b < a, se tendrd
—a < b. Sabemos ademds que a < b. Como |a| solo puede tomar los valores a y
—a, resulta que en cualquier caso debe ser |a| < b.

(v) Consecuencia inmediata de (1V).

(Vi) Bastatomar b = |a| en (1V). O

Proposicion 1.28.

(1) |abl = |al[b].
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an |1 = ﬁ

(1) a® < b si, y solo si,

al < |b.

(1v) a? = b? si, y solo si,

al = |b|.

Demostracion.
(1) Sia o bson nulos, entonces

|ab] = 0 = |al[D].
Sia,b > 0, se tiene ab > 0, de donde
lab| = ab = |al|b].

Si a y b tienen distinto signo (por ejemplo a > 0y b < 0) entonces ab < 0, de
donde

lab] = —ab = a(—b) = |al|b].
Si ambos son negativos, entonces ab > 0y
|ab| = ab = (—a)(=b) = |al|b].
(11) Multiplicando, y teniendo en cuenta (I), obtenemos

1
a3 -

a-—‘zl.
a

Esto nos indica que E{ es el inverso de |a|. Es decir,

l‘:_
a lal*

(111)  Teniendo en cuenta que a? > 0y (1), se tiene
o® = [a?] = [af”.
Como 0 < |a| < |b|, podemos utilizar 1.23 (1), de donde
a® = |a)® < |b)* = b2

Para la implicacion directa, si suponemos |b| < |a|, podemos utilizar 1.23 (11),
y entonces serd

v = |b]* < |a)? = a®.

(1v) Consecuencia inmediata de (I11). [
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Desigualdad triangular
Las siguientes propiedades son especialmente utiles y se usardn con mucha
frecuencia en lo sucesivo.

Teorema 1.29 (Desigualdad Triangular). Si a y b son niimeros reales cualesquie-
ra,
la + b < |a| + [b].

Demostracion. La demostracion es sencilla: segin las propiedades anteriores,

—la| < a <al, —[b] < b < |b].
Sumamos las dos desigualdades y resulta —|a| — |[b] < a + b < |a| + |b], es decir,
—(la| +1b]) <a+b<|al + |b|.
Usamos ahora 1.27 (1v) y deducimos que |a + b| < |a| + |b]. O

Ejemplos. A veces la desigualdad anterior es una igualdad, y otras veces es una
desigualdad estricta.

= Si los dos nimeros tienen el mismo signo, la Desigualdad Triangular es en
realidad una igualdad. Por ejemplo, |3 + 5| = 8 = |3| + |5].

= Si, por el contrario los dos nimeros son de signo opuesto, la Desigualdad

Triangular es una desigualdad estricta. Por ejemplo, |[-3 + 5| = 2 < 8 =
|=3] +[5].
Teorema 1.30 (Desigualdad Triangular Inversa). Si a y b son niimeros reales cua-
lesquiera,

[la] = [bl] < |a—b].
Demostracion. Esta desigualdad es consecuencia de la Desigualdad Triangular.
En efecto: aplicando esta a los ndmeros by a — b, resulta

lal = |(a =) +b] < fa—b] + b,

es decir,
laf = bl < Ja ]

Cambiando los papeles de a y b, tenemos |b| — |a| < |b — a| = |a — b], es decir
—la =0 < |a] —[b].

De aqui se deduce que ||a| — [b]| < |a —b]. O

Ejemplos. Como ocurria con la Desigualdad Triangular, también aqui se trata de
una desigualdad estricta o una igualdad, dependiendo de los signos de los nimeros
implicados.

= Bl =4l =1=1[3-4].
s [-3] - 4| =1<8=]-3-4|
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2.4. Conjuntos acotados en R. El Axioma del Supremo

Cotas superiores e inferiores. Conjuntos acotados
Definicion 1.31. Sea S un subconjunto no vacio de R.

(1) Si a esun nimero real y a < s para todo s € S, decimos que a es una cota
inferior de S'y que S estd acotado inferiormente (por a).

(1r) Si b es otro ndmero real y b > s para todo s € S, decimos que b es una cota
superior de S'y que S estd acotado superiormente (por b).

(I11) Si un conjunto estd acotado superiormente e inferiormente, decimos que
estd acotado.

Ejemplos.

= El conjunto S = {s € R | s > —3} tiene por cota inferior al —3, ya

que para todo s € S es —3 < s. No es la Gnica. También el —4, el —5, el

—%, ..., son todos cotas inferiores de S. Por otro lado, S no tiene cotas

superiores. Para cualquier nimero a € R, siempre podemos encontrar un
s € Stal que s > a. Asi, podemos concluir que S es acotado inferiormente,

pero no superiormente.

g

5 -4 -3 S

°
L g

[ ]

= El conjunto 7" = {s € R | s < 3} tiene al 3 por cota superior (y al 4, y
muchos otros). Pero no tiene cotas inferiores. Por tanto, es acotado supe-
riormente, pero no inferiormente.

= El conjunto U = {s € R | —3 < s < 3} tiene al 3 por cota superior y
al —3 por cota inferior. Asi, S es acotado superior e inferiormente, y, en
consecuencia, es acotado.

-3 U 3
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Maximo y minimo
Definicion 1.32. Sea S un subconjunto de R.

(1) Un nimero real m se dice que es un minimo de S si pertenece a él y es una
cota inferior de este, es decir, sim € Sy m < s paratodo s € S. Se escribe
entonces m = min .S.

(11) Un nimero real M se dice que es un mdximo de S si pertenece a €l y es
una cota superior de este, es decir, si M € Sy M > s paratodo s € S. Se
escribe entonces M = max S.

Ejemplos.

» El conjunto S = {s € R | s > —3} tiene por minimo al —3. En efecto,
segln vimos antes, —3 es una de sus cotas inferiores. Ademads, —3 € S. Por
otro lado, al no estar acotado superiormente, no tiene maximo.

» El conjunto 7" = {s € R | s < 3} no tiene maximo ni minimo. (Puede
parecer a primera vista que 3 = méx 7, pero esto no es asf).

» Especial atencion se debe prestar al conjunto U = {s e R | =3 < s < 3}.
Obsérvese que 3 es el maximo de 7. Pero, aunque a primera vista pueda
parecer que —3 es su minimo, esto no es verdad, ya que —3 ¢ U. Es obvio
que —3 cumple un papel especial con respecto a este conjunto, que vamos a
ver un poco mas adelante.

Los maximos y minimos son tinicos

Ya hemos visto en los ejemplos que cuando un conjunto tiene una cota, en
realidad tiene muchas, es decir, las cotas de conjuntos, de existir, no son unicas.
Algo bastante diferente ocurre con los mdximos y minimos.

Proposicion 1.33. Si un conjunto de niimeros reales tiene mdximo, este es tinico.

Demostracion. Supongamos que el conjunto S tiene dos maximos, que denota-
mos por M y M. Entonces, ambos son cotas superiores de S, y ambos son ele-
mentos de S. Como M € Sy M’ es cota superior de .S, se tiene necesariamente
que M < M'. De forma analoga, también se prueba que M’ < M. En consecuen-
cia, debe ser M = M. O

Proposicion 1.34. Si un conjunto de niimeros reales tiene minimo, este es tinico.

Demostracion. Anélogo al teorema anterior. ]
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Infimo y supremo

En los ejemplos vistos anteriormente, nos aparecian algunos puntos especia-
les, parecidos a mdximos y minimos, pero que sin embargo no se ajustaban a la
definicion de estos. Introducimos ahora un concepto que si sirve para ellos.

Definicion 1.35. Sea S un subconjunto de R.

(1) Un ndmero real a se dice que es el infimo de S si es la mayor cota inferior
de S. En este caso se escribe a = inf S.

(11) Un ndimero real b se dice que es el supremo de S si es la menor cota superior
de S. En este caso se escribe a = sup S.

Los infimos y supremos son tinicos

Claramente, b es el supremo de S si es el minimo del conjunto de sus cotas
superiores y a el infimo de S si es el maximo del conjunto de sus cotas inferiores.
Considerando que los maximos y minimos son tnicos, lo mismo tiene que ocurrir
con los infimos y supremos.

Proposicion 1.36. Si un conjunto de niimeros reales tiene supremo, este es uinico.
Proposicion 1.37. Si un conjunto de niimeros reales tiene infimo, este es tinico.
Maéximo y supremo

Los conceptos de infimo y supremo son generalizaciones de los de minimo y
maximo.

Proposicion 1.38. Sea S un conjunto de niimeros reales. Entonces, b € R es el
mdximo de S si, y solo si, es su supremo y ademds b € S.

Demostracion. Si b = max S, entonces, por definicién, b es una cota superior
de S. Sea c otra de sus cotas superiores. Como b € S, debe ser b < c. Asf pues,
b es la minima cota superior de S. Es decir, b = sup S.

Reciprocamente, supongamos que b € S'y b = sup S. Entonces, b es una cota
superior de S'y, asf, verifica las condiciones de la definicién de médximo. 0

Algo similar se tiene para minimo e infimo.

Proposicion 1.39. Sea S un conjunto de niimeros reales. Entonces, a € R es el
minimo de S si y solo si es su infimo y ademds a € S.

Demostracion. Anélogo a la proposicion anterior. [
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Ejemplo. Consideremos el conjunto U = {s € R | =3 < s < 3 }. Ya hemos visto
que 3 es el mdximo de U, asi que, sin dar ningin argumento mas, podemos decir
que 3 es el supremo de U.

En cuanto al infimo, probaremos a continuacién que es —3. En efecto, ya vi-
mos que —3 es una cota inferior de U. Por otro lado, si consideramos un elemento
a > —3,y llamamos b al minimo de 3 y a, siempre podemos encontrar un ele-
mento c tal que —3 < ¢ < b (por ejemplo, "’73). Es facil ver que c € U, y ademds
¢ < a, de donde a no es cota inferior de U. Es decir, —3 es la minima cota inferior
de U.

Caracterizacion “c” de supremos e infimos

Ya hemos dicho que b es el supremo de S si es el minimo del conjunto de sus
cotas superiores, esto es, si b es cota superior de .S, y ningtin &’ < b es cota superior
de S; o dicho de otra forma, si b es cota superior de S y para todo b’ < b existe
un s € S tal que s > b'. Teniendo en cuenta que todo b’ < b se puede escribir
en la forma b’ = b — ¢ con € > 0 (concretamente, con € = b — b’), obtenemos lo
siguiente:

Proposicion 1.40 (Caracterizacion “c” del supremo). Sea S un conjunto de nii-
meros reales. Entonces b € R es el supremo de S si, y solo si, verifica las dos
siguientes condiciones:

(1) b es cota superior de S.
(11) Para todo € > 0, existe un s € S tal que s > b — ¢.

Es decir, el supremo de S es una cota superior que tiene elementos de S tan
cerca como queramos. Algo parecido se puede decir acerca del infimo.

Proposicion 1.41 (Caracterizacion “c” del infimo). Sea S un conjunto de niimeros
reales. Entonces a € R es el infimo de S si, y solo si, verifica las dos siguientes
condiciones:

(1) a es cota inferior de S.

(11) Para todo € > 0, existe un s € S tal que s < a + €.

El supremo no funciona bien en los racionales

Ya vimos que los nimeros naturales estan bien ordenados, es decir, todos sus
subconjuntos no vacios tienen minimo. L.os nimeros enteros no cumplen esto,
pero si verifican que un conjunto no vacio acotado inferiormente tiene minimo y
un conjunto no vacio acotado superiormente tiene maximo. También vimos que,
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al pasar a los nimeros racionales, esta propiedad se pierde. Lo mismo le ocurre a
los reales.

Ahora bien, ;qué ocurrird si sustituimos en esta propiedad “maximo” por “‘su-
premo” y “minimo” por “infimo”? ;Seré verdad, al menos, que todo conjunto no
vacio acotado superiormente tiene supremo? ;Y la propiedad simétrica para infi-
mos? Comprobaremos en el siguiente ejemplo que los racionales no verifican esta
propiedad.

Ejemplo. El conjunto
S={reQ|z>0, 2*<2}

no es vacio y estd acotado superiormente, pero no tiene supremo en Q.

Esta claro que S no es vacio, ya que 1 € S, y estd acotado superiormente, ya
que, si x € S, entonces 72 < 2 < 22, de donde x < 2.

Para ver que S no tiene supremo en QQ, procederemos por reduccién al absurdo.
Supongamos que S tiene un supremo s € Q. Esta claro que s > 0, yaque s > 1.
Ademds, es también obvio que no puede ser s> = 2 (porque ya hemos visto que
esta condicién no la verifica ninglin ndmero racional), asi que deberd cumplirse
que 5% > 20 s? < 2. Vamos a ver que ambos casos conducen a una contradiccion.

Supongamos primero que s> > 2. Sea

s2—2
252

y definamos p = s(1—r). Claramente, pe Qy 0 < r < 1/2,dedonde 0 < p < s.
Ademads, tenemos que

r =

2
p2 = 32(1—r)2 :52(1—27“—1—7”2) > 32(1—27‘) 252'—2 = 2.
s
En consecuencia, si x € S, se cumplird 22 < 2 < p?, de donde x < p, y asi p es
una cota superior de S. Esto es imposible, ya que entonces s no seria la minima
cota superior de S.
Veamos ahora qué ocurre si suponemos que s? < 2. Sea

22— 52

e

y definamos p = s/(1 — r). También en este casop € Qy 0 < r < 1/2. Por
otra parte, a diferencia de lo que ocurria en el caso anterior, ahora se cumple que
p > s. Ademas

) s? s? s s?

= = < = =2
P (1—-r)? 1-2r+r2 1-2r s2/2
Se concluye de esta manera que p € S. Pero esto también es contradictorio, ya
que entonces s no es cota superior de .S.
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La Propiedad del Supremo de los reales

Esta es de hecho la propiedad clave que diferencia a los reales de los racio-
nales. Se cumple en el primero de estos conjuntos, y no se cumple en el otro,
como acabamos de ver. De momento, fijaremos esta propiedad como el dltimo de
nuestros axiomas para los reales.

Axioma 1.42 (Propiedad del Supremo, o de Completitud).
(XVv1) Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene supremo.

Es inmediato que, exigiendo este axioma, la propiedad simétrica a ella también
se cumple.

Proposicion 1.43. Todo subconjunto no vacio de R acotado inferiormente tiene
infimo.

Demostracion. Sea S < R no vacio y acotado inferiormente, y sea
—S={zxeR|—-xeS}

Si c es una cota inferior de .9, es facil ver que —c es una cota superior de —S (;por
qué?), asi que —S es acotado superiormente, y, por tanto, existe b = sup(—.S).
Veremos que —b = inf .S. En efecto, como b es una cota superior de —95, resulta
que —b es cota inferior de S (;por qué?). Sea x > —b, entonces —z < b, de donde
—x no es cota superior de —S' (;/por qué?). En consecuencia, —b es la mdxima
cota inferior de S. Es decir, —b = inf S. ]

2.5. Propiedad Arquimediana de R. Consecuencias

La Propiedad Arquimediana
Una consecuencia fundamental de la Propiedad del Supremo es la Propiedad
Arquimediana, que nos habla del papel que juegan los naturales dentro de R.

Teorema 1.44 (Propiedad Arquimediana). Dados dos niimeros reales a y b con
a > 0, existe algiin niimero natural n tal que na > b.

Demostracion. Sean a,b € R, con a > (. Razonemos por reduccién al absurdo:
supongamos que la tesis no es cierta, es decir, na < b para todo nimero natural n,
y veamos que se llega a una contradiccion. En tal caso, el conjunto

S={na|neN},

que no es vacio, estaria acotado superiormente (por b), luego por el Axioma del
Supremo tendria supremo. Sea s este supremo, es decir,

s=supS =sup{na|neN}.
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Puesto que @ > 0, es s — a < s; seglin la definicién de supremo, s — a ya no
puede ser cota superior del conjunto S, de modo que existird algtin elemento en .S
estrictamente mayor que s — a. Dicho elemento sera de la forma ma con m € N,
y asi s — a < ma. Pero esto implica que s < ma + a = (m + 1)a y obviamente
(m + 1)a € S, con lo cual s no es una cota superior de S. Hemos llegado a una
contradiccion. ]

Otros enunciados de la Propiedad Arquimediana

La Propiedad Arquimediana aparece frecuentemente enunciada en las siguien-
tes formulaciones alternativas. (Es facil ver que todas ellas son equivalentes a
nuestro enunciado.)

Teorema 1.45. Dados un niimero real b, existe algiin niimero natural n tal que
n > b.

Teorema 1.46. Los niimeros naturales no constituyen un conjunto acotado (en R).
Teorema 1.47. Dado ¢ > 0, existe un niimero natural n tal que 1/n < e.

En lo que sigue, siempre que nombremos la Propiedad Arquimediana, hare-
mos referencia a alguno de estos cuatro enunciados indistintamente.

Parte entera de un niimero real
Como consecuencia de la Propiedad Arquimediana se puede probar que todo
numero real estd comprendido entre dos enteros consecutivos.

Teorema 1.48. Dado x € R, existe un niimero entero m (y uno solo), tal que
m<zr<m-+ 1.

Para demostrar este teorema, podemos utilizar cualquiera de los siguientes
caminos:

Demostracion 1. Si consideramos el conjunto S = {n € Z | n < z }, resulta que
este conjunto es no vacio, pues por la Propiedad Arquimediana existe n € Z tal
que n > —x y asi —n < x, luego —n € S; ademds, S estd acotado superiormente
(por z o por cualquier nimero natural superior a x, si no queremos salirnos de Z).
Por lo tanto, S tiene un elemento méaximo, llamémosle m. Como m € S, se tendra
m < x. Y como m es el mdximode Sy m < m + 1, se deduce que m + 1 ¢ .S,
esdecir, x < m + 1.
Para la unicidad, obsérvese que, si existieran dos enteros m; y ms, tales que

m<z<m+1 y Mo < x <Mmo + 1,
seria entonces m; < x < my + 1, de donde m; < my. De forma andloga, se

tendria mo < my. En conclusion, m; = ms. ]
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Demostracion 2. Utilizamos que todos los nimeros naturales son mayores o igua-
les que 1 (se puede demostrar por induccidén) y que los nimeros naturales son
justamente los enteros positivos. Llamando nuevamente .S al conjunto de enteros
menores o iguales que x, S es no vacio por el argumento anterior y estd acotado
superiormente por x; aplicando el Axioma del Supremo, S tiene un supremo, al
que vamos a llamar s. Como s—1 ya no es cota superior de .S, por ser estrictamente
menor que s, existird m € S tal que s — 1 < m < s. Pero m también es cota
superior de S, dado que si algliin n € S verificase n > m obtendriamos m < n <
s <m+1,dedonde 0 < n—m < 1,y n — m seria un entero positivo menor
que 1, lo que es imposible. Por tanto, vemos que hay un elemento de S que es
cota superior de S, es decir, que es el maximo de S, y como antes debera cumplir
m<x<m+1.

La unicidad se obtiene de la misma forma que en la demostracion 1. ]

Definicién 1.49. Al nimero m del teorema anterior se le llama parte entera de x,
y se denota con [x].

Ejemplos.
[3,5] = 3, [1,2] =1, [-7,3] = -8.

Los racionales son densos
La Propiedad Arquimediana permite también deducir como estdn distribuidos
en R los nimeros racionales.

Teorema 1.50 (Densidad de los Racionales). Dados dos niimeros reales a y b,
con a < b, existe algiin niimero racional r tal que a < r < b.

|3

>

Si existe tal r, podré escribirse en la forma r = m/nconm € Zyn € N,
de modo que tenemos que encontrar m € Z y n € N tales que a < m/n < b
0, lo que es lo mismo, na < m < nb. Es intuitivamente claro, pensando en la
representacion grafica de R, que entre dos niimeros a distancia mayor que 1 siem-
pre se puede incluir un nimero entero (suponiendo los dos nimeros positivos, por
ejemplo, superponiendo el segmento unidad consigo mismo hacia la derecha, la
primera vez que sobrepasemos el nimero més al origen, no habremos sobrepasado
el otro ndmero). Esta es la idea que vamos a tratar de utilizar.
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Demostracion. La Propiedad Arquimediana aplicadaab—a > 0y a 1 nos asegura
la existencia de un n € N tal que n(b — a) > 1, con lo cual nb > na + 1.
Sea ahora p € Z tal que p < na < p + 1, y definamos m = p + 1. Entonces,

na<m=p+1<na+1<nb.

En consecuencia, a < m/n < b. Basta ahora tomar r = m/n. O

Obsérvese que el teorema que acabamos de ver no asegura tan solo que po-
demos “colocar” un nimero racional entre a y b, sino toda una infinidad de ellos.
En efecto, una vez que hemos colocado un niimero racional r, podriamos colocar
otro mds entre a y 7, que llamariamos 71, y entre r; y r podriamos colocar otro,
llamémosle 79, a asi sucesivamente. La Densidad de los Racionales nos indica por
tanto que los racionales estdn distribuidos en la recta real de forma muy uniforme
y también muy densa: alld donde miremos, siempre vamos a encontrar infinitos
racionales.

o)
o
oY
~
>

2.6. Numeros irracionales

Los nameros irracionales

Definicion 1.51. Los nimeros reales que no son racionales se llaman niimeros
irracionales.

Nos proponemos ahora probar que existen nimeros irracionales. Ya vimos que
no existe ningiin nimero racional cuyo cuadrado sea 2. Veremos a continuacién
que si que existe un nimero real con esta propiedad, asi que este debera ser irra-
cional. En realidad, probaremos algo mas general.

Teorema 1.52. Sea p un niimero real no negativo y n € N. Existe un iinico numero
real v tal que v"* = p.
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Demostracion. Sin = 1 el resultado es obvio, asi que supondremos en lo sucesivo
que n = 2. Si p = 0, basta escoger v = 0. Supongamos pues también que p > 0.
Consideremos el conjunto

S={z>0]2"<p}.

Este conjunto es no vacio, ya que xy = min{p,1} € S. En efecto, si p > 1
podemos ver que xq = 1 € S. Si, por el contrario, p < 1, entonces p™ < p, asi que
To=p€ESs.

Por otra parte, S estd acotado superiormente por ¢ = max{p, 1}. Sip > 1,
entonces para todo x € S se tiene 2" < p < p" = ¢". Por la Identidad Ciclotémica
(que probaremos en un ejercicio), se tiene

n—2 + xnfl)’

0<c"—a"=(c—a) (" '+ x4+
de donde = < c. En el caso en que p < 1, para todo x € S obtenemos de la misma
maneraque 2" < p<1=c" asiquex < c.

En consecuencia, S tiene un supremo. Sea v = sup S. Como zy = min{p, 1} €
Sy xy > 0, debera ser v > 0. Vamos a probar que no puede ser v™ > pni v" < p,
con lo que solo restard la posibilidad v" = p.

Supongamos primero que v™ > p. Si 0 < £ < 1, definamos u = v(1 — ¢€).
Observemos que 0 < u < v. Utilizando la Desigualdad de Bernouilli (que se
probard en un ejercicio), obtenemos que

u" =0v"(1—¢)" > v"(1 —ne).
Asi pues, si escogemos

- D
ny"

E =
(obsérvese que en este caso se tendrd 0 < € < 1/n), obtendremos que

vt —p

u">v”(1—n5)=v"<1—n- >=p>x"

nym
cualquiera que sea x € S, de donde se deduce que u > x para todo x € S. O, lo
que es lo mismo, u es una cota superior de S. Esto es absurdo yaque u < vy ves
la minima cota superior de S.

Supongamos ahora que v < p. Si 0 < € < 1 definamos en este caso u =
v/(1 — €). En esta ocasién resulta que u > v. Utilizando de nuevo la Desigualdad
de Bernouilli, se obtiene que

n n

v _ v
(I1—e)» 1—mne

u" =
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siempre que 0 < ¢ < 1/n. Esta tltima condicién se verifica si escogemos

p—u"
£ =——-:.
np
Con esta eleccion se tiene ademas
n n
u’ < v = v =p
1—ne 1—n&=

np

Hemos demostrado que u € S. Pero esto no puede ser, ya que v > v y ademas
v =supsS.

Para probar la unicidad, supongamos que existen v,w > 0 tales que v" =
w"” = p. Entonces, utilizando la Identidad Ciclotémica,

O=p—p=v"—w"=@w—-w) (" " +0" 2w+ +ow" %+ ")
Como v, w > 0, se deduce que
V" P o P ™ > 0
y, como consecuencia, tendrd que ser v — w = 0, es decir, v = w. U]

El nimero v que aparece en el enunciado del Teorema 1.52 se denomina raiz
n-ésima de p y se denota v = {/p.

Como ya avanzamos antes, este teorema nos proporciona, en particular, un
nimero real v tal que v?> = 2. Este niimero claramente no puede ser racional, asi
que obtenemos lo siguiente:

Corolario 1.53. Existen niimeros irracionales.

Los irracionales son densos

Acabamos de probar que existe al menos un nimero irracional. Pero lo cierto
es que existen muchos. Vamos a ver a continuacion que los irracionales se distri-
buyen por la recta real de forma bastante similar a como lo hacen los racionales.

Teorema 1.54 (Densidad de los Irracionales). Dados dos niimeros reales a y b,
con a < b, existe algiin niimero irracional x tal que a < x < b.

Demostracion. Sea y € R\ Q cualquiera. (Ya hemos visto que existe alguno).
Puesto que a — y < b — y, segun el teorema anterior existe algin r € Q tal que
a—y<r<b—y,dedonde a < r+ y < b. Por dltimo, x = r + y es un ndmero
irracional, ya que si fuera racional se tendriay = (r +y) + (—7r) € Q. O
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2.7. Numeros algebraicos y trascendentes

Concepto de niimero algebraico

Definiciéon 1.55. Se dice que un nimero real es algebraico si es un cero de un
polinomio con coeficientes enteros. El conjunto de los nimeros algebraicos se
denota por A.

Observacion. En la definicion anterior, se puede cambiar “coeficientes enteros”
por “coeficientes racionales”. En efecto, supongamos que el nimero « es un cero
del polinomio con coeficientes racionales

() = apn2™ + ap_12™ P+ -+ a1 + ap.
Definir d como el maximo comun divisor de los denominadores de ag, a1, ..., G,.
Entonces el polinomio
p*(z) = dapx™ + dap_1 2" + - - + dayx + dag

tiene coeficientes enteros y los mismos ceros que p(x). En particular, « es un cero
de p*(x) y por tanto es algebraico.

Ademads, si utilizamos coeficientes racionales en lugar de enteros, se puede
suponer siempre que el coeficiente principal a,, es igual a 1.

Proposicion 1.56. Todo niimero racional es algebraico.

Demostracion. Basta observar que si r € Q, entonces r es un cero del polinomio
plz) =z —r. O

Los racionales no son los tnicos nimeros algebraicos, como se vera en los
siguientes ejemplos. También veremos mds adelante que existen nimeros que no
disfrutan de esta propiedad. Esto, combinado con la proposicion 1.56, hace que el
concepto de nimero algebraico sea interesante hablando de nimeros irracionales,
y solo de nimeros irracionales.

Ejemplos.
/2.

En efecto, este nimero es un cero del polinomio z? — 2.

. /3.
Es cero del polinomio z* — 3.

» La razon durea %5

Es un cero del polinomio 22 — z — 1.

/2 +4/3.

Es un cero del polinomio z* — 1022 + 1.
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Operaciones con niimeros algebraicos

Los nimeros algebraicos son estables para las operaciones usuales, como se
ve en el siguiente resultado. Las propiedades (1) a (1V) del siguiente teorema nos
dicen que A tiene estructura de cuerpo conmutativo.

Teorema 1.57. Sean o y [ dos niimeros algebraicos. Entonces
(1) a+ [ es algebraico.
(I1) af es algebraico.
(1) —a es algebraico.
(V) Si a # 0 entonces 1/« es algebraico. En consecuencia, 3/« es algebraico.
(V) Siaw > 0ypeN, entonces ¢/« es algebraico.

Demostracion. Si o o [ son iguales a 0, todos los apartados son triviales, asi que
supondremos que ninguno de los dos es nulo.
Supongamos que

A"+ @™ 4 a4 ag = 0

B+ by S+ + 1B+ by = 0.
donde los a; y b, son racionales. Sea w € R™" el vector

(17a7a27'"7am717/67a/67a2/67"'7am71/67/827a/827‘"7am71/8n71)'

Consideremos ahora el vector cvw. Las coordenadas de este vector tienen todas la
forma o/ "!13% donde 0 < j < my 0 < k <n.Sij+ 1 < m esto es también una
de las coordenadas de w; si j + 1 = m se tiene

A" = —ap 0™ B — - — et — ag B

En cualquier caso a’*13% es una combinacién lineal, con coeficientes racionales,
de coordenadas de w. Por tanto, existe una matriz A (mn x mmn con componentes
racionales) tal que cw = wA. De forma similar, existe una matriz B (mn x mn
con componentes racionales) tal que fw = wB.

En lo que sigue, denotemos por / la matriz identidad mn x mn.

(1) Setendra

w(A+ B) =wA+wB =aw+ pw = (o + flw = (a + Bwl.
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Por tanto,
w(A+ B —(a+ 5)I)=0.

Esto indica que el vector w representa una solucidn no trivial del sistema de ecua-
ciones homogéneo asociado a la matriz A + B — (a + ()1. Por el Teorema de
Rouché-Frobenius, obtenemos que det(A + B — (a + 3)1) = 0. Es decir, si con-
sideramos el polinomio P(z) de grado mn con coeficientes racionales definido
por P(z) = det(A + B — zI), resulta que P(«a + ) = 0, con lo que a + [ es
algebraico.

(11) Tendremos ahora que

wAB = awB = afw = apfwl.

En consecuencia,
w(AB —afl) = 0.

Como en el apartado (1), esto implica que det(AB — afI) = 0. Sea Q(z) el

polinomio definido por Q(z) = det(AB — xI). Seglin hemos visto, Q(af) = 0
asi que a3 es algebraico.
(111)  Basta aplicar el apartado (11) con = —1.
(1v) Es suficiente observar que
1 m m—1
Oza—m(OZ + Q1 X +"'+CL10[+CL0)
1 1 1
:1+am,1-—+---+a1- 1 +CL0 )
o o
asi que si definimos el polinomio
R(x) = apr™ + a10™  + -+ @i + 1
tendremos que R(1/a) = 0y por tanto 1/« es algebraico.
(v) Esevidente que ¥/« es un cero del polinomio
T(z) = 2P™ + Qo a?™ Y - 4 a2 + ay. O

Una consecuencia del resultado anterior es que cualquier nimero que se pueda
construir a partir de nimeros racionales (o enteros) utilizando solamente una can-
tidad finita de sumas, restas, productos, divisiones y raices ha de ser un nimero

algebraico.
S 14+/5+ /2
V3445
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El reciproco no es cierto. El Teorema de Abel-Ruffini establece que existen
polinomios con coeficientes racionales (de grado mayor que 4), cuyos ceros no se
pueden expresar de esta manera. Obsérvese que dichos ceros son siempre numeros
algebraicos.

Los niimeros algebraicos son numerables
Otra propiedad interesante de los nimeros algebraicos es que constituyen un
conjunto numerable.

Teorema 1.58 (de Cantor). El conjunto A de los niimeros algebraicos es numera-
ble.

Demostracion. Para cadan € N U {0}, sea
Qu[z] = { P(x) | P(x) es un polinomio en x
de grado menor o igual que n con coeficientes racionales }.
Evidentemente, la aplicacién f: Q"' — Q,[z] dada por
flag,ay, ... a0 1,a,) = apz™ + ap_12" + -+ + a1z + ag

es una biyeccion. Esto implica que Q,,[z] tiene el mismo cardinal que Q™! y por
tanto es numerable.
Definamos ahora el conjunto

Q[z] = { P(x) | P(x) es un polinomio en = con coeficientes racionales }.

Estd claro que se puede escribir

Como es una unién numerable de conjuntos numerables, resulta que Q[z] es nu-
merable.
Finalmente, para cada P(x) € Q[z], consideremos el conjunto de sus ceros

Z(P(z)) ={aeR|Pla) =0}.
Observemos que Z(P(x)) es siempre un conjunto finito. Basta ahora observar que

A= ] 2(P).
P(x)eQ[x]
Por tanto, A es una unién numerable de conjuntos finitos, y por tanto es numera-
ble. [
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Numeros trascendentes

Teniendo en cuenta que el conjunto de los ndmeros reales no es numerable, el
resultado anterior pone de manifiesto que existen nimeros reales que no son alge-
braicos. Y no solo eso, sino que los nimeros algebraicos constituyen una minoria
dentro de los nimeros reales. Daremos un nombre a este tipo de nimeros.

Definicion 1.59. Se dice que un nimero real es trascendente si no es algebraico.
Paradgjicamente, aunque los nimeros trascendentes son los mas abundantes,
resultan siempre muy escurridizos: probar que un nimero concreto es trascenden-

te es a menudo una tarea tremendamente dificil. Daremos a continuacioén unos
cuantos ejemplos sin demostracion.

Ejemplos.

» La constante de Liouville L. = 220:1 10~% = 0,110001000. . . fue el primer
ejemplo de nimero trascendente que se encontré (Liouville, 1844).

» El niimero e es trascendente (Hermite, 1873).
» El niimero 7 es trascendente (Lindemann, 1882).

m %, cosq, sen q, tan o, cosh a, senh «, tanh «, arc cos o, ... son todos ellos
trascendentes si « es un nimero algebraico no nulo (Lindemann, 1882).

= log «v es trascendente si « es un algebraico positivo diferente de 1 (Linde-
mann, 1882).

» o es trascendente si o es un nimero algebraico positivo distinto de 1y 3 es
un nimero algebraico irracional (Gelfond, 1934; Schneider, 1935).

» log, [ es trascendente si v es un numero algebraico positivo distinto de 1
y 3 es un nimero algebraico positivo que no es una potencia racional de «
(Gelfond, 1934; Schneider, 1935).

= " es trascendente (Gelfond, 1934; Schneider, 1935).

» La constante de Copeland-Erdos F = 0,235711131719. .. es trascendente
(Copeland-Erdd6s, 1945).

» La constante de Chapernowne C' = 0,12345678910111213. .. es trascen-
dente (Mahler, 1961).
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= Los valores pares de la funcion Zeta de Riemann

son trascendentes.

Relacionadas con la trascendencia de niimeros, hay numerosas preguntas abier-
tas.

Ejemplos. No se sabe si son trascendentes los siguientes ndmeros:
m el 7, e,
= T + e, e (aunque se sabe que al menos uno de los dos es trascendente).

n La constante de Catalan

3 1 1
7=1m<1+—+—+--~+——logn>.
n
(En este caso, ni siquiera se sabe si es irracional.)

= [os valores impares de la funcion Zeta de Riemann

= 1 1 1
((2n+1 Z k2n+1 - 22n+1 + 32n+1 + 42n+1 +o

Solo muy recientemente se ha probado que ((3) es irracional (Apéry, 1979).
Hasta hoy no se sabe tan siquiera si lo es ((5).

2.8. Intervalos en R

Intervalos

Definicion 1.60. Reciben el nombre de intervalos los subconjuntos de R definidos
del siguiente modo (a y b son nimero reales cualesquiera):

(1) intervalo acotado y abierto: (a,b) = {xeR |a <z <b};
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(1)

(111)

(Iv)
(V)

(VI)

(VII)

(VIII)

(IX)

Notese que si a > b entonces (a,b) = ¢, de modo que el conjunto vacio
es un intervalo. También lo son los conjuntos con un solo nimero real, ya que

intervalo acotado, cerrado por la izquierda y abierto por la derecha:
[a,0) ={zeR|a<x<b};

intervalo acotado, abierto por la izquierda y cerrado por la derecha:
(a,b]={zeR|a<x<b};

intervalo acotado y cerrado: [a,b] = {zeR|a <z <b};

intervalo abierto, acotado inferiormente pero no superiormente:
(a,0) ={zeR|xz>a}l;

intervalo cerrado, acotado inferiormente pero no superiormente:
[a,0) ={xzeR|z>a};

intervalo abierto, acotado superiormente pero no inferiormente:
(—oo,b) ={zeR|x<b};

intervalo cerrado, acotado superiormente pero no inferiormente:
(—o0,b] ={zxeR|z<b};

intervalo no acotado ni inferior ni superiormente: (—o0, 00) = R.

{a} = [a,a].

Caracterizacion de los intervalos
Los intervalos de R se caracterizan por la siguiente propiedad.

Proposicion 1.61 (Propiedad de los Valores Intermedios). Un subconjunto I de R
es un intervalo si, y solo si, dados x,y € I, cada z € R tal que x < z < y también

pertenece a I.

Demostracion. Para probar la implicacion directa basta un examen de todos los
casos. Por ejemplo, si I = (a,b), z,y € I,y z € Res tal que z < z < y, se tiene

a<z<z<y<b,luegoa < z < by por definicién z € I.

La implicacion reciproca es trivial en caso de que / = ¢J. Suponemos, pues,

I # 7. Pueden presentarse la siguientes situaciones:

)
(I1)
(111)

I es acotado,
I es acotado superiormente pero no inferiormente,

I es acotado inferiormente pero no superiormente,
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(1v) I no es acotado ni inferior ni superiormente.

Veamos cada una de ellas.

(1) I es acotado. Sea a = infI, b = supI. Se tendrd (a,b) < I < [a,b],
pues ¢ € (a,b) si, y solo si, a < ¢ < b, y por definicién de supremo e infimo
existirdtnunx € [ conx < cyuny € [ con ¢ < y, luego c € I; por otra parte,
también por definicion de supremo e infimo, de x € I se sigue a < = < b, 0 sea,
x € |a, b]. Ahora,

= sia,be I, entonces
[a,b] = (a,b) U{a,b} < I < [a,b],
luego I = [a,b];
= siael,b¢ I, entonces
[a,0) = (a,b) v{a} = I < [a,b]\{b} = [a,]),
luego I = [a,b);
m sia¢ l,be I, entonces
(a,b] = (a,b) v {b} = I < [a,b]\{a} = (a,b],
luego [ = (a, b];
m sia¢ l,b¢ I, entonces
(a,b) = I < [a,b]\{a, b} = (a,b),
luego I = (a,b).

(11) I es acotado superiormente pero no inferiormente. Sea a = sup [, con
lo que (—o0,a) € I < (—w0,al, pues paracada z € [ es z < ay, dado z < a,
existe y € [ con z < y (por definicién de supremo) y existe z € [ con z < z
(I no estd acotado inferiormente), que con la hipétesis del enunciado da z € 1. En
consecuencia,

m sia € ], setiene
(—o0,a] = (=0,a) U {a} = I = (=0, a],
luego I = (—o0, al;
= Ssia¢ [, setiene
(—0,a) & I = (~0,a]\{a} = (~0,a),
luego [ = (—0, a).

Los restantes casos se analizan de forma andloga: en (IIT1) se obtiene
I =(a,0)01l = |a,o),donde a = infl,yen (1V) queda I = R. O
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El Teorema de los Intervalos Encajados
El siguiente teorema tiene una enorme cantidad de aplicaciones.

Teorema 1.62 (de los Intervalos Encajados, de Cantor). Para cada n € N, sea
I, = |an,by] un intervalo cerrado y acotado (no vacio). Supongamos que para
todo n € N se cumple I, < I,,. Entonces, ﬂneN I, es no vacio. Si, ademds, el
tamaiio de los intervalos se puede hacer tan pequeiio como se quiera, es decir,
inf{ (b, — a,) | n € N} = 0, entonces (), I, consta exactamente de un punto.

Demostracion. Evidentemente, para todo n € N se tiene a,, < b,. Obsérvese
ademds que, como /,,,; < [, para todo n € N se tiene que

Ay < Ap41 < bn+1 < bn
Esto tiene como consecuencia que, si m > n, entonces
an < Ay < by, < by (2)
Sean ahora los dos conjuntos
A={a,|neN}, B={b,|neN}.

Vamos a ver a continuacion que cualquier elemento de A es menor o igual que
cualquier elemento de B, es decir, a,, < b,, si m,n € N. En efecto, si n < m obte-
nemos por (2) que a,, < b,,. Si, por el contrario, tenemos n. > m, intercambiando
los papeles de m y n en (2) volvemos a obtener que a,, < by,.

Teniendo en cuenta lo que acabamos de probar, cualquier elemento b, € B
es una cota superior de A. Por tanto, A tiene un supremo a = sup A y, ademads,
a < b, paratodo m € N. Esto tiene como consecuencia que @ es una cota inferior
de B, de donde B tiene un infimo b = inf B y, ademads, se tiene que a < b.

Escojamos ahora un elemento x tal que a < = < b. Entonces, dado un n € N,
se obtiene que a,, < a < z < b < b,. O sea, x € [, para todo n € N, con lo que
hemos probado que () _ I, # 9.

neN

Para ver la unicidad, supongamos que
inf{ (b, —ay) |[neN} =0 3)
y que existen x,y € [ ), .y In tales que x # y. Serd |z — y| > 0y, por (3), existird

al menos un ny € N tal que b,, — a,, < |z — y|. Como z,y € I,,, = [any, bn,],
tendrd que ser |z — y| < b, — an, < |z — y|, que es una contradiccion. O
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Ejemplos.

« ([0, 1/n] = {0}.

neN

Para ver esto, observemos en primer lugar que 0 € [0, 1/n] para todon € N,
asi que 0 € (), 5[0, 1/n]. Queda por ver que ningiin otro nimero real perte-
nece a esta interseccion. En efecto, si < 0 es evidente que = no pertenece
a [0,1/n], cualquiera que sea n € N, de modo que = ¢ [, [0, 1/n]. Por
otro lado, si x > 0, la Propiedad Arquimediana nos asegura la existencia de
un ny € Ntal que 1/ng < x, y paraeste serd x ¢ [0, 1/no]. Se sigue de aqui,
de nuevo en este caso, que z ¢ ) [0, 1/n].

(0. 1/n] = .

neN

En efecto, es evidente que, si < 0 entonces = ¢ [, (0, 1/n]; por otra
parte, si z > 0, por la Propiedad Arquimediana, podemos encontrar un nu-
mero natural n tal que 1/n < z, y para tal n serd = ¢ (0,1/n], de donde
z ¢ (),n(0, 1/n]. En consecuencia la interseccién buscada es vacia. Com-
probamos de esta manera que, en el teorema anterior, es imprescindible que
los intervalos sean cerrados.

(in.») = 2.

neN

En efecto, dado = € R la Propiedad Arquimediana nos proporciona un nu-
mero natural n tal que n > x. Por tanto, = ¢ [n, )y, asi, z ¢ [ _x[n, ©).
Se deduce que esta interseccion de nuevo es vacia, con lo que se pone de
manifiesto que también es necesario que los intervalos sean acotados.

Apéndice

A.

Expresion decimal de un niimero real

Representacion decimal finita

En esta exposicion seguimos esencialmente la que puede verse en [2, pags. 13—
15].

Definicion 1.63. Los nimeros reales de la forma

T R
a — — .. R
770 " 102 107’
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donde ag es un nimero entero no negativoy aq, ..., a, son enteros que satisfacen
0 < a; <9, se expresan normalmente de la forma ag, a,as . . . a,. Esta expresion
se llama representacion decimal finita.

Estos nimeros son racionales, pero no todo nimero racional tiene una repre-
sentacion decimal finita (véase [2, pags. 13, 14]).

Aproximaciones decimales
Sin embargo, todo nimero racional positivo, o incluso todo nimero real positi-
vo, admite una aproximacion tan precisa como se desee a través de estos numeros.

Proposicion 1.64 (Aproximaciones decimales finitas de los nimeros reales). Da-
do un niimero real x > 0. para todo n € N existe un decimal finito

'n = Qp,a1049 .. .0y,

tal que

rn<x<rn+—10n.

En consecuencia,
x=sup{r,|neN}

Demostracion. Para construir los r,, basta tomar
ap = [z], ap = [10Fz] — 10[10F 2], 1<k <n.

Observemos en primer lugar que se verifica

An41

10

Tpt1 = Tp +

Probaremos por induccién que [10™z] = 10"r, para todo n € N U {0}. Si conse-
guimos esto, se tendra

10"r, < 10"z < 10"r, + 1,

de donde

Tn<x<rn+—10n.

Procedamos a la demostracion por induccién anunciada antes. Para n = 0,

estd claro que
[10°2] = [2] = ap = 10°7.
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Supongamos que [10"z] = 10™r, para cierto n € N u {0}. Entonces, utilizando
la definicion de a,, 1, obtenemos que

Gn+1
[10"2] = a4y + 10[10"2] = @y + 10™7, = 10" (Tn + 1n0n > = 10"r,,
con lo cual concluimos la demostracion por induccion.

Por otra parte, x es cota superior de {r, | n € N} por construccién, y es la
menor de las cotas superiores porque si y < x es posible encontrar un n € N de
manera que n > -1y tendremos entonces que 10" > n > _L. Para este n es

1 1 1
Yy<T—1om < ("n+ 150) ~ 17 = T =

Representacion decimal infinita

Definicion 1.65. Que x es el supremo del conjunto {r, | n € N} (donde r,,
n € N, es como en el teorema anterior) suele expresarse poniendo

T = ap, 102 ...0p ...

y se dice entonces que ag, a1as . .. A, . .. €5 UNa representacion decimal infinita
de x.

En ciertos casos, es posible obtener el mismo supremo para dos representacio-
nes decimales infinitas. (Ver [2, pag. 15]).

Definicion 1.66. Para x = 0, suele tomarse como representacién decimal
0=0,00...0...

Para < 0, se parte de una representacion decimal de —x y se coloca un signo —
delante.

Hay una presentacion mds geométrica y computacional en [5].

Si en lugar de potencias de 10 se utilizan potencias de 2, se obtiene la repre-
sentacion binaria de los numeros reales; la representacion hexadecimal resulta al
tomar potencias de 16. Ambas son muy importantes (especialmente la primera)
en relacion con los ordenadores. Puede verse detalles en [, cap. 3] y [3, pag. 73

y sigs.]
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