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11 Funciones de dos variables

11.1 Introduccion a las funciones de varias variables

Hasta ahora, s6lo se han visto funciones de una sola variable (independiente). Sin embargo,
muchos problemas comunes son funciones de dos o mas variables. Por ejemplo, el trabajo
realizado por una fuerza (W = F - d) y el volumen de un cilindro circular recto (V = nr2h)
son funciones de dos variables. La notacién para una funcién de dos o més variables es
similar a la utilizada para una funcién de una sola variable. Aqui se presentan dos ejemplos.

z=f(x,y) =x*+xy
w=f(xy2z2)=x+3y—2z

Definicion 1 Funcion de dos variables

Sea D un conjunto de pares ordenados de nlimeros reales. Si a cada par ordenado (x,y) de
D le corresponde un tinico ndmero real f(x, y), entonces se dice que f es una funcién de x
e y. El conjunto D es el dominio de f, y el correspondiente conjunto de valores f(x, y) es el
rango de f.

En la funcién dada por z = f(x,y), x e y son las variables independientes y z es la variable
dependiente.

Como ocurre con las funciones de una variable, la manera mas comtn para describir una
funcién de varias variables es por medio de una ecuacién, y a menos que se diga explicita-
mente lo contrario, se puede suponer que el dominio es el conjunto de todos los puntos
para los que la ecuacion esta definida. Por ejemplo, el dominio de la funcién dada por:

fey)=x*+y?

Se supone que es todo el plano xy.

Ejemplo 1. Hallar el dominio de la funciéon
A Jx2+y?—-9
ol floy)="—""—"

‘ Solucion

La funcion f esta definida para todos los puntos (x, y) tales que x # 0y
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0 en su exterior, con excepcion de los puntos en el eje y

Una funcién que puede expresarse como suma de funciones de la forma cx™y™ (donde ¢
es un nimero real y m y n son enteros no negativos) se llama una funcién polinémica de
dos variables. Por ejemplo, la funcién dadas por:

f,y)=x*+y*=2xy+x+2

es una funcién polinémica de dos variables. Una funcion racional es el cociente de dos
funciones polinémicas. Terminologia similar se utiliza para las funciones de mas de dos
variables.

11.1.1 Gréafica de una funcién de dos variables

Como en el caso de las funciones de una sola variable, se puede saber mucho acerca del

comportamiento de una funcién de dos variables dibujando su grafica. La grafica de una

funcién f de dos variables es el conjunto de todos los puntos (x,y, z) paralos quez = f(x,y)

y (x,¥) esta en el dominio de f. Esta gréfica puede interpretarse geométricamente como una
superficie en el espacio.

Superficie: .= fiv,yy £ la figura hay que observar que la gréfica de z = f(x, y)

A es una superficie cuya proyeccion sobre el plano xy es D, el

dominio de f. A cada punto (x,y) en D corresponde un

punto (x,y,z) de la superficie y, viceversa, a cada punto

(x,y, z) de la superficie le corresponde un punto (x,y) en D

X

Ejemplo 2. Descripcion grafica de una funcién de dos variables

¢Cual es el recorrido de la funcién z = f(x,y) = /16 — 4x2 — y2?. Describir la grafica de f

Solucion

_ — El dominio D dado por la ecuacién de f es el con-
Superficie : z=+/ 16 —4x* -y~ .
junto de todos los puntos (x,y) tales que 16 —
z Trazalen'el 4x* —y? = 0. Por tanto, D es el conjunto de todos
plano z = los puntos que pertenecen o son interiores a la
elipse dada por:

] X2 y?

L =1
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Un punto (x,y, z) estd en la gréfica de f si y solo si:

z=416—4x2—y2 =272 =16—-4x? -y =

2 2 2
16=4x2+y2+zz=>x—+y—+z—=1, 0<z<4
4 16 16

La gréfica de f es la mitad superior de un elipsoide.

Para dibujar a mano una superficie en el espacio, es ttil emplear las trazas en planos para-
lelos a los planos coordenados. Por ejemplo, para hallar la traza de la superficie del ejemplo

anterior, con el plano z = 2, se sustituye z = 2 en la ecuacién z = /16 — 4x% — y? y se ob-
tiene:

2 2

x‘ y
= — 2 2
2=416—4x y:3+12—1

Por tanto, la traza es una elipse centrada en el punto (0,0, 2) con ejes mayor y menor de
longitudes 43 y 2v/3.

11.1.2 Curvas de nivel

Una segunda manera de representar una funcién de dos variables es usar un campo escalar
en el que el escalar z = f(x, y) se asigna al punto (x, y). Un campo escalar puede caracteri-
zarse por sus curvas de nivel (o lineas de contorno) a lo largo de las cuales el valor de
f(x,y) es constante.

Ejemplos de ello son los mapas del tiempo en los que se representan las isobaras o lineas de
igual presion.

Un mapa de contorno representa la variacién de z respecto a x e y mediante espacio entre
las curvas de nivel. Una separaciéon grande entre las curvas de nivel indica que z cambia
lentamente, mientras que un espacio pequeiio indica un cambio rapido en z. Ademas, en un
mapa de contorno, es importante elegir valores de c uniformemente espaciados, para dar una
mejor ilusién tridimensional.

cs=4

Superficie: a= 0\

fx,y)= /64 —x>—y? =1 \ L] /"n =5
3= 2\ \, /7('7:()
cy=3\ cg=17
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11.1.3 Superficies de nivel

El concepto de curva de nivel puede extenderse una dimensién para definir una superficie
de nivel. Si f es una funcién de tres variables y ¢ es una constante, la grafica de la ecuaciéon
f(x,y,2) = ¢ es una superficie de nivel de la funcion f.

Ejemplo 3. Describir las superficies de nivel de la funcion f(x,y, z) = 4x? + y? + z*

Solucion

Cada superficie de nivel tiene una ecuacién de la forma:
 Superficies de nivel:
ax’+y’+72=c

4x2+y2+z2=c

Por tanto, las superficies de nivel son elipsoides (cuyas
secciones transversales paralelas al plano yz son circu-
los). A medida que c aumenta, los radios de las seccio-
nes transversales circulares aumentan segin la raiz
cuadrada de c. Por ejemplo, las superficies de nivel co-
rrespondientes a los valores c = 0,c =4 y ¢ = 16 son:

c=16

4x2 +y2+22=0 (un solo punto
y p
2

x? N y? L2y linsoid

TH Tt (elipsoide)
x* y* 7*

- + T + = 1 (elipsoide)

Si la funcién del Ejemplo 3 representara la femperatura en el punto (x,y, z), las superficies
de nivel se llamarian superficies isotermas.

11.2 Limites y continuidad

11.21 Entornos en el plano

e El estudio del limite de una funcién de dos variables comienza definiendo el andlogo bidi-
7 mensional de un intervalo en la recta real. Utilizando la férmula para la distancia entre dos
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Cuando esta férmula contiene el signo de desigualdad menor que, <, al disco se le llama
abierto, y cuando contiene el signo de desigualdad menor o igual que, <, al disco se le llama
cerrado. Esto corresponde al uso del < y del < al definir intervalos abiertos y cerrados.

Un punto (x,,y,) en una regién R del plano es un punto interior de R si existe un entorno
&8 de (x0,¥,) que este contenido completamente en R, como se muestra en la figura. Si todo

Punto

S frontera punto de R es un punto interior, entonces R es una regioén abierta. Un punto (x,y,) es un

R i\
@ Punto

interior

punto frontera de R si todo disco abierto centrado en (x,, y,) contiene puntos dentro de R
y puntos fuera de R. Por definicién, una regién debe contener sus puntos interiores, pero
R no necesita contener sus puntos frontera. Si una regién contiene todos sus puntos frontera,
la regién es cerrada. Una regién que contiene algunos, pero no todos sus puntos frontera

no es ni abierta ni cerrada.

11.2.2 Limite de una funcién de dos variables

Definicién 2 Sea funa funcién de dos variables definida en un disco abierto centrado en (x,, ¥, ), excepto
posiblemente en (x,,¥,), y sea L un nimero real. Entonces:

lim x,y) =1L
(XrJ’)*(xo.J’o)f( »)

Si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que:

If (x,¥) — L] < & siempre que 0 < /(x —x0)* + (y —y()2 < &

Graficamente, esta definicién del limite implica que para
todo punto (x,y) # (xo,¥,), en el disco de radio § ,el valor
f(x,y) estaentre L + ¢ y L — &, como se muestra en la fi-

Lfi Te ' gura.
| La definicién del limite de una funcién en dos variables es
\ similar a la definicién del limite de una funcién en una sola
‘*f%ff‘ — ., variable, pero existe una diferencia importante. Para deter-

| minar si una funcién en una sola variable tiene limite, sélo

b \
X (xp.yp) (‘l)‘ _\‘U) \

Disco deradiod  se necesita ver que se aproxime al limite por ambas direccio-
nes: por la derecha y por la izquierda. Si la funcién se aproxima al mismo limite por la
derecha y por la izquierda, se puede concluir que el limite existe. Sin embargo, en el caso
de una funcién de dos variables, la expresion:

(6, y) = (%0, ¥0)
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Ejemplo 4. Calcular:
lim 5x? Xy
o012 X% + y2

Solucion
Usando las propiedades de los limites de productos y sumas se obtiene:

lim 5x?y=5-12-2=10
(xy)=(1,2)

lim x?2+y2=1'+2%2=5
(6y)=(1,2)

Por tanto, como el limite del cociente es el cociente de los limites, tenemos que:

5x2y 10
im =5 =2
(xy)e(l px24+y? 5
Ejemplo 5. Verificar que
5x?
im —2_—¢
(x, y)—»(O 0) x4 + y
Solucion

Primero hay que observar que:

2

X
lyl<Vx*+y? y T =1

x2+y2 =

Entonces, en un entorno § de (0, 0), se tiene 0 < /x2 + y2 < §, lo que, para (x,y) # (0,0),
implica:

5x%y

If (x,y) —0| = W

|y|< ><5|y|<5w/x2+y <58

Por tanto, se puede elegir § = § y concluir que:

5x%y
1 -
() 0.0) X2 + v2
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no existe porque el valor de f(x,y) crece sin tope cuando (x,y) se aproxima a (0,0) a lo
largo de cualquier trayectoria. Con otras funciones no es tan facil reconocer que un limite no
existe como sucede en el préoximo ejemplo

Ejemplo 6. Mostrar que el siguiente limite no existe
x2 — y2 2
lim  (=—L
)00 \x? + y?

Solucion

El dominio de la funcién
x2 _ yZ
(x,y) = Xt y?
Consta de todos los puntos del plano xy menos el (0, 0).

Para mostrar que el limite no existe consideremos aproximaciones a (0, 0) a lo largo de tra-
yectorias diferentes.

Alo largo del eje x, todo punto es de la forma (x, 0), y el limite a lo largo de esa trayectoria
es:

x2 — 02 2
lim —— | = lim 1°=1
(,y)-(0,0) \ x2 + 02 (x,y)~(0,0)

Sin embargo, si (x, y) se aproxima a (0, 0) a lo largo de la recta y = x, se obtiene:

I ¥ I ( 0 ) 0
oo \x2 + x2)  cyyston \2x2)

Esto significa que en cualquier disco abierto centrado en (0, 0) existen puntos (x,y) en los
que f toma el valor 1y otros puntos en los que f toma el valor 0.

11.2.3 Continuidad de una funcién de dos variables

Continuidad de una funcién de dos variables

Una funcién f de dos variables es continua en un punto (x,,y,) de una region abierta R si
f(x0,¥0) esigual al limite de f (x, y)cuando(x, y) = (xo,¥,) . Es decir,

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Barion - 2018 7

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



W Ui
\\ Francisco de
Vitoria

Matematicas para la ingenieria 11. Funciones de dos variables \\ UFV Madrid

Multiplo escalar: kf

Suma y diferencia: f + g
Producto: f - g

Cociente: /g, si g(xq,¥0) # 0

BN

El Teorema 1 establece la continuidad de las funciones polindmicasy racionales en todo punto
de su dominio. La continuidad de otros tipos de funciones puede extenderse de manera
natural de una a dos variables. Por ejemplo, las funciones cuyas gréficas se muestran en las
figuras son continuas en todo punto del plano.

} Superficie: j‘(x,y):%scn(,\ﬁ+y3) T ?(upc;huc e Wereen
Z X, y) = cos(y*)e

Teorema 2 Continuidad de una funcién compuesta

Si h es continua en (x,,Y,) Y g es continua en h(xy,y,), entonces la funcion compuesta
(g o h)(x,y) = g(h(x,y)) es continua en (x,,y,). Es decir,

lim  g(h(x,y)) = g(h(xe,y0))
(x,y)—(x0,Y0)

Notese que h es una funcién de dos variables mientras que g es una funcién de una variable.

Ejemplo 7. Analizar la continuidad de la funcién:

floy) =22

x? + y?
Solucion

Como una funcién racional es continua en todo punto de su dominio, se puede concluir que
f es continua en todo punto del plano xy excepto en (0, 0)

11.3 Derivadas parciales
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parcial y el resultado se llama derivada parcial de fcon respecto a la variable independiente
elegida.

Derivadas parciales de una funcion de dos variables

Siz = f(x,y), las primeras derivadas parciales de fcon respecto a x e y son las funciones f,
y f, definidas por:

d 0z o fe+ A y) = f(xy)
) =2z == f(xy) = lim

Definicién 4 0 Ax

fl,y+4y) —f(xy)
Ay

fEP =5 == &=
ayf XY) =2y _ay_fy Y= 5%
siempre y cuando el limite exista.

Esta definicion indica que si z = f(x, y), entonces para hallar f, se considera y constante y se
deriva con respecto a x. De manera similar, para calcular f), se considera x constante y se
deriva con respecto a y.

Ejemplo 8. Hallar las derivadas parciales f, y f, de la funcion:

(x,y) = 3x — x%?y? + 2x3
y y y

Solucion
% =3 —2xy* + 6x%y
% = —2x2%y + 2x3
Ejemplo 9. Dada f(x,y) = xe*"¥, hallar fxr fy y evaluar cada una en el punto (1,In 2)
Solucion
£t y) = XY 4 2x2ye*’Y = XY (1 4 2x%y)
f:(1,In2) =e™2(1+2In2) =2(1+2In2)
fy(xy) = x3e*™Y
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Plano: y = y

Plano: x = x,

af
pendiente en la direccion x pendiente en la direccion )
)

Figura 11-1
Por consiguiente,

f(xo + Ax,¥0) — f (%0, Y0)
Ax

fx (X0, ¥0) = Al;icrllo

Representa la pendiente de esta curva en el punto (x,, ¥, f (%9, ¥0)). Tanto la curva como la
recta tangente se encuentran en el plano y = y,.

Andlogamente,

£, (x )= lim f(xo,y0 + Ax) — f(x0,¥0)
y o Yo T Ay-0 Ay

representa la pendiente de la curva dada por la interseccién de z = f(x,y) y el plano x = x,
en (X, Yo, f (X9, ¥o)) como se muestra en la Figura 11-1.

ar @ . . .
Informalmente, los valores é,é en (X, Yo, Zo) denotan las pendientes de la superficie en

las direcciones de x e y, respectivamente.

Ejemplo 10. Hallar las pendientes en las direcciones de x y de y de la superficie dada por:
x? 25
= = —— 24—
z=fluy)=-—-y"+75
en el punto (%, 1, 2)
Solucion
of _ of __,
ox x v dy Y

Por tanto en la direccién de x, la pendiente es:
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11.3.1 Derivadas parciales de orden superior

Como sucede con las derivadas ordinarias, es posible hallar las segundas, terceras, etc., derivadas
parciales de una funcién de varias variables, siempre que tales derivadas existan. Las derivadas de
orden superior se denotan por el orden al que se hace la derivacién. Por ejemplo, la funcién z = f(x,y)
tiene las siguientes derivadas parciales de segundo orden.

Las dos tltimas se denominan derivadas parciales cruzadas (mixtas)

Ejemplo 11. Hallar las derivadas parciales de segundo orden de f(x,y) = 3xy? — 2y + 5x%y?. Determinar le va-
lor de f,,,(—1,2).

Solucion

Hallamos las derivadas parciales de primer orden:
fx(6y) = 3y* + 10xy?
fy(x,y) = 6xy — 2+ 10x%y
Derivamos cada una de ellas respecto a x y respecto a y:

fex(x,y) = 10y?
fyy = 6x — 10x?

[y = 6y + 20xy
fyx =6y + 20xy
En (—1,2) el valor de f,y es f,,(—1,2) =12 — 40 = —-28

Teorema 3 Si f es una funcion de x e y tal que f,, y f,,» son continuas en un disco abierto R, entonces, para todo
(x,y) en R se tiene que:

fxy(x'y) = fyx(xr}’)

11.4 Diferenciales

11.4.1 Diferenciales en funciones de una variable

Definicion 5 Aproximacion por recta tangente
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Como ¢ es una constante, y es una funcién lineal de x. Ademas, restringiendo los valores
de x de modo que sean suficientemente cercanos a c, los valores de i pueden utilizarse como
aproximaciones (hasta cualquier precisiéon deseada) de los valores de la funcion f. En otras
palabras, cuando x — ¢, el limite de y es f(c).

Cuando la recta tangente a la grafica de f en el punto (¢, f(c))

y y=f©)+f()(x—c)

se usa como una aproximacion de la grafica de f, la canti-
dad x — c recibe el nombre de cambio en x, y se denota
mediante Ax, como se muestra en la Figura 11-2 . Cuando
Ax es pequena, el cambio en y (denotado por Ay) puede
aproximarse como se muestra.

Ay = f(c+4x) = f(c) = f'(c)Dx

Para una aproximacioén de este tipo, la cantidad Ax tradicio-
nalmente se denota mediante dx, y recibe el nombre de la
diferencial de x. La expresion f'(x) dx se denota por dy, y se denomina la diferencial de y.

Figura 11-2

Definicién 6 Diferenciales

Consideremos que y = f(x) representa una funcion que es derivable en un intervalo
abierto que contiene a x. La diferencial de x (denotada por dx) es cualquier nimero real
distinto de cero. La diferencial de y (denotada por dy) es:

dy = f'(x) dx.

En muchos tipos de aplicaciones, la diferencial de y puede utilizarse como una aproxima-
cién del cambio en y. Esto es:

Ay~dy o Ay=f'(x)dx
Ejemplo 12. Comparacion de Ay y dy

Seay = x?, determinar dy cuando x = 1y dx = 0,01. Compara este valor con Ay parax = 1
y Ax = 0,01
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Comoy = f(x) = x?, se tiene que f'(x) = 2x y la diferencial de y, dy, esta dada por:
dy=f'(x)dx=f'(1)-0,01=2-0,01=0,02
Ahora utilizando Ax = 0,01, el cambio en y es:

Ay = f(x +Ax) — f(x) = f(1,01) - f(1) = (1,01)? - 12
=0,0201

La Figura 11-3 muestra la comparacion geométrica de dy y Ay.
»" Intenta comparar otros valores de dy y Ay. Veras que los valores
se aproximan cada vez mds entre si cuando dx (o Ax) tiende a

cero.

Figura 11-3

11.4.2 Diferenciales en dos variables

Para las funciones de dos variables se emplea una terminologia similar a la vista en el apar-
tado anterior. Dada una funcién z = f(x,y), Ax y Ay son los incrementos en x e y , respec-
tivamente. El incremento en z esta dado por:

Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y)
Definicién 7 Diferencial total

Siz = f(x,y) y Ax y Ay son los incrementos en x e y, entonces las diferenciales de las va-
riables independientes x e y son:

dx=Ax y dy=Ay
Y la diferencial total de la variable dependiente z es:

dz = 22 g +
R PP

0z
_ydy = fx(x,Y) dx +fy(x,}’) dy

Ejemplo 13. Calcular la diferencial total

Calcular la diferencial total de la funcion z = 2x sen y — 3x2y?
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11.4.3 Diferenciabilidad

En la seccién 11.4.1 se vio que si una funcién dada por y = f(x) es diferenciable, se puede
utilizar la diferencial dy = f'(x) dx como una aproximacién (para Ax pequefios) al valor
Ay = f(x + Ax) — f(x). Cuando es valida una aproximacion similar para una funcién de
dos variables, se dice que la funcién es diferenciable. Esto se expresa explicitamente en la
definicién siguiente.

Definicién 8 Diferenciabilidad de una funcion de dos variables

Una funcién f dada por z = f(x, y) es diferenciable en (x,, y,) si Az puede expresarse de la
forma:

Az = f;c(xO’yO) Ax + fy(xO’yo) Ay + Ele + Gsz

donde €, y €; — 0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0). La funcién f es diferenciable en una regién R
si es diferenciable en todo punto de R.

Ejemplo 14. Mostrar que una funcion es diferenciable
Mostrar que la funcién dada por:

floy) =x*+3y

Es diferenciable en todo punto del plano

Solucion

Haciendo z = f(x,y), el incremento de z en un punto arbitrario (x,y) en el plano es:

Az = f(x+ Ax,y + Ay) — f(x,y) = (x? + 2xAx + Ax?) + 3(y + Ay) — (x2 + 3y) =
=2x-Ax+Ax? +3-Ay =2xAx + 3Ay + Ax - Ax + 0 - Ay =

= f(0,y) Ax + f,(x, ) Ay + €,0x + €,Ay

donde e; = Ax y e, = 0. Como €; —» 0y €, = 0 cuando (Ax,Ay) — (0,0), se sigue que f es
diferenciable en cualquier punto del plano.

Debe tenerse en cuenta que el término “diferenciable” se usa de manera diferente para fun-
ciones de dos variables y para funciones de una variable. Una funcién de una variable es
diferenciable en un punto si su derivada existe en el punto. Sin embargo, en el caso de una
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11.44 Aproximacién mediante diferenciales

i El Teorema 4 dice que se puede elegir (x + Ax,y + Ay) su-
9z 5, o 7 ficientemente cerca de (x,y) para hacer que €;Ax, €,Ay
d sean insignificantes. Dicho de otra forma, para Ax y Ay pe-
e ‘ quehos, se puede emplear la aproximacion:

Az = dz

. . dz 0z .
Recordemos que las derivadas parciales -y oy pueden in-

Figura 11-4 terpretarse como las pendientes de la superficie en las di-
recciones dex y de y.

Esto significa que:

dz=22 ax+ 2
T dy Y

representa el cambio en altura de un plano tangente a la superficie en el punto (x,y, f(x, y)).
Como un plano en el espacio se representa mediante una ecuacién lineal en las variables x,
Y'Y z, la aproximacién de Az mediante dz se llama aproximacién lineal.

Ejemplo 15. Uso de la diferencial como una aproximacion

Utilizar la diferencial dz para aproximar el cambio en z = /4 — x2 — y2? cuando (x,y) se
desplaza del punto (1,1) al punto (1.01,0.97). Comparar esta aproximacién con el cambio
exacto en z.

Solucion

S+ Ax,y +Ay) f(x,y)

Hacemos (x,y) = (1,1) y (x + Ax,y + Ay) = (1.01,0.97) y ob-
tenemos:

dx =Ax =0.01ydy = Ay =—0.03.

v Por tanto el cambio en z puede aproximarse mediante:

/o
(101,097

Figura 11-5

dz 0z — -V
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En la Figura 11-5 se puede ver que el cambio exacto corresponde a la diferencia entre las
alturas de dos puntos sobre la superficie de un hemisferio. Esta diferencia esta dada por:

Az = £(1.01,0.97) — £(1,1) = /4 — (1.01)? — (0.97) — /4 — 12 — 12 ~ 0.0137

Como ocurre con una funcion de una sola variable, si una funcién de dos o mas variables
es diferenciable en un punto, también es continua en él

Teorema 5 Diferenciabilidad implica continuidad

Si una funcién z = f(x, y) es diferenciable en (x,,y,), entonces es continua en (x,, ¥,)

Demostracion

Sea z = f(x,y) diferenciable en (x,, y,), entonces:

Az = [f,(x,¥0) + €] - Ax + [fy(xO'yO) + 52] Ay

donde €; y €, = 0 cuando (Ax, Ay) — (0,0). Sin embrago, por definicién, se sabe que Az
estd dada por:

Az = f(xo + Ax, yo + Ay) — f(x0,¥0)

Haciendo x = x, + Ax e y = y, + Ay, se obtiene:

f(x! }’) _f(xO'YO) = [fx(xO!yO) + 61] -Ax + [fy(xO'YO) + EZ] : Ay =
= [f,(x0,¥0) + €1]1(x — x¢) + [fy(xod’o) + 52]()’ = Yo)

Tomando el limite cuando (x, y) = (xq,¥,), se obtiene:

fG,y) =f(x0,¥0)

lim
x,¥)~(x0,Y0)
Lo cual significa que f es continua en (x,y,)

Hay que recordar que la existencia de f; y f;, no es suficiente para garantizar la diferencia-
bilidad, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 16. Una funcién que no es diferenciable

Demostrar que £,(0,0) y f,(0,0) existen, pero f no es diferenciable en (0,0), donde f esta
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Para mostrar que f no es diferenciable en (0, 0) basta mostrar que no es continua en este
punto. Para ver que fno es continua en (0, 0), se observan los valores de f(x, y) a lo largo de
dos trayectorias diferentes que se aproximan a (0, 0), como se muestra en la figura.

A lolargo de larecta y = x, el limite es:

i )= i —3x* 3
(x_x)lir(lo,o)f %y)= (x,x)lir(lo,o) 2x2 2
Mientras que a lo largo de larecta y = —x se tiene:
i )= 3x* 3
(x,—xl)rll(o,o)f Xy = (x,—xl)rll(0,0) 2x2 N 2

Asi, el limite de f(x, y) cuando (x,y) — (0,0) no existe, y se puede concluir que fno es con-
tinua en (0, 0). Por tanto, de acuerdo con el Teorema 5 fno es diferenciable en (0, 0). Por otro
lado, de acuerdo con la definicién de las derivadas parciales f, y f,, se tiene:

f@x,0) ~f(0,0) _ . 0-0

fx(o' O) = Alchr—r;lO Ax Am = =0
y
£,(0,0) = Al;rgo v = A];TOW -0

Por tanto, las derivadas parciales en (0, 0) existen.

A'lo largo de larectay = —x,~_
Jfix, y) se aproxima
o tiende a 3/2.

/

x A'lo largo de larecta y = x,
f(x,y) se aproxima o tiende a —3/2.

11.5 Reglas de la cadena para funciones de dos variables

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Baiion - 2018 17

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



S i
i

Matematicas para la ingenieria 11. Funciones de dos variables \\ UFV Madrid

Teorema 6 Regla de la cadena: una variable independiente

Sea w = f(x,y), donde f es una funcién derivable de x e y. Six = g(t) e y = h(t), donde g
y h son funciones derivables de t, entonces w es una funcién diferenciable de t, y:

dw dw dx ow dy
dt 0x dt dy dt

Ejemplo 17. Regla de la cadena con una variable independiente
Seaw = x?y —y? dondex =sentey =e’.

Hallar Z—‘;V cuandot =0

Solucion
De acuerdo con la regla de la cadena para una variable independiente, se tiene:

dw ow dx+6W dy_2 f+ (2 — 2y)et =
dt ~ 9x dt 9y a¢  AYreostTxmTmayje=

=2-sent-et-cost+ (sen?t —2et)-ef = 2etsentcost + el sen?t — 2e?t

Cuandot =0
dw
— =2
La regla de la cadena presentada en esta seccion proporciona técnicas alternativas para re-
solver muchos problemas del célculo de una sola variable. Asi, en el Ejemplo 17, se podrian
haber usado técnicas para una sola variable para encontrar dw/dt expresando primero w
como funcién de ¢,

w=x2y—y?=(sent)? et — (e')? = et sen?t —e?*
y derivando después como de costumbre respecto a la variable t:

dw
i 2etsentcost + el sen®t — 2e?t

Ejemplo 18. Aplicacién de la regla de la cadena a velocidades o ritmos de cambio relacionados

Dos obietas recorren travectorias elinticas dadas nor las eciiaciones naramétricas sienientes:
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Solucion

La distancia entre dos objetos est4 dada por:

S = \/(xz —x1)%+ (Y, —y1)?

cuando t = m se tiene, x; = —4,y; =0,x, =0, ¥y, =3, y:

s=+(0—-(-4)2+@B3-0)2=5

Cuando t = 7, las derivadas parciales de s son:

d — — 1 4
_5: (x2 — x1) - 2(0+4) = —=
0x; \/(xz —x)%+ (v, —y1)? 5 5
ds —(y, — 1 3
Os _ 2= y1) - lg_p=3
0y, \/(xz —x1)?+ (V2 —y1)? 5 5
a — 1 4
a_5= (2 — x1) —Z(0+4) ==
X2 \/(xz —x1)*+ (V2 — ¥1)? 5 5
d — 1 3
_S: 2 —y1) —-(3-0)==2
0y> \/(xz —x1)*+ (V2 —¥1)? 5 5
Cuando t = 7, las derivadas parciales de x4, y,,x,,y, son:
dx, _ _ dy, _ _
i 4sent=0 it =2cost=-2
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ds 0dsdx;, 0dsdy, O0sdx, 0sdy, _( 4

= + )0+ 3) (<) +3442.0=2
dt ~ dx, dt =~ 0dy, dt  dx, dt =y, dt 5 5 5 5 5

En el Ejemplo 18, obsérvese que s es funciéon de cuatro variables intermedias, x;,y,, X3, V,
cada una de las cuales es a su vez funcion de una sola variable t. Otro tipo de funcién com-
puesta es aquella en la que las variables intermedias son, a su vez, funciones de mas de una
variable. Por ejemplo, siw = f(x,y) ,donde x = g(s,t) ey = h(s,t) , se sigue que w es fun-
ciéon de s y t, y se pueden considerar las derivadas parciales de w con respecto a s y t. Una
manera de encontrar estas derivadas parciales es expresar w explicitamente como funcién
de sy t sustituyendo las ecuaciones x = g(s,t) ey = h(s,t) en la ecuaciéon w = f(x,y). Asi
se pueden encontrar las derivadas parciales de la manera usual, como se muestra en el ejem-
plo siguiente.

Ejemplo 19. Hallar derivadas parciales por sustitucion

ow _ow . — — 2 2 _S
Hallar 5 Y 5o siendow = 2xy, dondex =s* +t*ey = "
Solucion

Comenzamos por sustituir x = s> + t? ey = fen la ecuacion w = 2xy para obtener:
s oy S s3
w=2xy=2-(s*+t )-E=2 7 tst

. aw . .
Después, para encontrar 55 Se mantiene ¢ constante y se deriva respecto de s:

ow 3s2 6s% + 2t?
—_— =2 =3t =—
ds t t

.. a . .
De manera similar, para hallar a—vtv, se mantiene constante s y se deriva respecto a t:

Bw_z s3+ 5 —s3 + st? _25t2—253
ot iz T8) T t2 - t2

El Teorema 7 proporciona un método alternativo para hallar las derivadas parciales del
Ejemplo 19, sin expresar w explicitamente como funcién de sy t.

Teorema 7 Regla de la cadena: dos variables independientes
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ow 0dwdx 0dwdy
at  oOx ot = Ay ot

Demostracion

3 . .
Para obtener a—vsv, se mantiene constante t y se aplica el Teorema 6 para obtener el resultado
ow

-, Se mantiene constante s y se aplica el Teorema

deseado. De manera similar, para obtener
6.

Ejemplo 20. Regla de la cadena con dos variables independientes

Utilizar el Teorema 7 para calcular Z—V: y Z—‘: del Ejemplo 19

Solucion

6w_6w6x+(3w6y_2 2542 1_2 S5 b 2(s? 4 12) 1_452+252+2t2_
9s  Ox ds | dyas Y eSS TNy TaryasTes t ot t -

B 652 + 2t?
B t

De manera andaloga:

ow odwdx oOwady —s
—+to—o =2y 2t+2x-—=2"
t

—S
- = . 2 2y, =
ot~ ax ot T ay ot 26+2(s7+ 9

10

253 + 2st?  2st? —2s3
T e T e

11.5.2 Derivacion o diferenciacion parcial implicita

Esta seccion concluye con una aplicacion de la regla de la cadena para determinar la deri-
vada de una funcién definida implicitamente. Supéngase que x e y estan relacionadas por la
ecuacion F(x,y) = 0, donde se supone que y = f(x) es funcién derivable de x. Para hallar

dy / dx 1aregla dela cadena proporciona una util alternativa. Si se considera la funciéon dada
por:
w=F(x,y)= F(x,f(x))

Se puede aplicar el Teorema 6 para obtener:
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dx dy
Fx(xd’)a + Fy(X,J/)E =0

Ahora, si E,(x,y) # 0, se puede usar el hecho de que dx / dx = 1, para concluir que:

d_y _ F(x,y)
dx E,(x,y)
Teorema 8 Regla de la cadena: derivacion implicita

Si la ecuacion F(x,y) = 0 define a y implicitamente como funcién derivable de x, entonces:

dy _ E&y)
dx  FE,(xy)

E,(,y)#0

Si la ecuacion F(x,y,z) = 0 define a z implicitamente como funcién diferenciable de x e y,

entonces:
0z E(x,y,z 0z E,(x,y,z
_:_—x( Yy ) y —:——y( Y ), Fz(x,y,Z)#—'O
ox  Exy2) ay  Exyz)
Ejemplo 21. Hallar una derivada implicitamente

Dada la ecuacion y3 + y? — 5y — x2 + 4 = 0 calcular dy/dx
Solucion
Se comienza por definir una funcién F:
Flx,y)=y3+y>—-5y—x?+4
Después usando el Teorema 8, se tiene:
E.(x,y) = —2x y F,(x,y) =3y*+2y—5
Por lo que:

dy Ry (20 2
dx Fy(x,y)_3y2+2y—5_ 3y2+2y -5
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Sea F(x,y,z) = 3x%z — x?y? + 223+ 3yz—5

Entonces:
E.(x,y,2) = 6xz — 2xy?
F,(x,y,z) = —=2x*y + 3z
E,(x,y,z) =3x% + 622 + 3y
Con lo que:

0z E.(x,y,2) . bxz— 2xy?
dx  F,(x,y,z) 3x%+6z2+3y

0z E,(x,y,2) B —2x%y + 3z
dy  E(x,y,z) 3x%+6z2+3y

11.6 Derivadas direccionales y gradientes

11.6.1 Derivada direccional

Para determinar la pendiente en un punto de una superficie, se definird un nuevo tipo de

z=f(x.y)

derivada llamada derivada direccional. Sea z = f(x,y) una superficie y P(x,,y,) un punto
en el dominio de f, como se muestra en la figura. La “direccién” de la derivada direccional
esta dada por un vector unitario:

u=cosfi+senbj
donde 6 donde es el d&ngulo que forma el vector con el eje x positivo e i, j representa a dos
vectores ortonormales (ortogonales y unitarios) en la direccién del eje x e y respectivamente.
Para hallar la pendiente deseada, se reduce el problema a dos dimensiones cortando la su-
perficie con un plano vertical que pasa por el punto P y es paralelo a u, como se muestra en
la figura. Este plano vertical corta la superficie formando una curva C. La pendiente de la

superficie en (xo, Yo, f (%0,¥0) ) en la direccién de u se define como la pendiente de la curva
C en ese punto.

De manera informal, se puede expresar la pendiente de la curva C como un limite andlogo
a los usados en el célculo de una variable. El plano vertical utilizado para formar C corta el
plano xy en una recta L, representada por las ecuaciones paramétricas:

X =x,+1tcosh
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(. f(xy) Punto sobre Q

Como la distancia entre P y Q es:

V= x)2 + (7 — yo)? = 4/ (t cos 8)% + (t sen 8)% = |t|

Se puede escribir la pendiente de la secante que pasa por (xo, Yo, f (X0, ¥0)) ¥ (.3, f(x, )
como:

fx,y) — f(x0,¥0) _ f(xo+tcos@,y,+tsenB) — f(xyYo)
t t

Por dltimo, haciendo que t — 0 se llega a la definicién siguiente:

Definiciéon 9 Derivada direccional

Sea f una funcién de dos variables x e y, y sea u = cos 8 i + sen 8 j un vector unitario. En-
tonces la derivada direccional de f en la direccién de u, que se denota D, f, es:

f(x+tcosB,y +tsenb)— f(xy)
t

D, f(x,y) = lim
t-0
siempre que este limite exista

Calcular derivadas direccionales empleando esta definicién es lo mismo que encontrar la
derivada de una funcién de una variable empleando el proceso del limite. Una férmula “de
trabajo” mads simple para hallar derivadas direccionales emplea las derivadas parciales f, y

fy-

Teorema 9 Derivada direccional

Si f es una funcién diferenciable de x e y, entonces la derivada direccional de f en la direc-
cion del vector unitario u = cosf i + sen 0 j es:

Duf () = f(x,y) cos 6 + f,(x,y) sen 8

Demostracion
Dado un punto fijado (x,,¥,), seax = xy +tcosf ey =y, +t senb.

Hacemos g(t) = f(x,y). Como f es diferenciable, se puede aplicar laregla de la cadena para
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gt)—g(0) limf(x0 +tcosB,y, +tsen) — f(xp,,)
t

9 (0) - ltl—r>n t—0 t

0

Por consiguiente, D, f(xo,Yo) = f(x0,¥0) cos8 + £, (xq,y,) sen 6

Hay una cantidad infinita de derivadas direccionales en un punto dado de una superficie,
una para cada direccion especificada por u. Dos de éstas son las derivadas parciales f, y f,.

1. En la direccién del eje x positivo (basta hacer 8 = 0, con lo que obtenemos u =
cosO0i+sen0j =1

Dif (x,y) = f(x,y) cos 0 + f,,(x,y) sen 0 = f,(x,y)

2. En la direccién del eje y positivo (basta hacer § = g, con lo que obtenemos u =
i+ T .
cosZi+sen - j=j.
T

Dyf G ) = fely) coss + £, (6. y) sen 5 = £,(x,7)

Ejemplo 23. Hallar la derivada direccional
Hallar la derivada direccional de f(x,y) = 4 — x% — % y?
En (1, 2), en la direcciéon de:

7T - n -
u=cos-i+sen—j
3 3
Solucion

Como f, y f, son continuas, f es diferenciable y se puede aplicar el Teorema 9:
-y
Dyf(x,y) = f,(x,y) cos8 + f,(x,y) sen @ = —2xcos6 + (7) sen 6

Haciendo 6 = g, x =1,y = 2 se obtiene:

T -2 T V3
D,f(1,2) =-2- 1cos§ + (7) sen 3 =-1 - ~ 1,866

Nnta- Se ha esnecificado 1a direccidn nor medio de 110 vectar ninitario 1 Si 1a direccidén esta

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

© Ignacio Garcia-Julid - Ricardo Visiers Barion - 2018 25

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.

Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Universidad
///\\\,//
Matematicas para la ingenieria 11. Funciones de dos variables \\\ UFV Madrid
v=3i—4
Solucion

Como f, y f, son continuas, f es diferenciable y se puede aplicar el Teorema 9. Se comienza
por calcular un vector unitario en la direccién de v:

v 3. 4

Uu=—=—-i—=j=cosOi+senbj
vl ~5' 5 J

Mediante este vector calculamos la derivada direccional:

D, f(x,y) = 2x sen 2y cos 6 + 2x? cos 2y sen 6

3 4 3 4\ 8
a = — — ) =0 .= N == ==
Duf(l, /2) 25enn5+2cosn ( 5) 0 5+( 2) ( 5) z

11.6.2 Gradiente de una funcién de dos variables

El gradiente de una funcién de dos variables es una funcion vectorial de dos variables. Esta
funcién tiene maltiples aplicaciones importantes.

Definicién 10 Gradiente de una funcion de dos variables

Sea z = f(x,y) una funcion tal que f, y f, existen. Entonces el gradiente de f denotado con
Vf(x,y) es el vector:

VG, y) = f.(o )i+ f,(x, y)j

(x, ¥, f(x, )

’ El gradiente es un vector situado en el plano xy, no un vector
| @ en el espacio tal como se muestra en la figura.

A

T | T~y
ﬁ “‘-‘:\(x. »

X

Ejemplo 25. Hallar el gradiente de una funcién en un punto
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=24y =Inx+2
fx—;+y fy =Inx+2xy

Vf(x,y) = (% + yz)i + (Inx + 2xy)j
En el punto (1, 2) el gradiente es:
Vf(1,2) = (2+22)i+(1n1+2-1-2)j=6i+4j

Como el gradiente de f es un vector, se puede expresar la derivada direccional de f en

la direccién de u como:

D, f(x,y) = [fx(x, y)i+ fy(x,y)j] -[cosO i+ sené j]
En otras palabras, la derivada direccional es el producto escalar del gradiente y el vector

direccion. Este ttil resultado se resume en el teorema siguiente.

Teorema 10 Forma alternativa de la derivada direccional

Si f(x,y) es diferenciable, entonces la derivada direccional de f en la direccion del vector
unitario u es:

Duf(x'}’) = Vf(x:)’)u

Definicion 11 Calcular una derivada direccional mediante el gradiente

Hallar la derivada direccional de f(x,y) = 3x2 — 2y?
en el punto (— %, 0), en la direccién de P(— %, 0)aqQ(,1)

Solucion

Como f, y f, son continuas, f es diferenciable y se puede aplicar el Teorema 10.

Un vector en la direccién especificada es:

—_—

PQ=v

(0+3)'+(1 0j=it]
)" F=3t"]

Y un vector unitario en esa direccion es:
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el gradiente en (— z, O) es:

Por tanto en (—%, 0) la derivada direccional es:

() =or(B)um (o) Gredi)

11.6.3 Aplicaciones del gradiente

Se ha visto ya que hay muchas derivadas direccionales en un punto (x, y) de una superficie.
En muchas aplicaciones, se desea saber en que direcciéon moverse de manera que f(x, )
crezca mas rapidamente. Esta direccion se llama la direccién de mayor ascenso, y viene
dada por el gradiente, como se establece en el teorema siguiente.

Teorema 11 Propiedades del gradiente
Sea f diferenciable en (x, ).

1. SiVf(x,y) =0, entonces D, f(x,y) = 0 para todo u
La direccién de mdximo incremento de f esta dada por Vf(x,y) y el valor maximo

de Dy f (x,y) es IVf (x, Yl
3. La direccién de minimo incremento de festa dada por —Vf(x, y) y el valor maximo

de D, f(x,y) es —||Vf (x, y)Il

Demostracion

Méximo Si Vf(x,y) =0, entonces en cualquier direccién (con
incremento

L
cualquier u) se tiene:
iy, (53

\ DufGe,y) =Vf(x,y) - u
0 =(0i+0j) (cos@i+senbj)=0
VA=) \\(\ - . SiVf(x,y) # 0, sea ¢ el &ngulo entre Vf(x,y) y un vec-
LS. Y tor unitario u. Por las propiedades del producto escalar
\ de vectores sabemos que:

X
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IVFCe, 2l - cos ¢ = IVFCx, p)l

De igual forma el valor de D, f(x,y) puede obtenerse haciendo ¢ = = de manera que u
apunte en la direccién opuesta a V£ (x, y).

Para observar una de las propiedades del gradiente, imaginar a un esquiador que desciende
por una montafia. Si f(x,y)denota la altitud a la que se encuentra el esquiador, entonces
—Vf(x,y) indica la direccién de acuerdo con la brdjula que debe tomar el esquiador para
seguir el camino de descenso mas rapido. (Recuérdese que el gradiente indica una direccién
en el plano xy y no apunta hacia arriba ni hacia abajo de la ladera de la montana.)

Otra ilustracién del gradiente es la temperatura T(x,y) en cualquier punto (x,y) de una
placa metdlica plana. En este caso, VT (x,y) da la direccién de mdximo aumento de tempe-
ratura en el punto (x,y), como se ilustra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 26. Hallar la direcciéon de maximo incremento
La temperatura en grados Celsius en la superficie de una placa metalica viene dada por:
T(x,y) =20 — 4x% — y?
donde x e y se miden en centimetros. ;En que direccién a partir de (2, —3) aumenta mds
rapidamente la temperatura? ;Cuadl es la tasa o ritmo de crecimiento?

Solucion
Calculamos el gradiente de la funcion temperatura:
VT(x,y) = T, (x,y)i+ T,(x,y)j = —8xi—2yj
La direccién de maximo incremento en el punto (2, —3) esta dada por:
VT(2,-3) =—-16i+6j

Y la tasa o ritmo de incremento es:

IVT(2,-3)Il =/ (—16)% + 62 =292 =~ 17,1° por cm

La solucién del Ejemplo 26 puede entenderse erréneamente. Aunque el gradiente apunta
en la direccién de maximo incremento de la temperatura, no necesariamente apunta hacia
el punto mas caliente de la placa. En otras palabras, el gradiente proporciona una solucién
local para encontrar un incremento relativo de la temperatura en el punto (2, —3). Una vez
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Hallar la trayectoria del rastreador, si éste se mueve continuamente en direccién de méximo
incremento de temperatura.

Solucion

La funcién de posicion del rastreador tiene la forma:

r() = x(®O)i+y(t)j

Un vector tangente en cada punto (x(t), y(t)) esta dado por:

, dx dy .
r)=—i+ E

—+—x  Como el rastreador busca el maximo incremento de tempe-
ratura, las direcciones de r'(t) y VT (x,y) = —8x i — 2y j son
iguales en todo punto de la trayectoria. Asi,

(2,-3)

gy = k 2y =1 Y
=R Y Y=

Donde k depende de t. Despejando en cada ecuacion dt/ k

-3

Figura 11-6 .
e igualando, obtenemos:

dx

__8x_—2y f dx = 4 f dy=Inx=4Iny+C=In(C-y*) =x=Cy*

Como el rastreador comienza en (2, —3), podemos obtener C:

2=C (-3 mC=2
=C-(=3) =31

Por tanto , la ecuacién que determina la trayectoria del rastreador es:

En la Figura 11-6, la trayectoria del rastreador (determinada por el gradiente en cada punto)
parece ser ortogonal a cada una de las curvas de nivel. Esto resulta claro cuando se consi-
dera que la temperatura T(x,y) es constante en cada una de las curvas de nivel. Asi, en
cualquier punto (x,y) sobre la curva, la velocidad o ritmo de cambio de T en direccién de
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