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4.1 Introduccion

Definici—n de aplicaci—n lineal.

Sean$ y % espacios vectoriales. La aplicaci—& $ ( % se dice que es una aplicaci—(o transformaci—n)
lineal de $ en % si satisface las dos siguientes condiciones para todg *+, $ y para todo escalar-:

1! &)/ +01 &) 0/ &+0

2! &-)01-&.)0

Hay que tener en cuenta queaunque se emplean los mismos signos para representar las operaciones vec
toriales en $ y en % las operaciones pueden ser diferentes.

No confundir el tZrmino aplicaci—n lineal entre espacios vectoriales con el de funci—n lineal (aquella cuys
representaci—a grifica es unarecta). As’'& 201 2/ 3es una funci—n lineal, mientras que considerada como

1 En adelante emplearemos indistintamente los tZrminos OaplicacionesO y OtransformacionesO lineales
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aplicaci—n de! en! , no es lineal ya que& 2, / 2.01 2,/ 2./ 3 mientras que & 2,0/ &2.01 2,/ 3/
2./ 3121/ 2/ ".

Ejemplo 1.! Probar que la aplicaci—r&'! " 4 ! " que atodo vector + 1 .5, *5. 0le hace corresponder el vector:
&5*.01 .5 6 5.*5 / "5.0
es lineal.
Solucion
Sean+1 .5*5.0y) 1 .7,*7.0dos vectores cualesquiera de! *. Usando las propiedades de la suma y la
multiplicaci—n por un escalar, tenemos:
1! De)/ +1.7,*7.0/ .5*.01 .7,/ 5*7./ 5.0, se sigue que:
&)/ +01 &7,/ 5*7./ 5.01 .7,/ 56 .7./ 507/ 5/ ".7./ 501
1.7,67.*7/ "7.0/ .5 65% [ "5.01 &) 0/ &+0
2! De-)1-.7,*7.01 .-7,*7.0, se sigue que:
&-)01¢&-7,*7.01 .-7,6 -7.*7,/ "-7.01 -.7, 6 7.*7, /| "7.01 -&.) 0
Por tanto & es una aplicaci—n lineal.

Dos aplicaciones lineales muy simples son laaplicacién cero y la aplicacién identidad, definidas como
sigue:

1! Aplicaci—n ceroi&.+01 8*9+, $

2! Aplicaci—n identidad: & +01 +*9+, $

4.2 Propiedades de las aplicaciones lineales

Sea& una aplicaci—n lineal deb en % y sean) y + vectores de$. Se cumplen las siguientes propiedades:
1! &8018
2! &6+01 6&+0
3! &) 6+01 &)06 &+0
41 Si + 1+ et ;| iuty,  entonces: & +01 &+ [ o] ;[ 14+,01 0 &+ 0/
W& +0/ ;] & +40
Demostracion
1! Recordemos que<=+1 8, de donde & 801 & <=+01 <=£.+01 8
2! Dadoque>+1 .630=5 se tiene que:& >+01 ?@6 30=5A1 .630=& +01 6 & +0

3! Dadoque) 6 +1) / .630=+, se tiene que:&) 6 +01 ?.) / .630=+01 &) 0/ &@6 30=+Al
&)0/ .6308&+01 &) 06 &+0
4! Se demuestra aplicando b definici—n de aplicaci—n lineal.

La propiedad 4 afirma que una aplicaci—n lineal& $ ( % queda completamente determinada por su acci—n
sobre una base de$. En otras palabras, siBt, *+. *C *+,Des una base del espacio vectoria$ y se conocen las
imtgenes por & de dichos vectores (& + 0& +. 0C *& +;0), entonces& +0estt determinada para todo +.

Las propiedades anteriores nos proporcionan un criterio rfpido para detectar aplicaciones que no son li-
neales. Como toda aplicaci—n lineal debe satisfacer las cuatro propiedades, en cuanto una aplicaci—n 1
satisface algunade ellas ya podemos concluir que no es lineal.

As', por ejemplo, la aplicaci—n dada por& 2,*2.01 .2, / 3*2.0no es una aplicaci—n lineal dé " en! " ya
que & <*<01 .3*<0E .<*<0.

Teorema 1! SeaF una matriz GI2H. La aplicaci—n definida por:
&+01 F+
es unaaplicaci—n lineal de! #* en! .

Demostracion
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Para todo par de vectores) *+, ! #, la propiedad distributiva del producto de matrices respecto de la suma
nos lleva a concluir que:

&)/ +01 F.)/ +01 F) / F+1 &) 0/ &+0
Antlogamente, para todo vector + , ! # y todo escalar-, teniendo en cuenta la propiedad conmutativa del
producto matricial y de la multiplicaci—n por un escalar, concluimos que:

&-+01 F.-+01 -F.+01 -&.+0

Con el fin de ajustar la notaci—n a la del producto por una matrizGI2H, los vectores de! * se representan
mediante matrices | 213 y los vectores de! ® mediante matrices GI213.
La matriz cero GI2H Horresponde a la aplicaci—n cero dé # en! ¥ . La matriz identidad J, corresponde a
la aplicaci—n identidad de! # en! $ .

Ly Lo Lg 5 Ly 51/ L5/ 5 ] Liy5y
Ly Le 5 Ly 5 Ly 5/ Lw 5./ ; | Loyby
F+1 Ky M : M MKANL K M N
Lgyv Lg» ; Les 5%  Lg:i5/ Lg+5/ ; [ Leu 54
Ejemplo 2.! SeaO P g o (P 4q laaplicaci—n que transforma cada matriZ= de tama—o GI2H en su traspuesta:

O.F01 F&
Probar que Oes una aplicaci—n lineal
Solucion

SeanF y Qmatrices de GRH y - un escalar. Por las propiedades de la traspuesta;jError! No se encuentra e
1 origen de la referencia.):

&F/ Q01 .F/ Q¥*1 F%/ Q1 &F0/ & QO
&-FO1 .-FC*1 -F%1 -&.F0

4.3 Ndcleo e imagen de una aplicacion lineal

4.3.1  Ncecleo de una aplicaci—n lineal

Sabemos por las propiedades de las aplicaciones lineales, que toda aplicaci—n line& $ ( % transforma
el vector cero de$ en el vector cero de%, es decir,& 801 8.

El conjunto de todos los vectores de$ tales que& 501 8 se llamanicleo de &y se denota por RSH&O.

En el ejemplo anterior en que O.FO1 F& es evidente que el cenico vector del ncecleo es la matriz cero d
P ¢ g

El ncecleo de la aplicaci—n cero &s El noecleo de la aplicaci—n identidad es el vector cero de

Ejemplo 3.! Hallar el ncecleo de la aplicaci—n linea&' ! * ( ! ' definida por:
&2,*2.01 .2, 6 "2.*<*62,0
Solucion
Para hallar RSTF&0, necesitamos encontrar todos los vectores d&J1 .2,*2.0, ! " tales que:

&2,*2.01 .2, 6 "2.*<*62, 01 .<*<*<0
Estos nos lleva al $stema lineal homogZneo:

26"2.1<
V <1<
62 1<

que admite s—Ilo la soluci—n trivial2, *2.01 .<*<0, en consecuencia:
RST.& 1 B<*<0D1 BD

Ejemplo 4.! Hallar el ncecleo de la aplicaci—n lineaD ! * ( ! " definida por O.U01 FUdonde:
63 6"
Fuyy, %% 8y
Solucion
El ncecleo deDes el conjunto de todos losU1 .2, *2.*2.0, | ' tales que:

OWw1l 02*2.*2 01 .<*<0
Esta ecuaci—n vectorial equivale al sistema homogZneo:
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2
63 6" o 2,626"2 1<
Wy oY 211 ¥4 \ea 1 "2t e 1 <

Llevando su matriz ampliada a forma escalonada se obtiene:

< 63 < 212
W 3 3 <Ml21e2

En tZrminos del parfmetro 2. 1 ~la familia de soluciones se expresa:

2 n 3
2[1 67173
2 A 3

Por tanto, el ncecleo dd®viene dado por:
RSTO01 BM™6 ™0, | D

Teorema 2 El ncecleo de una aplicaci—n liné®&' $ ( % es un subespacio de$.

Demostracion

Sabemos queRST&D es un conjunto no vac'o de$. Para probar que RST&  es subespacio, basta ver que es
cerrado bajo la suma y la multiplicaci—n por un escalar.

Sean) *+, RSH&O, es decir,&) 01 & +01 8y - un escalar. Entonces:
1! &)/ +01 B.)0/ &+01 8
2! &a)01-&.)01-818

Por tanto RSF&Oes un subespacio vectoral de $.

Ejemplo 5.! Ctlculo de una base del ncecleo
Sea&'! ( 4 1) definida por & U01 FU, donde:
3 " < 3 63
"3 X 3 <
F1 K63 < 6" < 3 N
< < < " b
Hallar la base de RST&0como subespacio de! (.
Solucion
Reducimos la matriz ampliada d= Ml ea forma escalonada:
3¢ <83 < 516212
K203 58 Nevai2ly
2)16f2
< < < < < <
Haciendo 2 1 gy 2( 1 # obtenemos:
i2!m i6"g/ Am i6"m i m
i2"| TR i 3 P
Ul:i2,1: g 11gi31/ "<y
i1 i 6fn I i<l igfl
Rk h ~ k h<k h3k

As’ pues, la base delRST&0viene dada por:
Q1 B6"*3*3*<*<0r, 3*" *<*6 f *30D
En este ejemplo hemos encontrado una base del ncecleo d&resolviendo el sistema homogZneoFU1 8.

Este procedimiento es el mismo utilizado para hallar el espacio soluci—n dd=U1 8. En otras palabras, el
noecleo de&es el espacio nulo de la matrizF.

Corolario

Sea&'! # 4 1% |aaplicaci—n lineal dada por& W01 FU. El ncecleo dek es el espacio soluci—n dé&U 1 8.

4.3.2 Imagen de una aplicaci—n lineal
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Definici—n 2 La imagen de una aplicaci—n linealk' $ ( %, denotado por nGLOSI & es el conjunto de todos los vectores
de % que son imtgenes de algaen vector d8, es decir:

nGLOSI&1 B , %*pH, $*&+01 oD

Teorema 3 La imagen de una aplicaci—n lineal' $ ( % es un subespacio de%.

Demostracion
La imagen de & es no vac'a, ya que el vector nulo de% pertenece a ella al se&. 801 8.
S—Ilo falta probar que es cerrada bajo la suma y la multiplicaci—n por un escalar.

a)l Sean& ) 0*& +0, nGLOSL&O. Puesto que) *+, $q )/ +, $, por tanto &) 0/ &+01 &) /
+0, GLOSI. &0.

b)! Sea &)0, nGLOSI& y - un escalar. Como) , $q -) , $, por tanto -&.)01 &-)O0,
nGLOSI &0.

4.3.3 Ctlculo de una base de la imagen

Para hallar una base de la imagen de una aplicaci—n lineal definida com& 201 FU observemos que la
imagen contiene todos aquellos vectoresr para los que el sistemaFU1 r admite soluci—n (es compatible).

Escribiendo el sistema:

Ly L Ly 2 Si
K v D NGNS N
Lsyv Ls» ; Lex 2%  sg
en la forma:
L Ly Lix S
FUL 2 KN 2 Ky 5 1 2, K pgNL kSN ¢
Ls Ly~ Lgsu Sg

vemos quer estf en la imagen de& s’, y s—lo s’, es combinaci—n lineal de los vectores columna &e As’
pues, el espacio de columnas de la matrizF coincide con la imagen de &

Yavimos dos procedimientos para hallar una base del espacio de columnas de una matriz. A continuaci—n
aplicamos el segundo de estos procedimientos para calcular una base de la imagede una aplicaci—n lineal.

Ejemplo 6.! Hallar una base de la imagen de la aplicaci—n lineal del ejemplo anterio&'! ( 4 1), definida por & W01
FU, donde:
3 " < 3 63
" X <
Fligy 2 go < 3N
< < < " Db
Solucion

Ya calculamos la forma escalonada de la matrizF:

3 " < 3 63 3 < " < 63
"3 X 3 < < 3 63 < 6"
K63 < 6" < SM I-|K< < < 3 f N
< < < " b < < < < <

Como los pivotes aparecen en las columnas 1, 2 y 4 de la matriz escalonada, los correspondientes vectore
columna de F forman una base del espacio de calimnas de F. Por tanto, una base denGLOSI &)es:

Q1 B3**6 3*<0r. " *3*<*<Or. 3*3*<*" (D

4.3.4 Rango y nulidad de una aplicaci—n lineal

Sedd' $ ( % una aplicaci—n lineal. La dimensi—n del noecleo dese llama nulidad de & y se denota por
I7t . &0. La dimensi—n de la imagen de&k se llamarango de &y se denota por TLIOu. &0.

Si & viene definida mediante una matriz F, el rango de & es igual al rango de F
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Teorema 4 Sea& $ ( % una aplicaci—n lineal de un espacio vectorialb, de dimensi—nl , en un espacio vectorial %.

La suma de las dimensiones de la imagen y el ncecleo d& es igual a la dimensi—n del espacio vectoriab.

Esto es:

TLIOu. &0/ 17t .&01 |
0 sea:
vnG.NnGLOSL &0/ vnG.| wtSu.&01 vnG. $0H
Demostracion

Supongamos que & viene representada por una matriz F de tama—o GR2H. Supongamos que la matriz F
tiene rango T. Entonces:

TLIOU.&01 xyz @GLOSL&A1 xyz .Sg{L:nukiSkLt7GILg 01 TLIOu.FO1 T
Por el corolario visto en jError! No se encuentra el origen de la referencia. sabemos que:
| 7t.801 xyz @wtSu. &A1 xyz.Sg{L:nulgut7:n | MSIHU1 <01 1 6 T

Por tanto:
TLIOuU.&0/ 17t .&01 T/ .1 6 TO1 |
Ejemplo 7.! Hallar el rango y la nulidad de la aplicaci—n lineal & ! * ( ! * definida por la matriz:
3 < 6"
F1x 3 3]
< < <
Solucion

Como F estF en forma escalonada y tiene dos filas no nulas, su rango es 2. En consecuencia, el rango &8e
es 2, luego su nulidad es:

vnG.! '06 TLIOu1l X6 "1 3

La relaci—n entre el rango y la nulidad de una aplicaci—n lineal dada por una matriz se puede calcuta
observando que el rango lo determina el ncemero de pivotes y la nulidad el noemero de variables libres
(columnas sin pivotes). Su suma es el ncemero total de columnas de la matriz, que es la dimensi—n d«
espacio vectorial de partida.

En el ejemplo anterior las dos primeras columnas tienen pivotes, lo cual implica que el rango es 2. La tercera
columna corresponde a una variable libre, lo que indica que la nulidad es 1.

Ejemplo 8.! SeaO'! { (! " una aplicaci—n lineal. Hallar:
1! Ladimensi—n del ncecleo d®si la dimensi—n de la imagen es 2.
2! Elrango de Osi la nulidad de Oes 4.
3! Elrango deOsi}~-.Q01 BD
Solucion

3€ ComovnG@GLOSI00A/ vnG@witSu. C0A1 vnG. $0tsustituyendo los valores conocidos, se tiene
" 6 vnG@w1tSu.Q0AL «, por lo que xyz @witSu.O0Al « 6 " 1 XH

"€ Como TLIOu.00/ I7t .001 I, sustituyendo los valores conocidos, se tieneTLIOu. 0/ f 1 «, por
loque TLIOU.C01 « 6 f 1 3.H

X€ En este caso la nulidadde Oes 0. Por tanto:TLIOu.O01 | 6 17t .Q01 e 6 <1 . H

4.4  lsomorfismos entre espacios vectoriales

4.4.1 Aplicaciones lineales inyectivas y suprayectivas

4.4.1.1  Aplicaciones lineales inyectivas
Definici—n 3 Una aplicaci—n& $ ( % se dice que es inyectiva(o uno a uno) s’, y s—Ilo s’, la preimagen de todw |,
nGLOSI & consta de un cenico vector. Eso equivale a decir qué& es inyectiva s’, y s—lo s’

ON*+H $*&)01 &+0q ) 1 +

Teorema 3 Una aplicaci—n lineal&’ $ ( % es inyectiva s’, y s—lo SRSH&0 1 BD

Demostracion
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Si&es inyectiva, & +01 8 s—lo puede tener una soluci—#: 1 8. En tal casoRST&0 1 BBD Rec’procamente,
supongamos que RST&01 BDy &) 01 & +0. Por ser&lineal:

&) 6 +01 &) 06 &+01 8

Esto implica que el vector) 6 + estf en el noecleo d&, de modo que) 6 +1 8, luego) 1 +y concluimos
gue & es inyectiva.

Teorema @ Si $ tiene dimensi—n finita, entonces& es inyectiva s’, y s—lo sXyz $ 1 xyz & $0

Demostracion
De acuerdo con el teorema anterior y sabiendo quexyz @T . &A/ xyz HIGLOSI.&01 xyz $, se obtiene:
&MIfS:A5L, ,ST.&01 8, xyz@ST.&0Al <, xyz$ 1 xyz@ $0A/ <

Teorema 7 SiQ1l B.*..*C#€.,Des una base deb, entonces&es inyectiva s’, y s—I0 s& Q01 .& ..0& ...0tC*& ...00
es una base de& $0, es decir, si y s—lo &% Q0es un sistema independiente de vectores deb.

Demostracion
Dada una baseQ1 B..*..*C€.,Dde $, como & QO0es un sistema generador del vectores de& $0, se veri-
fica que:
& QOsLgSH. $0, & QOthISLIGSINSHIVS{SIVNSINS , TLIO@ QAL | , xyz@ $0A1 | 1 xyz $H
» &HIfS:An5L
Observaci—n
Una aplicaci—n lineald’' $ ( %, entre espacios vectoriales es inyectiva si y s—Io si, todo sistema linealment
independiente de vectores de$ tiene por imagen a un sistema de vectores de% que tambiZn es linealmente
independiente.
Comprobacion
a)! Si&es inyectiva, dado un sistema.)  *) .*C*) 0de vectores independientes de$, el sistema ima-
gen.&),* .*C* OtambiZn es linealmente independiente, puesto que (para-, *-.*C*- escala-
res):
. 1 1
T -/&)/018¢7AT -/)/%0181:1' '/)/18¢'!1-"1; 1-.1<
/0! 0+ D+

b)! Sila imagen de cualquier sistema independiente de$ es un sistema independiente de%, se veri-
ficart en particular que dado ) E 8 en$, ha de ser& ) OE 8. De ello resulta, pues, que,ST&.&01
d y, por tanto, &es inyectiva.

Ejemplo 9.! La aplicaci—n lineal&' ! * ( ! ) definida mediante:
&2*f*1 .2*2/ f*fl 2/ fI 0
es inyectiva ya que los vectores de la base can—nica e son os vectores:
& 3*<*<01 .3*3*<*30kdHl. <*3*<01 . <*3*3*30kHB. <*<*301 .<*<*3*30
gue forman una base de la imagen, ya que son linealmente independientes pues:

3 3 <3
TLIOU. & .,.0t& ..0F& ...001 TLIOuZ 3 3 3[1 X
< < 3 3
La inyectividad de &tambiZn se pod’a haber comprobado viendo que}~+.&01 d; as’ es, ya que:
21<
21 f1< | 21<
}~.&0'E f181< » }+.&0'Vf1 <, }-.&01d
2/ fI 81 < S1c<

4.4.1.2  Aplicaciones lineales suprayectivas (o sobreyectivas)

Definici—n 4 Una aplicaci—n& $ ( % se dice que es suprayectiva si todo elemento dé tiene alguna preimagen en $.
En otras palabras, si laimagen de& es%. De ah’ se sigue el siguiente teorema
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Teorema g Se dice que & $ ( %, donde % es de dimensi—n finita, es suprayectiva s', y s—Ilo s’, el rango &ees igual

a la dimensi—n de%.
En el caso de queb y % sean de la misma dimensi—n, se verifica que:

Teorema 9 Una aplicaci—n lineal& $ ( %, con$H ¥ de la misma dimensi—nl , es inyectiva s’, y s—Ilo s’, es suprayec
tiva.

Demostracion

Si & es inyectiva, sabemos queRST& 1 BD luego vnGHRST&O 1 <. En este caso:

vnG@GLOSI &AL | 6 vnG.RST&M1 | 1 vnGH%O0
Por tanto, por el teorema anterior, & es suprayectiva.
Antlogamente, si & es suprayectiva:
vnG@GLOSI &A1 vnG. %01 |

lo cual implica que vnGHRSTH& 1 <, por lo que & es inyectiva.

Ejemplo 10.! La aplicaci—n lineal&' ! # ( ! ¥ viene dada por & W1 FU. Hallar la nulidad y el rango de & Averiguar si
& es inyectiva, suprayectiva o ninguna de ambas cosas en los siguientes casos:
3 " <
al = 3 3]
< < 3
3
b)! = 3|
< <
" <
|
o) Vé 3 63"
3 " <
d! = 3 3]
< < <
Solucion

Cada una de las matrices ya estt en forma escalonada, de manera que su rango se sabe a simple vista.

vnGHNGLOSD| vnGHI witSu0
vnG
&gr#(1% TLIOu. &0 17t .&0 JIfSAn5L | «7{TLfS: n5L
HvuGnlnuQ
aR! (! 3 2 0 Sl Sl
b)g! " (!’ 2 2 0 Sl NO
oO&! (! 3 2 1 NO Sl
d&! (! 3 2 1 NO NO

4.4.1.3 Isomorfismos entre espacios vectoriales

Definici—n 3 Un isomorfismo entre los espacios vectoriales$ y % es una aplicaci—n lineal que es inyectiva y suprayec-
tiva2. En tal circunstancia se dice quéd y % son isomorfos.

Desde el punto de vista de los espacios vectoriales, no hay nada que permita diferenciar & de %.
Un isomorfismo de un espacio vectorial en s’ mismo recibe el nombre de automorfismo.

2TambiZn llamadasiyectivas
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Teorema 10 Dos espacios vectoriales$ y % son isomorfos s’, y s—lo s, tienen la misma dimensi—n.
Demostracion
Supongamos que$, de dimensi—n es isomorfo a%. Por definici—n de isomorfismo, existe una aplicaci—r
lineal & $ ( % que es inyectiva y suprayectiva.
Por ser inyectiva: vnG.}~+.&01 <, lo cual implica que
vnG@GLOSI &A1 vnG. %01 |
Por ser suprayectiva: vnG@GLOSI &A1 vnG. %01 |

Para demostrarla otra direcci—n del enunciado, supongamos que$ y % tienen dimensi—nl . SeaQ1
Bt *+.*C €+,Duna base de$ y @®1 B, *0.*C *o ,Duna base de%. Un vector arbitrario de $ se puede
descomponer como:

+1 -+ Hek 5 ] -ty
y podemos definir una aplicaci—n lineal& $ ( % dada por:
&+01 -0,/ Hwow/ ; | -404
Es ffcil verificar que & es inyectiva y suprayectiva, por tanto $ y % son isomorfos.

Ejemplo 11.! Los siguientes espacios son isomorfos entre s':
ay 1)
b)! P g = espacio de todas las matrices de tama—d 213
c) P .g = espacio de todas las matrices de tama—d RRH
d)! Z = espacio de todos los polinomios de grado menor o igual que 3.
e)l $1B2*2.*2*2*08,, ! D subespacio de! (

Los elementos de esos espacios se comportan todos del mismo modo como vectores, aun cuando sean ot
jetos matemiticos muy diversos. Por esta raz—n, el convenio de usar indistintamente la notaci—nrupla o
de matriz | 1213 queda plenamente justificada.

Propiedades
1! Una aplicaci—n lineal& $ ( % es un isomorfismo si, y s—lo sinGLOSI &1 % y ,STH&O1 d.

2! Si $ tiene dimensi—n finita, una aplicaci—n lineal& $ ( % es un isomorfismo si, y s—Io si,
xyz $ 1 xyz & $01 xyz %.

3! Si$ tiene dimensi—n finita,una aplicaci—n linealk $ ( $ es automorfismo si y s—Io si, es inyectiva
0 si y s—lo si es suprayectiva.

Demostracion

1! Por definici—n&es suprayectiva si y s—lo snGLOSL&01 %. Por otra parte, & es inyectiva siy s—lo
si,ST.&01 d.

2! Esta propiedad se deduce ffcilmente de:
al &d7{TLfS:*n5Le & $01 %+ xyz@ $0A1l xyz %.
b.! &HIfS:An5lH xyz@ST.&0AL <+ xyz$ 1 xyz & $0.

3! Sienelcaso anterior se tom&b 1 $, resulta que &es isomorfismo si, y s—lo sixyz.$01 xyz H& $0,
es decir, si y s—lo si& es suprayectiva. La anterior igualdad entre dimensiones equivale a la
Xyz @8T .&0A1 <, 0 sea, a quek es inyectiva.

4.5 Matrices de las aplicaciones lineales

451 Matriz can—nica de una aplicaci—n lineal

Definici—n 6 Sea& ! * (! ¥ una aplicaci—n lineal yQ1 B.,.*..*C*.,Dla base can—nica de*, tal que:
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Ly Ly Ly
L. Low L.
& .01 KN, & .01 K N oo, & 401 K N
Lg, Lg Lgy
entonces la matriz GRRH cuyas| columnas vienen dadas por & ..,.C:
Ly Lo 5 L
Ly  Le 5 Leg
F1Kp M mN
Lsir Ls- & Lew

Ejemplo 12.!

es tal que& +01 F+ paratodo +, ! #. Se dice queF es la matriz can—nica d&.
Demostracion
Para probar que & +01 F+Hparatodo +, ! #, escribimos:
S5
+1 KS,(,M 5 .0/ 5oonl | 5y.y
Sy
Como &es lineal, se tiene:
&+01 &5 .4/ 5 .u/f ; [ 54.401 &5/.,.0/ &5+..0/ ; | &5;.401
15&.,.0/ 5:&..0/ ; /| 54& .40
Por otra parte, el producto de matrices F+ viene dado por (ver Teorema 1) :

Ly Le ; Lg 5 Ly 5/ Le 5/ 5 [/ Lig5y
Ly Le : L 5 . w5l s ] L
F+1Kpy M ,\jNKNNlKL!E’!/LE’Nf'/L#S#Nl

Lgy Lg» 5 Lgw 5 Ls:5 / Lg=5/ ; | Lgu 54

Ly Ly L4

Ly Lo Loy

15 KN 5 KyN ; / 5K yyNL 5& .0/ 5:&..0/ ; | 5,& .40
Lg: Lg~ Lgs

Por tanto, & +01 F+Hparatodo +, ! #.

Hallar la matriz can—nica de la aplicaci—n linea& ! * ( ! " definida por:
& 2*f*P1 .26 "f*"2/ fO
Calculamos las imfgenes de la base can—nica de :
& .,.01 &3**<01 .3*'0
& ..01 & <*3*<01 .6"*30
& ...01 & <*<*301 .<*<0
Por tanto la matriz de la aplicaci—n es:

6" <
F1\j) NG
Para comprobarlo:

2 2
IR 6 < a, 26T,
F_félvﬁ s XLl

4.5.2 Bases no can—nicas y espacios vectoriales generales

Consideramos ahora el problema mis general de hallar una matriz para una aplicaci—n lineak $ ( %,
relativa a dos bases ordenadas de$ y %, digamos Qy Q, respectivamente. Recordemos que la matrz de
coordenadas de+ en la baseQ se denota porcte,. Para representar la aplicaci—n linea&, debemos multi-
plicar F por una matriz de coordenadas respecto de Q. El resultado de ese producto sert una matriz de
coordenadas respecto deQ. Esto es:

& +0ey31 Fete
Se dice queF es lamatriz de ? respecto de las bases “ y “ .
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Definici—n 7

Ejemplo 13.!

Ejemplo 14.!

Para hallar la matriz F usamos un procedimiento antlogo al empleado para hallar la matriz can—nica de,
es decir, escribimos las imfgenes de los vectores d& como matrices de coordenadas relativas a la base
Q. Estas matrices de coordenadas son columnas dé€.

Sean$ y % espacios vectoriales de dimensi—n finita con bases respectivady Q, donde
Q1 Bt *+.*C€+,D
Si& $ ( % es una aplicaci—n lineal tal que:

Ly Ly Ly
Lo Lo Loy
&+ Ozl K N 6& + 03l Ky NE.., c&+,0831 K N
Ls Lg - Lss
La matriz GR2H con columnas c& +,0g; 5,
Ly Ly L4
Ly Le ;L
FIKy M - wmN
Lgr Lg» 5 Lesx
Es tal que
& +0g 31 Fcre HiOH , $
Sea&'! " (! laaplicaci—n lineal definida por:

&2,*2.01 .2,/ 2.*'2,6 2.0
Hallar la matriz de &respecto de las bases:
Q1 B *+.D1 B3*" 06 3*30DHHH HIHD® 1 B, *0. D1 B3*<0* <*30D
Solucion
Por definici—n de&
&+ 01 &3*01 .X*<01 Xo,/ <O
&+ 01 &63*301 .<*6 X01 <0, 6 X0~
Por tanto, las matrices de coordenadas de% +, Oy & +.0respecto de la baseQ son:

<
&+ Ool WY y &+ Casl WY
La matriz de &respecto deQy Q se halla tomando estas matrices de coordenadas como columnas:

<
F1\R<§ oY

En el caso especialenqués 1 % y Q1 @, la matriz F se llama matriz de & respecto de la baseQ. En tal
circunstancia, la matriz de la aplicaci—n es, simplementeJ,.

Sea’ ;' Z. ( Z Hel operador derivada que transforma todo polinomio de grado 2 {.20en su derivada{’. 20.
Hallar la matriz de " 5 en las bases:

Q1 B?2*2'D y Q1 B*2D

Solucion

Las derivadas de los vectores de la base son:
"5.301 <.30/ <.20
"5.201 3.30/ <.20
"5.2°01 <.30/ ".20

As’ pues, sus matrices de coordenadas respecto d€) son:

¢5.3031 WY 520851 WY, 520l Y

y la matriz de " 5 viene dada por:
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Definici—n 8

N—tese que esta matriz produce la derivada de todo polinomio de grado 2{.201 L/ s2/ :2":

3 <

L
< .,Y_s‘l\/,\?_Yq sl "217zd/ s2/ :2"e

F{1v§

4.6 Equivalencia, semejanza y congruencia de matrices

4.6.1  Expresi—n matricial de un cambio de base

Dadas dos bases distintasQ 1 B..*..*C*.,Dy Q 1 B/, *... *C *.., Dde un espacio vectorial $ de dimensi—n
I, un vector cualquiera de U, $ puede ser expresado de las dos formas siguientes:

Ul 2., y Ul 24
donde .2, *2.*C *2,0son las coordenadas deUen la baseQy .2, *2'. *C *2',0son las coordenadas deUen la
baseQ.
Si la relaci—n que guardan lovectores de las bases entre s’ es:
Vel oss
ambos sistemas de coordenadas dependen el uno del otro y dicha dependencia no es otra que:
2/ 1 ¢ /g 2HLTLIAL 3*"*C* H#1 3*"*C €1

Designando entonces por:

AT 2 2
—1 Z; ; i [1loge, “1®elzM , "1 @elzM
*# um 2y 2'y

resulta evidente que las ecuaciones del cambio de coordenadas se pueden escribir matricialmente de la
forma:

2, nos 0 w2
zZM 1z o 5 [zZM
2y #os w2y

0 abreviadamente:
Y1 S MR el ™ 2%e
La expresi—n del cambio de base puede ser interpretada como la ecuaci—n de una aplicaci—n lineal, la a|

caci—&'$ ( $ que para las basedQ del espacio origen y Q del espacio de llegada, tiene a—por matriz
asociada.

Como cualquier vector U, $ tiene coordenadas. 2,0y coordenadas. 2'¢0. la anterior interpretaci—n permite
afirmar que cualquier vector 2,... del espacio de llegada procede de un vector2.s del espacio origen, es
decir, que & Hes suprayectiva y que, portanto —es una matriz regular.
En consecuencia, un cambio de base en un espacio vectorial viene dado matricialmente por:

T 1 —C CHHHHDR el MEsR%e
siendo —matriz regular.

Rec’procamente, dada una matriz regular —de tama—ol y unabaseQ1 B..*..*C*. ,Ddel espacio vectorial
$ de dimensi—mH, se puede asegurar que existe otra bas€y 1 B/, *...*C*./,Dde $ tal que la ecuaci—n
matricial del cambio de coordenadas es™ 1 —™.

4.6.2 Equivalencia de matrices

Dos matrices F y Q, ambas deG filas y | columnas, es decir F*QH P g5 .! 0se dice que son matrices
equivalentes siempre que existan dos matricesZ y — cuadradas y regulares, de tama—0sG y | respecti-
vamente, tales que:
Q1 -8'Fz
Es decir:
Fess HI@ss Ul 1Be7n5LISINSEE  >2ng"SIKL, HHg KBLATN:SGTSO7LLTSYLISE7S' Q1 —8' FZ

© Ignacio Garc’alulit! Ricardo Visiers Ba—+2020 12



S i
R

Matemiticas para la ingenier'a 4. Aplicaciones lineales A\ UFV Madrid

Esta relaci—n entre matrices es ungelacion de equivalencia para el conjunto P gs4 .! O de las matrices de
tama—o GI2H. En efecto:

a)l Toda matriz Fgs; es equivalente a s’ misma, ya queF 1 B'FJ, y las matrices identidad J e
son regulares.

b)! SiFgss es equivalente aQgy, , entoncesQHes equivalente aF, ya que de serQ 1 —&' FZ se sigue
que F1 —@8' obienF 1 .-8'' Q.78 0 donde Z8' y —8' son regulares.

c) SiFgsy es equivalente es equivalente aQs: Y Qs» 10 s aogsy , entoncesF es equivalente ace
yaque, deserQl —8'FZy cel «8' Q-, se sigue quecel 8" . —8'FZ0 1 .—e(P'F.ZeQy 7o y —
son regulares.

En tZrminos de aplicaciones lineales, la interpretaci—n de esta definici—n es como sigue:

4.6.2.1  Matrices asociadas, en distintas bases, a una misma aplicaci—n lineal
Sean$; y %; espacios vectoriales de dimensiones y G respectivamente, y sea& una aplicaci—n lineal de
$ en %, que transforma todo vector U, $ enotroz 1 & U0, %. Sien$ se elige una baseB ,.*..*C*. 4Dy
en % otra baseB , *) - *C*) ¢ D respectode Zstas bases hay una, y s—lo una, matrizs, 1 d_geasociada a
la aplicaci—n& Esta matriz es la que permite escribir la ecuaci—n d& en dichas bases, en la forma:

cfiel MgS%S
siendo”™ 1 e, P 45 .! Ola matriz columna de las coordenadas deUel 1 cf,e, P ¢5,.! Ola matriz co-
lumna de las coordenadas dez.

Sup—ngase que ef se toma otra baseB ., *... *C *.., Drespecto de la cual esU1 2.5y que en % tambiZn
se elige una nueva based ', *) . *C *) 'y Dque permite escribir Z 1 f’;) ’,. Adoptadas estas nuevas bases la
aplicaci—n& tiene asociada una nueva matrizQ;s 1 cSg€ la cual proporciona la ecuaci—n de en las nue-
vas bases, en la forma:
cf'iel 8, S™sS
Los cambios de base er$ y % quedan biun’vocamente determinados por dos matrices cuadradas regulares
Z, y — , que son las que permiten expresar los cambios de coordenadas en la siguiente forma matricial:
17 eV1-—Y
En estas condicionescomo cf,el F™%S serf:
—&f'/el F@™P3A
y, por tanto,
cf el .—B'FZOop3s
de donde se infiere que:
Q1-8'Fz
es decir,F y Qson equivalentes; de ah’ que las matrices asociadas a una determinada aplicaci—n, en distinta
bases, son equivalentes.

Es trivial, a la vista de lo anterior, que si dos matrices son equivalentes, entonces son matrices asociadas :
una misma aplicaci—n erdistintas bases, o, dicho de otro modo, siF y Q son matrices equivalentes yF tiene
asociada en ciertas bases una aplicaci—n line&| existen otras dos bases respecto de las cuales €da matriz
asociada a&

La correspondencia entre aplicacioneslineales y matrices es pues tal que, al cambiar de bases en los espacio
vectoriales, las matrices asociadas a una aplicaci—n lineal dada constituyen una clase de matrices equive
lentes.

4.6.3 Semejanza de matrices

La semejanza de matrices puedeconsiderarse como un caso particular de la equivalencia. As’ como la equi-
valencia se defin’a entre matrices rectangulares cualesquiera, pero ambas de igual tama—o, la semejanz
s—Ilo se define entre matrices cuadradas del mismo tama—o.
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Propiedades

Dos matrices cuadradas F y QHde tama—o | , se dice que son matrices semejantes si existe una matriZ
cuadrada de tama—o| y regular, tal que se verifica:
Q1 78'FZ

es decirH

CFHIDIgUl KBLATN:SEHSGS-LINSge  02ng "FTIL KELATNEL * Ltk7SID 1 78' FZe
La relaci—n de semejanza es evidentemente, para el conjun® ;.! 0de matrices cuadradas, una relaci—n
de equivalencia. La comprobaci—n se realiza siguiendo los mismos pasos que egl caso de matrices equi-
valentes.
Es frecuente, para expresar queF y Q son matrices semejantes, utilizar la expresi—rQ es la matriz transfor-
mada de F mediante una matriz regular.

La interpretaci—n en Zrminos de aplicaciones lineales de la semejanza denatrices es ahora mis simple que
la de equivalencia.

4.6.3.1 Matrices asociadas, al cambiar de base, a un endomorfismo

Sean$ un espacio vectorial de dimensi—rl y &una aplicaci—n lineal deb en s’ mismo, que transforma todo
vector U, $enotroz 1 & U0 Sien$ se elige una basék ..*...*C *. , D respecto de esta base hay una, y s—I
una, matriz F, 1 d_easociada al endomorfismo &, respecto de dicha bag, en la forma¥Y 1 F=", siendo
“ 1 %¥ Y1 cfe, Pus .! Olas matrices columna de las coordenadas deJe 7 respectivamente.
Adoptando para $ una nueva baseB., *...*C*..4D respecto de ella, la matriz asociada a& sert una cierta
Q: 1 csjeetal que, en la nueva base, la ecuaci—n matricial d&es Y31 Q="", donde " 31 2%ee Y31 cf3e
son las matrices columna de las nuevas coordenadas déJe Z respectivamente.

El cambio de base er$ queda inequ’'vocamente determinado por una matriz cuadrada regular Z: que per-
mite expresar el cambio de coordenadas de la siguiente manera:

VAR AY
En estas condiciones, al seiy 1 F =" sert
Y31 F=7%
y, por tanto,
Yv31 .28 FZ0O
de ah’ que sea
Q1 78'Fz

es decir, F y Q son semejantes yZ es la matriz que transforma F en Q.

Resulta evidente que dos matrices cuadradas son semejantes si, y s—Io si, son matrices asociadas a un misi
endomorfismo en bases distintas.

Para la semejanza entre matrices dé® ;.! Ose verifica que:
a)! La transformada de una suma es la suma de las transformadas, es decir:
78 F | F.OZ1 28 F 72| 78'F.2

b)! Latransformada de un escalar por una matriz es igual al escalar por latransformada de la matriz,
es decir:

Z8' \RFOZ 1 RZ8% FZ0
c)! Latransformada de un producto, es el producto de las transformadas, es decir:
78 FF.0Z1 .78'F, Z20=78'F. 70
d)! La transformada de la matriz unidad es ella misma, es decir:
78'3,71 3
e)l Latransformada de la inversa de una matriz es la inversa de la transformada de la matriz, es decir:
78 B @ 1 .28 F20!
De las propiedades anteriores se deduce que, para el conjunto de las matrices regulares de tama-b, la
aplicaci—n definida por la matriz regular Z, mediante F ~ Z8' FZ, es un automorfismo.
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4.6.4 Congruencia de matrices

Definici—n 10 Dos matrices cuadradasF y Q de tama—o | , se dice que son matrices congruentes si existe una matriz—
cuadrada de tama—o1 y regular, tal que se verifique:
Q1 4F—
Es decir,

o, HI, ldul MugkBLATn:S#UIOT7SIASges  o2ng"FIL KBLATNSHTSOTIL T Ltk7SI) 1 —S$F—

Para el conjuntoP 4.! Ode las matrices cuadradas de tama—d , la congruencia de matrices es una relaci—r
de equivalencia, ya que:

a)l Toda matriz es congruente consigo misma, puesF 1 J*FJ, donde J es la matriz identidad, que es
regular.

b)! SiF es congruente conQ, es decirQ 1 —&F—; entoncesF 1 .—8' 0*Q-8', es decir,Q es congruente
conF.

c)l SiF es congruente con@Q, y Qlo es conce es decir,Q 1 —4F—y cel « &Qe, entonces
el « 4 8F 0 1 .—0*F.—0
o0 sea,F es congruente con ce

ObsZrvese que, si una matrizF , P ,.! Oes una matriz simZtrica, tambiZn son simZtricas todas las matrices
congruentes con ella, es decir, sk 1 F%, entoncesQ 1 —&F—tambiZn satisface aQ 1 Q% ya que:

Q*1.—4F0%1 —$F8—1 Q

4.7  Aplicacion lineal inversa

Sig&'l# (1 #y&'1#( 1#sondos aplicaciones lineales tales queH , ! #:

&@.+0AL +Hy &@.+0Al +

se dice que& esinvertible y que & es lainversa de &

No toda aplicaci—nlineal es invertible. Ahora bien, si & es invertible, su inversa es cenica y se denota por
&8! .

Igual que la inversa de una funci—n de una variable real decimos deshace lo hecho por ella, la inversa de
una aplicaci—n lineal& deshace la transformaci—mealizada por la aplicaci—n efectuada po&.

Teorema 11 Sea&'! # (! # una aplicaci—n lineal con matriz can—nick. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1! &esinvertible.
2! &es unisomorfismo.
3! F esinvertible

Ademis. si &es invertible, la matriz can—nica de&8' esF8!' .

Ejemplo 15.! Probar que la aplicaci—n lineal® ! ' ( ! " definida por:
&2*f*01 "2/ Xfl &X2/ Xfl &2/ ffl 0
es invertible y hallar su inversa.
Solucion
La matriz can—nica dek es:

" X 3
F12ZX X 3[
" f 3

Usando las tZcnicas de inversi—n de matrices puede verse guees invertible y que su inversa es:
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63 3 <
F&'1583 < 3]
i 6" 6X

Por tanto & es invertible y la matriz can—nica de88' esF8'.

4.8 Interpretacién geométrica de las transformaciones linealesen ! 2. Creacion de gréa-

ficos por ordenador

4.8.1 Introducci—n

Todos estamos familiarizados con los sorprendentes resultados que se logran con ayuda de or-
denadores en la creaci—n de grificos destinados a los videojuegos y a los efectos especiales er
industria del cine. La creaci—n de grificos por ordenador tambiZndesempe—a un papel impor-
tante en el mundo de la manufactura. Por ejemplo, el disefio asistido por ordenador (CAD, por sus
siglas en inglZs) se emplea para dise—ar modelos de productos y luego someterlos (tambiZn en
ordenador) a una serie de pruebas para, fnalmente, implementar las modificaciones necesarias
a fin de lograr un mejor dise—o. Uno de los Zxitos mts notables de este mZtodo se ha conseguidc
en la industria automotriz, en donde los modelos automovil'sticos pueden verse desde diversos
Fngulos hastaencontrar un estilo mis atractivo y popular, as’ como verificar la resistencia de sus
componentes, su adaptabilidad al camino, la comodidad de sus asientos, la seguridad que ofre-
cen en caso de choque, etcZtera.

En esta secci—n veremos ejemplos de transfmaciones linealesf : R? - R2 que son cetiles en el
desarrollo de grificos bidimensionales.

4.8.2 Geometra de las transformaciones lineales deR? en R?

Seal : R? —» R? unatransformaci—n lineal con representaci—n matriciad. Ahora se demostrar
gue si A es invertible, entoncesT se puede escribir como una sucesi—n de una o mi¥s transforma
ciones especiales, denominadagxpansiones, compresiones, reflexiones y cortes.

Las transformaciones lineales no singulares (o invertible s) son importantes debido a que conser-
van la linealidad de un espacio vectorial es decir transforman:

a)! Rectas en rectas
b)! Segmentos de recta en segmentos de recta
c)! Rectas paralelas en rectaparalelas

d)! Rectas que pasan por el origen en rectas que pasan por el origen.

4.8.2.1  Expansi—n alo largo de los ejes x 0y
Una expansion a lo largo del eje x €s una transformaci—n lineal que multiplica a la coordenadax de
un vector en R? por una constante ¢ > 1. Es decir:

X cxX
()= ()
y y
Para obtener la matriz A asociada a esta transformaci—n lineal basta que obtengamos las imge
nes de los vectores de la base can—nica @&:

()= ()=()=a=[ I
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En la Figura 1 se muestran dos ejemplos de expansiones. Partiendo de la figura (a) la (b) repre-
senta una expansi—n en la direcci—n del ejecon ¢ = 2 y la (¢) una expansi—n en la direcci—n de

ejey conc = 4.

y y y
A A A
I I ©,8) | 3, 8)
(0,2) 3,2) (0,2) (6,2) +
— ——> X — —3 X + —t
ol 3,0 0 (6,0) ol 3,0
a) b) c)
Figural

De manera antloga podemos ver que la matriz asociada a una expansi—n a lo largo del eje de

(o) =) 7G)=()=2-[5 2

4.8.2.2 Compresi—n alo largo de los ejes x 0 y

Una compresion a lo largo de los ejes x o y es una transformaci—n lineal que multiplica a la coorde-
nada x o y de un vector en R? por una constante ¢ < 1. La representaci—n matricial de una com-
presi—n es la misma que para una expansi—n, excepto para la compresi8-r ¢ < 1, mientras
gue para la expans—nc > 1.

En la Figura 2 se muestran dos ejemplos de contracciones. Partiendo de la figura (a) la (b) repre-
senta una contracci—n en la direcci—n del ejecon ¢ = § y la (c) una contracci—n en la direcci—

. 1
delejeyconc = >

©3) +— &) 03 +G T
T T 0,3 ¥ @ 3)
_— ——— e ; I —
0 4,0) °ls0 0 4,0)
Figura 2

4823 Reflexiones

La matriz [(1) _01] es la matriz asociada a una transformaci—n lineal de reflexi—n respecto al e
X.
La matriz [_01 (1)] es la matriz asociada a una transformaci—n lineal de reflexi—n respecto al e
y.
La matriz [2 (1)] es la matriz asociada a una transformaci—n lineal de refblei—n respecto a la recta

xX=y.
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4.8.2.4 Cortes®
Un corte a lo largo del eje x es una transformaci—n que transforma el vector(;) en el vector
("’;‘:y) donde c es una constante distinta de cero.
La matriz asociada a esta transformaci—n es:
1 1 0 c 1 ¢
T(o) - (0) ’ T(l) - (1) =a=|, il

En la Figura 3 se muestran dos ejemplos de cortes a lo largo del eja. Partiendo de la figura (a) la
(b) representa un corte en la direcé—n del ejex con ¢ = 2 y la (¢) una expansi—n en la direcci—|
del ejex conc = —2.

~
~

©,4) 141, 9 ©,4)

TR R S R R B
>

o
—~
—
=]
~

[=]

a) b) 9]
Figura 3

ObsZrvese que un corte a lo largo del ejey no modifica los vectores situados sobre el ejey (coor-
denada x = 0).

4.8.2.3  Proyecciones

Una proyeccién sobre el eje x es una transformaci—n lineal que transforma el vector(;) en el
X

vector (%).

La matriz asociada a esta transformaci—n es:

1 1 0 0 1 0
T(o)_(o)' T(1)_(0):>A_[0 ol
Una proyeccién sobre el eje y es una transformaci—n lineal que transforma el vector(;) en el

vector (0)
y
La matriz asociada a esta transformaci—n es:

r(o)=0) 7()=()=2-[

A continuaci—n se presentan tablas en las que se resumen las transformaciones linealeas’ como
su efecto sobre un cuadrado de lado 1 situado en el primer cuadrante.

Resumen

3 Traducci—n de la palabra inglsa OshearO, tambiZn podra traducirse por cizalladura En algunos libros aparece traducido por OtrasquiladoO
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Reflexién a través 3 1 0
del eje x; \ [(1)] 0 -1
\: Xy
—¥
0
3]
Reflexién a través X3 -1 0
del eje x 0 1
]
1
| —
| xl
4]
0
Reflexién a través Xy 0 1
de la recta x; = x; X, =X, 1 0
0
1
Reflexiones
Xy
1
i
Reflexién a través X5 0 -1
de la recta x; = —x; -1 0
1]
0]
*y
.t2 = —X‘

Reflexién a través
del origen

o)
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Corte 2 i k :
horizontal [ ] ’ :
o 1
1 : — T
| — —
|
Il - - X T iy x
: iR “H
0 0
k>0
Cortes Corte * 0]
vertical ] : :
1
k T [k]
4 | xl
k<0 k>0
Compresi—n 2 N [k 0]
y expansi—n o
horizontales [?]
[ —
. —_—
X, Xy
X k
0 0
_ O<k<l k>1
CompreSI.oneS Compresi—n x x 10
y expansiones v expansi—n [0 k]
verticales 0
\ j k
0
k
x X

O<k<l1

k>1
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Proyecci6n sobre
el eje x,

Proyecciones
Proyecci6n sobre
el eje x;

[

o O

o

La multiplicaci—n por la izquierda de una matriz elemental por alguna matriz tiene el efecto de
realizar una operaci—n elemental por filas en esa matriz. Laiguiente enumera las matrices ele-

mentales enR?.

Operaci—n elemental| ~ Matriz Eemnl
con filas elemental
ok 5 7 o 1l wl=lz V]
P cfy o <] 0 'l wl=le al
SR I O R A e
om0l |G W =lre wiol
B2F, [+ ol v ol ul=l )

Teorema 12

Toda matriz elemental E de 2 x 2 es uno de los siguientes:

a)! La representaci—n matricial de una expansi—n a lo largo del ejeo y.

b)! La representaci—n matricial de una compresi—n a lo largo del ejeo y.

c)! La representaci—n matricial de una reflexi—n respecto a la recta= y.

d)! La representaci—n matricial de un corte a lo largo del ejec 0 y.

e)! La representaci—n matricial de una reflexi—n respecto del ejeo y.

f)I El producto de la representaci—n matricial de una reflexi—n respecto al ejeo y y la
representaci—n matricial deuna expansi—n o compresi—n.

Dado que toda matriz invertible se puede expresar como el producto de matrices elementales y
gue toda matriz elemental en R? se puede expresar como el producto de representaciones ma-
triciales de expansiones, compresiones, cortes y reflexiones, se tiene siguiente teorema:

Teorema 13

SeaT:R? - R? una transformaci—n lineal tal que su representaci—n matricial es invertible. En-

toncesT se puede obtener como una sucesi—n de expansiones, compresiones, cortes y reflexione

© Ignacio Garc’alulit! Ricardo Visiers Ba—+12020
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4.8.3 Descomposici—n de una transformaci—n lineal e®? en una sucesi—n de expansiones
compresiones, reflexiones y cortes.

Veremos un ejemplo. ConsidZrese la transformaci—i: R - R? con matriz asociadaA = [é ﬂ

Realizamos operaciones elementales de forma que obtenemos la matriz identidad:
1 2 1 2 1 1 2
[3 . —>(F2—>F2—3-F1)—>[0 _2] —>(F2—>(—§)-F2)—>[0 1]—>

1 0

0 1

Las Matrices elementales (y sus inversas) correspondientes a cada una de las operaciones ele
mentales efectuadas son:

—>(F1—>F1—2'F2)—>[

(F2—>F2—3-F1)=>El=[_13 (1’]:51‘1=[§ (1)

1 0
1 10
—_— = 1 T
(F2=(-3) F2) = B = -] 7" b -l
. 1 =2 a1 2
(Fl-Fl1-2-F)=E=[, |=8"=]; i

Sabemos quel = E; - E, - E,-A=A=E;'-E;'-E;'- I =E* - E;'-E;'-

secna=[} O[5 O[3 2 o
Donde:

B g] representa un corte a lo largo del ejey conc = 3

1 01_1 0711 0 : . _ .
[0 _2] = [0 _1] [0 2] representa una expansi—n a lo largo del eje@ con ¢ = 2 seguida de

una reflexi—n respecto del ejer
[(1) ﬂ representa un corte a lo largo del ejex conc = 2

As’ para aplicar T a un vector de R? se tiene que:
1! Cortar alo largo del ejex conc = 2
2! Expandir alo largo del eje y conc =2
3. Reflejar respecto al ejex
4) Cortar alolargo del ejeyconc =3

ObsZrvese que las operaciones se realizan en orden inverso en que se escriberslaatrices en la
descomposici—n ded (ecuaci—n (1)).

4.8.4 Rotaciones (giros)

Supongamos que cada punto deR? se rota en sentido contrario a las manecillas del reloj, un
¥ngulo ¢ respecto del origen de un sistema de coordenadas rectangulares. En consecuencia, si €
punto P tiene coordenadas(x, y), despuZs de la rotaci—n obtenemos el puntd’ con coordenadas
(x',y").Para obtener una relaci—n entre las coordenadas dB y las de P’, tomamos como u el

X -
vector [y] que se representa por medio del segmento de recta que va del origen ®(x, y). VZase

la Figura 4. Ademts, seaf el £ngulo que forma u con la parte positiva del eje x.
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y y
P’(x;, ¥ P'(x,y")
|
:\ fluy \
| 1 P(x, y) P(x,y)
¢ “u i 9 _u
L L oh X
o o
(@) (b) Rotacién
Figura4
Llamando r ala longitud del segmento de recta dirigido de 0 a P, de acuerdo con laFigura 4(a)

vemos que
x =rcosf, y =rsend (1)
y
x' =rcos(@ + ¢), y =rsen(® + ¢). (2)

Por medio de las f—rmulas para el seno y el coseno de la suma dendulos:

sen(a+ b) =sena-cosb+cosa-senb

cos(a+ b) =cosa-cosb —sena-senb
Las ecuaciones (2) se transforman en:

x' = rcos@cos¢p — rsenfseng

!

y
Sustituyendo la expresi—n (1) en las celtimas dos ecuaciones, obtenemos

rsenfcos ¢ + rcos 0 sen .

x' =xcos¢p —ysen¢, y = xsen¢d + ycosqp. (3)

Al despejar x e y en (3), tenemos

Ix =x'cosp + y'senp y y=—x'senp + y'cos¢p. (4)

La ecuaci—n (3) proporciona las coordenadas d@’ en tZrminos de las deP, y (4) expresa las

coordenadas de P en tZrminos de las deP’ . Este tipo de rotaci—n se utiliza para simplificar la
ecuaci—n general de segundo grado

ax? + bxy +cy? +dx+ey+f =0.
Al sustituir x e y en tZrminos de x’ e y', obtenemos
ax”? +b'x'y +c'y? +dx +e'y +f =0.
El punto clave es elegirgp de modo que b’ = 0. Una vez hecho esto (podr'amos tener que realizar

una traslaci—n de coordenadas), identificamos la ecuaci—n general de segundo grado como ur
circunferencia, una elipse, una hipZrbola, una partbola o una forma degeneradade Zstas.

TambiZn podemos realizar este cambio de coordenadas considerando la transformaci—n linea
f: R? - RZ, definida por:

5D =[sens cong 1B ®
ObsZrvese queg es positivo si el giro es contrario a las agujas del relgy negativo si el giro en el
sentido de las agujas del reloj.
Se esta manera puede escribirse (5), por medio de (3) como

_[xcosp —ysenp] [x
fu) = [x seng ycosep | [y’] ®)

De lo anterior se deduce que el vectorf (u) estt representado por el segmento de recta que va
de 0 al punto P’ . Por lo tanto, la rotaci—n de un fngulop en sentido contrario a las manecillas
del reloj es una transformaci—n lineal.
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Ejemplo 16.!

Sea¢ £H " ( ! " la aplicaci—n linealque primero realiza un corte horizontal que transforma ... en ... 6
<% .,. (pero no modifica .,.) y luego refleja el resultado sobre el ejef. Encuentra la matriz est¥ndar de T.
[Sugerencia: Determin a la localizaci—n final de las imfgenes de,. y ...

Respuesta
Observalo que sucede a.,. y ... Primero, a ... no le afecta elcorte y luego se refleja en6 ... As’,
¢...0OH 16 ...

Segundo, ... pasa a.~ 6 <*.,. despuZs de la transformaci—n deorte. Como una reflexi—n sobre el ejg
convierte .,. en6 ... y no modifica ..., el vector... 6 <% .,. pasaa../ <%., .Asl,

¢C.H.91 K% .. .H H.H

Por lo tanto, la matriz esttndarde T es
3 <
W Y

A
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