Temas 11 y 12: Calculo de primitivas. Integrales definidas
Asignatura: 21/04/2020
Prof.: I. V. Toranzo GII

El concepto de integral tiene sus origenes en el problema de definir qué se entiende por
drea, en concreto, el drea encerreda bajo una curva arbitraria. Aqui la dificultad redica, no
en la idea intuitiva de lo que es el drea de una region sino mas bien en como formalizar su
definicion en términos matematicos.

S={(z,y) eER*:a<ax<b 0<y< f(x)}

De forma mas especifica, el problema puede plantearse del siguiente modo:

Calcular el area de la region, S, acotada por el eje = y la grafica de una funcién no
negativa continua f definida sobre un intervalo |a, b]

Nota 1:

La condicién de que f sea no negativa, significa geométricamente que ninguna parte de su
grafica queda por debajo del eje x.

El nimero real, /, que se asigna al valor del 4drea de la region S recibe el nombre de integral
de f sobre [a, b] y se denota como

A:/Sf(a:)dx:/abf(x)dx @.1)

A (4.1) también se le denomina con el nombre de integral definida, dado que se conocen
los limites de integracidn de la variable x, siendo:
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* integrando: f(x)
e Limite inferior: z = a

* Limite superior: z = b

Nota 2:

Realmente, la integral también se define para funciones arbitrarias, i.e., aquellas que no
satisfacen la condicion f(x) > 0 Vz € [a, b]. En este caso, la integral represental diferencia
entre las areas de las regiones positivas y las regiones negativas.
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S1: region negativa, Ss: region positiva, S = 57 U S

Posteriormente, profundizaremos en €l cdlculo de integrales definidas y veremos otros posi-
bles casos de regiones para las que calcular su drea. Sin embargo, previamente nos cen-
traremos en la definicion, propiedades y técnicas de cdlculo de las denominadas integrales
indefinidas, aquellas no se especifican los limites de integracion de la variable x, y que se
denotan como

I(z) = / f(x) da “2)

cuyo resultado es, a su vez, una funcién de .
De forma maés especifica, las integrales indefinidas pueden considerarse como la funcion
inversa de la derivada de una funcién f.

Nota 3:

El simbolo de la integral, [, atribuido al matematico Gottfried Leibniz, y que representa
una S alargada se debe a que la integral se define como un limite de sumas. Al proceso de
resolucién de una integral se le denomina integracion




4.1. Primitivas de funciones

Se dice que la funcién F' es una primitiva o integral indefinida de la funcién f y se denota

como
= / f(x)dx (4.3)

F'(z) = f(x), (4.4)

si se verifica que

Nota 4:

En realidad, existen infinitas primitivas de f puesto que si F' es una primitiva de f (i.e.,
F' = f)sidefinimos G = F + k, k € R, entonces igualmente se cumple que G’ =
(F+ k) = F' = f, luego se trata también de una primitiva de f. Asi, la primitiva de una
funcién f suele escribirse de la forma

/f(x) dx = F(x) + k, keR (4.5)

siendo k la llamada constante de integracion

A continuacidn, se mostraran las principales propiedades de las integrales indefinidas.

Propiedades de las integrales indefinidas
Sean f y g funciones continuas.

1) Suma de funciones:

J@+g@)ds = [ f@)do+ [ g(a) ds 4.6)

ii) Producto por un escalar por f:

/kf(x)dx:k/f(x),dx, EelR 4.7)

Nota 5:

En general,

puestoque (f-g) # f - g (5) ?;_

En el caso particular, g(z) = se aplicaria la propiedad ii).



Antes de describir diversas técnicas de resolucion de integrales indefinidas o cédlculo de
primitivas, se mostrara una tabla con las integrales indefinidas de funciones elementales

Tabla de integrales indefinidas de funciones elementales

l.fada::ax+k, @ el 15. ff sm )d zlog(tan(%m)>)
2. [ £(@) [f@) do = L2 4 g +k

r# _1 16. ff oo 5 do = —cotan(f(z))
3. [ L& de =log|f(x)| + &
4. [ f'(z)a’@ dx = log( ) + k, ff )cos(f(x)) dx = sin(f(z))

a € R*

t—~dx =

5. [ (@)@ dp = /@ 4 & 18. J @) sy

J f(@)etde = e log(sec(z) + tan(z)) + k
6. x) sinh dx = cosh f(x)+k

J f@) f@) f@) 19. [ f'(z 00821fx) dx = tan(f(x)) + k
7. [ f'(z) cosh f(x) dx = sinh f(x)+k )

/ 20. f ciiégf x dr = cos +k
8. [ (@) gy doe = / ff )) g
x cos 1

log ( tanh @)) +k 21 [ f(@)52 @) AT = — ey TF
9. ff’(x)cosh(lf(x)) dx = 22. [ f'(z)tan(f(z)) dz =

arctan(sinh(f(x))) + k — log | COS( (@))| + K
10. [ f'(2)- h21 dx = —cotanh(f(z)) 23. | f'(z) cotan(f(x)) dx =

sinh”(f(x)) 1
4k og|sin(f(x))| + k

1. [ fl(x)cosh%f(m)) dz = tanh(f(z)) 24. [ \/{i—;i%) dr = arcsin(f(z)) + k

25. [ —LE) _ gz — arcsinh i
12. ff' )tanh f(x) dx = log(cosh f(z)) f\/m x = aresinh(f(z)) +

26. [ % dx = arccosh(f(x)) + k
3. f f’ Jeotanh () do = log(sinh f())

f'(x) . arctan(f\(/?)
14. ff ysin(f(z)) dx = — cos(f(x)) / -
. Ly = =)

Una integral se dird que es elemental o inmediata si se puede calcular haciendo uso de
esta tabla.

Ejemplo 1: Resolver las siguientes integrales inmediatas

1. [(—220 +72° — 1) dx



7 4
/(—2x6—|—7x3—1)dx:—2/x6dx+7/x3dx—/dx:—Q%—l—?xZ—x—l—k
2 7
= —?x7—|—1x4—x—|—k
2. [(11z —5) dx
Para resolver esta integral inmediata, s6lo hay que darse cuenta de que practicamente
tengo en el integrando a f(x) = 11x — 5y su derivada f'(z) = 11,

1 1 (11z —5)8 1
/(11:): 5) de = [ 1111z = 5)7do = oo k= (112 = 5)° + &
3. f2x1+3 dx

Esta integral tiene como primitivas funciones « log(2x + 3), pues en el numerador
tenemos practicamente la derivada del denominador, i.e.,

1 1 2 1
/2:1:+3 v 2/2x+3 v=glog|2r+ 3+

4. f e 3 dx

La derivada de la funcién en el exponente f(z) = 7x — 3 es f'(x) = 7, de forma que,

1 1
/e7x—3 dr = ? / 7e7x—3 dr = ? e7x—3 + k

X
5 [ 5 dT
Practicamente en el numerador esta la derivada de la funcién en el denominador, dado

que f(z) =2 — 2%y f'(x) = —2x. Luego sélo falta multiplicar y dividir por —2,

1 —2 1
/ ° d:z::——/2_z2d:p:—§log\2—x2\+k

6. [ xtan(—8z*+ 6)dx
La funcién en el argumento de la tangente, f(z) = —8zx2 + 6, tiene como derivada

f'(x) = —16x, de forma que sélo resta, para conseguir que en el integrando aparezca
f'(x), multiplicar y dividir por —16,

/xtan(—8x2 +6)dr = —16 2 tan(—8x* + 6) dw

16

1
=1 log | cos(—82% + 6)| + k

5



1
La derivada de la funcion en el argumento de la funcién seno es f(z) = 7z, siendo su
derivada f'(x) = 7, luego

1 1 7 1
e dr=- | — ' dr = —Z cotan(7z) + k
/sin2(7x) ! 7/sin2(7x) ! 7° an(7z) +

- T de
A primera vista no parece una integral inmediata, pero basta darse cuenta de que x> —
6z + 9 = (z — 3)%, donde f(z) = v — 3 estd elevadaa —2 y su derivada es f'(z) = 1,
luego la integral estd priacticamente resuelta

1 1 _ (x —3)~1
——dr = | ———dx = —3) %der =" L+
/$2—6x+9 ‘ /(35—3)2 v /(x 3) dv -1 +

1
= — k
1:—3—'_

S T
En este caso, conviene multiplicar y dividir por el conjugado de la expresién en el
denominador del integrando, lo que probablemente simplifique la integral y desvele su
naturaleza inmediata. Vamos a ver,

/ 1 dr — 1 VT +3+vVr+2
Vo +3—+r+2 VT+3—Vz+2Vr+3+Var+2

= VI+ S+ Vo2 T = T T T
_/<$+3>_(x+2)d —/W +3+Vr+2)d

:/\/mder/\/mdx

- [eraiars [wrnia

+3)2 +2)
:($3)+(5€3)+k

2 2

<\/(x+3)3+ \/(x+2)3> +k

W o

10. [ —x(b;m)z dx

En este caso, f(z) = logz siendo su derivada f'(z) = 1 y ambas funciones aparecen
en el integrando, de modo que

1 1 _ (logz) ™t 1
——  dr= | ZQ 2dpr = 2 -
/x(logw)de /x(ogx) dx +k + k
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S S
1. [ Y vz dx
Considerando f(z) = logx tenemos que su derivada es f'(z) = 1y dado que f(z)

aparece elevada al cuadrado dentro de la raiz cuadrada, se tiene que

1
T

[ o= | =

x = arcsin(log x) + k

4.1.1. Técnicas de resolucion de integrales elementales

Integrales de funciones racionales

Una integral racional es de la forma

N " MY L
/ (z) dr — / D" + Pp—1T 1+ + p1T + po dx 4.8)
D(x) Y™ + @12+ + @

donde p;,q; €R, 1 =0,...n, j=0,...,m,n,me&N.
A la hora de resolver este tipo de integrales el procedimiento es el siguiente:

1) Sin > m = calcular %, ie,
N(z) R(z) B
D(x) C(x) + D(x)’ deg(R(z)) =r <m

y la integral queda

/]1\)]8 dx = / (C(x) + gg;) dr = /C(x) dx+/ gii)) dx (4.9)

~"

I

La integral /; es inmediata, pues se trata de la integral de un polinimio.
La integral /5 sigue siendo una integral racional, pero ahora el grado del numerador es
menor que el grado del denominador.

Nota 6:

Si en la integral original (4.8) ocurre que n < m, directamente se comienza con el siguiente
paso, ii)

ii) Comprobar si I, = [ g%i;
tres tipos de la tabla (4.1):

a) f%dleog]f(az)hﬂf

dx es una integral inmediata perteneciente a uno de estos



oM (@)
b)ff (z)dv =~ +k
arctan( f@) )
- \vaJ
iii) En el caso de que /5 no sea inmediata, se aplicard la técnica de descomposicion en
fracciones simples, con la idea de transformar /5 en una suma de integrales elementales.
En concreto, las integrales resultantes pertenecerdn a uno de los tres tipos del apartado
i1). A continuacién se mostrardn los posibles casos que pueden ocurrir a la hora de

aplicar esta técnica:

@ L= [ 28y

(z—a)™
Aplicando la descomposicidn en fracciones simples, el integrando queda
R(z A A A Anm
@ __ A A b (4.10)
(x—a)™ z—a (r—a)? (r—a) (x —a)m
para ciertos coeficientes A; e R, i =1...m
(b) I=[ (Hl><x_a§§§)_s>..-<x_am> dr, a; #a; Vi, j=1,...,m
Aplicando la descomposicidn en fracciones simples, el integrando queda
R A A A A
(2) S o W BT :
(x—a1)(xr —ag)(z—3)---(r—a,) x—a xT—ay = —as T —
4.11)
para ciertos coeficientes A; e R, i =1...m
R(z .
(©) I = f (xfm)ml(xfaz)(ml"'(xfaj\,y)mﬂf de, a; #a; Vi,j=1,..., M,
m=mi+mo-+...+my
Aplicando la descomposicion en fracciones simples, el integrando queda
R(x)
(ZU — al)ml (x — a2)m2 .. (aj — ClM)mM
Al Aml Bl Bm2
= +... e+ ...F + ...+
T — a (x —ap)™ T — a (z — ag)™=
L) SO <Y (4.12)
T — ay (x — apy)m™m

para ciertos coeficientes A;,, B;,,...,C;,, € R, i;=1...m;,j=1,..., M

d) I, = > _R(gf,)L ———— dx donde x> + bz + ¢ no tiene raices reales y
(224+bz+c)(x—ar)™ - (x—ap)™M
CLZ'#CLJ' VZ,]:L,M

Aplicando la descomposicion en fracciones simples, el integrando queda

R(z) _ Bxz+C
(bz2 +cx+d)(x —a)™ - (z —ay)™ 22+bxr+c
A(l) ASL) A(M) A%W)
+ Lt 44— 4 L .+ M 4.13)
r—a (x —ap)™ T —ay (x — apr)mm



donde

Bz +C B 2C — Bb r+
——dr = —1 24 by +c)+ ————arctan | —=2 | + k
/x2+bsc+c 2 o8l r+¢) 2v/a ek ( Vva > ’

cona—c——>0

Nota 7:

Para cerciorarse de que la descomposicion en fracciones simple se realiza de forma correcta,
el nimero de coeficientes A; ha de ser siempre igual al grado del denominador, i.e., #A; =
m

Ejemplo 2: Resolver las siguientes integrales racionales

322 3z°411z—-2
L J a5 4

En este caso, la funcién en el numerador N(z) = 322 + 11z — 2 tiene grado 2 y la
funcién en el denominador D(z) = 2% + 4z — 5 también tiene grado 2, de forma que
previo a la resolucion de la integral vamos a dividir el numerador entre el denominador,
lo que resulta en lo siguiente

322 + 11z — 2 13—z 13— =
2?2 +4x —5 2 +4x —5 (x — 1)(x +5)

donde el resto de la division R(z) = 13 — x tiene grado 1 que es menor que el grado
del denominador. Asi, la integral queda tras este primer paso de la forma

32+ 11z — 2 13—z 13—z
dr = 3 dr =3 [ d d
/ 2 1dr—5 " /( +(x—1)(x—|—5> v / x—l—/ r—1)( x+5) v

La integral /; es inmediata y la dejaremos para el final. Nos centraremos en resolver
la integral /5 y para ello haremos uso del método de descomposicion en fracciones
simples sobre la expresion racional en el integrando,

13—z A B Ax+5)+Bx—-1) x2(A+B)+5A—-B
@-D@+5) 2-1 245 @+ o)e-1) @+5)a-1

1=A+B A=
—
13=54-B B=-3

luego



y por tanto la integral /5 resulta

13— 2 -3 1 1
? /(x—l)(x+5) ’ /(x—1+x+5) ’ /a:—l v 3/x+5 !

= 2log |z — 1] — 3log |z + 5|

11:/d:13::13

el resultado final de la integral indefinida del enunciado es

Dado que

3x2+11x —2
/;143756_5 dv =31+ I =3v+2log |z — 1| = 3log |z + 5[ + k

. f —————dxr Como el denominador tiene grado mayor que el numerador, pasamos
+82+16
directamente a aplicar el método de descomposicion en fracciones simples

—r+0 A N B A(x—|—4)+B rA+4A+ B
(z+4)?2 x+4 (z+44)? (z 4 4)2 (z +4)2

—-1=A A=-1
—
0=4A+ B B =4
De forma que la integral queda,
—x —1 4 1 1

dr = de = — dr+4 | —d
/3:2_|_83:+16 ’ /(x+4+( +4 )) ’ /az—|—4 el /(g;+4)2 o
(z+4)~!
-1

luego

—loglr + 4| +4—F—+ k= —log |z + 4| - +k

(x +4)

—3x%2—4x-3
3 —212-3x dx

En primer lugar, vamos a factorizar el denominador en el integrando,
1® — 2% — 3z = 2(2* — 20 — 3) = 2(x — 3)(x + 1)

y dado que el grado del numerador es menor que el del denominador, pasamos direc-
tamente a aplicar el método de descomposicion en fracciones simples,

—3x?—4r -3 A B C A(xz = 3)(x+ 1)+ Bx(x + 1) + Cx(z — 3)
S 4 =

r(r—=3)(x+1) = -3 z+1 z(z —3)(x +1)

Como el denominador tiene 3 raices * = 0, —1, 3 vamos a utilizar estos valores para

obtener el sistetema de ecuaciones que nos permitird calcular los valores de los coefi-
cientes A, B, C

r=0 = -3=-34 A=
r=-1 = -2=4C — =1
r=3 = —42=12B C=—3
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Luego la integral quedaria,
/ —32% — 4z — 3 J / 1 1 7 J
T = - — — x
a3 — 22?2 — 3z r 2@+1) 2(x—3)

:/ld:z:—lf ! dz:—z/ ! dx
x 2) x+1 2) z—3

1 7
:log|x|—§log|x+1]—§log\x—3\+k

f 2=3

zt—1

En primer lugar, vamos a factorizar el denominador en el integrando,
ot —1=(z—1)(z+ D> +1)

de forma que, como el grado del denominador es superior al del numerador, procede-
mos directamente a aplicar el método de descomposicion en fracciones simples,

r—3 A B Cz+D
C-DetD@+1) 1-1 241 211
Alz+1)(a*+ 1)+ Bz —1)(z*+ 1)+ (Cx+ D)(x — 1)(z + 1)

(x —1)(x+1)(22+1)

En este caso, el denominador tiene 2 raices reales x = 1, —1 asi que vamos a utilizar
estos valores junto con otros dos mads, por ejemplo x = 0y x = 2 para obtener

el sistetema de ecuaciones que nos permitird calcular los valores de los coeficientes
A, B,C,D

( (

r=—-1 =— —4=-4B A:—%
< = 9 1
r=0 — —-3=A-B-D C=—3
l1=2 = —1=15A+5B+3D+6C | D=3

Luego la integral quedaria,
x—3 1 1 —la4d
dr = — 2 2 ) d
/x4—1 v /< 2(x—1)+:c+1+(x2+1)> v

1[0 1 | 2 3 |
S d dr — do + 2 d
2/x—1x+/:c+lx 2-2/1+x2 x+2/x2—|—1$

1 1 3
= —§log |z — 1| +log |z + 1| — Zlog(l + %) + §arctan(a:) +k
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Integracion por partes

Sean f(z)y g(z) funciones derivables, entonces

/ f(z) dg(=) = f()g(z) — / o(c) df (z) (4.14)

donde df (z) = f'(x) dx se denomina diferencial de la funcién f(x)

Nota 8:

El uso de la técnica de integracion por partes tiene en mente que la integral resultante sea
inmediata, ya sea aplicando esta técnica una vez o un nimero finito de veces.

Los casos en los que es conveniente aplicar esta técnica son los siguientes:
o [p(z)e*™ dx * [p(x)sin(ax + b) dx
o [p(x)(ax +b)*dx * [ p(x)cos(ax + b)dx

cona,b, o € R, siendo f(z) = p(z)y
* [p(z)log(az + b)dx * [p(x)arccos(az + b) dx
* [p(z)arcsin(az + b) dx  [p(z)arctan(ax + b) dx

con a, b, a € R, siendo dg(x) = p(x)dx

Ejemplo 3: Resolver las siguientes integrales aplicando el método de integracion por
partes

1. [(22° +2—1)e 2dx
Consideramos f(r) = 222 + 2 — 1y dg(z) = e~ 2 dz. Entonces,

df (z) =4z +1)dzr y g(x)= /6_3 dr = —2e2
Asi, la integral queda
/(Qx +a—1)e 2de =222 +2 —1)e” 2+2/(4$+1)6_§d$

La integral indefinida resultante sigue sin ser inmediata, de forma que de nuevo apli-
camos el método de integracion por partes con

flx)=4z+1 y dg(z)=e zdx

12



de forma que
df (z) =4dz y g(x)= /6_5 dx = —2¢ 2

Sustituyendo en la integral anterior queda
/(23:2 +x—1e2dr=-222"+z—1)e 2 +2 /(4:1: +1)e 2 dx

= 222 +x—1)e 2 —4(4x + 1)e 2 + 4/654 dx
= 2022 +2—1)e 2 —4(dax+ 1)e 2 =322 + k
= (42 —22+2—-162—4—32) e 2 +k
=222 +92+17)e 2 +k

2. [(3z —5)(z — 2)5 dx
Para resolver esta integral por partes consideramos

flz)=3x—-5 y dg(x)=(v— 2)%dx
de forma que

df (r) =3dz 'y g(a:):/(x—2)§dx:—

Sustituyendo en la integral anterior queda

/@x—au—aﬁdx:Z@—zﬁ@x—a—Z (x— 2)43da
_ Z(x —2)5(3z —5) — Z(x ;)g +k
= Y- 2iBr—5) (-2 +h
:%x—mﬁéx—m—gu—m#+k
:Z@—mégm—m—gw—m]+k
= %(m —2)3(12z — 17) + k

3. [a?cos(z?) dax
En este caso,
f(z) =27 y dg(x) = xcos(z?) dx

luego
df (x) =2xdx y g(z)= /JJCOS($2) dr = %sin(az?)

Asi la integral queda,

1 1 1
/5133 cos(z?) dox = 5:1:2 sin(z?) — /:Usin(a:Q) dx = 5:{:2 sin(2?) + 5 cos(2?) + k

13



4. [(arcsin(z))*dx

Para resolver esta integral conviene hacer

f(z) = (arcsin(z))* y dg(x) = dx
luego
1
df (r) = 2arcsin(z) —— y g¢g(x) = /dx =z
1 — 22
De forma que la integral queda

/ (arcsin(2))2 dz = o (arcsin(x))? — 2 / arcsm(x)\/%x? da

Vamos de nuevo a aplicar el método de integracion por partes a la integral resultante
haciendo

, o
f(z) = arcsin(x) y dg(x)= N dx
luego
1 1vV1 — a2 —

De forma que,

/@mmmm%m:x@mmmwf—g/mwm@yi——zm

1 — x2
arcsin(x))* + 2 arcsm 1— 22— /
~ afarcsinr))? @V N L

= x(arcsin(z))? 4 2arcsin(z) /1 — 22 — / dx
— z(arcsin(z))? + 2arcsin(z)v/1 — 22 — 2z + k

5. [(5a* — 3z + 11) log(z) dx
Para aplicar integracion por partes a esta integral consideramos,

f(z) =log(z) y dg(x)= (52" -3z +11)dx
donde

1
df (z) = de y g(x) = /(5:1:2 —3x+11)dx = gxg — gxz + 11z

55 3 23 — 312 4+ 11
<§x3 — 5:102 + 1195) log(z) — / Bl il
T

5) 3 5) 3
<—x3 — —rt 11.%’) log(z) — < -~z + 11) dx

De forma que la integral queda,

/(5x2 — 3x 4 11) log(x) dx

3 2 3 2

5) 3 5 3
<3x3 — §£E + 11x> log(z) — §x3 + Z.%’Q —1lz+k

14



Cambio de variable o Método de sustitucion

Sean fy g funciones derivables. Entonces,

/ Iz 5,_, / fg(t)d'(¢) dt (4.15)

g(t) = de=g/ (t) dt

Otros cambios posibles son:

i) t = F(x) iii) Fi(z) = Fy(t)
donde en ii) y iii) hay que despejar x en funcién de ¢ para obtener dx

Nota 9:

Tras resolver la integral inmediata que resulta de realizar el cambio de variable, es necesario
deshacer el cambio y expresar la funcion primitiva, /', en términos de la variable original, x

A continuacion se presentan aquellos casos de integrales en los que la aplicaciéon de un
cambio de variable adecuado simplifica enormemente su resolucion:

i) [ fle

Cambio de variable: t = ¢ = = =log(t), dr ==

Luego,
/f(ex)dx:/@dt

i) [ f ((a+ o), (@+bo), o (a+ba)w) do, r €N, =10

Cambio de variable: " = a + bx, m = m.c.om.(ri, 19, ..., 7y)
_t" __a _ mgm—1

= r=5 —73, dv="741 dt

Luego,

/f(<a+bx)%,(a+bx)%,...,(a+bx)#> dx:/f(t%J%’.“,t%) %tm_ldt

iii) ff<\/a—b(:v—a)2) dr, a,be Rt aeR

Cambio de variable: \/asin(t) = \/5(:1: — )
= x = /%sin(t) + a, de = \/%cos(t)dt

Luego,
/f \/a—bw—oz da:—/f a cos(t \/%cos(t)dt
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iv) ff(\/a+b(:c—oz)2> dr, a,b e Rt, a €R

Cambio de variable: +/a tan(t) = v/b(z — «)
= x = /7tan(t) +a, dv = fcos()dz‘

Luego,
/f <\/a+b(x—a)2) dx:/f (ngz)) \/%ﬁdt

V) ff<\/b($—oz)2—a) dr, a,be R, aeR
Cambio de variable: ¥ = \/1_7(7" — a)

Luego,

/f \/bx—a —a dx—/f (vatan(t) \/;iirslg))dt

Ejemplo 4: Resolver las siguientes integrales aplicando el método de cambio de vari-
able

e(l}
1. f 229 dx
En este caso, el cambio de variable a aplicar es el siguiente:

t=¢e¢" y dt=e"dx

de forma que la integral queda

e’ 1 1
dr = | —— dt = dt
/e2w—9 v /t2—9 /(t—S)(t+3)

Aplicamos ahora el método de descomposicion en fracciones simples,

1 A B A{t+3)+B(t-3) tA+B)+3A-3B
(—3)(i+3) (-3 143  (t+3)0(=3)  (t+3)-3)

de donde se tiene que

A+B=0
—
3JA—-3B=1
luego

1 1 1 1 1
dt = = . dz = - (log [t — 3| — log [t + 3|) + k
/(t—S)(t+3) 6/(t—3 t+3) g logll =3 —log i +3]) +

t—3
— |+ k
t+3 *

I
I
D=

Sy
I
|
(=

= élog

16



Deshaciendo el cambio de variable, se tiene finalmente que
e’ 1 e’ —3
2 | s de

e’ +3
Dada la forma del integrando, el cambio de variable mas conveniente es

-+

sin(t) =x 'y cos(t)dt =dx

de forma que la integral queda

/ PV _/ sin(t C10 S—tzsm@))? "= / %dt

1
= / () dt = —log | cot(t) 4 cosec(t)| + k

—log | cot(arcsin( )) + cosec(arcsin(z))| + k

(\/1—3024—1)

—log |—

3. [sin(y/z)dx

El camblo de variable a realizar en este caso es

t=+r y dt= 7d:c = dr=2zdt =2tdt

quedando la integral
/sin(\/E) dx = 2/tsin(t) dt
Ahora, aplicamos el método de integracion por partes con
f(t)y=t y dg(t) =sin(t)dt
de donde
G =dt y gt) = / sin(t) dt = — cos(t)

de forma que

/sin(\/E) dx = Q/tsin(t) dt = —2t cos(t) +2/COS(t) di
— 9t cos(t) + 28111(15) + k
= —2y/x cos(v/x) + 2sin(v/z) + k
4, f\/ﬁmdw

Teniendo en cuenta la forma del integrando, en primer lugar vamos a completar cuadra-
dos en el radicando, i.e.,

3\* 3

2
3 3_ - -
x° 4+ 3r + —(x—l—)—l—

17



que sustituyendo en la integral queda

dx

1 1
| ===
22 +3x+3 \/(x—l—%)2+3

W~

y el cambio de variable que vamos a realizar es
3
t=ux+ 1 — dt =dx

de forma que
dx =

S et

Sobre esta dltima integral realizamos el camblo de variable

3 3 1

que sustituyendo en la integral resulta

/\/7521T /\/ tan?( \/icosi(u)

/ \/7 \/‘mn— BCOS; / secl(u) Cosi(u)

:/%((u))du /cosl( )du

= log | sec(u )+tan )

+k

+k

1 | \[ )+ \/Z NA
= log |sec | arctan A G G
5 [ —Cosi(x) dx
Para resolver esta integral, consdieramos el cambio de variable
1
t=tan(r) = dt=——~dz
cos?(x)
teniendo en cuenta que
£ tan(z) = sin(x) Lo sin?(z) _1- cos?(z) _ 1 .
cos(x) cos?(z) cos?(x) cos?(z)
1
= t?4+1=
i cos? ()

18



luego, sustituyendo en la integral queda

/@mz/wsim Cosi(x) dm:/(t2+1)dt

1
= B 4t+k
2 +t+

1
=3 tan®(z) + tan(z) + k

Integrales trigonométricas

Segitn la integral trigonométrica a resolver, a veces serd conveniente emplear:

* Relaciones trigonométricas, siendo algunas de las mds utilizadas:

sin?(z) + cos?(z) = 1 cos(2z) = cos?(x) — sin®(z)
tan?(x) — sec’(x) = —1 tan(2z) = 12121111(2)
cot?(z) — cosec?(z) = —1 sin?(z) = 1—0025(235)
sin(2x) = 2 cos(x) sin(x) cos?(z) = 1+0025(2x)

* Alguno/s de los métodos mostrados con anterioridad

Existen cierta clase de integrandos de integrales trigonométricas para los que resulta conve-
niente hacer determinado cambio de variable o emplear alguna relacion trigonométrica en
particular. Estos son:

i) [sin”(z) cos™(z) dz, n,m €N

i.A) nimpar =t = cos(x), dt = —sin(z) dx
Luego,

/Sin”(x) cos™(z) dx = —/ (1- 752)%1 t"™ dt

i.B) m impar = t = sin(x), dt = cos(z) dx

Luego,
/sin"(w) cos™(z) dx /t” (1-¢) = T g

19



1.C) Sin y m son pares se hard uso de las identidades trigonométricas que involucran
el coseno del dngulo doble, i.e.,

1— 2 1 2
sin?(z) = W cos(x) — H%W

1.D) Sin y m son impares se utilizardn i1.A) o 1.B). Especificamente:
esim<n = t=sin(x)
esim>n = t=cos(x)

ii) [ R(sin(z),cos(z)) dz, i.e., integrales con funciones racionales de funciones trigonométri-
cas

i.A) R(—sin(z),cos(z)) = —R(sin(x), cos(x)), = t = cos(z), dt = —sin(x) dx
Luego,

/R(sin(a:),cos(:c)) dx = —/R <\/1 — t2,t> \/11?752 dt

i.B) R(sin(x), —cos(z)) = —R(sin(z),cos(z)), = ¢ =sin(z), dt = cos(z)dx
Luego,

dt

/R(sin(w),cos(x))dx = /R (t, \/?ﬁ) N

i.C) R(—sin(x), — cos(z)) = R(sin(x), cos(x))

t =tan(x), dr = Wdt
o donde
® = e _ 1 in(z) =
e o= M= e
Luego,
»‘r’m-ﬁf#

/R(sin(x),cos@))dx:/R(\/l:j, \/11?2) litQ dt

i.D) Si ninguno de los casos anteriores se cumple, siempre es posible aplicar el cambio
de variable

x 2
t:tan(z>, der = —— dt
2 1+1t2
- donde )
1-—t 2t
i J.cate COS(JT) = 1 + t2’ Sin(:ﬂ) = 1 + t2
Rmp—
" Luego,

i “%a

' 2t 1—1t2 2
/R(sm(w),COS(ﬂf))dw—/R<1+t2’ 1+t2> 1+¢ o

20



Ejemplo 5: Resolver las siguientes integrales trigonométricas
1. [sin”(x) cos®(z) dx
Dado que m = 5 < n = 7'y ambos son impares, vamos a realizar el cambio de variable
t =sin(x) = dt=cos(z)dx

De forma que la integral queda

/ i’ (z) cos® () d =

2 1
1 10 * 8 *
1 sin'?(z) — ! sin'(z) + ! sin®(z) 4 k
12 5) 8

2. [tan*(x)cosec®(x) dx

En primer lugar, vamos a simplificar el integrando,

sin(z) 1 sin(x)

tan'(z)cosec’(z) = cost(z)sin®(z)  cost(x)

de forma que la integral queda

/tan4(:c)cosec3(3:) d:z::/ sin(z) dx

cost(x)
para la que escogemos el cambio de variable
t =cos(zr) = dt=—sin(z)dx
y por tanto,
sin(z) 1 =3 #3 cos®(x)
dv=— | sdt=——+k=—=+k= k
/ cost(x) ’ t -3 i 3 i 3 i

3. [sin'(z) cost(z) dx

Vamos a reescribir el integrando ligeramente,
/(Sin2(x))2(cosz(a:))2 dx
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lo que nos permite hacer uso de las identidades trigonométricas del coseno del angulo
doble de forma que,

2 2
1 2
/( )2(COSQ<:E))2CZ$:/( > < +C(2)S< l’)) dr
1
BT /(1 — cos(27))%(1 + cos(27))? dx
1 2
= E/(l — cos”(2x))" dx
1
— E/ (1 — 2cos*(22) + cos’(2z)) dx
1 1 1 ,
T dr — g/ dr + E/Cos4(2x) dx
1 1 1 3 + 4 cos(4x) + cos(8z)
1 1 11 3 11 11
L S 3 11l 1 11
16 76° 762 °mUe) T g Tt gp gsinlde) g gsin(8) + &
3 1
= —xr— —sin(4 i k
53 %~ 128 sin(4x) + 094 sin(8x) +

. fsin2(x)cos5(x)d

tan®(z) X

Antes de nada, vamos a simplificar la expresion en el integrando

sin®(z) cos®(z)  sin®*(z)cos®(z)  cos®(z)

tan3(x) B Sillz((ff)) ~ sin(x)

de forma que la integral queda

/sin2(x) cos®(x) do — / cos’(x) dz

tan3(z) sin(x)

de manera que el cambio de variable que vamos a aplicar es

dt dt
t =cos(x) = dt=—sin(z)dr = dr=— = —

sin(x) V1—1¢

que llevado a la integral resulta

8 18 1 18 18
/C?S(x)dx:—/ dt:—/ dt:/ dt
sin () VI—2/1 -1 1—¢2 21

dado que se trata de una integral racional donde el grado del numerador es mayor que
el grado del denominador, vamos a realizar el cociente de ambos polinomios de forma
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que obtengamos una expresion mas simplificada del integrado,

18 1 1
dt = 1+t2 ¢S — d
/1—ﬁ ,/<'+ MR T 2@+n> v

1, 1, 1. 1 1
:t+—t3+—t5+—t7+§log|t—1|—§1og\t+1\+k

3 5 7
1 1 1 1 —1
= cos(z) + 3 cos®(z) + = cos®(z) + = cos' (z) + 5 log %' + k
. [ tan*(z) dx
Reescribiendo la integral de la forma,
. 4
/tan4(:v) dx = / sm4(x) dx
cos*(x)
el cambio de variable a aplicar més conveniente es
x 2
t:tan(i) — dr = 1—|—t2dt

asi,

sin*(z) 2\ 2t \' 2

/ dr = / i dt = / dt
cost(x) ) 1+t 1—t2) 141¢

t4 ¢
=32 dt = 32 dt
/ (1 —t2)*(1+1¢2) / (1 -1+ t)*(1+1¢?)
Al tratarse de una integral racional donde el grado del numerador es inferior al grado

del denominador, se aplicaria directamente el método de descomposicion en frac-
cionaes simples de modo que la integral resultaria,

sint(z) t4
/ cost(z) &= 32/ TN e

1 1 1 1
- 32/ (16(t2 +1)  32(t—1)2 32(t+1)? * 32(t — 1)3

fhuroroy = "si.,;mz{:"'_l‘i';h :L't‘sh'wow 1 1 1
= |I fIK_*_T]LJJ.- __rl—ft.:_ at _ dt
i vh 20117 32011 320+ 1)4>
o 1 1 1
i — 2 arctan(t -
- fles i) o+ arctan(t) + ;=9 + 157 ~ o -1y
£ 4 [ red 4 b " 1 ]. ]-
jt_"'_ - Jlrc-lr—l.m_llJfT;_{- 4 pncli+uie + o o +k;
(e de = 4 od]-Bncr x 415 2(t+1)2  3(t—1)3 3(t+1)3
B 2T Lo e A 2t 2t 2¢(t2 + 3)
Ko 4 Gootr[mea-1-3] 4K = 2arctan(t) + - - =
o O+ -1y " @-n2  3@—1p
) D n 1 n 1 1
=T —_
tan (%) —1 tan (%) +1 2(tan (%) —1)2

1

+ - ! +k
2(tan (%) +1)2  3(tan (%) —1)°

1
3(tan (%) +1)3

et % tan(z) (sec?(z) — 4) + k
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4.2. Integrales definidas

Antes de entrar al cilculo de integrales definidas, conviene mostrar los siguientes teoremas
que establecen bajo qué condiciones una funcién f(z) definida en un intervalo [a,b] C Res

integrable.

Teorema 1: Continuidad —> Integrabilidad
Sea f una funcién definida en un intervalo [a, b] C R. Si f es continua en [a, b] entonces

= /abf(:c)dx

Es decir, f es integrable sobre dicho intervalo

Nota 10:

El Teorema 1 establece una condicidn necesaria pero no suficiente para asegurar la exis-
tencia de f; f(z) dz. De hecho, el conjunto de las funciones continuas sobre el intervalo
[a, b] es un subconjunto del conjunto de funciones integrables sobre [a, b]

Teorema 2: Condiciones suficientes de integrabilidad

Sea f una funcién definida en un intervalo [a, b].
Si

1. f estd acotada en [a, D], i.e.,

dm, M eR tq m< f(x) <M Vzela,b

2. f tiene un nimero finito de discontinuidades en [a, b]

entonces

= /abf(x)da:

Una vez determinadas las condiciones de integrabilidad de f en [a, b] cabe mencionar que,
a diferencia de la integral indefinida, en general una integral definida es un namero real.
En el caso de que f(x) > 0 Vz € [a,b] (esto es, que la funcion sea positiva) entonces la
integral definida de f representa el area de la regién encerrada por la grifica de f y el eje
x,1.e.,

A continuacion se presentan propiedades de la integral definida.
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1.5 A
= 1A

0.5 A1

Area de la regi6n, S, encerrada por la grificade fyelejez cona < x <b

Propiedades:
Sean f y g funciones integrables en [a, b]. Entonces,

1. Igualdad de los limites de integracion: [ f(x)dx =0
2. Inversion de los limites: fab f(x)de = — [ f(z)dx
3. Multiplicacion por un escalar: f; kf(x)dr =k f;f(a:) dx

4. Suma/diferencia de funciones: f;[f(:v) + g(z)] dx = fab f(x)dx + fabg(x) dx

N

. Propiedad aditiva del intervalo: fab f(x)de = [T f(z)dz + fcb f(x)dx con c € [a, ]
6. Integral de una funcion constante: fab kdr =k(b—a)
7. Si f(z) < g(x) Vx € [a,b] = f; f(z)de < f;g(x) dx
8.Sim< f<MVzxela,b = m(b—a) < fabf(x)da: < M(b—a)

Nota 11:

Como casos particulares en la propiedad 7. tenemos que

7.1 si f(z) = 0, entonces g(z) > 0Vz € [a,b] = ffg(x) dr >0

7.2 sig(x) = 0, entonces f(z) < 0Vx € [a, b = fff(x) dr <0

Si f toma valores tanto positivos como negativos a lo largo de [a, ], la integral definida

fab f(x) dx no representa el area de la region acotada por f sino la denominada area neta
con signo entre la graficade f yelejex cona < x < b.
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X

La integral definida de f como el drea neta con signo de las regiones acotadas por la grafica de f y el eje «

En el caso presentando en la figura anterior la integral definida resulta

b e o cs [ b
/ f(x)da:z/ f(:z:)dx+/ f(a:)dx+/ f(a:)dx+/ f(x)d:z:+/ f(x) dx
= —Ag, + Ag, — Ag, + Ag, — Ag,

Hasta ahora hemos visto condiciones de integrabilidad, propiedades de la integral definida
y qué representa esta desde un punto de vista geométrico.

A continuacién, vamos a ver como calcular este tipo de integrales a través del llamado
Teorema fundamental del céalculo.

Teorema 3: Teorema fundamental del calculo
i) Sea f continua en [a, b], entonces

F(x):/xf(t)dt, a<z<bh

es continua en [a, b], derivable en (a, b) y
P = [ = s
sy =
ii) Sea f continua en [a, b], entonces

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a)

donde F(x) es una funcién primitiva de f, esto es,
F'=f

¥ o i~
LA
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Nota 12:

La parte 1) del Teorema establece que si se integra f y posteriormente se deriva, se regresa
de nuevo a f. Esto pone de manifiesta la relacion inversa que existe entre el operador
integral y el operador derivada.

La parte i1) del Teorema establece una forma de calcular la integral definida de una funcién
f através de una de sus funciones antiderivada.

Nota 13:

En particular, los resultados de las integrales definidas se basan todos en la version ii) del
Teorema fundamental del célculo

Ejemplo 6: Resolver las siguientes integrales definidas

lf x—QJ:

2. |y 47 da
9 9 9 9 9
r—1 T 1 1
dx:/—d::r;—/—dx: xdx—/—d:r;
T2 X2 2 3 1 40
2 2 |1

3. f04(2 sin(z) — e”) dx

/0 (2sin(x) —e”) dx = 2/0 sin(x) do — /O e’ dr = 2(— cos(x))‘o et 0
= 2(—cos(4) — (—cos(0))) — (e* — €*) = —2cos(4) — ' + 3

4

7
T dx

4 [
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S

Vi vz
/1 s dr = 7/1 22 dx = Tarctan(x)
V2 V2 7

o (1)

1
3 V5

1
———dr =3 —
V1—a? N

- (s (1) e (1))

S
dx = 3arcsin(x)

an
Sl

S

6. [°, 2 du
2 2 2
1
/ g dg_’;:5/ * da::5/ 1— dx
v+ 1 _%x—l—l 1 1+
2 2 1 2 2
:5/ dx—5/ de =5z —b5log|z+ 1]
-1 _%1+x -3 -3
5 ! 5 (1og 2+ 1] — log |- + 1
— — _— — O — 10 -
3 & 5173
35 9
2 51 il
3 5og<2)
7
7. [y |z —3|dx

/07\x—3|da::/0 —(:E—S)dx—l—/;(a:—i%)dx

3
:/()3(—x+3)dx+/37(a:—3)dx

3
31

|7 7
—I—Bx‘ +—:z:‘ —3:13‘
0o 2 I3

1 2
_—533

3

1, 1, o 25
= 5 -0 +33-0)+ (7 =3) -3(7-3) =7

En el caso de que la regién del plano, S, cuya area se quiere calcular, esté comprendida

28



entre la grafica de dos funciones, f y g, continuas y las rectas verticales t = ay x = b, se

tiene que

e si f(z) < g(x) = Ag = [[g(x) — f(x)] da

o si f(z) > gl) = As = ['[f(x) — g(z)] da

Nota 13:

Si la region se encuentra acotada entre las graficas de dos funciones, f y g, que intersectan,
los extremos del intervalo [a, b] que proporcionan los limites de integracion de la variable
independiente, x, no se conocen a priori y habria que determinarlos calculando los puntos
de interseccion de ambas curvas. Estos se obtienen resolviendo la ecuacion f(z) = g(z)

Ejemplo 7: Calcular el area neta de
la region acotada entre las graficas
de las funciones fi(z) = (z — 1)3

y
folz) =2 —1

Dado que se trata de calcular el drea de la
region acotada por las curvas dadas en el

enunciado, lo primero que vamos a hacer es determinar sus puntos de interseccion, i.e.,

filz) = (x —1)* = fo(x) =z — 1. Asi,

(z-1)P=r-1 = @-10-@2-1)=0 =
— (z-1@*-2z+1-1)=
— (zr—1)(z—2)z=
r1 =20
— To =1
T3 = 2

Luego el intervalo de integracion es [0, 2] donde:

« Vo € [0,1] = fi(z) > fo(x)
*Vr € [1,2] = fo(x) = fi(z)
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De forma que
As = [ [fi(2) - fala)) do + / o) — fu(a)] de

/ol |
:/0 (o — 1) 2] d:p—l—/l o (2= 1)) do
/

Ejemplo 8: Calcular el area de la region,

S, acotada por las graficas de las fun- y
ciones fi(y) =5 -’y fo(y) =y — 1 o
En este caso consideramos como la variable S By
independiente y, siendo x la variable depen- : _
diente. Dado que lo que se pide es calcular gl e
el area de la region acotada por la grafica de

ambas funciones, hemos de hallar los pun- s
tos de interseccion entre ellas. Asi,

{x=f1(y)= -y
z=faly) =y—1

Una vez determinados los limites de integracion para y podemos pasar a calcular el area de
S,

AS:/ (6—v")—(y—1)] dy:/ (—y*—y+6) dy

3 -3

2 2 y=—3
— 00—y =y—1 = y+y—6=0 —= 5
y:

L 412 12’2 ’2 L, 3 3 L, 5 9
— _Z — (23— (=3)3) — 222 (— 2 (—
| =5 | =52 - (-8 - 52— (-9 + 62— (-9))
125
6
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Apéndice

Integrales impropias
Las integrales definidas implican que:

i) El intervalo de integracion [a, b] es finito

ii) La funci6n del integrando f es continua en [a, b]
Sin embargo, puede ocurrir que uno de los extremos del intervalo o ambos sean infinitos o
que la funcién f posea asintotas verticales en alguno de los extremos de dicho intervalo o
en algin punto en el interio del mismo. En este caso, se habla de integrales impropias, que
se clasifican en:

a) Integrales impropias tipo I: limites de integracion infinitos

b) Integrales impropias tipo II: funcién con asintotas verticales en algin punto de [a, b]

La principal caracteristica de este tipo de integrales, en t€rminos de su evaluacion, reside en
que su evaluacion final tiene lugar a través de un limite.

Integrales impropias de tipo I

1. Sea f(z) continua en [a, +00), entonces

00 b
/ f(x)dx = blim / f(x)dx (4.16)
2. Sea f(x) continua en (—oo, b], entonces
b b
| t@de= tim_ [ fa)ds @17)

3. Sea f(x) continua en (—o0, +00), entonces

/f da:—/ f(x da:+/ f(x ceR (4.18)

En cada uno de los casos anteriores, si el limite es finito, se dice que la integral im-
propia es convergente; si el limite no existe o es infinito, se dice que la integral es
divergente
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Ejemplo 9: Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias de tipo I

) [y e da

00 b e—3x
/ e 3 dor = lim e dr = lim —
0

b . 1 1 1
= lim |- —=—% | ==
b—+o0 Jg b—+o0 3 1o b—+o0o \ 3 3e3b 3

i) f sin(7x) dz

: : 1 ' 1
/ sin(mzx) de = lim sin(rz)dr = lim —=cos(rz)| = lim —cos(ma) = 7

0 a——oc [, a——00 T a a——00 T

Dado que el limite no existe (a medida que a tiene a —oo la funcioén coseno oscila cada
vez mds rapido entre —1 y 1) se concluye que la integral impropia diverge, en este
caso, por la no existencia del limite.

00 r
i) [° e dr,r >0

Para determinar la convergencia de la integral se ha de estudiar la convergencia de las

integrales
0 00
r r
—d —d
/_007‘2+2:1:2 vy /0 r2 + 422 o
0 0 0
r r
/ r2 + 212 dr a1—1>moo “ r2 4 422 a1—1>moo a ( E >
2
arctan
g 1 2
= lim - = lim - arctan
a——00 4 r a——00 2
5" o a
! 1 ‘ 2a 1 ; —00 1 ( 7r) T
= — - an| — | =——arctan | — | = ——=) = —
asne 2 1C r 2 r 2o \72) 7 1
00 b b
r r r
————dxr = lim ——— = lim
/0 7“2‘|‘4$2 b—oo 0 7“2—|—4£U2 b—o0 0 4((%)24-.%2)
arctan(—= b b
T ( (;)2) 1 (236)
= lim - = lim — arctan
b—oo 4 2 b—00 2 r
(5)° o 0

= lim — arctan
b—o00

N

2b 1 o0 1 /7 s
— | = < arctan (—) = = (—) = —
r 2 r 2 \2 4
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Como ambas integl ales iIII[)I()[)iaS convergen, se C()ncluye que la integl al foo
K —00
converge y su valor es

dx

_r
r24-4a2

/OO r g 7T+7T T
— dx = — - =
oo T2+ 222 4 4 2

Ejemplo 10: Estudiar la convergencia de
la integral il

>~ 1 .
/ _dﬂj, pE R 0.6 4
1

a:p =

Vamos a estudiar dos casos por separado:

)p#1 .
/ —dx = lim —dx
1 X b—o0 1 X
donde
b
b —pt1
1 Pt 1 1 1
/Pl S Sy S ) W S (O
L P —p+11 1—p 1 —p \brt

1 "1 1 1 1>
b b Jy P boe 1 —p \ P~ 00, p<l

Luego, la integral impropia es convergente si p > 1y divergente sip < 1

n) p=1

00 b 1
/ —dr = lim —dzx
1 X b—o0 1 €T

donde

/1 ! dr = log(x)‘i = log(b) — log(1) = log(b)

X

00 b
1
/ —dxr = lim [ —dx = lim log(b) = oo
1

xT b—oo J1 X b—o0

Por tanto, la integral impropia es diver-
gentesip =1

En el caso de que no sea posible determinar analiticamente la convergencia de una integral
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impropia, puede hacerse uso del llamado test de comparacion con integrales impropias cuya
convergencia es conocida.

Test de comparaciéon
Sean fy g funciones continuas en [a, b] tales que 0 < f(z) < g(x) Vx € [a, b].
Entonces,

i) Si [ g(x) dz converge, entonces [ f(z)dx converge

ii) Si [ f(x) dz diverge, entonces [ g(z) dz diverge

Ejemplo 11: Estudiar la convergencia de la integral

& 1
——dx
/2 V14 b

Resolver analiticamente la integral f \/11+7 dx no es en absoluto trivial, por lo tanto, para

determinar su convergencia aplicaremos el método de comparacion.

En este caso, la funcion que escogemos para comparar es g(x) = i% dado que
T
1 1 <1
——< — Vze|2, / — dr < o0
Sire ot TeERel oy o

0
Por lo tanto, se concluye que f2 ﬁ dx converge.

Ejemplo 12: Estudiar la convergencia de la integral

o0 e,’I}
——dx
/0 V14 e2r

Para estudiar la convergencia de la integral no la resolveremos. En su lugar, aplicaremos el
método de comparacion. Sin embargo, previamente a su aplicacion, si que reescribiremos
la integral del siguiente modo

et > e’ o 1
| o= [ i [
0 V14e* 0 1+ (e")? 1 VI14u?
Esto es, se ha hecho el cambio de variable © = ¢* — du = e*dx modificando, en conse-
cuencia, uno de los limites de integracion.

Teniendo en cuenta el integrando resultante, en este caso, la funcién que escogemos para
comparar es g(z) = 1 dado que

! < ! Vuel[l, o) /Oo L du di
U , 00 u diverge
1+U_V1+u2 y 1 1+u &
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Por lo tanto, se concluye que [, \/W du diverge, o equivalentemente, que [~ W dx
diverge.

Integrales impropias de tipo II

1. Sea f continua en (a, b] y discontinua en a, entonces

b
/f )dx = 11m+/ f(x)dx (4.19)

2. Sea f continua en [a, b) y discontinua en b, entonces

/ f(x)de = hrén /Cf(x) dx (4.20)

3. Sea f continua en [a, b] y discontinua en ¢ € (a, b), entonces

/f dx—/f dx+/f 4.21)

En cada uno de los casos anteriores, si el limite es finito, se dice que la integral im-
propia es convergente; si el limite no existe o es infinito, se dice que la integral es
divergente

Ejemplo 13: Estudiar la convergencia de las integrales impropias de tipo I1
. 1 1
D Jy e de

1
1 c T
/ L tm 1 dx_hm@_M)
0

e—er c—1- Jg e—e” c—1-\ e e 0
— im (1 ~ log(e —¢) N log(e — 1))
c—1= \ € (& (&
log(e — 1 1 —o0
e e e
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i) [, A do

5
1
/2 e =lm \/ﬁdx_}i%imx_

= lim 2(\/_—\/0—2) = 2V/3

c—2t

Ejemplo 14: Estudiar la convergencia de
la integral impropia

10 ,"I;
/
1 1 /
dx o f/
0 1—2x L .
aJ
0.2 0.4 0.6 __'__'__{]._E__,_ —
. 1 . s | /‘/
La funcién f(r) = ;= es continua en los i /
intervalos [0 1) U (%, 1] y discontinua en '

2
_ 1
x = 5 dado que en ese punto

Asi pues, evaluamos la integral del siguiente modo

1 1 1
1 ;] 1
dr = d d
/01—2335'3 /0 1— 22 $+/51—2xx

Vamos a calcular el primer limite,

1
=3 lim log |1 — 2¢]

c—3

: © 1 , 1
hrln_/ T5n dr = lim —§log|1—2:€| 0 2

1
CHE

= OO

Dado que el primer limite es infinito, la integral impropia correspondiente es divergente y
no resulta necesario calcular la otra integral. Se concluye por tanto que la integral impropia
fol - dz es divergente

Otro criterio de convergencia de series: el criterio de la integral

Las integrales impropias tienen su aplicacion a la hora de estudiar la convergencia de series
de numeros reales. Especificamente, proporcionan el siguiente criterio.
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Teorema 4: Criterio de la integral
Sea f una funcién positiva y monétona decreciente (i.c., if z < y = f(x) > f(y))
sobre [1,00) y tq f(n) = a, Y € N. Entonces, >~ | a,, converge si y s6lo si

/OO f(z)dr = lim Cf(x) dx (4.22)
1

Cc— 00 1

es convergente

Ejemplo 11: Estudiar la convergencia de la serie armoénica

=1
2
n=1

aplicando el criterio de la integral

Consideramos la funcién f(z) = 1, que el intervalo [1,00) cumple que es f(z) > 0y
mondtona decreciente, tq f(n) = % = a,. Tal y como establece el criterio de la integral
vamos a calcular la integral impropia dada por (4.22) cuya convergencia determinara a su

vez la convergencia de la serie armonica,

oo Cl c
/ —dr=lim [ —dz= lim log|z| = lim log |¢| = 400
1 C—00

T c=0 J1 X c—00

Como la integral impropia es divergente, por el criterio de la integral se concluye que la
serie armonica es divergente

Nota 14:
Las condiciones bajos las cuales es conveniente emplear el criterio de la integral para estu-
diar la convergencia de una serie son las siguientes:

1. Ninguno de los criterios de convergencia para series de términos positivos es con-
cluyente

2. La integral de f es facil de calcular o estimar
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