| Tema 12. Forma canonica de Jordan

Capitulo 6

Autovalores y autovectores.
Forma candnica de Jordan

Introduccion

Las matrices asociadas a un endomorfismo de un espacio vectorial en distintas bases
son semejantes. Se pretende buscar una base del espacio vectorial en la cual la matriz que
represente el endomorfismo sea lo més sencilla posible. Dicha matriz se denomina forma
canonica de Jordan.

1. Autovalores y autovectores

1.1. Definicién. Matrices semejantes

Dos matrices cuadradas A y B de orden n son semejantes si existe una matriz P regular
tal que B = P7'AP.
NOTA: La matriz P se denomina matriz de paso.

1.2. Propiedades de las matrices semejantes

a) Si Ay B son semejantes |A| = | B|.

b) Si Ay B son semejantes, entonces A™ y B™ son semejantes.

¢) Si A es semejante a A* y B a B* con la misma matriz de paso P, entonces AA + uB
es semejante a AA* + uB",

d) En general, si B= P~'AP y f(A) es un polinomio en A, entonces f(B) = P~ f(A)P.

e) Las matrices asociadas en distintas bases a un endomorfismo f: E, — E, son seme-
jantes.

1.3. Definicién. Autovalores y autovectores de un endomorfismo

Dado A € K, donde K serd IR 6 €, diremos que ) es un autovalor, o valor propio, de
fsi3ue E,, con u#0 tal que f(u) = du. Entonces, u es un vector propio, o autovector,
asociado al autovalor A.

1.4. Definicién. Polinomio caracteristico y espectro de una matriz

Dada una matriz cuadrada A, llamamos polinomio caracteristico asociado a A al poli-
nomio P(A) = |A — M.

A la ecuacion |A — AJ] = 0 se la denomina ecuacién caracteristica y sus soluciones son
los autovalores de A. Al conjunto de autovalores de A se le denomina “espectro” de A,

Si A es una raiz de P(A) de multiplicidad r, diremos que A es un autovalor de A de
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Tema 12. Forma canonica de Jordan

1.5. Definicién. Subespacio invariante asociado a un autovalor

Dado un autovalor A de A, el conjunto de todos los autovectores o vectores propios aso-

ciados a A es un subespacio vectorial llamado subespacio propio o invariante que notaremos
.’Vu 0 N] A

Niy=ker(A—Al)={u€ E, /| Au= \u}
NOTAS:
1) Si A tiene multiplicidad r, entonces dim N,y < r.

1.6. Propiedades de los autovalores y autovectores de matrices relacionadas con
una dada
Sea A una matriz cuadrada de orden n. Entonces
a) Ay A’ tienen los mismos autovalores.
b) Si A es autovalor de A, kX es autovalor de kA.
¢) Si A es autovalor de A, A — k es autovalor de A — kJ.

d) Si A es autovalor de A y A es regular, % es autovalor de A"

e) Si B y A son semejantes, tienen el mismo polinomio caracteristico y por tanto, los
mismos autovalores,

f) Si A es autovalor de A, A" es autovalor de A",
g) A=0es autovalorde A <= kerA # {0} y se tiene que Ny = ker A.

h) Si {u1,uz,...,u.} es un sistema de vectores propios no nulos asociados a autovalores
distintos, es libre, Ademas, si u es autovector de A asociado a A, entonces

1) u es vector propio de kA asociado al autovalor k.
2) u es vector propio de A — kI asociado al autovalor A — k.
3) u es vector propio de A~ asociado al autovalor —l-

4) u es vector propio de A" asociado al autovalor A",

1.7. Definicién. Matrices estrictamente diagonalizables

Una matriz cuadrada A es estrictamente diagonalizable o simplemente diagonalizable
si es semejante a una matriz diagonal J, es decir, si existe una matriz regular P, llamada
matriz de paso, tal que J = P-'AP.

NOTA: Una matriz A es diagonalizable si es posible encontrar una base de vectores propios
para el endomorfismo f de matriz asociada A.

En este caso, las columnas de la matriz de paso P son, precisamente, las coordenadas de
los autovectores.

1.8. Teorema.

La condicién necesaria y suficiente para que una matriz sea diagonalizable es

que la multiplicidad de cada autovalor A sea igual a la dimensidn del subespacio propio
o invariante asociado a A, Nus.

1.9. Célculo de J y P asociadas a una matriz diagonalizable

Sea A una matriz de orden n diagonalizable. Supongamos que sus autovalores son A,
2y +++y Ay de multiplicidades ry, r3, ..., 7, con ry + ry + - + 1, = n. Si consideramos una

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

o

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

A
C CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

www.cartagena99'.\é8ﬁ’13'm?£i§%§éeIﬁgﬁei%rz;ﬁlg'aegiéﬁﬁmﬁﬁéagfﬁmﬂmda en el presente documento en W al

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Tema 12. Forma canonica de Jordan

es una base de E, formada por vectores propios, en la cual la matriz del endomorfismo es

(Al MY \

M

\ A

Ademas J = P~'AP donde P es la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los
vectores propios que forman la base B.

1.10. Teorema de Cayley-Hamilton

Toda matriz cuadrada A sobre un cuerpo K, algebraicamente cerrado, es raiz de su
polinomio caracteristico. Es decir, P(A) = Opxa.

2. Forma canénica de Jordan

Toda matriz cuadrada A sobre un cuerpo K, algebraicamente cerrado, es semejante a
una matriz J diagonal por cajas, denominada forma canénica de Jordan asociada a A. Es
decir, J = P~ AP con P regular. P se denomina matriz de paso.

.’] '\'

B ya=|' " 6 Ji=(\)

2.1, Caélculo de las matrices J y P

En la diagonal de J aparecen los autovalores de A repetidos tantas veces como su mul-
tiplicidad.

Si A es diagonalizable, es decir, existe una base de vectores propios, entonces J es
diagonal.

Si A no es diagonalizable, entonces J tiene en la diagonal secundaria tantos unos como
vectores no propios se necesitan en la construccién de una base de E,.

2.2. Caélculo de las cajas

Se realizard para cada autovalor A.
Sea A un autovalor de multiplicidad r. Entonces puede ocurrir

a) dim Ny, = r, entonces existen r vectores propios asociados a A, uy, ua,..., U, que
constituyen una base de N, y la matriz asociada en dicha base es

ol i ]
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Tema 12. Forma canonica de Jordan

deteniendo el proceso en el paso k si Ny, = Niyga, 1o que sucederd si dim Ny, es igual
que la multiplicidad de A,

Consideramos Hy, el subespacio suplementario de Ni_ps en Ny, que notaremos
NiafNg-1,4 6 Nia = Ny

Sea By,, /v,y = {u',...,uP} una base de Ny, /Ni_ . Para cada vector tenemos
una caja asociada, que se construye asi

u' € Nea/Necitd = (A= ADu' € Ne_pay.oo b, = (A= Alul_, € Nia

v la caja asociada a {u',ul,... ul_,}es
A
1 A
. .E)
1 A
De la misma forma se calculan las cajas para u®, ..., uf.
Después ampliamos, si es posible, {u], ..., ul} a una base de Ng_y 1 /Ne_ga,
HI"’J:—:I.L.I"IV:—:.L = {ﬂt, was 1“‘?" “7“1 waay H{]‘

y se aplica el procedimiento anterior a los vectores u)™', ..., ul. Andlogamente, se procede
con una base ampliada de Ny_5 3 /Ni_34, realizando este proceso hasta conseguir una base
ampliada de Ny /Ny,

5i el miimero h de cajas asi obtenido es menor que 5 = dim Ny, estas cajas se completan
con 5 — h eajas de orden 1. Los vectores asociados a estas cajas deben ser vectores propios,
es decir de Ny, linealmente independientes con los va obtenidos.

2.4. Potencias de una matriz. Exponencial de una matriz

Siendo A una matriz cuadrada de orden n con elementos reales v J su forma candnica
de Jordan se tiene A" = PJ"P™! he Nyet = Pel P~1. Por tanto el cileulo de potencias
¥ exponenciales de matrices se reduce a efectuar dichos cdlculos en formas candnicas de
Jordan, lo que se hard por cajas.

a) Matriz estrictamente diagonalizable.
Ay

g Az
SiJ= _ entonces

Al e

Ab "

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99'.\éa1tr?m?£i§%§éeIf&ﬁei%’z;ﬁlg'aegliéliﬁmﬁﬁéagf'f%giﬂmda en el presente documento en Wi al

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Tema 12. Forma canonica de Jordan

b) Matriz no estrictamente diagonalizable.
t T

. J2
SiJ= entonces

7Y o
:J| | :e"'j

Tk .
a7 2]

yN= &g con J, N € M.

1 A\
Entonces J; = A\J + N y por tanto J! = (AJ + N)* que se calcula utilizando el

desarrollo del binomio de Newton y teniendo en cuenta que N es una matriz nilpotente
(en este caso N™ = ),

[ 1
: )
1 1
1 1
3 1 :
eJ.=eA
1 1 1 ;
(ri=2) (-3¢ ' 1!
1 1 1 1 ,
\(:-1)! (-2 (-3¢ I )
A? A
=T+ A+ =+t 4=
2 !

PJ2p- pJnp-!
—_— 44
2! n!

- P(J+J+§+~-+J—+---) P~ = Pe' P,

n!

= PP' 4+ PIP' ¢
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| Tema 12. Forma canonica de Jordan

¢) Calculo de la matriz e,
Se verifica que e = Pe’' P,

eht
De modo analogo a los apartados anteriores e’* = e
et
Ai
. | .
SiJ; = 5 € M; ..., se tiene
1 A
[ 1 \
t
ﬁ 1
t? t
71 :
CJ" o t'A" ---------
tr,—? tr.—3 - t {
(ri=2) (r;=3)! 1!
lr,—l " -2 tr -3 1 3
L(rl : l)' (T = 2)! (T, w 3)' 1! }

PROBLEMAS RESUELTOS

3. Sea A una matriz ortogonal. Probar que si A es un autovalor de A también lo es 3

SOLUCION:

Si A es autovalor de A entonces 1/A es autovalor de A~'. Al ser A ortogonal A~ = A"
En consecuencia, 1/A es autovalor de A". Pero como una matriz y su traspuesta tienen los

mismos autovalores, 1/ serd autovalor de (A')' = A.

4. Se considera la matriz
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Tema 12. Forma canonica de Jordan

La suma de todas las filas de A es 1, por tanto 1 es un autovalor de A (véase el problema
resuelto 2).

Los autovalores de A serdn entonces Ay, Ag, 1 v 2.
Se tiene que TrA=140-246=5.
IA] = 2, dejando su comprobacin al lector.

Teniendo en cuenta la observacién de la definicién 1.4 se verifica

M+ A+1+2=35, dedonde A\ + Ay =2
/\l'/\7'1'2=2, dEdOnd(_‘/\[‘A2=l.

Entonces A ¥ Az son las soluciones de la ecuacién de segundo grado A? — 2\ + 1, s decir
A| = l, AQ =],

Luego A tiene el autovalor 1, que es triple y el autovalor 2, que es simple.

5. ;Son semejantes las matrices

1234
0212
A=l1343 ) B
0124

_— N

B = SO

LI A=

- - W
~

3
1
4
2
SOLUCION:

TrA=142+44+4=11L.TrB=1+43+0+4=8.

Si fuesen semejantes tendrian el mismo polinomio caracteristico y, por tanto, los mismos
autovalores. En consecuencia, la suma de todos los autovalores (que es la traza) deberia ser
idéntica. Como Tr A # Tr B, las matrices no son semejantes.

6. Calcular los autovalores y subespacios invariantes asociados a las matrices

120 50 —4
i)A=(—131) i)B=|03 0
011 20 -1
SOLUCION:
i)
PA)=[-1 3-X 1 |=01=2*3=-2)+(1-2))

=(1=A)((1 =A@ =2 41)=(1=A)(A2 —4) +4)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagenaQQMWH@gé:%%eIF&%Bi%rz;ﬁlg'aesliéﬁﬁmﬁﬁéagff%mﬂmda en el presente documento en WL al

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Tema 12. Forma canonica de Jordan
de donde
22, =0 o0
~Zy+ 254 13=10 —_ e

luego, Ny, = L{(1,0,1)}.
b) El subespacio asociado a A = 2, Ny, = ker(A — 2/) es

1 2]

—zy+ 22, =0
{-1‘:+122+13=0 = Ma=L{(21,1)}
ii)
5-A 0 -4 ek -4
PAY=|B-M|=| 0 3-2A 0 |=(3-2) 9 _l_/\‘
2 0 =1-2A

B=A)((5-A)(=1-A)+8) = (3—-A)(N-4A+3)
(B-A*1-2)

Autovalores A = 1 simple y A = 3 doble. _
a) El subespacio asociado a A = 1, Nyy = ker(B —I) es

HEkgy

4z, =4z =10 I, =I3=/
{m:o - {x-,=o

I

luego Ny, = L{(1,0,1)}.
b) El subespacio asociado a A = 3, Ny3 = ker(B — 3I) es

2 0 -4 I 0

00 0 I2 = 0

2 0 -4 I3 0
de donde una ecuacién implicita de Ny3 es-z; — 2z5 = 0.

Por tanto Ny = L{(2,0,1),(0,1,0)}

10. Estudiar para qué valores de t reales la matriz A es “diagonalizable en el campo real”, siendo

_[t+3 £-10
A‘( ! e+1)
SOLUCION:

|t+3—A 210

=2 — 2At - 243-£24+10
1 2+1-A| t“+4t—2Xt — 4N+ A"+ 3 +
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Tema 12. Forma canonica de Jordan

iii) Si t? = 9 = 0, entonces ¢ = %3 y la matriz tiene un autovalor doble.
a)t=3 = A=25doble

dimN|5=2—rang( Sl

1 _1)=2-l=l

que es distinto de la multiplicidad del autovalor. Por tanto, A no es diagonalizable
50
(J seria ( 15 ).
b) t=-3 = A= -1 doble.
. 1 -1
dme,,_|=2-rsng( 1 -1 ) =2-1=1
que no coincide con la multiplicidad del autovalor. Por tanto, A no es diagona-

lizable (J seria ( ’: _cl' )).

11. De una matriz A se sabe que el conjunto de sus autovalores (espectro de la matriz) es
{1,-1,6}. Ademds se tiene
- d.imNn =dimN2, =1
- dimNy; = 1.
- dim N?,—l =0
- dim N;_...] = dim N4‘_1 =3;
- dim Nig = dim Nog = 1.
¢ Cudl es la forma candnica de Jordan de A7

SOLUCION:
A = 1 es autovalor simple, y (1) es su caja asociada.
A = —1 es autovalor triple; Ny _; C Na—y C N3y = Ny-1; su caja asociada tiene

tantos unos por debajo de la diagonal principal como vectores no propios, es decir, que sera
dim N3 -y —dim Ny -y = 3 — 1 = 2; por tanto, su caja asociada es

-1 0 O
1 =1L 0
0 1 -1

A = 6 es autovalor simple, su caja es (6).
Entonces

1| 0 0 0f0
0|-1 0 00
J=10| 1 -1 0}0
0] 0 1 -1)0
0] 0 0 0}6

12. Se considera la matriz

e[t ]

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagenaQQMﬂr?ﬂ@gg%%eIf&ﬁei%rz;ﬁlg'aegliéliﬁmﬁﬁéagf'ﬂ%giﬂmda en el presente documento en W al

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Tema 12. Forma canonica de Jordan

1-2 1 1 1 2-12 2-)2 0 0
1 e e | -1 1 1-2 =1 -1
A==l A ks ==l e gEnasds
1 -1 -1 1= 2-X 0 0 2-2
1 1 0 0 1 0 0 0 o
= . 31 I—A _l —l d P 3] —A —l '—1 e 3 i =
== 8 3 Y Gt Ui N T T | o ) -(-)1 (1, l' il
1 0 0 1 I -1 0 1
-2 =2 -1
=(2=-2210 0 =1=2=-2}=2=2)=—(2-2)P°0)+2)
3 S T |
Los autovalores son A = —2 simple y A = 2 triple.
- 1 T 3
, 1 -1 =1 =1
dim Ny; =4 — rang T B R =4-1=3
1 -1 =1 =1

que es la multiplicidad del autovalor 2.
Entonces A es diagonalizable siendo una posible forma canénica de Jordan J

00 0

20 0

02 0

00 =2

Calculemos una base de vectores propios y tendremos asi una matriz de paso P.
a) Subespacio N;. Calculamos ker(A — 2/)

-1 1 1 1 T 0
1 =1 =1 =1 [ | _[0]
1 =1 =1 =] sl 10
1 -1 -1 -1 e
- n=a+fiy
I, =
= —ntrntntrn=0 <
3=0
Ts =7

Una base de Ny; puede ser By,, = {(1,1.0.0), (1,0.1,0), (1.0,0,1)}.
b) Subespacio N _;

. 9 7y
3 -1 -1 I
-1 3 -1 I3
-1 -1 3 4

> I +313 =23 —24=0
I|—12+31'3-1'4=0

—— e 3

31'1+32+1'3+1'|=0}

cooo

Unas ecuaciones paramétricas de N, _» pueden ser

T ==, IP=T3=24=A.
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Tema 12. Forma canonica de Jordan

ii) Si u es un autovector de A asociado al autovalor A, u es también autovector de A™
asociado al autovalor A". Por tanto,

4 000
2_pDprRp- 0400 -]
At=Pl P =P 0040 P

0004

1
Ademds, si A es autovalor de multiplicidad r de la matriz regular A, entonces G

autovalor de A~" de multiplicidad r.
Como A = PJP! entonces A~' = PJ~'P~! y por ser J diagonal se tiene que

i/2 0 o 0
|9 20 0
“lo o0 12 o

0. 0 b -1

13. Calcular las posibles formas candnicas de Jordan de la matriz

10 4 13
A= 5 3 7
-9 -4 =12

y sus respectivas matrices de paso.

SOLUCION:

Calculamos primero los autovalores de A

10-X2 4 13 1-2 0 1-A
[A=AM|=] 5 3= 7 =| 5§ 3-A 7 =
-9 -4 =12-A -9 -4 =12-)
1 0 0
® 9
=(1-A)|5 3-2 2 =(l—)\]‘3_4'\ _3‘_)\':—(1—,\)2(“1)

-9 -4 -3-2
luego los autovalores de A son A = 1 doble y A = —1 simple.
Veamos la dimension que tiene el subespacio invariante asociado a A = 1, Ny, = ker(d - J).

Para ello calculamos el rango de (A - I).

9 4 13
rang(A-—I)zrang( 5 2 7)=2
-9 -4 -13
por tanto, dimVy; =3 — 2 = | # 2, al no coincidir con la multiplicidad del autovalor 1, la
forma canénica de Jordan asociada a A no es diagonal.
Para el subespacio Ni, = ker(A — ) ce tiene
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| Tema 12. Forma canonica de Jordan

como rang(A — I)? = 1 = dim Ny = 3 = 1 = 2, por tanto, la cadena se estaciona en Ny.

Ni C Ny = Ny,

-16 -8 -24 z 0 2=1
-8 -4 -12 yl=10 = Wty+3:=0 <+ y=-2t—-3s
16 8 24 z 0 z2=3

esto es Ny, = L{(1,-2,0),(0,-3,1)}.
Sea uy € Ng] o Nu, por ejemp]o, u = “. -2, 0)

9 4 13 | 1
up=(A-Nu = b 2 7 -2 | = 1 | u3€e Ny
-9 —4 -13 0 -1
Debemos escoger uz € Ny —; = ker(A + I). Resolvemos entonces
11 4 13 z 0 r
Hr+4y+4+13z=0
5 4 Tllv]|=|0] <= { S = y
(-9 e’ -11)(:) (o) i Sl z

luego Ny = L{(~1,~1/2,1)}. Entonces, un posible vector us es u3 = (=1,-1/2,1).
Teniendo en cuenta que

—p
—uf2
K

Auy = (A= DNuy +uy = 1y + 1y
Au; = Uy
AU;; = —us

se tienen los siguientes casos

i) En By = {u;,us,u3} la matriz de Jordan asociada a A es J;.

1 01 0 | -1
J| = P;.lAP] = 1 1 0 con P| = -2 1 —1/2
0 0f-1 0 -1 1
i) En By = {u3, u3,u3}

-1(0 0 -1 1 1
Jr= P AP = 0(1 0 con ,b=| -1/2 =2 1
01 1 1 0 -1

1] 0 1 1 -1
11 0 ) con P3 = ( 1 =2 -1/2 )
0l =1 -1 0 1
0 -1 1 1
1 ) con Py = ( -1/2 1 —2)
1 1 -1 0

iii) En B:! = {u29 ulvu3}

iv) En By = {u3,uz,u;}

J4 = P‘-lqu = (
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Tema 12. Forma canonica de Jordan

SOLUCION:
i)
2-2 0 3 0

1 2-X2 0 [ Eme—

0 8 2-x 0 |=eAk
0 0 1 2-2A
Luego tiene el autovalor A = 2 con multiplicidad 4.
0030
. 100 3

dim Ny, =4 —rang 000 0 =4-2=2

0010

El subespacio propio asociado a A = 2, Nz = ker(A — 2/) es

0030 I 0 I = -3\

1 003 z| _ |0 rqa=10 s Ip=p

0000 z3| |0 e ry+3r, =0 z3=0
010 T4 0 24=A

Una base de dicho subespacio es By,, = {(—3.0,0,1), (0,1,0,0)}.

Calculemos la dimension de Ny,.

0030 0030 0000
e X0 {1 eas) |00k
(A=2IF=fo000|loooo]|=|oo0o0o0
0010 0010 0000
0000
: o060 ., .
dlmNzg-4—rangoooo =4-1=3
0000

Por lo tanto, la cadena de subespacios, en este caso, es Nja C Ny C N3 con
dim Nu = 2. dimNn =3 y dim ng =4,

Como dim Ni; = 4 entonces Ny; = R*.

Calculemos Ny

0000 T 0
0060 | |0 s B0
0000 |zs] |0 &
0000 T4 0
Sea vy € N33 — Ny, por ejemplo, v; = (0,0,1,0),
0030 0 3
1 003 0 0
(A=2Ivy =1, € Nnn— Nia 0000 1= lol’ v; =(3,0,0,1)
0010 0 1

(Vo03)(o]_[q
S AT E N 100311919 w=(06.0.0
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Tema 12. Forma canonica de Jordan

morfismo sera

2000
1200
J=10120
0002
siendo J la forma candnica de Jordan de A,
Una matriz de paso puede ser
030 -3
006 0
Eim 100 O
010 1
i)
2—-X 0 0 0
0 2-Xx 0 0

0 1 =y o j=EY

-1 1 0 2-2
El tinico autovalor es A = 2 de multiplicidad 4.
Calculamos la dimension del subespacio invariante asociado a 2.

0000
X 0000
dim Ny2 = 4 — rang 0100 =4-2=2
-1 100
Veamos cual es la dimensién de Ny, para ello calculamos (A — 27)?, es decir,
0000 0000 0000
0000 0000} |OOOO S T
0100 0100| ]oo0o0o0 i
-1100 -1 100 0000

La cadena de subespacios en este caso es Nj; C N3 = R con dimN;; = 2 y
dim Nn = 4.

Podemos elegir en este caso v, w € N/ Nys, linealmente independientes.

Calculamos Ny

0000)\ [z 0

0000 ][] _ |0 =>{z,=o
0100 zz| |0 ~zy+z29=10
-1100)/\z 0

v=(0,1,0,0) y w= (1,1,0,0) son vectores linecalmente independientes que no estan
en Ny;. Por tanto, se tiene

0
]
0

Ll — 2 — ]

(A-2)w =
o/ \1

an [0000][i) ]

0000
0000
0100
-1100
0000
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Tema 12. Forma canonica de Jordan

J es la matriz del endomorfismo en la base

B* = {(0,1,0,0),(0,0,1,1),(1,1,0,0),(0,0,1,0)}.

15. Sea B = {e;, €3, €3, 64,65} una base del espacio vectonal IR*. Sea [ un endomorfismo de
R® del que se conoce
3) fed) = —ea.
b) fles+es) =e3+eq.
C) f(es) = 2e5 + € — €3.
d) El polinomio caracteristico de [ tiene la raiz triple 2.

e) Las ecuaciones implicitas, respecto de la base B, del nicleo del endomorfismo [ — 21
(donde I es el endomorfismo identidad de IR®) son

I|+Ig+13=0
Iyt z4=0
1‘5=0

Calcular

i) la forma candnica de Jordan de [, asi como la matriz de [ respecto de la base B.
i) una matriz de paso.

SOLUCION:

i) f(ez) = —e; por tanto A = —1 es un autovalor de /.
f(es + eq) = €3 + €4 entonces A = 1 es un autovalor de f.
Como A = 2 es autovalor de multiplicidad 3 entonces 1 y —1 son autovalores simples.
Ademas, Ny; = kc_;-r(f —=21) = L{ey = €2,¢; — 3 + ¢4}, por tanto, dim Ny; = 2 de

donde
200 00
120 00
J=1002 00
000 -10
000 01

Sea A = M(/f, B, B). Sabemos que

Sles) + fleq) = e+ ¢4
J(er) — flea) = 2ey — 2¢5
Sler) = fles) + fleq) = 26y — 2e3+ 2¢4

Como f(e3) = —e; = f(e;) = 2e; —2¢;—e; = 2¢; — 3e3. Sumando la primera
y la tercera ecuacion y sustituyendo f(e;) obtenemos
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Tema 12. Forma canonica de Jordan

Ademas, f(es) = e; — ez + 2es, luego

2 0 0 0 1
-3 -1 -3/2 3/2 -1

A=| o0 o 32 -112 o
0 0 -1/2 3/2 0

0 0 0 0 2

ll) Nyz € Ng;. Como I(CS) = 2es + €, — £ entonces
31 —C:=([—2’)C;E A\'lz == (f—2l)’eg, =0 = CsElvn.
Por tanto, como es ¢ Ny3 se tiene que e5 € Ny — Nj,. Escogemos vy = e5

U= (A=2Nuy =(f —2Nes = e; — ez € Nz
uy = (1,0,-1,1,0) € Nz

que es linealmente independiente con u,.

ug =¢e3 € Ny y us = es + €4 € Ny, entonces J es la matriz de f en la base
B = {uy, ug, ua, uy, ug}, luego

o
I
Ll — I — B — I — ]
|
O s D
(— B — B — N — ]
(— B — I — ]

OO e e

16. De un endomorfismo f de Ry|z] = {a + bz + cz* | a,b,c € IR} se sabe
a) Tiene un dnico subespacio invariante N = {p(x) € IR[z] / p(z) no tiene término en z}.

b) Elinversode f es [' = — 2 ~3f — 3], siendo | el endomorfismo identidad de R;|[z).
¢) f(z) =1+ az + 2, siendo a un nimero real fijo que debe determinarse.

Se pide
i) Hallar la matriz A de f respecto de la base {1, z, z%}.

ii) Encontrar la forma canénica de Jordan de la matriz A y la matriz de paso correspon-
diente.

o

SOLUCION:

i) Sea A el uinico autovalor de f, Ay ha de ser de multiplicidad tres y el polinomio
caracteristico de f, sera P(A) = (A~ Ag)3, entonces por el teorema de Cayley-Hamilton,
P(A)= (A= XI)P=0.

I'=fof'=—f3-3f2-3fy entonces (f+/)* = 0. Por tanto, (A4 /)* = 0.

En consecuencia, \g = ~1 y el subespacio N = N, _;.

-1 1 O\
Comol.z?e N=N, . f(N=—1v fle?) = —4? Ded_(m_d_f/‘:(ﬂ a 0
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| Tema 12. Forma canonica de Jordan

-1 0 0
i) Sabemos que dim Ny -, = 2 por tanto J = ( 1 -1 0 ) Calculamos una matriz
0 0 -1

P tal que J = P~'AP.
Nl.-l C Nz'_l con dim N?.—l =3 = .‘\'.2._| = Hq[l’].
Sea u; ¢ Ny, = L{1,2?}, por ejemplo, u; = (0.1,0) = z. Entonces

010\ /0 1
u,=(A+I)u.=(o 0 0)(1 =(o)
010)/\0 1

Sea uz € Nj - linealmente independiente con u;, por ejemplo, uz = (1,0,0).

011
Entonces, una matriz P puede ser P = ( 1 00 )
010

19. Sea B = {e1,e2,¢3) una base de R* y A la matriz de un endomorfismo referida 2 dicha
base. En dicho endomorfismo, los subespacios

r—z=1

- =ﬂ
Wisz+y+z=10 V;E{I ¥

1 .
estdn asociados respectivamente a los autovalores A =1 y A = 5 Se pide

i) Forma canénica de Jordan.
ii) Calcular la matriz M = 2A* = TA 4 9A? = 5A + [.
iii) Calcular la matriz N = A= —4A™* + 547" 4+ 41.

SOLUCION:

i) A =1 es un autovalor doble y dimNy; =2; A = % es un autovalor simple, por lo tanto

la forma candnica de Jordan es
1 0 0
J=10 1 0
00 1/2

il) El polinomio caracteristico de J, que es el mismo que el de A, es

P()) = _{1_1}1{,1;-%}=_ (A*—EAHEA-%)_

Por el teorema de Cayley-Hamilton se tiene

A -S54 AA-T=0 =2 =54+ i - A= 0=

oad =4l o onal o | n43 o & al A4 4 T Fial
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Tema 12. Forma canonica de Jordan

21. Sea f:IR* — IR® un endomorfismo y A su matriz asociada. Se sabe que una base del
niicleo del endomorfismo, cuya matriz asociada es A — [ estd constituida por los vectores
(1,1,0) y (1,0,1) y que en el endomorfismo dado por A la imagen del vector (0,2,1) es el
vector (1,1,0). Se pide

i) Autovalores y subespacios invariantes de f.
if) Forma candnica de Jordan y matriz de paso.
iii) Clasificar dicho endomorfismo.

iv) Obtener los subespacios invariantes de A™.

v) Hallar A y A™.

SOLUCION:

i) Al ser, f(1,1,0) = (1,1,0) y f(1,0,1) = (1,0,1), esos vectores son vectores propios
asociados al autovalor A = 1.
Ademas éxisten dos vectores con la misma imagen

f(12 1)0)
1)

(1,1,0)
£0,2,1)=(1

'l,g)} = f(1,1,0) - £(0,2,1) = f(1,~1,-~1) = (0,0,0)

lo cual quiere decir que (1,—1,—1) es un vector propio asociado al autovalor A = 0.
Los autovalores son A = 0, simple y A = 1, doble. Los subespacios invariantes son

Ny = L{(1,-1,-1)} y Ny = L{(1,1,0),(1,0,1)}.

100
it) f es diagonalizable. Una posible forma canénica de Jordan es J = ( 010 ) y una

I
I

000
1 5.1
1 1 3 3 3 3
matriz de paso puedeser P=| 1 0 -1 |,siendo entonces P~! = Lok 2
01 —1 3 3 3
LS
3 3 3

iii) El endomorfismo no es inyectivo puesto que A = () es un autovalor y como consecuencia
tampoco es sobreyectivo.

iv) Los subespacios invariantes de A™ son los mismos que los de A.

1 1k 1 00 1 2 -1
v) A=PJP' = 3 1 0 -1 010 1 -1 2 |=
01 -1 000 I =1 =]

™ 0 0
A" = PJ"P~'. Como J" = (0 by O) = J entonces A" = PJP~! = A.
0 0 0

|
RO = T =

Wi WIl—=Wl N
|
Wir-Wwlinoo) -
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26. Calcular e en los siguientes casos

00 -+-00
A0 O 1000
I)A: 0 . 0 EMnxu ")A= 01 00 EMnxn
0 0 A casvaerenese
00 --10
A0 0 0
1 A 0 0 5
) A= | ceerennenn € Moyn iv)A:(fb a)
Be B @
0 0 1 A
SOLUCION:
i) Si A = A, entonces
1 1
eh = Mo = Iy b Myt (M) 4o+ (M) 4
A? MK
oA
,\K
=424t grbodh=h={0 € "
0 0 .- &
00 - 0 0
10 - 0 0
ii)SiA=|0 1 -~ 0 0] entonces
00 1 0
00 -0 00 R 0
00 ---000 0 0 e P
A2=[10---000 Al = ; NE A"=0
00 --100 L0 9918
Al ser A nilpotente de orden n, se tiene que
1 1 1
& ~ A2 A 0 T P, i n-l=
e —1+A+2!A +3!A +: +(n—l)!A
(00 -+ 0 0 0
s 0
00 --00 (1)0 % o A
=I+lo.”00+§0'000+.+ ................ =
....................... 1
00-+-10 . . 0
1)
L0 0 - ,2:-, 0 o} =1
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| Tema 12. Forma canonica de Jordan

00 ---00
e l 0 & 0 0 A Ma B 2\.B .
ii) Sea A=A, + Bcon B= entonces e = eMne® = e’e”, es decir,
00 --10
( e 0 0 0)
A
- & 0 0
CA= !
e & _ . )
\(n—=1)! (n-2)! )

A=)+ (59

luego
(o b) (o b)
C":C":C —b 0 =C.C -b 0 =C-CB
Calculamos ?
G ,_—b’O 3_0—63 _6‘0._'
B‘(-b o)'B ‘(o -b‘)‘B "(b’ 0 ) B =10 u
Por tanto

B\, 1 (8¢ 0
o)*'ﬁ(o b‘)+"'

0
B
( cosb senb)

g E-0Y 8 W AR Y, 3
“(on‘*-bo*z! 0 -»)t3

| A
(1—54‘54"” b—§7+’5—i+"')—

PO b; b; —~senb cosh
—b+§!'-"g!'+"' l_§+ﬁ+”
Entonces e? = ¢° cosb senb-
—senb cosbh

27. Dadas las matrices

Se pide
i) Hallar e* y €2,
if) Calcular e** y P

SOLUCION:

i) A=(—{LlL\Ljigndan={—2\vJ-)=(2 0\.
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Por tanto
e 0 0
A=|0 & 0
0 e ¢
Analogamente
1 0 0 e 0 0
=11t 1 0|l=|& &0
1/2' 1/1t 1 A2 & &
ii)
e |
At = ( ( 2 0 )‘ )
2
e
( 20 )‘ k
1 2 1 0 e 0
‘ =g (t/l! :) & (rc“ e
Por tanto,
e 0 0
CAI - 0 cz' 0
0 te* e*

Analogamente

1 0 0 00
H=cMt/il 1 0]=]| t& & 0
22t 1 *(3/2) te* o

PROBLEMAS PROPUESTOS

3. Sea f: R* — R? un endomorfisme que admite por vectores propios a (0,1, -2), (1,0,4)
y(1,0,—2). Sabiendo que f(0,1,0) es (2,1,2) hallar los autovalores del endomerfismo f.

5. Estudiar si son semejantes las matrices

6. Calcular el polinomio caracteristico, utilizando los menores principales de la matriz
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14. Calcular Ja forma candnica de Jordan y la matriz de paso de las siguientes matrices

50 (01 00
i)jlao2 0 )]
o 02 -20
2 0 -1
\6 6 -3 4
2 0 1 2 ( -4 0 -4 11
i) 3 0 -1 V) -6 3 -3 9
: 2 -2 4 6 ’ 50 5 -7
3 Pl = WESC N 5 O
15. Estudiar para qué valores de los pardmetras a y b, la matriz
5 00
A= 0 =1 b
3 0 a
es diagonalizable, calculando
i) Forma candnica de Jordan y la matriz de paso para los valoresa = —1 y b= -1,
ii} Forma candnica de Jordan y matriz de paso para a = 1 y b = 10. Calcular en este caso
A1
1 10
16. Dadalamatriz A= | 0 2 0 | calcular
-2 13
i) A®,
ii) Subespacios invariantes de A™.
iii) A3,

: 330
i) Encontrar la forma candnica de Jordan asociada a cada una de ellas.

ii) Calcular e y ¢,
3 00
A=]10 135
0 =51

1 23
25. DadaslasmatricesA:(:) l)y8=(2 1 3).$epide

26. Calcular e** en los siguientes casos

10 4 13
A= 5 3 7
-9 -4 -12
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