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Tema 1: Vectores y Matrices
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Referencilas

Linear Algebra

Lay D. Linear algebra and its

S S PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
A O ENVIA' WHATSAPP: 689 45 44 70

C arta ena ONL NE PRIVATE LE-F:S;ONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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¢, Qué es un vector?

Informalmente, un vector es una coleccion ordenada de n
numeros del mismo tipo. Decimos que tiene n componentes

(1, 2, ...,n)
.
0 lez3 Es una coleccion de tres numeros enteros -1; 0; 1]
1 -1.1; 1.1]
(—1 -1) c Q2 Es una coleccion de dos nimeros racionales -1.1; sqrt(2)]
1.1

S PARTICULARES, TUTO&IAS TECNICAS ONLINE

C arta ena ONLINE PRIVATE LE-F:S;ONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Vectores en R?

C : C ASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

Una matriz con una sola columna se denomina vector columna o
simplemente vector

Ejemplos de vectores con 2 entradas son:

N R .

donde w1l y w2 puede ser cualquier numero real.

Al conjunto de todos los vectores con 2 entradas se le denomina ]Rz

Dos vectores en R? son iguales si y solo si sus correspondientes

AMA O ENVIA' WHATSAPP: 689 45 44 70

ONL NE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Vectores en R3 y R

R
« En R3, los vectores tienen 3 entradas: a= |3

4
Al conjunto de todos los vectores con 3 entradas se le denomina ]R{B

« En R", los vectores tienen n entradas: Uy

. . n
Al conjunto de todos los vectores con n entradas se le denomina R

\'f\f\+f\lF la YN AW oW N oW '

C- n CLASES PARTICULARES, TU_'IéOgIAS TECNICA-S ONLINE

‘——w’ ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Traspuesta de un vector

« Distinguiremos entre vector columna (v) y vector fila (w)

Vo w = (wiws...w,)

« En el primer caso, decimos que v es un vector de n x 1 posiciones,
mientras que en el segundo caso, decimos que w es un vectorde 1 x n
posiciones.

Cartagengﬂg




Representacion gréafica (descrip

. En RZ:

cion geomeétrica)

— Si consideramos un sistema de coordenadas rectangular (plano), cada punto
viene determinado por un par ordenado de numeros (punto geomeétrico) -

(a, b)
— Se puede identificar el punto (a,b) con el vector columna [Zl
— Origen: (0, 0)
Xy *2
°(2,2) *(2.2)
X, X
. - __ . %2 13

C arta €N ONLINE PRIVATE LESSONS FOR S
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Representacion gréafica (descripcion geometrica)

« En R3:
— Geométricamente, se representa como un punto o una flecha en un
espacio de coordenadas tridimensional

— Origen: (0, 0, 0)

Z

A Z

5

P (2,3,5)




Suma de vectores

 Dados dos vectoresuyv € R?, la suma de los dos vectores

(u + v) se obtiene sumando los valores que ocupan el mismo
orden dentro de los vectores




Suma de vectores

- De manera general, la suma de dos vectores € R", se

define como:
V4 Wy v+ wy
vV w UV, +W
v=|"%] w=|""? u+w=\| *" "¢
Un Wn Up + Wy

* Nota: dos vectores se pueden sumar si y solamente si son

del mismo tipo (vectores fila 0 vectores columna)
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
Carta

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Suma de vectores — Interpretacion geomeétrica
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Producto por un escalar

« Dado un vector u € R? y un nimero real c, la multiplicacion
escalar de u por c, es el vector cu obtenido al multiplicar
cada entrada de u por c

Cartagengag '




Producto por un escalar

 De manera general, dado un vector v € R™ y un escalar c,
la multiplicacion de c por v se define como:

CVq

cvV
CV = 2

CV,

2 *[-1.1; 1.1]

Cartagenaﬂg




Producto por un escalar — Interpretacion geomeétrica

/g,CuéI es la forma de todos los \

vectores w escalados de la
forma cw?

« Siw =0, entonces es un punto (0)
 Siw # 0, entonces es la recta que
pasa por el 0y w. -

LA
( : It n [LAMA O ENVIA WHATSAPP: 680 45 44 7
w QNLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Ejemplo de combinacion de operaciones

Ejemplo

Dados los vectores u = [_12] y v= [ _25] , calcular 4u, (-3)v, y 4u + (-3)v

w=| 5 (3 = []ﬁ]

E 1 O IAS TEC NICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA W TSA 689 4544 70

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Regla del paralelogramo para la suma

« Sidos vectores uyv € R" son representados como puntos
en el plano, entonces u + v corresponde al cuarto vertice del
paralelogramo cuyos otros vertices son u, O, y v

Cartagensgg
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Resta de vectores

« Dados 2 vectores u y v, la resta de ambos es equivalente a
sumar al primero el simétrico/opuesto del segundo

Xy

oV

*u

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Propiedades algebraicas en R"

 Paratodo vector u, v, w € R™ y todo escalar c y d, se verifica:

Respecto a la suma de vectores

(i u+v=v+u

() (u+v)y+w=u+(v+w)

(i) u+0=0+u=u

(v) u+(uy)=-u+u=0

Respecto a la suma de vectores

y producto escalar Respecto al producto escalar

N

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Combinacioén lineal

« Dado un conjunto de p vectores {v,,v,,...,vp} € R™ y un
conjunto de p escalares {c,, c,, ..., ¢,} , S&€ denomina
combinacion lineal al vector y definido como:

p
yzzcivi:C1V1+C2V2+’”+vap

o~
|
p—

Ejemplos: dados los vectores v, y v,

ES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta en ONLINE PRIVATE LESSONS O SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Combinacioén lineal

Ejemplo: modelizacion de una neurona

Un modelo muy basico y aceptado de la actividad de una neurona viene dado por:
output = f z peso; - entradai

donde f(x) no es una funcidn lineal. Este modelo se usa para modelizar redes de neuronas
o/ 0 NEURON
artificiales.

dendrite motor end plate muscle fibre

cell body
L[ nucleus

cytoplasme

At infovisugldnfo

' E ULA RES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

C arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70



https://www.youtube.com/watch?v=zLp-edwiGUU

Combinacioén lineal

f
25 [ sli =1 213+ 5% [2:1)

Ejemplo

511

1/2*[-1;1] - 2/3 * [2; 2]

PARTICULARES, TUT ORIAS TECNICAS ONLINE
P:689 45 44 70

C arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Combinacioén lineal

Dados v = [ ; ] y W= [_21] calcular y representar graficamente v - w, w - v, 1/3v + 1/2w

_3 ; ; ; ; _3 L ; ; ; N _3 ; ; ; ;
- 0 2 4 6 =6 -4 -2 Q 2 =2 0 2 4 6

2 4
e A
C CLASES PARTICULARES, TU_T05|AS TECNICAS ONLINE s

ta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Combinacioén lineal

Dados v1=[_11]yv2=[i],

estimar las combinaciones lineales w=5/2v, -1/2 v,

para generar los vectores u VA

Cartagenaag '




Combinacion lineal

« ¢ Qué forma tienen todas las combinaciones lineales de la

forma cv + dw?

— Si los dos vectores no son colineales (es decir, w # kv), entonces es
un plano que pasa por O, y contieneav y w.

1/73v#1/2w

El plano generado porv y w es el 2t
conjunto de todos los vectores que
pueden ser generados como una

combinacion lineal de ambos vectores L0

Q@I@&%&r ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
= CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Combinacioén lineal

« El subespacio generado (spanned subspace) por los vectores
{v, v, ...,vp} € R" es el conjunto de todos los vectores que pueden ser
expresados como una combinacion lineal de dichos vectores

* Formalmente se define como:

(V1,Vy ., V) = Span{vy, v,, .., v } 2 {v € R* [V = x;v; + x,V, + - + xpV, }

Ejemplo

Asumiendo que todos los vectores son
linealmente independientes:
* Span{v,} es una linea recta 0 € Span {

Propiedad

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689

C arta cn OQNLINE PRIVATE LESS:‘.ONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Descripcion geométrica del Span{v} y el Span{u, v}

3v

PAY
S TECNICAS ONLINE

Span{v}

PRIVATE LESSONS
R WHATSAPP:689 45

FOR SCIENCE STUDENTS
44 70




Combinacioén lineal

Fuera del plano

Dadov=(1,1,0)yw=(0, 1, 1), las combinaciones lineales de vy w forman un plano en
3D. Todos los puntos pertenecientes a este plano son de la forma:

N={r|r=c(,1,0)+ d(0,1,1) Vc,d eR}={r=(c,c+d,d) Vc,d € R}

Por tanto, el vectorr’ = (0, 1, 0) € I1
y esta fuera del plano.

C arta en ONLINE PRIVATE LE-F:S;ON
CALL OR WHATSAPP:689 45




Combinacioén lineal

Conjuntos de puntos

Dado v = (1, 0),
1. S;={r=cv, Vc €Z} esun conjunto de puntos
2. S,={r=cv, Vc € Rt} es una semilinea

3. S;={r=cv, Vc ER}esunalinea

3 3 3
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arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Combinacioén lineal

Conjuntos de puntos

Dadov=(1,0) y w=(0, 1),

1. S;={r=cv+dw, Vc €Z,VdeE R } es un conjunto de lineas
2. S,={r=cv+dw, Vc € R,Vd€ R } es un semiplano

3. S;={r=cv+dw, Vcd € R} esun plano

A e RION O -

3 3 T
2 .................................. 2 T
1 .................... " :
s,
0 ........ R N —— e o :
S PARTICULARES, TU

C arta en ONLINE PRIVATE L -
CALL OR WHATSAPP:




Combinacion lineal

Dadov=(2,-1),w=(-1,2) yb=(1, 0), encontrar un valor para c y d talqueb=cv+ d

Solucion:
Necesitamos encontrar un ¢ y un d tales que:

[3]=e[ 2]+ 3= %¢]

Esto nos da un sistema simple de ecuaciones:

C arta en ONLINE PRIVATE LE-F:S; N
CALL OR WHATS




Ejercicios

* Del capitulo 1, seccion 3 de Lay (4th ed.):

— Ejercicio 1.3.1
— Ejercicio 1.3.3
— Ejercicio 1.3.7
— Ejercicio 1.3.25
— Ejercicio 1.3.27

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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* Producto escalar — interior — interno — punto (Inner — dot product)

« Dados dos vectores v y w, el producto escalar entre ambos se define como:

n
— T — —
(vvw)=v-w2viw= zviwi =V,W; +V,W, + -+ VW,
i=1

« Matematicamente, el concepto de producto escalar es mucho mas general.
La definicién anterior es una particularizacién para vectores € IR". Aunque

Am Al 1 AAa Amnaia
8 LINE PRIV LESSONS EI,) 0SCIENCE STUDENTS

Carta genaQo
L OR WHATSAPP:689 45 4
ST AR e,

' CLASES PARTICULARES U ORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70




Producto escalar de 2 vectores

[;]-[‘21]=4-(—1)+2-2=0 dot([4; 2], [-1; 2])
:_43] ' [:ﬂ =(-3)-(-2)+4- (-1 =2 dot([-3; 4], [-2; -1])
21 73
—3] - [—1] =2.34(=3) (-1 +1-(=2)=7 dot([2; -3; 1], [3; -1; -2])
1] -2

Propiedad

E |
LLAMA O ENVIA WHATSA P: 689 45 4 70

C arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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« Lalongitud o norma de un vector v € R" es un escalar no negativo ||v||
definido como:

||v||éw/(v,v)=\/v-v=\/v12+v22+---+v,%; y [[v]|?=v-Vv

« En el caso particular de trabajar con el producto escalar anteriormente
presentado, esta definicion se reduce a:

cartagcna9 9 ONLINE PRIVATE le_s__s_o;us:

www.cartagena99.com no
Arﬁicu‘l: 171 delaLey de $ 40
Si la informacion contenida




Normay longitud de un vector

» En particular para R?, si tenemos v = [ Z ] e identificamos v con un

punto geomeétrico en el plano, entonces ||v|| coincide con la longitud del
segmento desde el origen hasta v (Teorema de Pitagoras)

%)

(a, b)

Propiedades
[I-vI = [Vl

lle Vil = lcf fIvi
S PARTICUTARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Normay longitud de un vector

13,7l =+/32 + 72 = /58 = 7,6158

1(=2,5)|l =+/(=2)2+52 = 29 = 5,3852

1(—=1,0, D]l = /(=1)2402 + 12 = V2 = 1,4142

norm(|[3; 7])
' norm([-2; 5)

1.5

Cartagenaag




Vectores unitarios

« Un vector v es unitario siy sélo si ||v|| =1

Ejemplos

u=(1,0)

v=(01)

w = ( cos(45°),sin(45°)) = (cos (%) , Sin (g))

norm([1; 0])

Cartagenagg




Construccion de un vector unitario (normalizacion)

« Dado un vector v (cuya norma no es nula), siempre se puede construir
un vector unitario con la misma direccion de v dividiendo el vector por su
longitud (es decir, multiplicando el vector por 1/||v||)

15 __________ REREEEEEE R R RS

\"

u, — ——
C vl

C arta en ONLINE PRI
CALL OR WHATSA




Construccion de un vector unitario (normalizacion)

Ejemplos

Dado el vector v= (1, -2, 2, 0), encontrar el vector unitario u en la misma direcciéon que v

Solucion:
Primero calculamos la longitud de v:
VI =vv= (D2 + (22 + @72+ 07 =9 ;5 |lvl[=V9=3

Después multiplicamos el vector v por 1/||v]||, obteniendo:

1 ~1/37]
o Lo 1o -2 -2/3
vl T3 T3 2| | 2/3
L 0_ - 0_

Para comprobar que ||u|| = 1, es suficiente con comprobar que ||u||? =1

5IAS TE%NICAS ONLINE

v e Y
( : . t n 1 689 45 44 7
w ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Interpretacidon geometrica del producto escalar

« El producto escalar de dos vectores no nulos, es igual a la norma de uno

de ellos por la proyeccion del otro sobre él

« Tambien puede verse como el producto de las normas por el coseno del

angulo que forman los 2 vectores

(w,v) = [lul[[[v]l cos(a)

cos(a) =

A

sl

C LLAME O ENVIA WHATSAPP:
ar!:a ena ONLINE PRIVATE LE-S;S-ONS
CALL OR WHATSAPP:689 45
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Distancia entre vectores

« Dados dos vectores v y w, la distancia entre ambos se define
como:

1_5 .......... SRR R SRR R SRR

d(v,w) 2 ||[v—w||

y angulo que forman entre ellos es:

V'-W

2(V,wW) £ acos =
Ivif{wl|

C ASES PARTICULARES, T UTOR1I S TEC ECNICAS ONLINE
AMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

C arta ena ONL NE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Vectores ortogonales

» Dos vectores son ortogonales (perpendiculares) siy solo si
su producto escalar es igual a 0

a=<2.3>
B=<-3.2>
e Se representa como:
viw
 En este caso, 24 @3
T 0 | | x
(v, W) = — > 8
CLAS AS TECNICAS ONLINE

C arta ena ONLINE PRIVATE LE-F:S;ONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Distancia y angulos entre dos vectores

2 2 ,
Dados v =(— = ?) y W =(1, %) Calcular el angulo formado entre los dos vectores.
(2 1+2 2_2_00444 S
VW=1T5 33 45 S L R D AL
vl = 22+ 22— 136—07775
v 5 3) T715
2
2 V13 o~
lwl]| = j(l)2 + (—) =—=1,2019
3 3
2 . . . . . .
45 5 5 3 3 5 5
£Z(V,W) = acos =87,27° : : | | : :
v w) 136 Vi3 I AN B B
1I:. '2 . . . . . .
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS |
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Distancia y angulos entre dos vectores

Dados v =(1,0,0,1,0,0,1,0,0,1) y w=(0,1,1,0,1,1,0,1,1,0).
Estos dos vectores en un espacio de 10 dimensiones son ortogonales porque:

v-w=10+01+01+10+01+01+1-04+0-1+01+1-0=0

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Distancia y angulos entre dos vectores

2 2
Buscar un vector que sea ortogonal av =(_ ? ) ?)

Solucion:
Buscamos un vector w = (w,, w,) ortogonal a v, es decir,

2 2 3
(v,yw) =0 = —T °W1+?°W2 = Wwy=gow

: 3 3 :
Por tanto, cualquier vector de la forma w = (wy, r wy)=wy(1, ?) es perpendicular a v.

3
Esta es la linea que pasa por el origen y con direccién (1, ?).

_ 2 2 2 2 2 2
En particular, para w; = 3 tenemos que w = (?, ?), yparaw; =-—, tenemos que w = (- o ?).

[
E
( : . t n LLAMA™O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
w ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS -
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Teorema de Pitagoras

Si v 1w, entonces |[v+ w|? = ||v]|? + |[w]|?

Demostracion:

v+ w2 =F+w)TV+w) =viv+viw+ wiv+wiw = ||[v]|? + ||w]|? + 2(v,w)

v+ wlZ =(v+wv+w)=(Wv)+vw)+(wv)+{(w,w) = |v]? + |[w]|? + 2(v, w)

Pero, como v L w, tenemos que (v,w) = 0, y en consecuencia, = g ~"-""""TTTootttooaan

N
o1
N
N
\l
o

C ' CLASES PARTICULARES, TU_TOgIAS TECNICAS ONLINE




Teorema: desigualdad triangular

« Dados dos vectores cualquiera, v y w, se verifica que:

v+ wll < [[v]] + [|wll

Demostracion:

Por la definicion, sabemos que:
v+ wl[?2=(v+w) (v+w)=|v]>+ [lwl]]?+ 2(v, w)
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que:

v+ wlz < [Ivl> + llwll* + 2]villiwl]l = Clvil + lwl])?

Tomando la raiz cuadrada en ambos lados, tenemos:
C CLASES PARTICULARES, TUTOgI S TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

OO

NE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
L OR WHATSAPP:689 45 44 70




Teorema: desigualdad triangular

Dados los vectores v = (—% i) yW = (1,%), sabemos que ||v|| = —“12’6 vy lwl| = ?

Si verificamos la desigualdad triangular tenemos:

3 4 Va8l
v+w=(?,?) = |lv+w| =
TRl ey “;_3 o 14621 < 1,9793

arta en ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Proyecciones ortogonales

« Consideremos la proyeccion ortogonal de v sobre w

'~ vow) w (v, w) w
v =(v,w = :
w2 (iwll (wl

« Lalongitud de este vector es: o5
(V, W) o
V']l =
Iwll
-0.5

Ejemplo
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Multiplicacion por matrices

Ejemplo (como combinacion lineal)

1 0 0
Consideremos tres vectores v4 = (—1) ,Vp = ( 1 ) y V3 = (0) Consideremos la combinacion lineal:
0 -1 1

1 0 0 X1
Yy =X1V1 + X2V + X3V3 = X4 (—1) + X9 ( 1 ) + X3 (O) = (Xz — X1>
0 —1 1 X3 — X2

Se puede obtener el mismo resultado construyendo una matriz:

1 0 O
A=(v1v2v3)=(—1 1 0)

0 -1 1

Haciendo la multiplicacién, tenemos:

P
¢
|

X1 X1 1 0 0\ /X1 ( X1 \
v= Ax = Al X, = =1 1 1 0 X — X4
(@)

5IAS TECNICAS ONLINE

>
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Ejercicios

* Del capitulo 6, seccion 1 de Lay (4th ed.):

Cartagengﬂg

Ejercicio 6.1.1
Ejercicio 6.1.3
Ejercicio 6.1.5
Ejercicio 6.1.9
Ejercicio 6.1.13
Ejercicio 6.1.16




