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Nimeros complejos

En el cuerpo IR de los niimeros reales no tiene solucién la ecuacién 22 +1 = 0. Para
resolver este problema se hace necesaria una nueva ampliacién del concepto de nimero
introduciendo un nuevo elemento, 1, que verifique dicha ecuacion, y construyendo un nuevo
cuerpo que contenga a IR y a este elemento.

5.1. Definicién. Cuerpo de los niimeros complejos

En el conjunto R? de los pares ordenados de niimeros reales se pueden definir las
operaciones suma y producto de la forma:

(a,8) + () = (a+ ¢, b+ d)
(a,b) - (e,d) = (ac — bd, ad + bc)

que lo dotan de una estructura de cuerpo. Este cuerpo se denomina cuerpo € de los
nimeros complejos.

Ademas, el cuerpo IR de los nimeros reales es isomorfo al subcuerpo de los niimeros
complejos de la forma (a,0).

El mimero (0,1) verifica (0,1)(0,1) = (-1,0) por lo que este niimero, denotado por i
y denominado unidad imaginaria, verifica que 12 = —1.

La expresion mas intuitiva de un nimero complejo es su forma binémica, que definimos
a continuacion.

5.2, Definiciéon. Forma binémica de un mimero complejo
Se llama forma binémica del niimero complejo z = (z,y) & la expresion z = z + yi
donde 1 es la unidad imaginaria, r se denomina parte real de z e y parte imaginaria de 2
denoténdose
z=Rez y=Imz
COMENTARIOS:
i) El mimero complejo z + yi se puede representar en el plano IR? como el punto de
coordenadas cartesianas (z,y).
ii) El cuerpo € es algebraicamente cerrado, es decir toda ecuacion polinémica con coefi-
cientes complejos tiene solucion en €.
iii) € no admite un orden total compatible con la estructura de cuerpo.

5.3. Operaciones elementales con nimeros complejos
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2 _ (t4ni) (B2 —pi)  azatne | 2n = Ty,

= . : +
n (ta4p)(r2-wi) 3+ 73+
En particular, el inverso del nimero z =z + yi # 0 es

1 T Y

- - 1
-4 Iz-ryg x2+y3

5.4. Potencias de la unidad imaginaria

Observemos que dado que 1> = —1 las primeras potencias de la unidad imaginaria son
il=i #?=-1 #=-i ‘=
=1 *=-1 i = —i ete.

Para calcular 1" con n € Z basta elevar { al resto de la.division de n entre 4,

A z=x+y
5.5. Definicién. Complejo conjugado S :
v rd
Se llama conjugado del L |
numero complejo z = z+yt o |
al nimero z = z — yi. s I
% [
N |
~
S |
~
~ |
el
~
Fie 11 » I=xy

5.6. Propiedades del conjugado

a) Para todo z € C se verifica 7 = 2.

b) Sizj,zz € Centonces 2y +22=%14+% y ZHaa=7%'22

: 23 21
Ysizz#0, (—-) ==
23 z3

el

i “—= de donde se deduce que un

c¢) Para todo z € € se verifica Rez =
mimero complejo z € IR si y sélo si z

5.7. Definicién. Mdédulo y argumento de un niimero complejo

Dado el niimero complejo z = z + yi se define el modulo de z de la forma

ol = V2T + ¢

y el argumento de z es un angulo 8, denotado arg z, que verifica

lal ana ar e lalonn O
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5.8. Propiedades del médulo y argumento

a) |z] 20 VYzeC.
)

o

zl=0 <= z=0.
=2z VzeC
a1+ 7|

z

d)
e) |2122| = |Z1”22| V21,29 € C
f) Si 6, es un argumento de z; y #; es un argumento de z; entonces #; + 6, es un
argumento de 2y - 23 y 6; — 6, es un argumento de 1 cuando z, £0.
2
5.9. Forma médulo-argumental de un niimero complejo

La expresion en forma médulo-argumental de un niimero complejo z es el par (p,6)
donde p = |z| y 8 es un argumento de 2.
NOTAS:
1) La expresion binémica de un mimero complejo equivale a utilizar coordenadas carte-
sianas en IR?, mientras que la expresion médulo-argumental se corresponde a las
coordenadas polares.

— — — 9 z=x4ly
(p.9)
y |
|
X
Fig. 1.2
Se verifican las relaciones del cambio de coordenadas
z = pcosf
y = psenf

2) Para operar con ntimeros complejos se utilizard la forma de éstos en la cual los calculos
sean mas sencillos, por ejemplo el producto y el cociente de nimeros complejos en
forma médulo-argumental admiten una expresion muy simple:

nz = (p1p2, 60 + 62)
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Fig. 1.3
En particular, multiplicar un mimero complejo z por otro de médulo 1 y argumento

6 supene un giro de 6 radianes.

5.10. Definicién. Exponencial compleja

Dado y € IR se define ¢'% = cosy +isen .
Asi, dado un mimero complejo z = z + i la exponencial de z es

e’ =e"(cosy + iseny)
5.11, Teorema.

Todo niimero complejo 2 puede expresarse de la forma
z=p 61'9

siendo p = 2| y 8 un argumento de 2.
Ast, 2z = 2+ 1y = pe® = p(cosf +isen¥).

5.12. Propiedades de la exponencial compleja
a) " =1.
b) e #0 Vze L.
c) efre? =enrtn2 ¥z . 2,€ C.
d) |e*] = eRe* Vze €.
e)el=1 = z=2kxi comkeZ
f) e =e" <= 2;—2z =2kri conk € Z (Lafuncién exponencial compleja no
es inyectiva).
5.13. Potencia de un nmimero complejo. Férmula de De Moivre

. ” . e
Para caleular mm_nnhmma_enlem_i:_(;Ld&un_mlmmmnlm_MMmmn—
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es decir z" tiene modulo p™ y argumento né.

La expresion () se conoce como férmula de De Moivre y, ademds de su utilidad en
este contexto, se puede aplicar para obtener relaciones entre las razones trigonométricas
de un dngulo y la de sus miltiplos enteros.

5.14. Raices enteras de un nimero complejo

Dado el niimero complejo z = pe'® # 0 existen n nimeros wy, k =0,1,...n —1 que
verifican (wy )" = z, es decir son las raices n-ésimas de z. Ademés, estos nimeros son

42k
wg = WC‘ "w k=0,1...n-1

COMENTARIO: Todas las raices de un mimero complejo z = (p, 8) tienen el mismo mddt;]o
' 3 27
W/p y sus argumentos se obtienen empezando en =0 incrementando sucesivamente =

radianes.
Esto se puede expresar

r 2r
wy = Ype'n, we=€n Wi k=1,...n-1

5.15. Definicién. Logaritmo de un mimero complejo

Dado el nimero complejo z = (p,8) # 0, un logaritmo de z es un nimero complejo w
tal que e¥ = 2. Se denotard w = log z y se verifica que logz = logp -+ i(6 + 2k~) es Slecir,
log 2 es un nimero complejo cuya parte real es el logaritmo (neperiano, real) del médulo
de z y cuya parte imaginaria es un argumento de z.

El logaritmo principal del nimero complejo z es logz = logp + 16 donde @ es el
argumento principal de z.

5.16. Definicién. Potencias de base y exponente complejos
Sean z,w € €. Se define 2% = e»lo8 %,

COMENTARIO: El valor z% no es unico.

PROBLEMAS RESUELTOS

13. Calcular
(3 - 2i)(2+ 3i)

a) (3 = 4i) b) {9787

SOLUCION:

in oWk W T Tk ¥ Lo L i 45N o 34
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14. a) Expresar en forma médulo-argumental el nimero complejo z = 1 + .
b) Expresar en forma binémica los nimeros complejos cuya forma médulo-argumental es

9 ¥ 3

(~.2) y \/5,4 -

SOLUCION:

a) |zl =p=VI+1=V2
0=argz=a.rctg%=

+ .

¢
0

]
==

> T v .
La solucion es § = — ya que I + 1 se encuentra en el primer cuadrante,

Entonces, z =14+1= (\/ﬁ,g)

n g " T .
b) z= (2,—-) =z +1y, siendo z = 2cos — = (), y = 2sen — = 2, Por tanto, z = 2i.

2 2 2
3= 7
2= (\/ﬁ,%) =z 41y, siendo z = \/.@cos%z ==1,4= \/ﬁsenif = 1, Por tanto,
z==141
]
15. Calcular
a) (1+4i)° b) (1+i)*

SOLUCION:

a) Se utiliza la formula del binomio de Newton
(14 4) = (g)m (?)17(4£)+(g)(4i)2+ (g)(a,i)’ = 14+12i—48-64i = —47-52i.
‘ L ‘
b) Alser 14+i= (\/Q,Z) se tiene

(1+4i) = ((\/é)‘,‘;f) = (4,7) = —4 4 0i.

4

NoTA: Compruebe el lector este resultado aplicando el binomio de Newton.

19. Determinar los nimeros complejos z tales que su cuadrado es igual a su conjugado.

SOLUCION:
Se debe resolver la ecuacion z
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2 =(1’O)_—_1
2% .. I 1. .43
2= (1.—3—> =cos—§ +zsen—3- =_§.§.,7
1 .o ¢ 4¥+i en Lo : i‘/é
= v = CO§ —~ S — T e ] —
= 3 3 3 27"

20. Hallar los niimeros complejos z tales que z° — 92 +8 = (.

SOLUCION:

Sea z® = t. La ecuacién se convierte en
P -9t4+8=0

que tiene como solucionest =1yt =8,

Se resuelven ahora z* = 1 y z* = 8. Se trata pues de hallar las raices ciibicas de 1 y
de 8; para ello, expresaremos estos nimeros en forma modulo-argumental.

Puesto que la forma mdédulo-argumental de 1 es (1,0) sus raices cubicas son

2x 47
25y = (1‘0) = (1,?) 23 = (1,-31'-)

Por ser 8 = (2%,0) se tiene que las raices ciibicas de 8 son

2 4
7 = (2,0) 7 = (2—3’5) 5 = (9-3’-)

22. Se considera un circuito de corriente alterna, de frecuencia w, formado por una resistencia,
una bobina y un condensador. Se define la impedancia de dicho circuito como el nimero

complejo
z=R+ (Lw - —Cla._) i

donde R es la resistencia medida en ohmios, L es la induccion de la bobina medida en
henrios y C es la capacidad del condensador medida en faradios.

, y X E .
Si la fuerza electromotriz es E = Eg senwt, la intensidad del circuito es I = = Se pide:

a) Hallar el dngulo que forman los vectores I y E, llamado dngulo de desfase.
b) Para un valor fijo de R, hallar la relacién que debe existir entre L y C para que el
circuito sea “resonante” (la intensidad sea maxima).

SOLUCION:
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b) Para que la intensidad sea mdxima, debe ser |2| minimo. Puesto que R estd fija, esto

; 1 .
se consigue con Lw = ——, es decir LC' = —.
Cw w

E
En esta situacion el angulo de desfasees p =0 e I = "
NoTA: En un circuito resonante, la bobina y el condensador se “compensan”.

25. a) Calcular sen 3y, cos 3 en funcion de las razones trigonométricas de o, donde ¢ € IR.
b) Obtener cos®  en una férmula que no contenga potencias de razones trigonométricas.

SOLUCION:
a) Elevando al cubo ¢'¥
(e"’)3 = (cosy + isenp)’
se obtiene, por la férmula de De Moivre,
¥ = cos 3y +isen 3y = (cosy + iseng.a)?'
Utilizando el desarrollo del binomio de Newton se tiene
(cose + isenga)3 =cos’ p + .3x'co:s2 wseny — 3cospsen’ p — i sen’ .
Igualando las partes reales e imaginarias
cos 3¢ = cos® p — 3cosysen’ ¢
sen 3y = 3cos’ pseny — sen®
b) De la igualdad obtenida en el apartado anterior
cos 3 = cos® i — 3 cos psen’ p;
teniendo en cuenta sen®p = 1 — cos® ¢, se obtiene
cos 3 = cos® p — 3cos (1 — cos’yp) .

Por tanto, despejando cos® ¢
3 cos Jp + 3cosy
co’p=—————.

26. Caleular |
a) log(3 + 31) b) '8!

SOLUCION:
a) El niumero complejo 3 4 3i en forma modulo-argumental es (3\@, E) ; por tanto,

log (3 + 3i) = log 3v2 + i G + 2:”)
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PROBLEMAS PROPUESTOS

12. Calcular

21222324
21 +20+ 23+ 24
b) 145442 4.+ i,

siendozy =i, nn=—1,z3=1yzg=1-1,

13. Caleular
a)(1-2i)° b)(2-2)

14. a) Expresar en forma médulo-argumental los complejos zy = 3+ 3i y z3 = 4i.

b) Expresar en forma binémica el complejo z = (\/ﬁ, o )

4
- . ; . 3-2m
17. Dado a € € se considera el nimero complejo = = rgT

Determinar a para que z verifique, en cada caso, que
a) Sea un nimero imaginario puro.
b) Sea un nimero real.
c) Esté sobre la bisectriz del primer cuadrante.

20. Hallar los nimeros complejos = tales que z'° — 225 + 1 = 0.

23. Obtener sen 5y y cos 5y en funcidn de las razones trigonométricas de ¢ € IR.
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