Tema 7. La integral y sus aplicaciones

Introduccién

En este capitulo se definira el concepto de integral de Riemann de una funcién acotada
en un intervalo [a,b] C IR por medio de sumas superiores e inferiores. Este concepto tiene
su motivacion basica en el célculo de areas de regiones planas. En particular se plantea el
problema del célculo del area para un trapecio curvilineo de la forma

Fig. 12.1

Las sumas superiores e inferiores proporcionan aproximaciones cada vez mejores del

b
area buscada. Esto justifica la definicion que se da de integral, de modo que / f(z)dz

mide el drea del trapecio curvilineo, si f(z) >0y a<b.

Después de dar las propiedades basicas de la integrabilidad se dara el teorema fun-
damental del Calculo, que relaciona derivadas e integrales y facilita el calculo efectivo de
integrales, estableciendo la conexion con el capitulo anterior, que queda ahora plenamente
justificado.

1. Definiciones generales

1.1. Definiciéon. Particion

Dado un intervalo [a,b] C IR, se llama particién de [a,b] a una coleccién finita de
yuntos del intervalo, P = {zy,zy,...,2,}, talesque zp =a <z, <.+ <z, = b.

El intervalo [a, b] queda dividido en n subintervalos [z;,zi41], i=0...n -1
1.2. Definicién. Sumas superiores e inferiores

Sea f : [a,b] — IR una funcién acotada, y sea P = {zo,21,..., z,} una particién de

[a, b].

- La suma inferior de f en relacién a P, denotada L(P, f), se define como
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

NOTA: Las letras L y U son las iniciales de las palabras “lower” y “upper” respectx:vamente.
En la figura 12.2 se representan las dreas encerradas por una suma superior y una

suma inferior,

_7Z

1.3. Definicién. Refinamiento
Dadas dos particiones P y Q de un intervalo [a, b], diremos que Q es mas fina que P
si P C Q. Es decir, Q tiene todos los puntos de P y posiblemente algunos més.

Fig. 12.2

1.4. Proposicién.
Sea f : [a,b] — IR acotada
a) Si P, son particiones de [a, b], Q mas fina que P, entonces
L(P, f) S L(Q,f) < U(Q,f) <U(P, f)
b) Si Py Q son particiones cualesquiera de [a, b}, entonces

L(P,f) <U(Q,f)

CONSECUENCIA:
{L(P, f): P particién de [a,b]} es un conjunto acotado superiormente.

{U(P, f) : P particién de [a,b]} es un conjunto acotado inferiormente.
1.5. Definicién. Integrabilidad

Se dice que la funcién f : [a,b] — IR acotada es integrable-Riemann (o simplemente
integrable) en [a, b] si

sup{L(P, f) : P particién de [a,b]} = inf{U(P, f) : P particién de [a, b]}

b b
¥ ese mimero comun se denota por / f o / f(z)dz.
a a

COMENTARIO: En ocasiones aparecera | ’ f con b < a. Para tratar esta situacion se
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

2. Propiedades basicas de la integral
2.1. Linealidad

El conjunto de las funciones integrables en un determinado intervalo es un espacio
vectorial, y la integral es una aplicacién lineal en dicho espacio. Es decir:
Si f,9: [a,b] — IR son funciones integrables y A € R, entonces

i) f + g es integrable y fnb(f+g)=f:f+f:g
ii) Af es integrabley [ Af =\’ f

2.2. Monotonia
Dadas f,g : [a,8] — R funciones integrables tales que f(z) < g(z) ¥z € [a,}] se

verifica que
b ¢
/ f< / g
a a
2.3. Acotacién
Si f : [@;b] — IR es una funcién integrable, existen m, M € R tales que

m(b—a)S/‘fSM(b—a)

NoTA: Comom y M se puede tomar cualquier cota inferior y superior de f respectiva-
mente.

2.4. Aditividad respecto del intervalo

Sea f : [a,b] — IR acotada y sea ¢ € (a,b). Entonces f es integrable en [a, b] si y solo
si lo es en [a,¢] y en [¢, b], verificAndose ademds

b ¢ b
[i=) s+
4. Promedio integral. Teoremas del valor medio

4.1. Definicién. Promedio integral

Dada una funcién f : [a,b] — IR integrable, llamaremos promedio integral o promedio

de f en [a,b] al valor
1 b
p= b—a/, J

El siguiente teorema asegura que si la funcién f es continua, entonces alcanza su

cmncmadia A e mesnba dal tntaremla
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

COMENTARIO: Este teorema admite una sencilla interpretacion geométrica: el drea del
trapecio curvilineo de la figura 12.1 coincide con el drea de un rectdngulo que tuviera como
base-el intervalo [a,b] y altura f(c) para un cierto ¢ € [a, b].

4.3. Teorema del valor medio generalizado

Si f v p son dos funciones continuas en [a,b] y p(z) > 0 para todo z € [a, b], existe
¢ € (a,b) tal que

/ et = 1) [ fe)i

A veces, en problemas de ingenieria, sobre todo para funciones con promedio cero,
interesa conocer el valor de la media cuadrética que se define del modo siguiente:

4.4. Definicién. Media cuadratica
Dada f : [a,b] — IR integrable. Se define la media cuadratica de f en [a, b] como

. 1/2
v= (ﬁ/ﬂ fz(:r)dz)

5. Teorema Fundamental del Calculo

5.1, Teorema.

Sea f : [a,b] — IR integrable. Se considera la funcién F : [a, b] — IR definida por

F(z) = / " fydt

Se verifica
a) F es continua en [a, b].
b) Si f es continua en ¢ € (a,b) entonces F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).

A partir del teorema anterior, usando la regla de la cadena y las propiedades de
aditividad de la integral, se obtiene el siguiente resultado:

5.3. Teorema Fundamental del Célculo

Sea f : a,b) — IR continua y sea G una funcién continua en [a,]. Entonces G es
Aavivahla an (a A v Fi‘.ﬂ;ﬁhﬂ_nmmm_b.\m’ﬁ sl
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

Calculo de primitivas

Introduccion

En este tema nos ocupamos del problema de caleular una primitiva o integral indefinida
de una funcién. Es decir, dada una funcién f, queremos determinar F' tal que para todo
z del dominio de f se verifique

f(z) = F(z).

Presentamos asi la integraciéon como el proceso inverso de la derivacion.

La justificacién plena de esta materia vendra dada, en el préximo capitulo, al estudiar
el Teorema Fundamental del Calculo.

El “cdleulo automatico de primitivas” es uno de los problemas mas tratados en
cualquier sistema de calculo simbélico y estd, en general, bastante bien resuelto. Por
este motivo, no se dard aqui un tratamiento muy exhaustivo.

De hecho puede el lector comprobar cémo la mayoria de las integrales que aparecen
en este texto, u otros andlogos, se pueden obtener sin dificultad con DERIVE.

En algunos problemas resueltos no se detallaran hasta el final los calculos que sean
analogos a otros realizados en problemas anteriores.

1. Conceptos preliminares

1.1. Definicién. Funcién primitiva

Decimos que la funcién F(z) es una funcion primitiva de f(z) si F'(z) = f(z) para
todo punto z del dominio de f.

OBSERVACION: Dado que dos funciones que se diferencian en una constante tienen la
misma derivada, si F' es una primitiva de f, también lo es F + k, para todo k € IR.

1.2. Definicién. Funcion integral indefinida

Dada la funcién f, se llama funcién integral indefinida de f al conjunto de todas sus
funciones primitivas. Se suele escribir

/f(a:) dz = F(z) + C,

con C constante arbitraria, siendo F una primitiva cualquiera de f.
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

[

xp+l
1./adx=ax+C VaeR fx"dz:;—:iJrC, p# -1

>

3./ldx=log|z|+c /e‘dz:e‘-{-C’
I

5. /p’dz=lfgp+0, p>0,p#1 6./coszd;r=senz+C

7. /scnzd:c:-cosz+C 8./secxtgrdx=sec:c+0

dz
9. /sec%d:::/(]+tgzz)dz=/cmzz=tgz+C

d
10./cosechdz=/(1+cotg2:c)dx=/ = =—cotgz +C

sen? r

./cosecxootgzdx:—cosecx+0 12./ =arctgz + C

dr
11 T
13 . A arcsenz + C
. / ﬁ — en

OBSERVACION: Esta tabla puede ser méds o menos exhaustiva.

Una integral es inmediata si la “reconocemos” como derivada de alguna funcion, por
tanto el concepto de integral “inmediata” es relativo.
1.4. Proposicién. Linealidad de la integral

Dadas dos funciones f, g, que admiten primitiva y una constante k € IR se verifica
) [(7@)+ o) de = [ fia)ds+ [ oten
i / bf(e)dsmk j fe)dz:
2. Técnicas generales de integracion

En esta secci6n se dan tres resultados que permiten transformar integrales complicadas
en otras mas sencillas. El primero es una consecuencia de la regla de la cadena en derivacion
y se conoce con el nombre de “cambio de variable”. El segundo es el método de “integracion
por partes”, que es consecuencia de la formula de derivacién de un producto de funciones.
El tercero expone el método de reduccién para al calculo de primitivas.

2.1, Cambio de variable

a) Sea ® una funcién con derivada &' continua, y sea f una funcién continua. Entonces,
haciendo t = ®(z), se tiene

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

drtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Www.cartagenaggl}égﬁ?ﬂ@ggﬂﬁéeI%ﬁeiﬁr&ﬁlgr&ﬁﬁﬁmﬁﬁéaH%Eiﬂlﬁﬁda en el presente documento en wWadal

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



| Tema 7. La integral y sus aplicaciones

OBSERVACIONES:
1) Tomando la notacién diferencial, du diferencial de la funcion u, es decir, du = u'(z)dz,
la formula de integracion por partes se puede escribir

/udvzuv—jvdu.

2) El objetivo de la técnica de integracion por partes es el de reducir la integral inicial
a otra mis sencilla; por ello, intentaremos tomar como u una funcion con derivada lo
mas simple posible y de modo que sepamos obtener una primitiva para dv. (Véanse
ejemplos en los problemas resueltos.)

iv) Las integrales /senazcosbzdx, /sena:csmbxdz y /cosazcosbxdz se

transforman en integrales inmediatas mediante las férmulas

2sen Asen B = cos(A — B) — cos(A 4 B)
2cos Acos B = cos(A— B) + cos(A + B)
2sen Acos B = sen(A — B) + sen(A + B)

3. Integrales de funciones racionales

Tal y como vimos en el Capitulo 3 en el epigrafe de funciones racionales, toda funcién
racional se puede escribir como suma de un polinomio més una combinacion lineal de
funciones del tipo

A A Az +B Az + B
(z—a)' (z—a)" Lok (z=r)+s ’ (z=r) +*)

Usando la linealidad de la integral, bastara conocer como calcular una primitiva de

estas fracciones simples para calcular la integral de cualquier funcién racional.

Integrales impropias

= (n>1).

Introduccion

En este Capitulo se trata de generalizar el concepto de integral de Riemann en IR a
casos en que interviene el infinito, ya sea porque el intervalo de integracion sea no acotado,
ya sea porque la funcién subintegral sea no acotada.
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

Después de estudiar las integrales impropias para los dos casos anteriores se introducen
las funciones eulerianas, de importantes aplicaciones,

El capitulo finaliza con una seccién dedicada al estudio de la relacién entre series e
integrales impropias, cuyo resultado fundamental es el criterio integral de convergencia de
series,

1. Integrales en intervalos no acotados

1.1, Definicién. Integral impropia de primera especie

Corresponde al caso de intervalo no acotado, es decir, integrales del tipo

[ ; f(z)dz [ )i " fle)ds

=0

Veamos como se definen:
a) Sea f(x) una funcién acotada e integrable en todo intervalo de la forma [M, b], siendo
b un valor fijo y M uno cualquiera tal que M < b. Se define la integral impropia

/ ; fla)de = Jim ]; f(z)dz,

v la integral del primer miembro se dice que es convergente o divergente segin que
exista limite finito o infinito en el segundo miembro. Si no existe dicho limite, se dice
que no existe integral.

b) Sea f(z) una funcién acotada e integrable en todo intervalo de la forma [a, M|, siendo
a un valor fijo y M uno cualquiera tal que M > a. Se define la integral impropia

/awf como
/;oo f(z)dz = h}i_x}loo/‘M f(z) dz,

y la integral del primer miembro se dice que es convergente o divergente segin que
exista limite finito o infinito en el segundo miembro. Si no existe dicho limite, se dice

que no existe integral,
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

NOTA: El drea de la zona sombreada es finita si la integral es convergente e infinita si es
divergente, siendo la figura de la izquierda la correspondiente a la definicion a) y la de la
derecha a la definicion b).

c) Se define

¢ M,
lim f(z)dz + lim f(z)dz
511 M;-‘OO (-]

I

My ——oc0

/_:f(x)dz = /;;f(z)dz+/cmf(z)dz

siendo ¢ un nimero real arbitrario. La integral del primer miembro se dice convergente
si existen y son finitos ambos limites, y se dice divergente si al menos uno de ambos
limites es infinito. En otro caso, se dice que no existe integral.

EsemMPLO: Una integral impropia de primera especie importante, que juega el mismo papel
o0
que la serie armonica generalizada en el caso de series numeéricas, es la integral gen dz,
T

1
cuyo valor es

— ip>1
| sip

Luego la integral converge para p > 1 y diverge para p < 1.

© dy 00 sip<l1
e

1.2. Teorema. Criterio de comparacién
Supuesto que exista o tal que para todo z > 7 se verifica f(z) > 0y g(z) > 0,
entonces =
i) Si / g(z)dz converge y, para todo z > o, se verifica f(z) < g(z), entonces la

. o0
integral / f(z)dz es convergente.

o0
i) Si / g(z)dz diverge y, para todo z > o, se verifica g(z) < f(z), entonces la

integral / f(z)dz es divergente.

1.3. Teorema. Criterio ‘de comparacién en el limite

Supuesto que exista zo > a tal que para todo z > zg se verifica f(z) > 0y g(z) 2 0

f(z)

y que lim —— = A, entonces:
T 2 gl(a) " -
i) Si A € R—{0}, las integrales / f(z)dz y [ ¢(z)dz convergen o divergen

simultaneamente.
roo roo
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

1.4. Corolario.
Supuesto que exista 2o > a tal que para todo z > z, se verifica f(x) 2 0, entonces,

siendo lim z? f(z) = A, se tiene:
I 00

i) Si A € R—{0} y p > 1, entonces ] f(z) dz converge.

o .
i) SiAe R-{0}yp<1, entonm/ f(z)dz diverge.

o0

iii) Si A=0y p> 1, entonces / f(z)dz converge.
a
iv) Si A=o00 y p £ 1, entonces j f(z)dz diverge.
a

NOTA: Los restantes casos posibles son casos dudosos,

Aplicaciones de la integral

Introduccién

Abordamos en este capitulo algunas aplicaciones del cilculo integral, Se ha subdivi-
dido en dos partes: aplicaciones geométricas y aplicaciones fisicas.

En la primera parte se presentarén los métodos habituales de calculo de areas, longi-
tudes de arco y volumenes, que se pueden tratar mediante integrales de funciones de una

variable.
Para la segunda parte prescindiremos del resumen teérico, y los resultados fisicos que
se necesiten para realizar los problemas se irdn introduciendo sobre la marcha.

1. Area de una region plana

1.1. Area encerrada por dos curvas definidas en forma explicita

Si f y g son funciones integrables (por ejemplo continuas) en [a, 8] y g(z) £ f(z)
para todo z € [a, ], entonces el drea de la regién plana limitada por las curvas y = f(z),
y = g(z) y las rectas verticales z = a y = = b (véase figura 15.1) es
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| Tema 7. La integral y sus aplicaciones

NOTAS:
1) El intervalo (a,b) podria ser infinito y en este caso la definicion seria aniloga, pero es
preciso que la integral impropia sea convergente,
2) Si f(z) > 0 y g(z) = 0, se obtiene el drea de la figura plana determinada por f, las
rectas verticales z = a y = = b y el eje de abscisas (véase figura 15.2), que es

A=f:f(r)d:

‘0’\0\ &
‘&,:,”;0,0,

SRRRKRRS

b b
3) Si f(z) no conserva el signo en el intervalo |a,b], se utilizard que | —f=— [ f. Si

suponemos que f(z) > 0 para z € [a,¢] y f(z) <0 para z € [c,b], ‘entonces el drea de
la region plana encerrada por f, las rectas verticalesz = a y z = b y el gje de OX
(véase figura 15.3) estd dada por

A=/: f(x)dx-[f{x)dx

4) Se puede dar una formula general de tal forma que si las curvas y = f(z) e y = g(z)
se cortan en los puntos de abscisas a y b el drea encerrada por dichas curvas es

b
4= [ |f(e)- o] do

Los puntos de corte se obtienen resolviendo la ecuacién f(z)— g(z) = 0. Si las curvas
se aproximan asintoticamente se puede interpretar que se cortan en el infinito.

2. Longitud de un arco de curva

2.1. Forma explicita

Sea la curva y = f(z) siendo f una funcién derivable y con derivada continua en [a, b].
La longitud del arco AB de dicha curva viene dada por

PU e e———
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flaf- - - -
f(;-__ m

3. Calculo de volimenes

3.1. Volumen de un sélido

Si tenemos un cuerpo que al ser cortado por un plano perpendicular al eje OX da
lugar, en cada punto de abscisa z, a una seccion de area A(z), el volumen de dicho cuerpo
comprendido entre los planos perpendiculares al eje OX en los puntos de abscisas a y b es

V=/:A(z)dz

NoTA: De modo analogo se puede definir el volumen de un sélido comprendido entre
planos perpendiculares al eje OY o al eje OZ.

3.2. Corolario. Volumen de un cuerpo de revolucién

Si se hace girar la curva y = f(z) alrededor del eje OX se genera un sélido de

revolucion cuyos cortes perpendiculares al eje OX tienen drea A(z) = w( j’(r))2 (al ser
circunferencias de radio |f(z)|); por tanto,

V= /ﬂbw(f(x))zd:: = w/ub(f(z))zdr

En general, el volumen del cuerpo de revolucién engendrado al girar alrededor del eje
OX la region plana limitada por las curvas y = f(z), y = g(z) (f y g integrables en [a, B])
y las rectas verticales s =ayz=bes

V= /ﬂbw ((£(2))" - (9(2))") dz
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. CGaleular
a)/ Vzn dz b}/tgzzd:r

SOLUCION:
a) El integrando es del tipo z”, por lo que

-si3=-1,/"{/Fdz=/ldx=log|z|+c.
-m%;é 1/\/?"&::—/ "™ dy =

I(n/m}ﬁ-l

+C.
—+1

b) Para obtener la integral, basta sumar y restar 1, para poderla descomponer en suma
de dos integrales inmediatas, obteniendo:

/tg%dz=/(tgzz+1—1)dz=/(tg2z+1)dx—/d.r=tgz-z+C.

2. Obtener por sustitucion el valor de las siguientes integrales indefinidas:

lxd
z Sy
ucaenz
C)/\/ —J:2 )/zlogz

SOLUCION:

a) Para convertir la integral en inmediata hacemos el cambio 4z = {. Entonces
O PPy
i Jr = o dt = =¢t C=~“ C.
j e ar / € n 46 + 4e +

b) Observemos que en el numerador se tiene z* que, salvo en una constante, es la derivada

1
de z*; por ello, hacemos el cambio de variable z* = ¢, con lo que z*dr = y dt. Entonces

IJJ
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1
¢) Dado que la derivada de arcsen r es \/=, se tiene, haciendo el cambio arcsenz = u
1-2z?

arcsen r
€

Vv1-—z2

dr=/e“du=e“+C=e”°’°“+C.

d) Al ser - la derivada de log z, haciendo el cambio logz = { se tiene
x

/ 5 =/-dt1=10g|t|+0=log|logx|+0.

zlogz

3. Integrar por partes

a)[r"'log:.:d:: b}fﬂ’cos::dx
SOLUCION:

5
a) Eligiendo logz = u y z*dz = dv se tiene v = % y la integral por partes se puede

obtener como
6 6 6 6
/z logzdz = 5 log z 6/: dr 5 log z 36+C 26 [6logz — 1] +

b) Escogiendo e* = u y coszdr = dv, se tiene v = senz y con ello
I=/c‘coszdz=c'senz—/e'senxdz.

Si ahora tomamos en la tltima integral e* = u y senzdz = dy (v = — cos z), queda
I=¢"senz— (—e’ COSI+/G’ cosa:dz) .

que es equivalente a I = e* senz + ¢* cosz — I. Por tanto

%
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6. Calcular las integrales de funciones racionales siguientes:

dz z+1 /——I—Jl—d
a)/x2—4z+3 )./z2+4:r+4 . 244z +13
2 +1 z+1
d)/F——zf'ﬁ °)/ Fr@ )"
SOLUCION:

a) Realizamos la descomposicién en fracciones simples y hacemos las integrales de las
funciones elementales.

gl A 1/ 1
S i i d
/ 4:::-{-3 / z—l =3l z-3" 2/:-1x

= 510g|:r—3l— élog[z—1|+C

r—3

l+C

= log

b) De forma anéloga al apartado anterior

z+1 z+1 1 d
/:c?+4z+4dz_/(x+2)2dx—/z+2dz—/(x+2)? o

1
=] +2 +__+('
og|z | r42

c¢) En este caso, el numerador es un polinomio de mayor grado que el denominador; por
ello, para empezar, realizamos la division. Notemos también que el denominador no

tiene raices reales,

-z 2z + 52
e BT .
/z2+4x+l3 g /(’ +x2+4z+13) &

z2 20+ 4 48
L i S NERy (. S

2 ’+/x2+4z+13 ’+/zﬂ+4z+13d’
.. 4z 4+ lo (332+4:c+13)+48/ .
=2 . z+27+9

z? 48 dz

( 3 ) *

3 4

=%-41+Iog(z2+4z+13)+?83rctg(x;2)+C

NoTA: En la integral del iltimo sumando se ha realizado el proceso de “completar” un
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e)

/ z+1 /(1+1 —I+1)d:z
(22 4 1)( 3:7+4) “3)\@+1 22+4
rdz 1 dz 1 zdz 1 dzx
—3/1:2—'-1+§ z2+1-5/x2-'~4—§ 2 +4
. e
(z/2)* +1

—-—log(z +1)+ = arctgr——log(x +4)——

? 41
+

6 221143

arctg r larct +.C
BETE Ty

8. Caleular

ct
a)/ethx b)/(tgx)3 dz
SOLUCION:

a) Hacemos el cambio e* = ¢, con lo que z = logt y dz = dt/t. Entonces

/82‘+1 /m;dt arctgt + C = arctg(e®) + C

b) Realizamos el cambio de variable tgz =t con lo que z = arctgt y dz = ] . Asi

+t*
/tgsxdz=/t3—l—~dt
144277

; . : TR
y ésta es una integral racional cuya solucién es i % log(t* + 1) + C por lo que

t 1
ftg%d:c: -%E —Elog(tgzx+l)+0.

11. Galeular / sen(5z) cos(6z) dz.

SOLUCION:

Por las propiedades de las funciones trigonométricas podemos poner el producto de
funciones del integrando como una suma.

sen(5z) cos(6) = 5 (sen(5z + 6z) + sen(5z — 62);

entonces
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Galcular la integral / \/IT-F = s

INDICACION: Multiplicar y dividir por 2 =1 - /z + 1.

2. Calcular las siguientes integrales:

z+3 arcsens + r
b) | ——dz
)/ x2+6‘/3 ) 11— 23
3. Calcular las integrales
Zz
a) /xsen(izd:r b) /coszzdr
9. Calcular las siguientes integrales de funciones racionales:
z4+1 zt
)/zz 4$+8 b)‘/au‘—ld;B

c)/xﬁ—ldz

INDICACION: Se recomienda en el apartado c) hacer previamente la sustitucion z* =t

PROBLEMAS RESUELTOS

5. Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] , de forma que se cumple que a < b y
b
que | f(z)dz = 0. ;Cudles de las siguientes afirmaciones se deducen necesaniamente

de estas hipdtesis?
a) f(z) =0, Vz € [a,b]. b) 3z € [a,b] [ f(z) =

b b
)| [ f(a)ds| = d) [ 1) iz =o.

e) U(P, f) > 0 para cualquier particién P de [a, b},
f) U(P, f) > 0 para alguna particién P de [a, b].
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| Tema 7. La integral y sus aplicaciones

SOLUCION:
a) La afirmacién f(z) = 0, para cualquier z € [a, b, no se deduce necesariamente de las
hipétesis. Por ejemplo, si [a,b] = [-1,1] ¥ f(z) = z, se tiene que
1 0 1
/ f(z)d.r:/ xdz+/ zdz =0
==l -1 0
ynoes f =0,

b) Si la afirmacién de b) no fuera cierta, deberia ser entonces f(z) # 0, para cualquier
z que pertenezca al intervalo [a,b]. Como f es una funcién continua en [a,B], si no
se anula debe mantener su signo constante en todo el intervalo. Supongamos, por
ejemplo, que f(z) > 0 para todo z € [a,b].

Como f es continua en [a, b, alcanza el minimo

im >0/ f(z) 2m, Vz€la,bd)

Entonces ; 1
/ f(z)dz > / mdz =m(b—a) > 0.
en contra de la hipdtesis. En consecuencia, se puede afirmar que si f es continua en

= b
[a,b] ¥ / f(z)dz = 0, debe existir z € [a,b] tal que f(zx)=0.

[ﬂﬂﬁ

d) No es cierta . Por ejemplo , si el intervalo es el [-1,1] y la funcién es f(z) = z, se
1
cumple que / f(z)dz = 0. Pero
-1

1 0 1 1
/|ﬂﬂﬂ=/-ﬂh+/zh=2/zM=L
-1 -1 0 0

e) Se sabe que por ser f integrable en [a, b]

=10 =0.

¢) Es evidentemente cierta, ya que

= 4

b
/ f(z)dz = inf{U(P, ) : P particién de [a,b] }.

Si el infimo de un conjunto es 0, se puede decir que todos sus elementos son mayores
o iguales que 0. Entonces, U(P, f) > 0 para toda P particién de [a, b].

f) No es cierta, y se demostrard con un ejemplo.
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h) No es cierta. Sea la funcién continua f(z) = z, definida en el intervalo [~1,1]. La

1
integral / f(z)dz = 0, mientras que
-1

1 0 1 1 9
/ zzdx=/ z’dz+/ xgd:c=2/ zzdxzi.
-l -1 0 0

1) Si es cierta. Realizando la integral se tiene

/;b(f(x)+1)dx=/°bf(x)dx+-£bldz=161dx=b—a.

3
12. Hallar el valor p € IR que cumpla / f(z)dz = 2p, siendo
1

; Existe algin punto c del intervalo [1,3] tal que f(c) = u?
; Contradice esto el teorema del valor medio integral?

SOLUCION:
El valor de la integral es
3 2 3
/ f(x)dz:j 1d:c+/ 2dr =3
1 1 2
con lo que p = =.

2
3 " ;
No existe un punto ¢ de tal forma que f(¢) = 3¢ porque la funcién f sélo toma dos

posibles valores en el intervalo : 1y 2. .
Sin embargo, no se contradice el teorema del valor medio, ya que la funcién f no es
continua en el intervalo [1,3].

16. La intensidad de cierta corriente alterna tiene por expresion I(t) = I,, senwt, siendo I,
la intensidad maxima y w la pulsacién (es decir w = % siendo T el perfodo). Se pide

a) Hallar la intensidad eficaz I, que corresponde al valor medio cuadratico de I(t).
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SOLUCION:
a) Dado un intervalo [a, b] de longitud igual al periodo T, la intensidad eficaz es

L P 1/2
Pk b—-E/ I(t)dt)

Supongamos que T' = 1 (se deja como ejercicio al lector comprobar que para todo
valor de T se obtiene el mismo resultado). Trabajando entonces en el intervalo [0, 1]

se tiene A
Im

1
Ij= (/ I? sen® 2wtdt) = —
0 V2

(Al cociente II—"', en este caso /2, se le denomina “factor de amplitud”.)
4

1
b) El valor medio sera V,, =/ In sen 2wt dt =0,
0

1
1/2 0
NoTA: Dicho valor medio en un semiperiodo es el valor medio de la corriente “rectificada”
es decir aquella en la que I(t) = I,,| sen 2rt|, cuya grafica es

It

1/2
. 1 N
cos 2% ] - 21_.

w

1/2
¢) Vi = / I,,.sen.?.xtdt:ﬂm[
0

1j2 1 3/2

20. Calcular la derivada de las siguientes funciones

a)F(x)=/ox’sent2dt )(b)G(I)zf ;

o 1+
SOLUCION:

Se aplicar4 en los apartados a), b) y ¢) el Teorema 5.1 y la regla de la cadena.

SN AN e s T A® o B
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| Tema 7. La integral y sus aplicaciones

22. Calcular los siguientes limites

:2 z 2
/ sen V1 dt (/ et’ dt)
‘a) lim <& oo b) lIm ——-°—,——--—
) :—I}}) I3 ) 00 / en: df
0

SOLUCION:

» . v . 0 ’ 4
a) Se trata de una indeterminacién del tipo —. Ademds, tanto la funcién del numerador

como la del denominador son derivables; en consecuencia, se puede aplicar la regla de

L’Hopital. A
/ sen vt dt sen ﬁz 27
lim 22— = ]im(—z)— = limg.selzl
£—0 T 0 3z =03 =z

Este limite no existe, porque tiene valores distintos por la derecha y por la izquierda.

xl
/ sen /1 dt
0

i _ 2sen|z| 2

:—-!{ll'*‘ 23 T g0+3 =z - 3
tl

r /0 sen Vit R 2sen|z| 2

o1 z3 ey a8

G A3 , 00
b) El limite es una indeterminacién del tipo —. Observemos que e’ > 1 para todo ¢,
00

z
de donde / e dt >z, por lo que
0

r
lim / e’ dt = co.
I—+00 0

Aplicando la regla de L'Hopital se obtiene

z 2 F £
(/ et dt) 2 (/ et’ dt) et (f ¢t dz)
im 2 4 — lim 2 =2 lim -l

: 227 z?
L0 2 T =00 e =00 e
/ et di
0

Y volviendo a aplicar la regla de L'Hépital para resolver la indeterminacién, se obtiene
que el valor del limite pedido es

z?

2 fm e = 0,

r—c0 2ze’
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

SOLUCION:

A 2
F es una funcién continua y derivable en todo IR. Su derivada es F'(z) = e* , que
es positiva para todo r € IR. Por tanto F es estrictamente creciente en todo R, y en
consecuencia tendra a lo sumo una raiz.

Ademas
F0)=-1<0

sz-lﬁ[éwt

Por la monotonia de la integral, al ser e’ >1ente(0,1) se verifica

1 1
fc"a>/1ﬁ=1
0 0

y , por tanto, F(1) > 0. Por el teorema de Bolzano, F tiene una raiz en [0,1].

24. Sea f: IR~ IR una funcién derivable en IR, con f(0)=0y f'(z) >0 para todo z € IR;

y sea

2?=3z42
F(z) =/ f(t) dt.
0
Estudiar el crecimiento y los extremos locales de la funcién F.
SOLUCION:

Puesto que f es continua, y 2° — 3z + 2 es derivable, tenemos que F' también es
derivable en todo IR, siendo F'(z) = f(2* — 3z 4 2)(2z - 3).
Los puntos criticos serdn aquéllos en los que F'(z) = 0, es decir,

f(z*=382+2)=0 & 2z-3=0.

La funcién f se anula en z = 0 y, puesto que la derivada de f es siempre positiva, f
es creciente y no hay ningin otro punto en el que f valga (.
Entonces f(z“—31+2)=05i 22 -3242=0,esdecirsiz=26z=1.

Por otra parte 2z ~3 =0si y sblosi r = §
Asi F' se anula en los puntos {1, 2, g}

La segunda derivada de F es F"(z) = f'(2? — 3z + 2)(2z — 3)* + 2f(z* — 3z + 2), por
tanto

F"(1) = f'(0)(—-1)* 4+ 2f(0) = f'(0) > 0, por tanto F tiene un minimo en z = 1.
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

Para estudiar el crecimiento de F hay que tener en cuenta que los puntos r = 1, z =

(S

y = = 2 son extremos de la funcién. Consideremos los intervalos

i) (~00,1) i) (1%) i) (gz) iv) (2, 00).

Estudiemos por separado cada uno de estos intervalos :

i) En este intervalo, z* — 3z +2 > 0, por tanto f(z* =3z +2) > 0.
Ademés, 2z — 3 < 0 con lo que F'(z) = f(z* — 3z 4 2)(2z — 3) < 0. Entonces, F'es
decreciente en el intervalo (—o0,1)

ii) Ahora tenemos que z? — 3z + 2 < 0 con lo que f(2? -3z +2) <0.
Ademés, 2z — 3 < 0 con lo que F'(x) > 0. Entonces, F es creciente en el intervalo

&)

ni) Size (3,.)‘ entonces 2 — 3z + 2 < 0 y por tanto f(z* -3z +2) <0.
Ademas, 2z —3 es positivo. Entonces, la derivada de F es negativa y la funcion decrece

en el intervalo (g, 2)

iv) En este intervalo 22 =32 42 > 0y 2z — 3 > 0, con lo que F'(z) >0 y F es creciente
en el intervalo (2, 00).
29. Supongamos que la gasolina sube de precio de acuerdo con la ecuacidn

p =90+ 01t + 0'02¢2,

donde p es el precio en pesetas del litro y t = () representa el afio 1990.
Si un coche recorre 20 000 km al afio y consume 1 litro cada M km, su coste de combustible
enelafot es

i+l
e= i p(z)dz.
Hallar el coste anual para el afio 1992 y la previsién de coste para 1995.
SOLUCION:
Calculamos el coste para 1992 (t = 2)

20000

3
/ p(z)dz = S0500 / (90 4+ 0'1z + 0'022%) dz

20000 (9 s 7oy B
T (90+01(2 2)+002(3 3))
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| Tema 7. La integral y sus aplicaciones

PROBLEMAS PROPUESTOS
3. Estudiar en cada caso la integrabilidad de las funciones en el intervalo indicado.
? si-1<z<0
P §0<2<?2

en el intervalo [-1,5).
si2<z<H

1 .
b) g(z) = ~ en el intervalo [-1,1].
T
10. La tasa de variacién en la poblacién de conejos es

dP 100 - 25t P
dt ~ t2—8t+16'1

Hallar
a) ;Cudndo es mdxima dicha poblacion?
b) Si la poblacién inicial de conejos es de 50 unidades, hallar el maximo nimero de
conejos.
¢) ;Se extinguirdn los conejos? Si es asf, jcudndo?

13. Hallar el valor promedio de la funcién

en el intervalo [1,3].

20. Calcular los siguientes limites

2z * sen ¢ dt
/ tgt dt /f" sent dt
0

a) lim 24— b) lim
=0 senz

28. Hallar el periodo de un péndulo para oscilaciones pequedias (zo pequeiio) cuya expresion

viene dada por
Iy
 JPW / -
gJo zl-i?

donde g es la aceleracidn de la gravedad y L la longitud del péndulo.
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Calcular, en caso de que existan, las integrales

a)/ e dz b}/ e** de c)/ cos r dz
0 0 0

SOLUCION:

) M 321 M — o—3M
a)/ e~ dy = lim/ e de = lim S } s &b
0 0 M 3

M o0

La integral es, pues, convergente.

00 M S 1M M _1q
b)/ e**dz = lim e*dr = lim —| = lim = 00.
0 M=o Jy M=o 3 |, M=o 3
La integral es, pues, divergente,
) M
c) / coszdr = lim / cosrdz = lim senx]:‘ = lim sen M.
Al no existir este limite, se concluye que la integral no existe.
2. Estudiar la convergencia o divergencia de las integrales
) [ 5w D[
o €+15 5 logz—1
SOLUCION:
a) Para z > 0 se verifica
b ok
“ef+15 ex
o0
y, ademas, / e~ " dr es convergente, ya que
0
o0 M M
/ e *dz= lim e *dr= lim —e"] = lim (1-e"M)=1.
A M—oo g M —o0 0 M=o

Luego, en virtud del criterio de comparacién para integrales impropias de primera
especie, se concluye que la integral es convergente,

b) Para z > § se verifica
S (S,

~ N
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| Tema 7. La integral y sus aplicaciones

3. Estudiar la convergencia 0 divergencia de las integrales

z+1
a)f r‘+5 b)/ z’+6

SOLUCION:

a) Como

=1 (p=2>1, A=1),

entonces, en virtud del corolario 1.4, se concluye que la integral es convergente.

b) Como
=1 z+1
x—'ngoz2+6

entonces, en virtud del corolario 1.4, se concluye que la integral es divergente.

z2=1 (legl,A:l)a

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Calcular, si existen, las integrales

a)/ -j—f- b)/ ze* dz c)/ cos® z dx
13 1 1

2. Estudiar la convergencia o divergencia de las integrales

a)/oo 95
, coshz

3. Estudiar la convergencia o divergencia de las integrales

a)/m dz
0 I3+5

m -
c)/ 2t % dr
0
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar el drea determinada por la curva y = (z — 1)(2 4 2), las rectas z = -3 yz =2y
el eje de abscisas.

SOLUCION:

El drea que queremos calcular es la que se muestra en la figura 15.6

Fig. 15.6

2
es decir A = / |(z = 1)(z + 2)| dz. Teniendo en cuenta el signo de la funcién resulta
-3

-3

1 2
A= (z-—l)(:z+2)d:t+/ |(r-l)(z+2)|dz+/ (z=1)(z+2)dz =
-2 1

-3

-2 1 2
=/ (:r2+x—2)d:r:+/ —(xz+z—2)dz+/ (2 +z-2)dz =
-3 -2 1
2 2z Bl C T - z? z? T4
= |— —_— -2 | — — - _— = —
[3+2 x]u3 [3+2 21]-2+[3+2 21]1 6

2. a) Hallar el drea encerrada por la gréfica y = |z* — 4z + 3| entrez =0 y z = 4.
1

b) Hallar el drea determinada por la curva y =

Tz r% asintota.
o

SOLUCION:

a) Teniendo en cuenta que
a?—4z+3 size R-[1,3
4r-22-3 size[l,3

l 4

|x9-—4x+3|={
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

el drea pedida sera

1 3 4
A:/(:’-4x+3)dz+/ (4x-12-3)dx+/(z2—4;r+3)dz=4
0 1 3

Y o ’ . ¢ = - 1 =
b) La tinica asintota de la curva es horizontal, y es y = 0 ya que zkiloo iTa" 0.
A/ : ‘Q
RIS
Fig. 15.8
Entonces
+o0 dz +o0 b
A= 3 = 2/ dz 2 = im ds =
es Ltk® 1+z b=o0 fo 1+ 22
b
= 251—1_120 [arctg x]o = 2bli11°1°(arctgb —arctg0)=w
z=1 ; .o
3. Dadas las funciones f(z) = 21. 3 Y g(z) = 18_1 determinar el drea de la region
z2 +
limitada por sus grificas y los semiejes coordenados positivos.
SOLUCION:
Las gréficas de y = f(z) e y = g(z) se cortan en los puntos (z,y) tales que
1 z-1
243 8z
es decir 2° — 22 — 5z — 3 = 0. Esta ecuacion tiene soluciones z = 3 y z = —1, pero esta

tiltima no interesa por ser negativa. Entonces, el drea pedida es la rayada en la figura 15.9.
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

Entonces:

3 dr dr-1 1
= - dz = -
8 /0x2+3 RN

A [ tg — ]3 . z—logz
= — |arctg == — = —_ =
3"t Vval, 8 |
4, Calcular el drea del circulo centrado en el origen y de radio r expresando la circunferencia

contorno
a) como ecuacidn explicita,
b) en paramétricas,

SOLUCION:

a) Dado que la ecuacién de la circunferencia z? + y* = r? no es la grifica de ninguna
funcién definida en forma explicita, consideramos la ecuacién de la semicircunferencia

superior
y=vi—a, z€l-n]

y entonces el drea del circulo serd
r r
A=2/ \/rz—z7dz=4/ Vr?—zldz
-r 0

Esta integral se puede calcular haciendo el cambio de variable z = rsent, resultando:

x/2 w/2
A:fl/ \/rz—rzsenztrcostdt=4/ rlcos’tdt =
0 0

/2 :
= 4r2/ (—c-‘izzill) dt = wr?
0

b) Las ecuaciones paramétricas

z=rcost, y=rsent t€[0,2n]
determinan la circunferencia centrada en el origen y de radio r. Por lo tanto el drea
del circulo es

2w 2w 2x
A=/ |rsentrscnt|dt=r2/ rzsen"'tdt=r2/ (l ;os?t) dt = wr?
0 0 0

s %
6. Caleular el drea encerrada por la elipse ':—2 + % =],
SOLUCION:

.
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

Por simetria (véase figura 15.11), el drea sera cuatro veces el drea de la zona del primer

b
cuadrante, es decir basta calcular el drea limitada por la curva y = ;\/a2 — 22 entre los

puntos de abscisa 0 y a,
Por tanto seré

A=4/ é\/az—-:l:zdz=ﬂ'ab
0 a

(Para obtener la integral anterior se ha realizado el cambio de variable z = asent. Se
deja como ejercicio al lector la comprobacién del resultado).

11. Es conocida la propiedad de un espejo en forma de pardbola de que los rayos paralelos
al eje se reflejan todos pasando por el foco de la pardbola. Para la conduccion nocturna
de automdviles se usan faros en forma de espejo parabdlico, porque asi son paralelos los
reflejos de todos los rayos que parten del foco (véase figura 15.15).

y=Viax_
ZAE

a

\

Fig. 15.15

Un faro tiene forma de espejo parabdlico como el de la figura. Sabiendo que el material
reflectante del faro tiene un precio de 1000 pts/m*, hallar el coste de dicho material para
a=10'15 m.

SOLUCION:

Hemos de calcular la superficie lateral de la figura.

Notemos que el espejo se obtiene al girar la curva y = /4az en torno al eje OX entre
las abscisas 0 y a.

Para calcular la superficie utilizamos la férmula

b
S= 21.'/ y(z)\/1+4 (y'(z))zdr

Dado que y'(z) = ‘/E se tiene
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| Tema 7. La integral y sus aplicaciones

15. Un tren inicia su recorrido acelerando a razén de 1 m/s* hasta que alcanza su velocidad
de régimen, que es 108 km/h, manteniendo luego dicha velocidad constante. Hallar el
espacio recorrido por el tren en los dos primeros minutos de su recorrido.

SOLUCION:

La funcién velocidad v(t) la obtendremos teniendo en cuenta que

v(t) = /0 a(z)dz + vy

donde a(t) es la aceleracién en el instante t. En nuestro caso, vp = 0, a{t) = 1 m/s*. Por
tanto

t
v(t) = / ldt=t
0

siendo vélida dicha expresion hasta que alcanza la velocidad de régimen que es, en este
caso, 108 km/h = 30 m/s. Entonces

t si0<t<30

o(t) = ;
30 sit> 30

18. Hallar el centro de gravedad de un cono homogéneo (densidad p constante) de radio r y
altura h.

SOLUCION:

Supondremos el cono colocado de la forma que se ve en la figura 15.21.
Por simetria, las coordenadas del cen-
tro de gravedad seran (zg,0,0). Para cal-
cular zg utilizamos la férmula que nos da la
coordenada z del centro de masas, que es l

| z

h X
/ zdm i
g = g k . Y/
/ dm
0
siendo dm la diferencial de la masa Fig. 15.21

En nuestro caso dm = pdV = pA(z)dz, siendo V el volumen, con p = k, que es

3 3 ;P
constante, y A(z) el area de un circulo de radio —. Por tanto

h

2
.. 4o PREY S,
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

Hemos obtenido que el centro de gravedad de un cono homogéneo de altura h estd
sobre el eje del cono a 1 de la base y a §h del vértice.
19. Una varilla de 10 cm tiene una seccion constante de 4 cm*. Hallar el centro de masas de
la varilla si

a) Su densidad es constante (p = k).
b) Su densidad lineal varia linealmente de 3 a 6 g/cm’.

SOLUCION:

Si suponemos la varilla en la situacion de la figura, en ambos casos las coordenadas
del centro de masas serd (zg,0,0). Hallaremos pues z; en ambos casos.
1 Z
l <
|
/] x

Fig. 15.22

a) La férmula que determina la coordenada z del centro de masas es

10 10 z? 10
/ zdm / dkrdr 4k —]
0 _Ja _ 2 |,

10 e 10 A k
/ dm / 4k dz W
0 0

Este resultado es “natural” al ser la varilla homogénea.

g = =5 cm

b) Ahora p(z) = A+ Bzx. Al ser p(0) = 3, p(10) = 6, se obtiene p(z) = 3 + (’3z. Por
tanto dm = Ap(z)dz = 4(3 + 0'3z) dz. En consecuencia

10 342 10
/ 4(3+40'3z)zdz 4 [—2— + 0'1:3] 050
. = b = — = 5'56cm.

10 2110~ 45
/ 4(3+03z)dz 4 [31 + 0,3z_]
0 2 |,
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Tema 7. La integral y sus aplicaciones

SOLUCION:

En general, I = / r? dm, donde r es la distancia del elemento de masa dm a la figura

(punto, eje o plano) respecto a la cual se quiere calcular el momento de inercia.

En nuestro caso, la densidad lineal p es constante y vale p = i‘f! Por tanto

L2 L2 ‘
I= / *dm = 2] z* dm. |
|

Al ser dm = pdz = %dz, se tiene L2 | T2
|
|
I=2/:l 2?43::—“{-5—2 :
Fig. 15.23
PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Hallar el drea del cuadrildtero curvilineo limitado por las parabolas

3

2. Calcular el area del recinto limitado por las curvas

2?4+ =3, y=

3. Hallar el drea encerrada por la curva y = €*| y su asintota.
1 1
-z =

4. Hallar el drea de la region limitada entre las curvas y =

a) entre las abscisas x =2 y z = 3,
b) para la regién dada por x > 3.
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8. Hallar la longitud del astroide de la figura 15.25, cuya ecuacion es
223 4 % = g2/

INDICACION: Se sugiere la parametrizacion

z(t) = acos® t

y(t) = asen’ t

-«

Fig. 15.25

10. CGalcular los volimenes
a) del cono de radio de base r y altura h,
b) del cilindro de radio r y altura h,
usando que ambos son sélidos de revolucion.

. R
15. Se taladra una esfera de radio R por medio de una broca de radio - de tal forma que el

centro de la broca pasa por el centro de la esfera. Calcular el volumen que se ha suprimido
del encerrado por la esfera original.

16. Sea f(z) = v/z* y T la regién del plano limitada por las rectas x = 0, x = 1, el eje de
abscisas y la grdfica de f. Calcular
a) Area de T.
b) Longitud del arco de curva determinado por f desde z =0 hasta z = 1.
c) Volumen del cuerpo engendrado por T al rotar alrededor del eje de abscisas.
d) Volumen engendrado al girar en torno al eje OY .

22. Hallar el centro de gravedad de una pirdmide cuadrangular de lado de la base [ y altura h.

23. Hallar el centro de masas de una varilla cilindrica de 10 cm de longitud, que tiene densidad
p(z) = (14 2*) g/em®, donde z es la distancia al extremo menos pesado de la varilla.

24. Hallar el momento de inercia de una placa delgada rectangular de base a y altura b,
respecto a una de sus bases.

25. Hallar el momento de inercia de una placa rectangular de masa M y lados a y b, respecto
a un eje perpendicular a dicha placa que pase por su centro. Supdngase que la placa es
homogénea.
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