DERIVACION EN UNA VARIABLE Y APLICACIONES DE LA

DERIVADA
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La derivada:

La derivada y el problema de la recta tangente

El problema de encontrar la recta tangente a la funcion f en un punto P se reduce al de calcular

su pendiente en ese punto

Se puede aproximar la pendiente de la recta tangente usando la recta secante que pasa por Py

por otro punto cercano de la curva

m=22"N :f{C"‘ﬂ-ﬂ — fle)
X, — X, sec Ax

DEFINICION DE LA RECTA TANGENTE CON PENDIENTE i

Si f esta definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ y ademads existe el limite

lim &y = lim fle + Ay = flo) =m
Ax—0 Ax  Ax—0 Ax

(c. flch) /

i
A
I

Recta tangente
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La derivaday

La derivada:
el problema de la recta tangente Il

Ejemplo:

Calcular las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de f(x) en los puntos (0, 1) y (-1, 2)

f(x)=x"+ 1
Sea (c, f(c)) un punto cualquiera de la grafica de f: la pendiente de la recta tangente en él se encuentra
mediante:
c + Ax) — A2+ 1] = (2 + 1 -
e A —f(0) e+ A2+ 1] = (2 4+ 1) :
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
2 4 + +1—c2- (Ax) + (Ax)? T
~ i € 20Ax) + (Ax)* + 1 —c2— 1 _ lim 2¢(Ax) + (Ax)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax 3+
fx)=x2+1
) Recta __ 1
= Alxlg](} (2(’ + A)() = 2c ta‘;;znteﬁ 2 Recta tangente
en(—1.2) /cn (0, 1)
I a nendiente en cnalaiiier niintale_fle)) de 1o orafica de feem = 2¢ L
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
C rt n LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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La derivada:
Derivada de una funcion

DEFINICION DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION

[La derivada de f en x esta dada por

f;(/‘f) — Iim f(?C + AJ‘*) —f(X)

Ax—0 Ax

siempre que exista ese limite. Para todos los x para los que exista este limite, f es
una funcion de x.

Una funcidn es derivable en x si su derivada en x existe, y derivable en un intervalo abierto
(a, b) si es derivable en todos y cada uno de los puntos de ese intervalo

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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La derivada:
Derivada de una funcion |l

Ejemplo: Uso de la derivada para calcular la pendiente en un punto

e  Encontrar f(x) para f(x) = Jx
e  (Calcular la pendiente de la grafica de f en los puntos (1, 1) y (4, 2)

e  Analizar el comportamiento de fen (0, 0)

)= gim, PRI <y S |
— lim (\/x + Ax — ﬁ)(m + \/;)
Ax—0 Ax Vx + Ax + Ux
= lim AN X g =
a0 Ax(Vr + Ax + Vx) a0 Ax(Ux + Ax + Vx)
, 1 1
= lim ’7x+Ax+ﬁ:2ﬁ’x>0 >

| I | |
A

(0.0

SPARTICULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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La derivada:
Derivabilidad y continuidad

¢Qué relacion existe entre derivabilidad y continuidad?

fx) = fle)

fc) = lim
X—c X — C
. La derivada de f en ¢ se calcula segun la expresion y
anterior siempre que dicho limite exista > los (x. f(x))

limites laterales deben existir y ser iguales

. Se dice que f es derivable en un intervalo cerrado \ —f(o)

[a, b] si: i

o esderivableen(a, b)y

CLASES PARTICULARES. TUTORIAS TECNICAS ONLINE
+ 689 45 44 70

¢ _a_ - _M____72_ 1_
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La derivada:
Derivabilidad y continuidad Il

¢Queé relacion existe entre derivabilidad y continuidad?

DERIVABLE IMPLICA CONTINUA

Si f es derivable en x = ¢, entonces f es continua en x = c.

Demostracion: para comprobar que f es continua en x = ¢ bastara con mostrar que f(x) tiende a
flc) cuando x> ¢

tim (1) — £(@)] = tim [ = o L =L = o107 =

Xx—cC X —C

Puesto que la diferencia f(x) - f(c) tiende a cero cuando x > ¢, f es continuaenx=c¢

Por tanto:

Qi iina fiinriAn ac darivahl Nniin

CLASES PARTICULARES, TUTOBQIAS EC CAS ONLINE

C artagena9 9 LLAMA O ENVIA WHA_.T_SAPP: 689 4544 70




La derivada:
Derivabilidad y continuidad Il|

Ejemplo: grafica con recta tangente vertical

La funcidn fx)=x13

fx) = x? 'T

es continua en x = 0, sin embargo:

| |
] ] = X

9 =

f() =f0) _ . x -0

lim = lim
x—0 X — 0 x—0 X
i —1
= 11m
x—0 )(EXB

Cartagcna99 -:




Reglas basicas de derivacion y razon de cambio:
La regla de la constante

LA REGLA DE LA CONSTANTE

La derivada de una funcion constante es 0. Es decir, si ¢ es un ntimero real, entonces

%m:a

Demostracion:

Sea f(x) = c. Entonces, por la definicion de derivada mediante
el proceso de limite se deduce que
La pendiente
i [ ] . ,( de una recta
dx cf=f X) horizontal es 0
— 1im flx + Ax) — flx) Se observa que la regla de la constante equi- f)=c
Ax—0 Ax vale a decir que la pendiente de una recta La deri
i o =) a derivada de
horizontal es 0. Esto demuestra la relacion una funcién

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Reglas basicas de derivacion y razon de cambio:
La regla de la potencia

LA REGLA DE LA POTENCIA

Si n es un numero racional, entonces la funcion f(x) = x" es derivable y

%[x"] = x|

Para que f sea derivable en x = 0. n debe ser un nimero tal que x" ~ ' se encuentre
definido en un intervalo que contenga al 0.

4ol = 1im (x + Ax)" — x”
Demostracion: dx Ax—0 Ax
x" + nx" Y(Ax) + nln = D72 (Ax)2 + - - - + (Ax)" —
Si n es un entero positivo ~ Iim 2
Ax—0 Ax

mayor que 1, el desarrollo del nn — D=2

binomio resulta — = lim |mx""1 + ; (Ax) + - - -+ (Ax)"~
ES PARTICULARES. TUTORIAS TECNICAS ONLINE
SAVE O e IS WS SRR, 685 45 4050

Cartagcna99 -

ONLINE PRIVATE LESSONS IZOF;OSCIENCE STUDENTS




Reglas basicas de derivacion y razon de cambio:
La regla del multiplo constante

LA REGLA DEL MULTIPLO CONSTANTE

Si f es una funcion derivable y ¢ un numero real, entonces c¢f también es derivable

Y W] = o )

Demostracion:

do oo oA A) —ofd . [flt AY) — f()
2c W] = Jlim Ax = J;EBOC[ Ax ]
= o im0 =

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

NOTA: Las constantes se pueden extraer de la derivada, incluso si aparecen en el denominador
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONII__ NE PRIVATE LESSONS o SCIENCE STUDENTS
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Reglas basicas de derivacion y razon de cambio:
Las reglas de suma y diferencia

LAS REGLAS DE SUMA Y DIFERENCIA

La derivada de la suma (o de la diferencia) de dos funciones derivables f y g es deri-

vable en si. Ademas, la derivada de f + g (o f — g) es igual a la suma (o diferencia)
de las derivadas de f y g.

—[f(/‘) + g()] = fx) + g'x) Regla de la suma.

E[f(/‘) — g(x)] - ff(x) - 8!(-’6) Regla de la diferencia.

Demostracion:

L) + g0] = Jim

Ax—0 Ax Ax—0

f(+Ax) f) ge A9 = 09 _ iy 4 o)
N CTASESPARTICUARE RIAS TECNICAS ONLINE

1+ 89+ gt + 400 (/) ) _ g L0589 =100, gl = 09 = gl)]
Ax Ax

= 11m

)
CLASES PARTICULARES, UTO
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Reglas basicas de derivacion y razon de cambio:
Derivada de las funciones seno y coseno

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

i[sen x] = cosx i[c:os x] = —senx
dx dx
Demostracion (para f(x) = sen x):
Loy =.0 y =senx
i[ 1= 1t sen(x + Ax) — senx e e .
dx senx A;lcglo Ax cfinicion de derivada. i V' =— | }_;:] )
_ senxcos Ax + cos x senAx — senx y=lz i | 2n
= lim 71 2 ! | i
Ax—0 Ax ! : : , 1 /0 :
. cosxsenAx — (sen x)(1 — cos A,t) y creciente | y dccrlccicnfc B ycrcclicnlc
= lim
Ax—0 Ax P , : S
¥ [JUSI[IVH vy I]Cgilll\f'il v [_)DSlll\f'f:l
= Iim [(COS 9 (Se“ A*‘) _ (sen x)(LOSMﬂ v
Ax—0 ) Ax ) Ax i i i i
.. senAx) [ .. 1 — cosAx) | : | |
C SES PARTICULARES, UTORI S TECNICAS ONLINE
‘ : rt n MA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Reglas basicas de derivacidon y razon de cambio:
Razén de cambio

La derivada se utiliza para determinar la razon de cambio de una variable con respecto a otra >
tasas de crecimiento, tasas de produccion, tasas de flujo de un liguido, velocidad, aceleracion...

Uso frecuente: Descripcion del movimiento de un objeto que va en linea recta

La funcidn s que representa la posicidon (respecto al origen) de un objeto como funcién del tiempo t se
denomina funcidn de posicion = si durante cierto lapso de tiempo At el objeto cambia su posicion en
una cantidad As = s(t + At) — s(t), entonces su velocidad media es:

) distancia Cambio en distancia  As
Razon = ——— =) ' - —
tiempo Cambio en tiempo At
En general, si s = s(t) es la funcidn posicion de un objeto en (0 = 1 s(t + A7) — s(1) 0
movimiento rectilineo, su velocidad en el instante t es: i) = m At -

CLASES PART,ICULARES, UTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Reglas basicas de derivacion y razon de cambio:
Razon de cambio Il

Ejemplo: Aplicacién de la derivada para calcular la velocidad

En el instante t = 0, un nadador se lanza desde un trampolin que esta a 32 pies sobre el nivel del
agua, y durante la caida, su posicion esta dada por:

s(t) = =162 + 16t + 32

donde s se mide en pies y t en segundos.
NOTA: g = -32 pies/s?

a) ¢éCuanto tarda el nadador en llegar al agua?

Hacemos s = 0y despejamos t :

-16t2 + 16t +32 =0 2 -16(t + 1)(t —2) = 0, t = 2 segundos
8 LINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

et
[ CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECN ICAS ONLINE
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
La regla del producto

LA REGLA DEL PRODUCTO

El producto de dos funciones derivables f y g también es derivable. Ademas, su de-
rivada es igual a la primera funcion por la derivada de la segunda mas la derivada de

la primer'l por la segunda.

[f( )g(x)] = fx)g(x) + g(x)f"(x)

Demostracion:

%[f(?c)g(x)] = lim flx + Ax)glx + Ax) — flx)g(x)

Ax—0 Ax
o Jle+ Ax)gle + Ax) — fx + Ax)g(x) + flx + Ax)g(x) — flx)g(x)
B A];EO Ax
glx + Ax) — g(x) Sl + Ax) — f(v)

= lim f(x + Ax) - ll’m + 1im g(x) + lim
Ax—0 =0 Ax Ax—0 Ax—s Ax
CLASES PARTICULARES, TUTORI AS TECNICAS ONLINE
A O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
La regla del cociente

LA REGLA DEL COCIENTE

El cociente f/g de dos funciones derivables f y g también es derivable para todos los
valores de x para los que g(x) # 0. Ademas, la derivada de f/g se obtiene mediante
el denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada
del denominador, todo dividido entre el cuadrado del denominador.

A _ ) — e
dx[g(x)} @ 80

Demostracion:
Jix + Ax)  f(x)

TP g W80 i) _ g s A0~ Ol A
dx| g(x) Ax—0 Ax Ax—0 Axg(x)g(x + Ax)
=y SO+ AY) — f)gl) + g — flgl + Ax)
= lim
Ax—0 Axg(x)g(x + Ax)
CLASES PARTlCULARES, UTORl S TECNICAS ONLINE
LLAMAOE WHATSAPP: 689 45 44 70
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de las funciones trigonomeétricas

Conocidas las derivadas de las funciones seno y coseno, la regla del cociente permite establecer
las de las cuatro funciones trigonométricas restantes

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

d d
a[tan x] = sec’x E[cot x] = —cse’x
d d
sec x] = sec x tan x csc x] = —csc x cot x
dx dx

Demostracion (para f(x) = tan x): Considerando tan x = (sen x) / (cos x) y aplicando la regla del
cociente, se obtiene

d ltan +] = (cos x)(cos x) — (sen x)(—sen x)

f'f‘lf L'

C SESPARTICUL RES, U'%Ogl S TECNICAS ONLINE

CIENCE STUDENTS

Cartagcna99 AMA O EN ".T_SA 89454470
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de las funciones trigonomeétricas Il

Ejemplo: Diferentes formas de una derivada

Derivar ambas formas de la siguiente funcion

] — cosx
y = = CSC X — cotx
sen x

Primera forma:

(senx)(senx) — (I — cosx)(cosx)  sen’x + cos’x —cosx | — cosx

2 2

?“ p— f—
sen? x sen? x sen x

Segunda forma:

!

y’ = —cscxcotx + csc’x

Para demostrar que ambas derivadas son idénticas, basta escribir:

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena99
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de orden superior

La segunda derivada de f es la derivada de la primera derivada de f > la segunda derivada es un
ejemplo de derivada de orden superior

Las derivadas de orden superior se denotan como se muestra a continuacion:

. . dy d
P derivada: v, w., Y L DIy
rimera derivada: 1(x) I o [ F(x)]. [ v]
Segunda derivada: " 1" (x) d’y d- [ f(0)] D2 y]
g e Vo, s a,xgs dxg SN b x LY
3y d3 X
Tercera derivada: V'™, 17(x), FRe E[f (x)]. D; [v]
: (4) 4) dy d’ 4
Cuarta derivada: v, FA(x), dx? ﬁ[f (x)]. Dyl

Cartagenaéfg




Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de orden superior |l

Ejemplo de uso: la segunda derivada de la funcién posicidn es la funcién aceleracion
a(r) = v'(1) = s"(t)
En la Luna, la funcion posicidn para un objeto que cae en ella viene definida por la funcidn:

s(f) = —0.8172 + 2

s(t) es la altura en metros y t es el tiempo en segundos

éCuales la relacion entre la fuerza de la gravedad de la Tierra y la de la Luna?
_5-(1‘) = —(.817%2 + 2 Funcién posicion
5 ’({) = —1.62¢ Funcién velocidad

s”(1)

La aceleracion de la gravedad en la Luna es de -1.62 m/s2. Como sabemos que la aceleracion de la

—1.62 Funcion aceleracion

ﬂv‘ﬁ\lﬂflﬁd nan Iﬁ T:ﬂ"'ﬁ nc Aﬂ _O

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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La regla de la cadena:
Introduccion a la regla de la cadena

La regla de la cadena establece que si y cambia dy/du veces mas rapido que u, mientras que u
cambia du/dx veces mas rapido que x, entonces y cambia (dy/du)(du/dx) veces mas rapido que x

Ejemplo:

En un juego de ruedas dentadas la segunda vy la tercera giran sobre un eje comun. Cuando la primera
gira, impulsa a la segunda y ésta a su vez a la tercera. Sean y, u y x los numeros de revoluciones por
minuto del primero, segundo y tercer ejes. Encontrar dy/du, du/dx y dy/dx, y verificar que:

dy _dy du
dx  du dx
. . dy
J El primer eje debe dar tres vueltas para que el segundo complete una > o 3
J El segundo eje debe dar dos vueltas para que el tercero complete una > E 2

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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La regla de la cadena:
Introduccion a la regla de la cadenal ll

LA REGLA DE LA CADENA

Siy = f(u) es una funcion derivable de u y ademas u = g(x) es una funcion derivable
de x, entonces y =f(g(x)) es una funcion derivable de x y — :
. ' Funcion exterior

dy _dy du ,/ \

dx  du  dx y = f(gx) = f(u)
0 su equivalente . \ , /
uncion tnterior
d
—LFg)] = f(glx)g"(v). V=) - u

Demostracion: Sea h(x) = f(g(x)). Es necesario demostrar que para x =c, h’(c) = f(g(c))g’(c)

he) = lim flg(x) — flgle)) _ {f(g(-r)) — flglc)) glx) — g(c)]’ o) £ g(0)

= lim
T X—c N o(x) — o(c) X —c
CL S S PARTICULARES, TUTORIAS T CNlCAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

c artagenag 9 ONL NE PRIVATE LE_S_SONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




La regla de la cadena:
Introduccion a la regla de la cadena lll

Ejemplo: Descomposicién de una funcidon compuesta

y = f(g(x)) u = g(x) v = flu)
1 1
a) y= { = x +1 ) = —
) ) x + 1 L . u
b) y = sen2x u = 2x y = senu
¢) y=-V3x2—x+ 1 u=3x>—x+1 y=Vu
d) y=tan’x U = tan x y = u?

Ejemplo: Aplicacidn de la regla de la cadena

Encontrardy/dxparay=(x*+1)3>u=x*+1
dy

= 3(x2 + 1)*(2x) = 6x(x> + 1)°
ONLINE PRIVATE LE ESSONS F FOR SCIENCE STUDENTS

CLASES PARTICULARES, U'IéOSF)QI S TECNICAS ONLINE
Cartagcna99
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La regla de la cadena:
La regla general de la potencia

LA REGLA GENERAL DE LA POTENCIA

Siy = [u(x)]", donde u es una funcién derivable de x y n es un nimero racional,
entonces

dy du

— = pu()] ' —

dx dx

0 su equivalente

%[u l=nu""1u’

Demostracion:

: dy dy \( du
Puesto que y = u”", aplicamos la regla de la cadena para obtener — = [ ]
dx du )\ dx
Por medio de la regla (simple ' ' D u"] = nu"~!
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA' WHATSAPP: 689 45 44 70
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La regla de la cadena:
Simplificacion de derivadas il

Ejemplo: Simplificacion de la derivada de una potencia

— 2
y = (3f 1) Funcion original.
g x-+3
n T u’
| 7 N 7 3\
vy = 2(3f _ 1) d [SX _ 1} Regla general de la potencia.
x?+3)dx|[x*+3
— [2(31 1)}[&2 + ’;)(3) _ (%C — 1)(21)} Regla del cociente.
x>+ 3 (x2 + 3)?
— 2(3}: _ ])(SXZ +9 — 6x% + 2)() Multiplicar.
(2 + 3)}

2(3x — I)(—3x2 +2x + 9) _

Cartagcna99 :




La regla de la cadena:
Funciones trigonométricas y regla de la cadena

“Versiones de la regla de la cadena” correspondientes a las derivadas de las
funciones trigonométricas:

d d )
I —[senu] = (cos u) u’ E[cos ul = —(senu) u
d r
E[tan u] = (sec?u) u —[cot u] = —(csc?u)u’
i[sec ul = (sec utan u) u’ d —[cescu] = —(cscucotu) u’
dx dx
Ejemplo: ;:ﬂ\ cos u u
a) y = sen2x vy’ = cos 2x — 4 [2)(] = (cos 2x)(2) = 2 cos 2x

S PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
WHATSAPP: 689 45 44 70
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La regla de la cadena:
Funciones trigonométricas y regla de la cadenal ll

Ejemplo: Recta tangente a una funcién trigonométrica
e  Encontrar la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f(x) = 2senx + cos2x en el punto (m, 1)

e  Determinar todos los valores de x en el intervalo (0, 2m) en los que la grafica de f tiene una

tangente horizontalm
Primero se calcula f(x): f'(x) = 2cosx + (—sen2x)(2) = 2cosx — 2sen 2x

Para encontrar la ecuacion de la recta tangente en (m, 1), hay que evaluar f'(n):

f'lm) =2cos7 — 2sen2wm = —2 vy f()=2senx+cos 2

Utilizando la forma punto-pendiente, se obtiene la ecuacion de la recta 7 (x, 1) /‘

tangente: / E + lﬂ s
y—y=mx—x) y—1=-20—m) y=1—2x+ 27 T ]

CLASES PARTICULARES, UTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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RESUMEN de las reglas de derivacion estudiadas hasta el momento

Reglas generales de derivacion  Sean f, g y u funciones derivables de x.

Regla del multiplo constante: Regla de la suma o de la diferencia:
d d
- — ’ il 4 = f" 4+ o
“lef] = of IETIES
Regla del producto: Regla del cociente:
d : . d\f|_8f—fg
—_ = —I— — L = B SO
L8l =1+ gf I [ g} 22
Derivadas de funciones Regla de la constante: Regla simple de la potencia:
algebraicas d d d
—_ fr —_ = n—1 —_ fr
I [c] =0 i [x"] = nx" 1, dx['x] I
. . d d d
Derivadas de funciones I [senx] = cos x o [tan x] = sec?x I [sec x] = sec xtan x
trigonomeéiricas
E[acos, x] = —senx E[r.:ot x] = —csc?x i[csc x] = —cscxcotx
dx dx dx
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Derivacion implicita:
Funciones explicitas e implicitas

¢En qué se diferencian las funciones y ecuaciones explicitas de las implicitas?
e Explicitas > la variable y esta escrita explicitamente en funcion de x

e Implicitas & la variable y no esta escrita explicitamente en funcion de x

¢Qué hacer cuando es dificil despejar y?
DERIVACION IMPLITICA

e Siaparecen términos que solamente contienen a x - derivacion habitual

Qi anararen tdrminnc dn

c 3rtagcna9 9 LLAMA O ENVIA WHA.TSAPP;




Derivacion implicita:
Estrategias para la derivacion implicita

Estrategias para la derivacion implicita

[

Derivar ambos lados de la ecuacion respecto de x.

2. Agrupar todos los términos en que aparezca dy/dx en el lado izquierdo de la
ecuacion y pasar todos los demas a la derecha.

3. Factorizar dy/dx del lado izquierdo de la ecuacion.

4. Despejar dy/dx.

Ejemplo: Encontrar la tangente a la grafica de x? (x> + y?) = y? y

en el punto (+v/2/2.2/2)

4x3 + x (21d—) + 2xy?

dy _
dx 0

|

|

l

? = |
“dx |
I

|

I

|

dy _ x(2x* 4+ y?)
dc  y(1 —x?) _

2y(x? — l)d—l = —2x(2x? + y?) =

!

-_—_—._—_—.F._-H‘__—_-
SIS

Pendiente y ecuacion de la recta tangente :
CLASES PARTICUL RES, U Ogl S 4ECNICAS ONLINE
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Razones de cambio relacionadas:
Calculo de razones de cambio relacionadas

Aplicacion relevante de la regla de la cadena: encontrar razones de cambio de dos o mas
variables relacionadas que estan cambiando con respecto al tiempo

Ejemplo: Dos razones de cambio relacionadas
Sean x e y dos funciones derivables de t, relacionadas por la ecuacién y = x? + 3

Calcular dy/dt para x = 1, sabiendo que dx/dt=2 parax=1

e Esnecesario derivar ambos lados con respecto t, utilizando la regla de la cadena

y = x2+3 Ecuacién original.

d d
E[\] - E[}fg + 3] Derivar con respecto a t.

Regla de la cadena.
CLASES PARTICULARES, U'IéOgl S EECNICAS ONLINE

dt dt
Cartagena99 LLAMA O ENVIAW "TSA 89454470
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Razones de cambio relacionadas:
Solucidon de problemas con razones de cambio relacionadas

Estrategia para la solucion de problemas de razones de cambio
relacionadas

1. Identificar todas las cantidades dadas y por determinar. Hacer un esbozo y cla-
sificarlas.

2. Escribir una ecuacion que incluya las variables cuyas razones de cambio se en-
cuentran en la informacion dada o deben calcularse.

3. Utlizando la regla de la cadena, derivar de manera implicita ambos lados de la
ecuacion con respecto al tiempo t.

4. Después de terminar el paso 3, sustituir en la ecuacion resultante todos los valores
conocidos de las variables y sus razones de cambio. Luego se despeja la razon de

e

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Razones de cambio relacionadas:
Solucion de problemas con razones de cambio relacionadas Il

Ejemplo: Velocidad de un avién detectado por radar

Un avidn vuela en direccion a una estacion de radar a 6 millas de altura. Si s esta decreciendo a
razéon de 400 millas por hora cuando s = 10 millas, écuadl es la velocidad del avion?

Sea x la distancia horizontal al radar, cuandos=10> x = 102 — 36 = 8
e Ritmo dado: ds/dt = -400 cuando s = 10

e Encontrar: dx/dtcuandos=10yx =8 y o1 L f-j.iaé.-
x*+ 6% =5’ Teorema de Pitdgoras. i r,’J
I P

2x & =2s @ Derivar con respecto a 1. 6 mi I '
dt dt nulllas ,’j
dx ds y S
E ( dt) Despejar dx/dt. i ,“J
dx 10 e

Cartagena99

— = —{ 400)

Sustituir s, x y ds/df.
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Derivacion de funciones trascendentes:

Funcion logaritmo natural

La funcidn logaritmo natural se define como: f(x) = In x

f(x) = 1/x > cada pequeiio segmento recto de la grafica de In x tiene una pendiente de 1/x
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RECORDATORIO: Propiedades de los logaritmos

1.
2.

Cartagena99
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funcion logaritmo natural Il

DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL

Sea ¢ una funcién derivable en x.

d | 1 du o
1. —|lnx|=—-, x 2. = = —,
d.r[ln g oox> 0 [1n u] = T > 0
. x(x? + 1)?
Ejemplo: Derivar f(x) = In ( )
2x7 — 1

1
f) =Inx+2Inx2+ 1) — 5 In(2x® — 1)  Reescribir antes de derivar.

) 1 2x 1/ 6x2 _
) = T + 2()62 n 1) - 5(213 — 1) Derivar.
1 4x 3x2
= — Simplificar.
['CLASES PARTICULARES, UTOR| S TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones inversas

DEFINICION DE FUNCION INVERSA

Una funcion g es la funcion inversa de la funcion f si

f(g(x)) = x para todo x en el dominio de g

g(f(x)) = x para todo x en el dominio de f.

La funcion g se denota por f~! (se lee como “inversa de ).

Acerca de las funciones inversas...

1. Sigesunafuncidn inversa de f, entonces f es la funcion inversa de g

2. El dominio de f 1 es igual al rango de fy el recorrido o rango de f -

I
es ioiial aile el dominio de_£

CLASES PARTICULAR S, U ORIAS TE%NICAS ONLINE
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones inversas |

CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD DE LAS FUNCIONES INVERSAS

Sea f una funcién cuyo dominio es un intervalo I. Si f tiene una funcién inversa,
entonces los siguientes enunciados son verdaderos.

1. Si f es continua en su dominio, entonces f~! es continua en su dominio.

2. Si f es creciente en su dominio, entonces f! es creciente en su dominio.

3. Si f es decreciente en su dominio, entonces f~! es decreciente en su dominio.
4. Si f es derivable en ¢y f'(¢) # 0, entonces f~! es derivable en f(c).

LA DERIVADA DE UNA FUNCION INVERSA

Sea f una funcion derivable en un intervalo 7. Si f tiene una funcion inversa g, entonces
g es derivable para todo x tal que f'(g(x)) # 0. Ademas,
CLASESOPARTICULARES TUTORI S TECNICAS ONLINE

Cartagenagq hoe MHEZ O
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones inversas il

Ejemplo: Calculo de la derivada de una funcidn inversa y
éCuadl es el valor de f 1(3)? éCudl es el valor de f1(3)?

f es inyectiva > ftiene inversa

e Como f(x) =3 cuando x = 2, se sabe que f(3) =2

e  Como la funcidn f es derivable y tiene inversa: !

fe) 112 ‘
1 1 1
Foo=te e (FY0) = mm=g—m——=7
f2) 2 +1 4 Las graficas de las funciones inversas f y
f~!tienen pendientes reciprocas en los
NOTA: puntos (a. b) y (b, a)
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e

DEFINICION DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

La funcion inversa de la funcion logaritmo natural f(x) = In x se llama funcion ex-
ponencial natural y se denota por

fHx) = e~
Esto es,
y=e"siysolosi x=1Iny. In(e*) = x y olnx — o
floy=e
RECORDATORIO: Operaciones con funciones exponenciales y
e Sean ay b dos numeros reales arbitrarios 3T

C artagena9 9 LLAMA O ENVIA WHA_.TSAPP: 89454470




Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e ll

DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

S1 u es una funcion derivable de x.

. 4

N le¥] = e

d du
2. J.El‘. — )H

dx [L ] y dx

Ejemplo: Derivacidn de funciones exponenciales

d du
S2x— 1] — Lu
dx [E' ] y dx

Cartagenagg Mot
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e IV

DERIVADAS PARA OTRAS BASES

Sean a un numero real positivo (a # 1) y u una funcion derivable de x.

d Ldu
1. —|a*|= (Ilna)a” 2. a"| = (In a
“[a] = (Ina) “fa"] = (Ina)a "
d l d | du
3. log, x] = 4. —log, u] =
(irr.[ 2 ¥] (In a)x ah:[ 2a 4] (In a)u dx
Ejemplo: Derivadas de funciones de base distinta a e
a) y=2 = y'= %[2*] = (In 2)2*
Yy v=2% == y' = i[z’—*ﬂ = (In 2123%(3) = (3 [n 2)23
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
I : 689 45 4470
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones trigonométricas inversas

Las seis funciones trigonométricas NO SON INYECTIVAS > NO TIENEN INVERSA

SOLUCION: encontrar un dominio restringido en el que puedan tener inversa

DEFINICION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Funcion Dominio Recorrido o rango

y = arcsen x siy solosiseny = x -l <x<1 —géyég

y = arccos x 81y solo si cos y = x -l <x<1 O<sysm

S T T

y =arctanxsiy solositany = x —co < X < oo —5<y <5

y = arccot x siy s6losicoty = x —oco0 < X < O O<y<m

v = arcsec xsi vsalosisecv = x Lol > 1 0o v e g T
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones trigonométricas inversas Il

Yy =arcsen x

L I
2

Dominio:[— 1. 1]
Recorrido o rango: [ — /2, 7/2]

¥ =arccsc x

ral =3
|

-1 1 2

Cartagcna99

X

V=arccos x

|
2 \ B |
T X z

-2 -1 1

r2 ——

b ——
]

Dominio: (— oo, o)
Recorrido o rango: (— /2, w/2)

Dominio: [— 1, 1]
Recorrido o rango: [0, 7]

¥ v

¥ = arcsec x ¥ = arccot x




Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones trigonométricas inversas ll|

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

S1 u es una funcion derivable de x.

4 laresenu] = —~ 4 larccos u] = ———
dx 1= dx VI =
d u’ l —u’
E[arctan ul = [+ 2 ;—[ﬂlbet u] = | + 2

’

d _ —u’
lu| Vu? — 1 dx [arcese u] = lu| Vu* — 1

d
p [arcsec u] =

Ejemplo: Derivacidn de funciones trigonométricas inversas

d 2 2
< Tarcsen(20)] = =
a) o [arcsen (2x)] S—on e
d 3 3
b —: : —
) dx [arctan (3] = I+ (3x)? 1 + 9x2
—1 (l }2) X 1/2 ]

C artagenag 9 LAMA O ENVIA WHA_.TSAPP; 30 A5 4470




RESUMEN de las reglas basicas de derivacion de funciones elementales:

funciones algebraicas + funciones trascendentes

10.

13.

16.

19.

d

. —[cu] = cu’

dx

i[ﬂ] _ v’ =y’
dx| v o

d

a[)(] =1

d ,
dx[e]—e u

d /
T [senu] = (cos u)u

d
a[eot ul =

’

d
—[arcsen u] = -

Cartagena99

—(csc2u)u’

d d
L= i ' = r i £ L, = o= }f + TR
2 dx[& vl=u’"+v 3 dx[m] uv’ + vu
& i — i n| — 10
5. dx[c]—O 6. dx[u,]—nu u
u d !
8. dx“”‘]_ﬂ(h{) u#0 9, E[lnu]——
d u’
11. —|1 = 12. —|a*| = (I g
dx[og“u] (In a)u dx[a] Uz
14. i[cos u] = —(senu)u’ 15. i[tan ul = (sec>u)u’
dx dx
17. i[*sex: u] = (sec u tan u)u’ 18. i[csc u] = —(csc ucotu)u’
dx dx

’ ’

! 21. n,i[arctan ul =

20. i[arc:cos ul = —

CLASES PARTICU LARES, U'I('SOBQI

S TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 68 470

45 4
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Formas indeterminadas y la regla de L’'Hopital

A veces, al evaluar limites, nos encontramos con formas indeterminadas > no garantizan que
un limite existe, ni indican el valor del limite, si éste existe

¢Como resolver estas formas indeterminadas?
1. Funciones algebraicas - técnicas algebraicas

2.  Funciones algebraicas y trascendentes mezcladas - regla de L'Hopital

LA REGLA DE LHOPITAL

Sea f y g funciones que son derivables en un intervalo abierto (a, b) conteniendo c,
excepto posiblemente el propio ¢. Asumir que g’(x) # 0 para todo x en (a, b), excepto

posiblemente el propio c. Si el limite de f(x)/g(x) cuando x tiende a ¢ produce la forma
indeterminada 0/0, entonces

S )
lgrcl glx) !cglz 2'(x)

. . . . ~ .
crirmaniandn A1a ol Laaita awn la davaolbha avicta (o ac 2nbait

| NP

hY wltada tonmalidia
IAS -5- NICAS ONLINE

~
o

Cartagena9




Formas indeterminadas y la regla de L’Hopital Il

Ejemplo: Aplicar la regla de L'Hopital mas de una vez

) X
lim

2

x—=—o0 @

Resultado de la sustitucion directa: ©©/o0 > se aplica la regla de L’Hopital

. X
Iim —
X——oo € A

Sl
= lim
dx

. 2x
lim —
X——oco — € A

Este limite da la forma indeterminada (—90)/(—22) > se aplica de nuevo la regla de L’Hépital

PR
Cartagcna99

d

A




Formas indeterminadas y la regla de L’Hopital lll

Si encontramos formas indeterminadas de los tipos 00 — 00, () - 00, (0%, 1% y o0 es necesario
intentar reescribir el limite o utilizar otros procedimientos con los que se obtengan formas
indeterminadas de los tipos /0, ©0/00 que permiten utilizar la regla de L’Hopital

Ejemplo: Resolucion de un limite tomando logaritmos naturales y aplicando L’Hopital

X X + ;
= lim (1 +1) = Iny = 11’1[ lim (1 +1) ] = lim (1“[1 | (1/‘”)])
roeo X i X—0o0 X X—00 ]/x

(I D L
= lim ( e ) 11%001 (/9 1 y=e

X—C0o

NOTA: Las siguientes formas deben reconocerse como “determinadas”

oo+ 00 — oo El limite es infinito positivo.

O — o0 — o @] ]1l‘n|f aeg infinitn neoativn

SES RTICULA ES, U'I('SOBQI S TECNICAS ONLINE
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Extremos en un intervalo:
Extremos de una funcion

DEFINICION DE EXTREMOS

Sea f definida sobre un intervalo / que contiene a c.

f(c) es el minimo de fen I si f(c) < f(x) para toda x en I.
f(c) es el maximo de fenIsi f(c)> f(x) para toda x en /.

Los minimos y maximos de una funcion en un intervalo son los valores extremos, o
simplemente extremos, de la funcion en el intervalo. El minimo y el maximo de una
funcion en un intervalo también reciben el nombre de minimo absoluto y maximo
absoluto en el intervalo.

EL TEOREMA DEL VALOR EXTREMO

Cartﬁégcnﬁ99 1'




Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos

DEFINICION DE EXTREMOS RELATIVOS

1. Sihay un intervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f(c) es un maximo, entonces
f(c) recibe el nombre de maximo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene
un maximo relativo en (c, f(c)).

2. Sihayunintervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f(c) es un minimo, entonces
f(c) recibe el nombre de minimo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene
un minimo relativo en (c, f(c)).

El plural de maximo relativo es maximos relativos, y el plural de minimo relativo
es minimos relativos. Un maximo relativo y un minimo relativo algunas veces son

llamados maximo local v minimo local respectivamente
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TE%NICAS ONLINE

Cartagena99 FLANA O ERVIAVRATSAR: 625 45 o
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Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos Il

Ejemplo: El valor de la derivada en los extremos relativos

2
}: Maiximo Sx) = Ix 3_3)
9(x2 — 3) relativo &
a) = 1 —
8080 — O — )G 90 — ) s
fx) = (x3)2 - 4 2 4 6

En el punto (3, 2), el valor de la derivada es f/(3) =0 )

—4 4
b) f(0)=[x]

En x = 0 la derivada de f(x) no existe debido a que difieren ‘1

los siguientes limites laterales: fo=lx| 3+
2__

) x) — f(0 . |x
Iim /) = /©) = lim u = —1 It Minimo
x—0" X — 0 x—0" X relativo
CLASES PARTICULARES, TUTOSF)QIAS TECNICAS ONLINE
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Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos lli

DEFINICION DE UN NUMERO O PUNTO CRITICO

Sea f definida en ¢. Si f'(¢) = 0 o si f no es derivable en ¢, entonces ¢ es un punto
critico de f.

f’(¢) no existe

Tangente
horizontal

AS TECNICAS ONLINE
45 4470

©7
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Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos IV

LOS EXTREMOS RELATIVOS OCURREN SOLO EN NUMEROS
0 PUNTOS CRITICOS

Si f tiene un minimo relativo o un maximo relativo en x = ¢, entonces ¢ es un punto
critico de f.

Demostracion:
Caso 1:si f no es derivable en x = ¢, por definicion ¢ es un punto critico de f > teorema es valido

Caso 2:si f es derivable en x = c entonces f’(c) debe ser positiva, negativa 6 0

f(c) = lim &) = fle) > 0 == fx) = fle)

xX—cC X —C X —C

> 0, para todox # c en (a, b)

Izquierdade c: x < ¢ y f(x) < f(c) > flc) noesun minimo relativo
Derechadec: x> cy f(x) > flc

") no es un maximo relativo
S PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Extremos en un intervalo:
Determinacion de extremos en un intervalo cerrado

Estrategias para la determinacion de extremos en un intervalo cerrado

Para determinar los extremos de una funcion continua f en un intervalo cerrado
[a, b], se siguen estos pasos.

1. Se encuentran los puntos criticos de f en (a, b).
2. Seevalua f en cada punto critico en (a, b).
3. Seevalua f en cada punto extremo de [a, b].
4. El mas pequeno de estos valores es el minimo. El mas grande es el maximo.
Ejemplo: Encontrar los extremos de f(x) = 2x — 3x%3 en [-1, 3] 0 o}j Maximo

f@) =20 =300 o [l =2~ = 2(1:'—;31) X

Punto terminal Punto Punto Punto terminal
izquierdo critico critico derecho

C ASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
AMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes

DEFINICION DE FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Una funcion f es creciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos numeros x, y
x, en el intervalo, x, <x, implica f(x) < f(x,).

Una funcion f es decreciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos numeros x,
y X, €n el intervalo, X, <X, implica f(xl) > f(,rzy

e Una funcién es creciente si, cuando x se mueve hacia la y —u b
A 1
derecha, su grafica asciende (derivada positiva) | | f
| |
., . . < | | &
o Una funcién es decreciente si, cuando x se mueve a la derecha, <, | 5
C I I &
su grafica desciende (derivada decreciente) % e
| |
| |
| |
| I [ o AT

Cartagena99




Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes Il

CRITERIO PARA LAS FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

intervalo abierto (a, b).

Sea f una funcion que es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el

1. Si f'(x) >0 paratodo x en (a, b), entonces f es creciente en [a, b].
2. Sif'(x) <0 paratodo xen (a, b) entonces f es decreciente en [a, b].
3. Sif'(x) = 0 paratodo x en (a, b) entonces f es constante en [a, b].

Demostracion: Caso 1 > f{x) > 0 para todo x en el intervalo (a, b)

Sean x, < x, dos puntos cualesquiera del intervalo. Mediante el teorema del valor medio, se sabe

que existe un numero c tal que x; < c<x,

_ FOy) = f(x)

(c)=

Cartagena99




Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes lli

Estrategias para determinar los intervalos en los que una funcién
es creciente o decreciente

Sea f continua en el intervalo (a, b). Para encontrar los intervalos abiertos sobre los
cuales f es creciente o decreciente, hay que seguir los siguientes pasos.

1. Localizar los puntos criticos de f en (a, b), y utilizarlos para determinar intervalos

de prueba.
2. Determinar el signo de f'(x) en un valor de prueba en cada uno de los inter-

valos.
3. Determinar si f es creciente o decreciente para cada intervalo.

Estas estrategias también son validas si el intervalo (a, b) se sustituye por un intervalo
de la forma (—00, b), (a, ©0) o (—00, 00).
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes IV

Ejemplo: Intervalos sobre los cuales f es creciente y decreciente

flx) = x* — 32

e fesderivable en toda la recta de los numeros reales

e  Paradeterminar los puntos criticos de f, igualar a cero f'(x)

i - 2
f(x) =3x* = 3x =
3xX)x—1)=0
x=0,1

Escribir la funcién original.

Derivar e igualar f'(x) a cero.

Factorizar,

Puntos criticos.

e Como no hay puntos para los cuales f' no exista > x =0y x = 1 son los Unicos puntos criticos

Intervalo

| < x < o0

‘,"rﬂl.l 1] .I'] e Tl Il—l]‘l"l
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Criterio de la primera derivada

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Sea ¢ un punto critico de una funcién f que es continua en un intervalo abierto I que
contiene a c¢. Si f es derivable en el intervalo, excepto posiblemente en ¢, entonces
f(c) puede clasificarse como sigue.

I. Si f'(x) cambia de negativa a positiva en ¢, entonces | tiene un minimo relativo
en (c, f(c)).

2. Sif'(x) cambia de positiva a negativa en ¢, entonces [ tiene un mdximo relativo
en (c. f(c)).

3. Sif'(x)es positiva en ambos lados de ¢ o negativa en ambos lados de ¢, entonces
f(c) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo.
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Criterio de la primera derivadalll

Ejemplo: Aplicacién del criterio de la primera derivada f) = (- )23

Encontrar los extremos relativos de f(x) = (x2 — 4)%/3

Miximo
| relativo

- (0,/16)

e  Observamos que f es continua en toda la recta real

2,
e Derivadadef: f'(x) = ;(_x;- — 4)-1/3(2y) = dx

3(x2 — 4)1/3
o fl0)= | L
- X

4 _% / -1 1 \ 3 4

o Laderivada no existe cuando x = -2 ni cuando x = 2 -2.0) T (2.0)
Puntos criticos: x=-2. 0. 2 Minimo Minimo
' S relativo relativo
Intervalo —co<x< =2 “2<x<0| O<x<?2 2<x<oo

Se puede aplicar el criterio de la primera

Valor de nrueba =
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Concavidad

Localizar los intervalos en los que f’ es creciente o decreciente puede utilizarse para determinar
ddénde la grafica de f se curva hacia arriba o se curva hacia abajo

DEFINICION DE CONCAVIDAD

Sea f derivable en un intervalo abierto /. La grafica de f es concava hacia arriba
sobre I'si f’ es creciente en el intervalo y concava hacia abajo en /si ' es decreciente
en el intervalo.

Cdncava hacia arriba,
[ es creciente.

Cdncava hacia abajo,
[’ es decreciente.
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Concavidad Il

CRITERIO DE CONCAVIDAD

Sea f una funcion cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto 1.

1. Si f"(x) > 0 para todo x en [, entonces la grafica de f es concava hacia arriba
en /.

2. Si f"(x) < 0 para todo x en I, entonces la grifica de f es concava hacia abajo
en /.

Para aplicar este teorema, es necesario seguir la siguiente ESTRATEGIA:

1. Localizar los valores de x para los cuales f/(x) = 0 6 f”’(x) no existe

llcar Inc valnrec de ¥ naradeterminar lnc intorvalos de nriieha
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Concavidad lll

Ejemplo: Determinacion de la concavidad y
,, Concava | | Concava

f ( 1) _ + 1 hacia arriba i 6 i hacia arriba
- AT
o = BT AC) =2+ DY 10 2T
(x> — 4)° (x* — 4)? e 4 _2: ::2
) = (x2 — 4)2(—=10) — (= 10x)(2)(x2 — 4)(2x) _ 10(3x% + 4) | |
' (2 — 4)° (2 = 4)? | |
No hay puntos en los cuales f’(x) =0, peroenx=-2yen x =-2 : :
fno es continua, por lo que: Concmea”

hacia abajo
Intervalo —o<x< —2 —2<x<?2 2 <x < oo

Valor de prueba =
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Puntos de inflexidn

DEFINICION DE PUNTO DE INFLEXION

Sea f una funcion que es continua en un intervalo abierto y sea ¢ un punto en ese
intervalo. Si la grafica de f tiene una recta tangente en este punto (¢, f(c¢)), entonces
este punto es un punto de inflexion de la grafica de f si la concavidad de f cambia
de concava hacia arriba a concava hacia abajo (o de concava hacia abajo a concava
hacia arriba) en ese punto.

Concava
hacia arriba

Concava
hacia abajo

Concava
hacia
arriba

Concava
hacia abajo

Concava

S PARTICULARES, TUTORIAS Té((:)l\ilCAs ONLINE
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Puntos de inflexidn Il

PUNTO DE INFLEXION

Si (¢, f(c)) es un punto de inflexion de la gréfica de f, entonces f“(¢) = 0 o f" no
existe en x = c.

Ejemplo: Determinacion de los puntos de inflexion de f(x) = x* — 4x3
Flx) = 4x3 — 122 .
fx) = 12x% — 24x = 12x(x — 2) ——

inflexion

flo) =x*—4x3

f”(x) =0 > puntos de inflexiéon posibles: x=0y x =2 :

Intervalo —oo <x <0 0<x<?2 2 <x<o0o -9+

Valor de prueba x = —1 x =1 x =3 _18 -

Signo de f"(x) (—=1) >0 (1) <0 f7(3) >0 ol
CLASES P
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Criterio de la segunda derivada

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Sea f una funcion tal que f'(c¢) = 0 y la segunda derivada de f existe en un intervalo
abierto que contiene a c.

1. Si f"(c) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en (¢, f(c)).
2. Sif"(c) <0, entonces f tiene un maximo relativo en (¢, f(c¢)).

Si f"(c) = 0, entonces el criterio falla. Esto es, f quiza tenga un maximo relativo, un
minimo relativo o ninguno de los dos. En tales casos, se puede utilizar el criterio de
la primera derivada.

Demostracion:

Sif(c) =0y f”(c) >0, existe un intervalo abierto / que contiene a c para el cual S =11 = E) >0
X—C X—=C

Paratodox#cen/. Six<c, entoncesx—c<0y f(x) <0. Ademas, si x >c, entoncesx—c>0y  f(x)>

0. De tal modo, f/(x) cambia de negativa a positiva en c y el criterio de la primera derivada implica que
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Criterio de la segunda derivadal ll

Por tanto, ademas de como método para analizar la concavidad, es posible utilizar la segunda
derivada para efectuar una prueba de maximos y minimos relativos

! b ey <0
f)>0
I
. I
Concava
Concava hacia abajo

hacia arriba

|
|
|
1
o

i. :
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Criterio de la segunda derivada lll

Ejemplo: Empleo del criterio de la segunda derivada

Encontrar los extremos relativos correspondientes a f(x) = -3x° + 5x3

En primer lugar se determinan los puntos criticos de f F(x) = —3x5 + 5x3
fi(x) = —15x* + 1522 = 15x%(1 — x?) =0 1 Maximo
relativo
x=—1,0,1 ) (1.2)

Posteriormente, se aplica el criterio de la segunda derivada

f(x) = —60x> + 30x = 30(—2x3 + x)

Punto (=1,-2) (1,2) (0,0) _2' _'1
Signo de /"(x) (1) > 0 (1) < 0 70) = 0

Conclusion Minimo relativo Maximo relativo Falla de la prueba
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Analisis de graficas

La importancia de las graficas en matematicas...

“Mientras el dlgebra y la geometria recorrieron caminos independientes, su avance fue lento y sus
aplicaciones limitadas. Sin embargo, cuando estas dos ciencias se unieron, extrajeron una de la otra

una fresca vitalidad, y a partir de ahi marcharon a gran velocidad hacia la perfeccion”
Lagrange

Estrategia para analizar la grafica de una funcion

1. Determinar el dominio y el rango de la funcion.
2. Determinar las intersecciones, asintotas y simetria de la grafica.

3. Localizar los valores de x para los cuales f'(x) y f”(x) son cero o no existen. Usar
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Analisis de graficas Il

Ejemplo: Dibujo de la grafica de una funcion racional F(x) x*—2x+4
X)=
: . x(x — 4) _ ” 8 x—2
Primera derivada: f'(x) = ——— Segunda derivada: (x) = ——=
f() (x_z)z 8 f ()C—2)3
Intersecciones en x: Ninguna  Interseccioneny: (0,—2) N
Asintota vertical: x = 2 Asintotas horizontales: Ninguna A .
ol
Comportamiento final o asintotico:  lim f(x) = —oco, lim f(x) = 8T
X——00 X—00 H I
Puntos criticos: x = 0,x =4 6+ T,
Dominio: Todos los numeros reales excepto x = 2 5, (4,6)
4+ Z | Minimo
Int los d ba: (—oc,0).(0,2),(2,4).(4, gt :
ntervalos de prueba: (—o0,0),(0,2),(2,4).(4, o0) 2 ! relativo
s \g 1
f(x) f(x) f(x) Caracteristicas de la grafica < :
—o<x<0 + — Creciente, céncava hacia abajo | f I | f— x
x=0 =2 0 - Miximo relativo - (62_2) ? 4 6
O<x<?2 - - Decreciente, céncava hacia abajo ___—:—Mla):_lmo
relativo
x=2 Indef. Indef. | Indef. Asintota vertical :
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Analisis de graficas Il

Ejemplo: Dibujo de la grafica de una funcién radical

10 _ B 20(x"* 1)

f (:l)—? 133("[}“"_2) f' (-r): 9'};2!3

e Lafuncidn tiene dos intersecciones > (0, 0) y (125/8,0)
e No hay asintotas horizontales o verticales

e La funcién tiene dos puntos criticos (x =0y x = 8) y dos

f(x) = 2x77 — 5x*°

y  Miximo f(x) =203 — 5x43
posibles puntos de inflexiéon (x=0y x = 1) (Ofeé?“vo
e El dominio son todos los nimeros reales jL ! 1=2 (‘125 ))‘
=0
8
f(x) f(x) f(x) Caracteristicas de la grifica (1,=3)
Punto de
—co<x<0 + — Creciente, concava hacia abajo inflexion
x=20 0 0 Indef. Maximo relativo
0<x< |1 — — Decreciente, concava hacia abajo
x =1 -3 — 0 Punto de inflexion

C S SPARTICULARES, U'%OBQI STE%NICAS ONLINE
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Analisis de graficas IV

Ejemplo: Dibujo de la gréfica de una funcién trigonométrica

I COS X
. . . 0y — derivada: "y) = ——— 2 _
Primera derivada:  ['(x) T Segunda derivada f"(x) (1 + senx)? f (,)C) _ COS X
Periodo: 2m  Interseccion en x: (g 0) Interseccioneny: (0, 1) I + sen x
, ) T 3 ., . .
Asintotas verticales: x = A= Asintotas horizontales:  Ninguna e .
| . e
I y I
Puntos criticos:  Ninguno Posibles puntos de inflexion: x = g = =
— | — |
.. . 3+ 4n S g
Dominio:  Todos los numeros reales excepto x = 5 7 = : = :
= = |
f(x) f(x) S (x) Caracteristicas de la grifica é | é |
M| =1
__m y ¥ 2 1 vertics “ v
X = > Indef. Indef. Indef. Asintota vertical \| I - i - i o
—g <x< g - + Decreciente, concava hacia arriba ' : | : 2n
[ |
X = T 0 ! 0 Punto de inflexién : :
2 2 2T inflexidn l
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Problemas de optimizacion

Estrategias para resolver problemas aplicados de minimos y maximos

1. Identificar todas las cantidades dadas y las que se van a determinar. Si es posible,
elaborar un dibujo.

2. Escribir una ecuacion primaria para la cantidad que se va a maximizar o mini-
mizar.

3. Reducir la ecuacion primaria a una que tenga una sola variable independiente.
Esto quiza implique el uso de ecuaciones secundarias que relacionan las variables
independientes de la ecuacion primaria.

4. Determinar el dominio admisible de la ecuacion primaria. Esto es, determinar los
valores para los cuales el problema planteado tiene sentido.

5. Determinar el valor maximo oo minimao deceadn mediante lac técrnicae de calenln
CL SES PARTlCULARES, UTOR|AS TECNICAS ONLINE
c rt n LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
a agc a9 9 ONL NE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




Problemas de optimizacion I

Ejemplo: Determinacién de la distancia minima

¢Qué puntos sobre la grafica de y = 4 — x> son mas cercanos al punto (0, 2)?

Hay dos puntos a una distancia minima del punto (0, 2) ¥

d = \/()C - 0)2 + (y - 2)2 Ecuacion primaria
d=Jx>+ @4 —x> =207 =Ux*-32+4

El dominio de f es toda la recata de los numeros reales

Determinacion de los puntos criticos de f:

3 3
/() = 4x? — 6x = 2x(2¢* = 3) =0 == x =0, \/5—\/5

Criterio de |la primera derivada:

x = 0 produce un maximo relativa
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Problemas de optimizacion lll

Ejemplo: Un maximo en un punto terminal

Se van a usar cuatro pies de alambre (longitud) para formar un cuadrado y un circulo. éQué
cantidad de alambre debe usarse para el cuadrado y qué cantidad para el circulo a fin de abarcar

la maxima area total?

Area total = A = area del cuadrado + area del circulo = x2 + 2
X Area: )C2

4 (pies) = perimetro del cuadrado + circunferencia del circulo
=4x+2nr>r=2(1-x)/n

;@

W

AR

Perimetro: 4x

2(1 — )2 41 -1 1 = D}

A=x2+'r[—]=x2+—=— 7+ 4)x* — 8x + 4 -
- - W[( ) 1 &7 r
4 pies *----
El dominio admisible es [0, 1] Area: 12
{— 1 \..
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Diferenciales:
Aproximaciones por recta tangente

Sabemos gue si una funcion es

derivable en ¢, la ecuacion de la recta tangente en el punto
(c, flc)) viene dada por:

y — fle) = fe)x — ¢
= flc) + fco)x — ¢)

y es llamada aproximacion por medio de una recta tangente (o aproximacion lineal) de fen ¢

Como c es una constante, y es una funcion lineal de x

Restringiendo los valores de x de modo que sean suficientemente cercanos a ¢, los valore
de y pueden utilizarse como aproximaciones (hasta cualquier precision deseada) de los

valarec dela fiinciAn f
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Diferenciales:
Aproximaciones por recta tangente Il

Ejemplo: Utilizacion de la aproximacion por medio de una recta tangente

Determinar la aproximacion por medio de una recta tangente de
f(x) =1+ sen xen el punto (0, 1)

\ Recta tangente
Utilizar una tabla para comparar los valores y de la funcién lineal

con los de f(x) en un intervalo abierto que contengaax=0
f(x) = cos x

fx)=1+senx
y—f(0)=f(0)(x-0)>y-1=(1)(x-0) >y=1+x

—05] —0.1

|
o
o
o
o
o
|
N
=8
1| ==
y
},
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Diferenciales:
Definicion de diferenciales

DEFINICION DE DIFERENCIALES

Considerar que y = f(x) representa una funcion que es derivable en un intervalo
abierto que contiene a x. La diferencial de x (denotada por dx) es cualquier nimero
real distinto de cero. La diferencial de y (denotada por dy) es

dy = f'(x) dx. v

Cuando la tangente a la grafica de f en el punto (c, f(c)) se (c + Ax.flc + AY)

usa como aproximacion de la grafica de f, la cantidad x-c¢c | | - #~----- \
recibe el nombre de cambio en x > Ax (. f(c)

| > f(c + Ax)
Cuando Ax es pequefia (Ax = dx) , el cambio en y (Ay=dy) —
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Diferenciales:
Propagacion del error

Los diferenciales se usan habitualmente para estimar los errores de distintos
dispositivos de medida (ejemplo: dispositivos biomédicos - ECG, EEG, EMG...)

e Sixdenota el valor medido de una variable y x + Ax representa el valor exacto, entonces Ax
es el error de medida

e Sjelvalor medido se usa para calcular otro valor f(x), la diferencia entre f{x + Ax) y f(x) es
el error propagado

Error de Error
medicion propagado
™ ™

S PARTICULARES, TU_TOBQIAS TECNICAS ONLINE
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Diferenciales:
Calculo de diferenciales

Todas las reglas de derivacion pueden escribirse en forma diferencial

e Siuyvson funciones derivables de x, puede escribirse:

du=u'dx 'y dv=v'dx

FORMULAS DIFERENCIALES

Sean u y v funciones diferenciables de x.

Muiltiplo constante:  d|cu] = c du
Suma o diferencia:  d[u = v] = du + dv

Producto: dluv] = udv + vdu
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Diferenciales:
Calculo de diferenciales Il

Ejemplo: diferencial de una funcién compuesta

y=flx) = x>+ 1) Funcién original,
1 B X
f’(x) = —(.1?2 + l) lﬁ(z.’f) e e Aplicacion de la regla de la cadena.
2 x= + 1
L . X .
dy =f (l) dx = ﬁ dx Forma diferencial.

NOTA: Las diferenciales pueden utilizarse para aproximar valores de funciones:

flx+ Ax) = f(x) + dy = f(x) + f(x) dx
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