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De�nición de cuerpo

Sea K un conjunto no vacío de elementos en el que se han de�nido dos operaciones llamadas

suma y multiplicación:

+ : K×K −→ K
(a, b) ⇝ a+ b

· : K×K −→ K
(a, b) ⇝ a · b

Se dice que (K,+, ·) es un cuerpo si veri�ca:

- Axiomas para la adición:
S1 Ley conmutativa: a+ b = b + a
S2 Ley asociativa: (a+ b) + c = a+ (b + c)
S3 Existe elemento neutro: ∃ 0 ∈ K tal que a+ 0 = a
S4 Existen opuestos: Para cada a ∈ K, ∃ a′ ∈ K tal que a+ a′ = 0.

El opuesto de a es único y lo denotamos por −a

- Axiomas para la multiplicación:
P1 Ley conmutativa: a · b = b · a
P2 Ley asociativa: (a · b) · c = a · (b · c)
P3 Existe elemento unidad: ∃ 1 ∈ K, con 1 ̸= 0, tal que 1 · a = a
P4 Existen inversos: Para cada a ∈ K \ {0}, ∃ x ∈ K tal que a · x = 1.

El inverso de a es único y lo denotamos por a−1

P5 Ley distributiva respecto a la adición: a · (b + c) = a · b + a · c
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Ejemplo 1

El conjunto R de los números reales con la suma y multiplicación usuales es un cuerpo.

El conjunto Q = {m
n : m ∈ Z, n ∈ N}, cuyos elementos son las clases de equivalencia

respecto a la relación de equivalencia m
n ∼ m′

n′ ⇔ mn′ = m′n, con las operaciones de

suma m
n + p

q = m·q+n·p
n·q y multiplicación m

n · p
q = m·p

n·q es un cuerpo.

El conjunto de los números enteros Z no es un cuerpo.

Sea Z2 = {0, 1} con las operaciones suma y multiplicación de�nidas en las siguientes

tablas (aritmética modular con módulo 2):

Z2

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

Z2

· 0 1

0 0 0

1 0 1

Se veri�ca que (Z2,+, ·) es un cuerpo �nito.
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De�nición de espacio vectorial

Sea V un conjunto no vacío de elementos (llamados vectores), en el que se han de�nido dos

operaciones llamadas suma de vectores y multiplicación por elementos de un cuerpo K:

+ : V × V −→ V
(u⃗, v⃗) ⇝ u⃗ + v⃗

· : K× V −→ V
(c , v⃗) ⇝ cu⃗

Se dice que (V ,+, ·) es un espacio vectorial sobre el cuerpo K si veri�ca:

- Axiomas para la adición:

S1 Ley conmutativa: u⃗ + v⃗ = v⃗ + u⃗
S2 Ley asociativa: (u⃗ + v⃗) + w⃗ = u⃗ + (v⃗ + w⃗)
S3 Existe elemento neutro: ∃ 0⃗ ∈ V tal que u⃗ + 0⃗ = u⃗
S4 Existen opuestos: Para cada u⃗ ∈ V , ∃ u⃗ ′ ∈ V tal que u⃗ + u⃗ ′ = 0⃗

- Axiomas para la multiplicación por escalares:

M1 Ley asociativa: c · (d · u⃗) = (cd) · u⃗
M2 Multiplicación por e. unidad de K: 1 · u⃗ = u⃗
M3 Ley distributiva para la adición en V : c · (u⃗ + v⃗) = c · u⃗ + c · v⃗
M4 Ley distributiva para la adición en K: (c + d) · u⃗ = c · u⃗ + d · u⃗.
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Vectores del plano

En R2, se de�ne la suma de dos vectores u⃗ =

(
u1
u2

)
y v⃗ =

(
v1
v2

)
por u⃗ + v⃗ =

(
u1 + v1
u2 + v2

)
y la

multiplicación de un número real c y un vector u⃗ por cu⃗ =

(
cu1
cu2

)
.
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Ejemplo 2

Se denota por P2(R) al conjunto de los polinomios en la variable x de grado ≤ 2 con

coe�cientes reales.

Si p(x) = a2x
2 + a1x + a0 ∈ P2(R) y q(x) = b2x

2 + b1x + b0 ∈ P2(R), entonces se de�ne

p(x) + q(x) = (a2 + b2)x
2 + (a1 + b1)x + a0 + b0

y si c ∈ R se de�ne

c · p(x) = ca2x
2 + ca1x + ca0

P2(R) con las operaciones de suma de polinomios y multiplicación por números reales es

un espacio vectorial sobre el cuerpo R.
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Proposición 1

Se cumplen las siguientes propiedades:

1. El elemento neutro de V es único.

2. 0 · u⃗ = 0⃗ para todo u⃗ ∈ V .

3. c · 0⃗ = 0⃗ para todo c ∈ K \ {0}.
4. Si c · u⃗ = 0⃗ ⇒ c = 0 ó u⃗ = 0⃗

5. El opuesto de u⃗ es único y es de la forma (−1) · u⃗.

Demos. 1. Supongamos que 0⃗ y 0⃗′ son dos elementos neutros. Se tiene

0⃗+ 0⃗′ = 0⃗ por ser 0⃗′ elemento neutro

0⃗+ 0⃗′ = 0⃗′ por ser 0⃗ elemento neutro

}
⇒ 0⃗ = 0⃗′

2. Sea u⃗ ∈ V arbitrario. Se tiene

u⃗ = 1 · u⃗ = (1+ 0) · u⃗ = 1 · u⃗ + 0 · u⃗ = u⃗ + 0 · u⃗

Entonces 0 · u⃗ es elemento neutro y como es único se concluye que 0 · u⃗ = 0⃗.
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3. Sea c ̸= 0 y u⃗ ∈ V . Se tiene

u⃗ = (cc−1) · u⃗ = c · (c−1 · u⃗) = c · (c−1 · u⃗ + 0⃗) = u⃗ + c · 0⃗

Entonces c · 0⃗ es elemento neutro y como es único se concluye que c · 0⃗ = 0⃗.

4. Se sigue de las propiedades 2 y 3.

5. Supongamos que u⃗ tiene dos opuestos u⃗ ′ y u⃗ ′′, entonces

(u⃗ + u⃗ ′) + u⃗ ′′ = 0⃗+ u⃗ ′′ = u⃗ ′′

u⃗ ′ + (u⃗ + u⃗ ′′) = u⃗ ′ + 0⃗ = u⃗ ′

Por S1 y S2, se tiene (u⃗ + u⃗ ′) + u⃗ ′′ = u⃗ ′ + (u⃗ + u⃗ ′′), y por lo tanto, u⃗ ′ = u⃗ ′′.
Además,

(−1) · u⃗ + u⃗ = (−1) · u⃗ + 1 · u⃗ = (−1+ 1) · u⃗ = 0 · u⃗ = 0⃗

Lo anterior implica que (−1) · u⃗ es elemento opuesto de u⃗.
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Dependencia e independencia lineal

El conjunto de vectores C = {u⃗1, . . . , u⃗n} es linealmente dependiente (LD) si

∃ a1, . . . , an ∈ K, no todos cero tales que a1u⃗1 + · · ·+ anu⃗n = 0⃗

El conjunto de vectores C = {u⃗1, . . . , u⃗n} es linealmente independiente (LI) si

a1u⃗1 + · · ·+ anu⃗n = 0⃗ =⇒ a1 = · · · = an = 0

Proposición 2

Se cumplen las siguientes propiedades:

- {u⃗, v⃗} LD ⇔ v⃗ = cu⃗ para algún c ∈ K.

- Todo sistema C que contenga al vector 0⃗ es LD.

- Si C contiene un vector combinación lineal de otros dos vectores del sistema ⇒ C es LD.

- Si C es LD y C̃ es el sistema formado añadiendo vectores a C ⇒ C̃ es LD.

- Si C es LI y C̃ = C ∪ {v⃗} es LD ⇒ v⃗ es combinación lineal de los vectores de C .
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Ejemplo 3

En R3,


1

1

1

 ,

0

1

3

 ,

 1

0

−2

 es LD:

a

1

1

1

+ b

0

1

3

+ c

 1

0

−2

 =

0

0

0

 ⇔


a+ c = 0

a+ b = 0

a+ 3b − 2c = 0

⇔


a = λ
b = −λ
c = −λ

, λ ∈ R

En R3,


1

1

1

 ,

0

1

3

 ,

 0

0

−2

 es LI:

a

1

1

1

+ b

0

1

3

+ c

 0

0

−2

 =

0

0

0

 ⇔


a = 0

a+ b = 0

a+ 3b − 2c = 0

⇔


a = 0

b = 0

c = 0
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Bases

Un vector x⃗ es combinación lineal de C = {u⃗1, . . . , u⃗n} si ∃ c1, . . . , cn ∈ K tales que

x⃗ = c1u⃗1 + · · ·+ cnu⃗n

Se dice que C = {u⃗1, . . . , u⃗n} es un sistema generador de V si todo vector de V es

combinación lineal del sistema C .

Se dice que B = {u⃗1, . . . , u⃗n} es base de V si:
1 B es LI.
2 B es SG de V .

Bases canónicas: En R2, Bc =

{
e⃗1 =

(
1

0

)
, e⃗2 =

(
0

1

)}
.

En R3, Bc =

e⃗1 =

1

0

0

 , e⃗2 =

0

1

0

 , e⃗3 =

0

0

1

.

En R4, Bc =

e⃗1 =


1

0

0

0

 , e⃗2 =


0

1

0

0

 , e⃗3 =


0

0

1

0

 , e⃗4 =


0

0

0

1


 .
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Coordenadas

Si B = {u⃗1, . . . , u⃗n} es base de V y x⃗ un vector de V , entonces existen c1, . . . , cn ∈ K tales que

x⃗ = c1u⃗1 + · · ·+ cnu⃗n

y

c1
...

cn


B

es el vector de coordenadas de x⃗ respecto a la base B .

Teorema 1

Las coordenadas de un vector x⃗ ∈ V respecto a una base B = {u⃗1, . . . , u⃗n} son únicas.

Demos. Supongamos que x⃗ = c1u⃗1 + · · ·+ cnu⃗n y x⃗ = c ′1u⃗1 + · · ·+ c ′nu⃗n. Entonces

0⃗ = x⃗ − x⃗ = (c1 − c ′1)u⃗1 + · · ·+ (cn − c ′n)u⃗n. Como {u⃗1, . . . , u⃗n} son LI se sigue que

c1 − c ′1 = 0,
...

cn − c ′n = 0

⇒
c1 = c ′1

...

cn = c ′n

lo que prueba la unicidad de las coordenadas.
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Teorema 2

Si V tiene una base B = {u⃗1, . . . , u⃗n} con n elementos, entonces todo conjunto con n + 1

vectores de V es LD.

Demos. Sea {v⃗1, . . . , v⃗n+1} n + 1 vectores de V y supongamos que

a1v⃗1 + · · ·+ an+1v⃗n+1 = 0⃗.

Los vectores v⃗j se expresan en combinación lineal de la base B :

v⃗j = c1j u⃗1 + · · ·+ cnj u⃗n, j = 1, . . . , n + 1.

Así, a1(c11u⃗1 + · · ·+ cn1u⃗n) + · · ·+ an+1(c1n+1u⃗1 + · · ·+ cnn+1u⃗n) = 0⃗ y como B es base

a1c11 + · · ·+ an+1c1n+1 = 0
...

...

a1cn1 + · · ·+ an+1cnn+1 = 0

Sistema homogéneo con n ecuaciones y n + 1 incógnitas, luego existen soluciones a1, . . . , an+1

no todos nulos. Por tanto, {v⃗1, . . . , v⃗n+1} es LD.
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Teorema 3 (de la base)

En un EV generado por un número �nito de vectores, todas las bases son �nitas y poseen el

mismo número de elementos.

La dimensión de V , dim(V ), es el número de vectores de una base de V

Teorema 4 (de la base incompleta)

Si dim(V ) = n, entonces a todo sistema de vectores S = {u⃗1, . . . , u⃗k} que sea LI, se le pueden

añadir n − k vectores hasta completar una base de V .
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Matriz del cambio de base B1 a base canónica Bc .

Sean B1 es una base de Rn y Bc es la base canónica:

B1 =

u⃗1 =

u11
...

un1

 , . . . , u⃗n =

u1n
...

unn


 y Bc =

e⃗1 =

1
...

0

 , . . . , e⃗n =

0
...

1


 ,

La matriz del cambio de base B1 a base canónica Bc es:

C(B1,Bc) =

u11 . . . u1n
...

...

un1 . . . unn

 := Q

La ecuación del cambio de coordenadas de base B1 a Bc es:x1
...

xn


Bc

= Q

c1
...

cn


B1
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Matriz del cambio de base Bc a base B1

Sea Q la matriz del cambio de base B1 a base Bc . Se tiene que Q es regular. La matriz del
cambio de base canónica a base B1 es:

C(Bc ,B1) = Q−1

La ecuación del cambio de coordenadas de Bc a B1 es:c1
...

cn


B1

= Q−1

x1
...

xn


Bc

.

(ÁLGEBRA LINEAL DMATIC, ETSI Informáticos Universidad Politécnica de Madrid )Tema 1.2 Espacios vectoriales 17 / 18

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINELLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70
- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTSCALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud alArtículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



Matriz del cambio de base B1 a base B2.

Sean B1 y B2 dos bases de Rn:

B1 =

u⃗1 =

u11
...

un1

 , . . . , u⃗n =

u1n
...

unn


 y B2 =

w⃗1 =

w11

...

wn1

 , . . . , w⃗n =

w1n
...

wnn




Sea C(B1,Bc) la matriz del cambio de base B1 a base canónica Bc y sea C(B2,Bc)
−1 la matriz

del cambio de base Bc a base B2.

La matriz del cambio de base B1 a base B2 es:

C(B1,B2) = C(B2,Bc)
−1C(B1,Bc)

Con las asignaciones P = C(B1,B2), Q = C(B1,Bc) y R = C(B2,Bc). Se tiene que

P = R−1Q

La ecuación del cambio de coordenadas de base B1 a base B2 es:d1
...

dn


B2

= R−1Q

c1
...

cn


B1

.

B1 −→ B2
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