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10.2. Compilación, enlazado y ejecución de programas

Javier Carrasco Serrano

Proyecto en Code::Blocks. Se utiliza un proyecto para dividir un programa grande en pequeños programas
(archivos).

• File  New  Project  Console application  C  “HolaMundo”  “HolaMundo.cpb” (una carpeta por
proyecto).

• Al elegir console application crea una estructura por defecto.
• File  Save file as…  “helloworld0.c”  sobre el panel de la izquierda (workspace), sobre “main.c” 

remove file from Project add files “helloworld0.c”
• Añadimos system(“PAUSE”) al programa para que no se cierre al ejecutarse desde consola (o al abrir el

.exe, que es lo mismo). Este comando deja abierta la consola hasta que se pulse alguna tecla. stdlib.h
hace que se cargue esta función.

• Dos posiblidades:
• Build Compile current file crea un objeto (O) del módulo, y ejecuta sólo esta parte del programa;

rápido para detectar errores.
• Build Build crea un objeto (O) por cada módulo, ejecuta todo el programa y crea el ejecutable.
• Build and run, Run, o doble click sobre el .exe que se ha generado para correr el programa.



11.8. Punteros

Javier Carrasco Serrano

Un puntero es una variable que contiene una dirección de memoria. Por tanto, se va a poder acceder a
una variable a través de su dirección en memoria (*), e igualmente se va a poder operar con la dirección
de memoria de una variable (&).
• * contenido en memoria de una dirección.
• & dirección en memoria de la variable.
• int *q q es un puntero a un valor int, o lo que hay en q es una variable tipo int.
• *(&var)==var; &(*q)==q;

“Para el propósito de este curso y el nivel de programación que se espera conseguir, el uso de punteros
no es en absoluto necesario. En muchos casos pueden ser sustituidos por otros elementos del lenguaje
C como los vectores o matrices. En otros casos basta con cambiar el modo de almacenamiento de la
variable en cuestión. Sin embargo, su uso permite explotar aún más a potencialidad del C y conseguir
diseños de programa mucho más elegantes.”

Ejemplo: Listado 11.8



11.8. Punteros

Javier Carrasco Serrano

Los vectores elementos de vectores y matrices se almacenan consecutivamente en memoria (las
matrices, por filas) nos podemos desplazar por un vector o matriz con un puntero.
Al declarar un vector, int v[5], estamos creando un puntero v que apunta a v[0], es decir, v==&v[0], y el
resto de valores se guardan en las casillas de memoria v+1, … , v+4.
En general: v+n=&v[n]; *(v+n)=v[n];

Ejemplo: Listado 11.9

Una matriz es un vector de vectores, por lo que:
M[i,j] = *(*(M+i)+j) = *(M+i)[j] = *(M[i]+j)

Ejemplo: Listado 11.10

Si pensamos en las cadenas de caracteres como vectores de caracteres, también les podemos dar un
tratamiento con punteros.



11.9. Lectura y escritura de datos

Javier Carrasco Serrano

• echo (escrito desde el terminal)  escribe en el terminal (cmd) los argumentos que se le pasan por la
línea de comandos.

• | (alt gr + 1) es una tubería  sirve para pasarle un input a un programa. Por ejemplo, el programa
del Listado 11.6, espera que se le pase un número 0, 1, 2, 3, u otro input, y en función de ese input
hace una cosa u otra. Con echo 0 | ./scanmenu (si el programa se ha guardado con ese nombre),
estamos pasando un 0 como input de ese programa.

• fopen  abre un archivo C y devuelve un puntero a un dato tipo FILE (nombre archivo, estado,
posición en memoria para lectura y escritura).

• Con stdio.h se está leyendo y escribiendo de manera transparente en stdin / stdout.
• printf / scanf escribe/lee por defecto en stdout / stdin.
• fprintf / fscanf escribe/lee donde se le indica (en un dato tipo FILE).

Ejemplo: Listado 11.11

Ejercicio 11.12



11.10. Definición de funciones: paso de argumentos por valor y por referencia

Javier Carrasco Serrano

• Declaración de funciones: tipo de la función (del valor de retorno) y de sus argumentos (inputs).
• Declaración de funciones que son llamadas (utilizadas) en otras funciones: static inline  para

funciones pequeñas, se optimiza su ejecución.
Ejemplo: Listado 11.12

• Direcciones de memoria (punteros) como entrada y salida de una función.
• Argumentos por referencia  argumentos pasados con dirección de memoria (el puntero referencia

las variables) &variable ; se accede al valor de la variable dentro de la función con *variable
• Argumentos por valor como hacíamos hasta ahora.
Ejemplo: Listado 11.13

• Los nombres de las funciones también son punteros  permite pasar una función como argumento
de otra función.

• void cuando no hay tipo ni valor de retorno, o no se sabe el tipo.
Ejemplo: Listado 11.14



11.11. Utilidad: guardar datos como una imagen

Javier Carrasco Serrano

• Mapa de píxeles matriz de números que indican cómo de cerca está cada píxel del negro / blanco.
• Hay que indicar la dimensión de la imagen, la escala (qué numero equivale al blanco; el 0 equivale al

negro), y el formato.
• Permite pintar gráficas sin necesidad de utilizar un paquete externo (como Gnuplot).
• “retipado”  cast, cuando se trata a una variable con un tipo diferente al suyo; se indica entre

paréntesis antes de la variable el tipo con el que quiere ser tratada.

Ejemplo: Listado 11.15



11.12. Estructuras de datos y definición de tipos

Javier Carrasco Serrano

• struct  estructura de datos, conjunto de datos que el programa debe tratar de manera conjunta.
Similares a objetos y sus parámetros (Java).

• Se utiliza el punto (.) para acceder a los campos de las estructuras de datos.

• typedef se pueden guardar las estructuras de datos como un nuevo tipo.
• -> para acceder a los campos de una variable (estructura) pasada por puntero.

Ejemplo: Listado 11.16
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12.1. Un poco de historia

Javier Carrasco Serrano

• PRÁCTICA DE C INCLUYE MONTE-CARLO. Casino de Monte-Carlo (Mónaco).
• “To explore it by experimental trial and error would have been expensive, time-consuming and hazardous.

On the other hand, the problem seemed beyond the reach of theoretical calculations”.
• ¿Qué fracción de la energía de la radiación es absorbida por el medio? Radiación ionizante  daño

reversible o irreversible en un cuerpo.
• Modelización de procesos aleatorios: es imposible predecir el comportamiento de una partícula individual.
• Se puede modelizar si se conoce el comportamiento promedio de un gran número y la probabilidad de los

sucesos.
• Simulaciones mediante números aleatorios (generados, por ejemplo, con la ruleta de un casino).
• Diferentes sucesos con probabilidades de ocurrencia conocidas.
• Monte-Carlo  generación de sucesiones de números aleatorios. No resuelve una ecuación, simula

eventos individuales y calcula promedios.
• Estimaciones con intervalos de confianza. Se reduce el error incrementando las simulaciones.
• Robustez resultado VS complejidad computacional.
• Ejemplo tirar daros a una diana para simular el valor del número pi.



12.2. Números aleatorios

Javier Carrasco Serrano

• Procesos aleatorios: dado, ruleta, bingo… sucesos en los que cada evento es equiprobable, pero
impredecible (distribución uniforme). Las probabilidades suman 1.

• Variable aleatoria discreta que toma valores de su espacio muestral (finito).
• Método congruente lineal: genera números “aleatorios” uniformemente distribuidos en [0,1):

𝑋𝑋𝑛𝑛+1 = 𝐴𝐴𝑋𝑋𝑛𝑛 + 𝐵𝐵 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝐶𝐶)
𝑋𝑋0 es la semilla (valor inicial entero), 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 es el resto de la división entera.
Se genera en cada paso un entero entre 0 y C-1 dividiendo entre C [0, 1).
Como los números que van saliendo están determinados por los valores de la semilla y de la

ecuación lineal, en ocasiones se saca un determinado número de “aleatorios” hasta que se elige uno de
ellos como nueva semilla.

Ejemplo: Listado 12.1
 útil para la práctica de C.
 1234567891LL quiere decir que es un long long int.



12.3. Números aleatorios continuos

Javier Carrasco Serrano

• Paso de variables discretas a continuas  probabilidades asociadas a intervalos, cuando la longitud
de los intervalos tiende a cero integrales.

• Ejemplo: distribución normal (o gaussiana).
• Teorema Central de Límite. 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋1 + ⋯+ 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝑋𝑋𝑖𝑖 variables aleatorias, 𝑁𝑁 > 30 para que la estimación

de la varianza sea robusta.

• 𝑝𝑝 𝑥𝑥 = 1
2πσ2

exp(− 𝑥𝑥−μ 2

2σ2
)

• 𝑁𝑁 0,1
Ejemplo: Listado 12.2

Ojo: sqrt indicación en la sección 10.2 del tema 10.

• Histograma  distribución gráfica de la frecuencia de un evento por intervalos. Muy útil en
exploración de datos.

Ejemplo: Listado 12.3



12.4. Caminantes aleatorios y difusión browniana

Javier Carrasco Serrano

• Proceso de difusión: desplazamiento de masa o energía de una región/cuerpo en el que hay más a
otra en el que hay menos.

• Paseo aleatorio: movimiento sin dirección definida  “acaba” recorriendo todo el espacio (puede que
en tiempo infinito…) movimiento browniano. Muchas partículas choques difusión browniana.

• Suma de desplazamientos aleatorios  distribución normal de las partículas alrededor del punto de
partida, 𝐷𝐷 coeficiente de difusión:

𝑝𝑝 𝑥𝑥, 𝑡𝑡 =
1

4π𝐷𝐷𝑡𝑡
exp(−

𝑥𝑥2

4𝐷𝐷𝑡𝑡
)

• Difusión aleatoria en una dimensión  caminante aleatorio: avanza o retrocede un paso, 0.5 de
probabilidad distribución normal.

• Biblioteca libprobabilidad. Una vez construida, se pueden utilizar las funciones tantas veces como se
quiera sin necesidad de volver a definirlas 

• La directiva #ifndef comprueba primero si una librería está definida (en realidad, el símbolo), y si no
está, la procesa (la carga).

Listado 12.4, 12.5



12.4. Caminantes aleatorios y difusión browniana

Javier Carrasco Serrano

• Compilación biblioteca libprobabilidad:
gcc –c –o libprobabilidad.o libprobabilidad.c

• Cada vez que se use en un programa hay que incluir:
#include libprobabilidad.h en el código del programa

 en el terminal.

• ¿Cómo simular un aleatorio de dos valores posibles (cara/cruz, 0/1,…)?
 Variable aleatoria con distribución uniforme en [0,1)
 Un valor si el resultado es < 0.5, el otro si es ≥ 0.5
 PRIMER PASO DE LA PRÁCTICA C
 Resuelto en Listado 12.6
 A partir de una distribución “aleatoria” (pseudoaleatoria), se está generando una distribución

aleatoria.



12.5. Integración Monte Carlo

Javier Carrasco Serrano

• Se pueden utilizar generadores de números aleatorios para aproximar problemas numéricos no
aleatorios difíciles de resolver.

• Cálculo de integrales: en lugar de integrar sobre todo el dominio de integración, se “integra” (suma
ponderada de valores) sobre una muestra de puntos en el dominio. Cuando aumentamos la muestra
ocurre como cuando se reducen los intervalos de las sumas de áreas en integración  se tiende al
valor de la integral.

• Ejemplo cálculo de volúmenes: Listado 12.7
• Cálculo momentos de inercia: Ejercicio 12.8



Gracias!

Javier Carrasco Serrano
Física Computacional I, Las Tablas

Centro Asociado Las Tablas, UNED Madrid Madrid 09/04/2019
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Descripción estadística y procesos de transporte


en un medio aleatorio


Los medios aleatorios (random media) tienen en física muchas aplicaciones.
Desde la descripción del �ujo a través de medios porosos hasta la conducción
electrónica en medios amorfos (no cristalinos). Para describir la estructura de un
medio aleatorio es necesario conocer su estructura de �huecos�, esto es, de zonas
del poroso que ofrecen facilidad a los procesos de transporte. Un modelo muy
simpli�cado, pero ilustrativo, de medio aleatorio es el �poroso unidimensional�,
cuyas propiedades estudiaremos a continuación.


1. Consideremos el medio como una cadena de sitios que pueden estar ocupa-
dos o no ocupados (un array de valores 0 = �no ocupado� y 1 = �ocupado�).
Estos sitios están dispuestos aleatoriamente, esto es, si el sitio i-ésimo tie-
ne un valor 0, la probabilidad de que el (i + 1)-ésimo siguiente tenga un
valor 0 o 1 es independiente del anterior. El cociente entre el número de
0s y 1s, se denomina porosidad del medio.


Ejercicio 1: Simular, usando un generador de números aleatorios, un po-
roso unidimensional de longitud L y porosidad r introducidas por el
usuario. Guárdense los valores sucesivos de 0 o 1 en un archivo de tex-
to y represéntense con Gnuplot para ver el aspecto del poroso. Úsense
tamaños L = 250, 1250 y porosidades r = 0,25, 1, 4, mostrando los
resultados en una tabla de 2× 3 grá�cas.


Nota: Nótese que la probabilidad de que un sitio de la cadena esté ocu-
pado viene dada por p = 1/(1 + r).


0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 001


H0 H1 H2 H3 H4


Figura 1: Poroso 1-D y huecos en él.


2. Consideremos la distribución estadística del tamaño de los huecos en una
cadena de longitud L. La longitud de un hueco es el número de 0s conse-
cutivos que lo forman. Interesa saber cuántos huecos de tamaño l hay por
unidad de longitud de la cadena. O, dicho de otro modo, saber cuál es la
probabilidad de que, si se escoge un 0 al azar en la cadena, éste pertenezca
a un hueco de longitud l.


Ejercicio 2: Calcular el histograma del número h de huecos de distin-
tos tamaños l. Genérense N cadenas de longitud L y porosidad r.
Calcúlense los histogramas de los huecos de tamaños 1, 2, . . . , L/2
normalizando las frecuencias con el producto N × L. Compruébese
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.........................................


L


N


l = 4 l = 3l = 2 l = 1


Figura 2: Matriz de porosos y de�nición de longitud de correlación.


grá�camente que ese histograma viene aproximadamente dado por


h(l, r) = rl/(1 + r)2+l


Pruébese con tamaños L = 64, 1024 y porosidades r = 0,25, 1, 4.
¾Es igualmente bueno el ajuste del histograma para ambos tamaños?


3. El histograma de longitudes de huecos es una descripción muy detallada
del medio aleatorio con el que estamos trabajando. No obstante, lo que
suele interesar en el estudio de los fenómenos de transporte son valores
medios de magnitudes que caracterizan al medio (como su porosidad r)
o a los fenómenos de transporte que suceden en él. En la cadena, por
ejemplo, interesa saber hasta qué distancia, en promedio, podrá alcanzar
un fenómeno de transporte si lo iniciamos en un 0 escogido al azar, esto
es, partiendo de ese 0, cuántos sitios de la cadena podrá recorrer (hacia
un lado o hacia otro) hasta chocar con un 1. A esta distancia promedio se
la denomina longitud de correlación.


.........................................


L


N


Figura 3: Matriz de porosos y de�nición de longitud de correlación.


Ejercicio 3: Contar qué distancia podría recorrer un proceso de trans-
porte que se iniciase en cada uno de los 0s de una cadena y se moviese
hacia la derecha o hacia la izquierda. Genérense N cadenas de lon-
gitud L y porosidad r. Recorriendo cada cadena, cada vez que se
encuentre un 0, calcúlense los números de 0s a su derecha e izquier-
da, calculando �nalmente la media de todas esas distancias. Tómense
L = 1024, N = 1024 y r = 0,1, 0,25, 0,5, 1, 2, 4, 9. Represéntese la
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longitud de correlación en función de r. ¾Dependerá el resultado de
L? (pruébese con un L = 32). ¾Qué nos indica esto acerca de la
elección de nuestro tamaño de simulación?


Ejercicio 4: Calcular las distancias medias de transporte por un método
de Monte Carlo. Genérense, como antes, N cadenas de longitud L
y porosidad r. Escójanse al azar M = N/16 de los 0s de cada una
de esas cadenas y, recorriendo a derecha o izquierda (escogiendo el
sentido también al azar) calcúlese la distancia hasta el primer 1. Hacer
la media de todas estas N ×M distancias calculadas y comparar el
resultado con el obtenido por la búsqueda exhaustiva del ejercicio
anterior.


Nota: En casos tan sencillos como el de la cadena unidimensional, es
posible hacer un cálculo exacto de las distancias de correlación en
un tiempo razonable. Pero cuando el tamaño de la cadena aumenta
(p.ej. L = 106 sitios) o cuando tratamos con medios desordenados bi-
o tridimensionales, el cálculo por Monte Carlo es la única alternativa
factible.


Apéndice: �trucos� de C


1. En C existen diferentes tipos de datos numéricos. A diferencia de otros
lenguajes de programación, el tipo de dato char o unsigned char es tam-
bién numérico. Representa un número entero entre −127 y 128 (char) o
entre 0 y 255 (unsigned char): lo su�ciente para codi�car cualquier ca-
racter ANSI y codi�cación ampliada, como la Latin-1 o ISO-8859-1 que
usamos habitualmente. Esta versatilidad puede servir a una función: el
ahorro de memoria. Una matriz de 1024 × 1024 caracteres ocupa 1 Mb
de memoria, que es el valor típico que se reserva para todas las variables
locales en algunos entornos. Una matriz de ese tamaño de enteros (int)
ocupa 16 Mb. Para guardar valores de 0 o 1 puede ser e�ciente usar chars,
para no estar limitados a matrices de tamaños muy pequeños (o tener que
usar asignación dinámica de memoria).


2. El generador de números aleatorios parte siempre de un valor inicial o
semilla. Si esta semilla es siempre la misma, un programa generará siempre
la misma secuencia de números aleatorios. Para evitar esto, se suele partir
de una semilla que cambie en cada realización del programa y la más
simple de estas semillas es el reloj del sistema. Así, una semilla apropiada
(que cambia cada segundo) puede calcularse #incluyendo la <time.h> y
haciendo


int s em i l l a=( int ) time (NULL) ;


Este valor se debe asignar a la semilla del generador de números aleatorios
que se esté usando antes de empezar a generar valores con él. Es también
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adecuado ejecutar un bucle de �termalización� del generador de números
aleatorios después de asignar la semilla para evitar que los primeros nú-
meros aleatorios generados en cada ejecución sean los obtenidos de una
secuencia de números correlativos (los sucesivos segundos).


3. El generador de números aleatorios habitual de C es la función rand()


de la biblioteca estándar de C o <stdlib.h>. Esta función retorna cada
vez un número aleatorio entre 0 y RAND_MAX. Para calcular un número
aleatorio en coma �otante en el intervalo [0, 1) se hará


double rnd=(double ) rand ( ) / ( (double )RAND_MAX+1) ;


Para asignar la semilla del generador de números aleatorios rand() se usa
la función srand() llamándola como


srand ( s em i l l a ) ;
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Tema 11


El lenguaje C mediante ejemplos


Este capítulo pretende repasar las construcciones más habituales del lenguaje C.


No pretende ser un tutorial del mismo: para eso hay excelentes obras que realizan


este recorrido paso a paso, como las citadas en el capítulo anterior.


A lo largo del capítulo se mostrarán muchos ejemplos y se propondrán ejercicios


para que el lector trabaje los conceptos que se introducen. Al final del capítulo se dan


las soluciones de todos estos ejercicios.


Un programa en C tiene una estructura estándar bien definida, requerida por el


compilador: comienza con declaraciones de lo que se va a emplear (directivas “★✐♥❝❧✉❞❡”),


declaraciones propias particulares del programa, declaraciones y, por último, defini-


ciones de las funciones del programa. En particular, todo programa C tiene una fun-


ción, llamada “♠❛✐♥” que es, como su nombre indica, la función principal del programa:


la primera que es ejecutada. Más en lo particular, cada instrucción de C acaba en “❀” si


es una instrucción autónoma, o va seguida de un “bloque” de instrucciones abrazado


por llaves “④” y “⑥”: así es como, por ejemplo, se indican las instrucciones que corre-


sponden a una función.


¡Así no se debe escribir un programa en C!


Fuera de esta estructura general impuesta, un programa C debe ser legible por


alguien más que el que lo escribe. El siguiente programa es correcto en su sintaxis y


compila sin errores (salvo algún “Warning”):


long k=4e3,p,a[337],q,t=1e3;


main(j) {for (; a[ j=q=0]+=2,−−k;)


for(p=1+2∗k;j<337;q=a[j]∗k+q %p∗t,a[j++]=q/p)


k!= j>2?: printf ( " %.3ld",a[j−2] %t+q/p/t);}


Es más, al ejecutarlo produce un resultado (¡sorprendente!). Sin embargo, cuesta unos


cuantos minutos hacerse una idea de cómo lo hace: el ordenador lo va a entender,


pero si tuviéramos que modificarlo, no sabríamos por dónde empezar.


¡Así se debería escribir un programa en C!


El programa anterior, sin pérdida de efectividad, pero más fácilmente legible y con


una salida más adecuada se escribiría como se muestra en el listado 11.1. La diferen-
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11-2 TEMA 11. EL LENGUAJE C MEDIANTE EJEMPLOS


cia con el anterior es evidente: el sangrado de las líneas indica (además de las llaves)


los bloques de instrucciones que se ejecutan secuencialmente, los comentarios (entre


“✴✯” y “✯✴”) facilitan la comprensión de qué se está haciendo, . . .


Listado 11.1: Versión bien documentada y formateada de un programa que calcula el


número π.


1 #include <stdio.h>


2


3 /∗∗ Programa PI
4 ∗ Calcula 1002 cifras decimales del número PI
5 ∗ Algoritmo: pi3
6 ∗ Referencia: (buscarla)
7 ∗ Autor: (anónimo); Adaptación: DRP
8 ∗ Fecha: 20/10/2010
9 ∗ Observaciones: antes era así


10 ∗ long k=4e3,p,a[337],q,t=1e3;
11 ∗ main(j) { for (; a[ j=q=0]+=2,−−k;)
12 ∗ for (p=1+2∗k;j<337;q=a[j]∗k+q %p∗t,a[j++]=q/p)
13 ∗ k!= j>2?: printf (" %.3d",a[j−2] %t+q/p/t);}
14 ∗/
15 int main(int argc, char∗∗ argv) {


16 long k=4000; /∗ cuatro mil ∗/
17 long t=1000; /∗ mil ∗/
18 long a[337]; /∗ array de resultados parciales ∗/
19 long p; /∗ denominador de la serie modular∗/
20 long q; /∗ numerador de la serie modular ∗/
21 long d; /∗ variable auxiliar ∗/
22 int j ; /∗ contador ∗/
23


24 /∗ PI=3. ... ∗/
25 printf ( "PI=3.") ;


26


27 /∗ Bucle principal
28 ∗ Nota: sólo imprime ternas de cifras en los
29 ∗ últimos dos pasos de cálculo
30 ∗/
31 while(k>1)


32 {


33 k−−; /∗ paso del bucle de impresión ∗/
34 q=0; /∗ inicializar contador modular ∗/
35


36 a[0]+=2; /∗ avanzar en a[0] por cada k ∗/
37 p=1+2∗k; /∗ inicializar el denominador
38 de la serie modular ∗/
39


40 /∗ bucle de cálculo de a[] ∗/
41 for( j=0; j<337; j++)


42 {
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43 /∗ condición de cálculo completado:
44 dos últimos pasos en k ∗/
45 if ( ( j>2 && k==1) || k==0 )


46 {


47 /∗ todas las divisiones
48 son enteras! ∗/
49 d=a[j−2] %t+(q/p)/t;


50


51 /∗ imprimir las siguientes
52 3 cifras ∗/
53 printf ( " %.3ld",d);


54 }


55 /∗ actualizar el numerador de
56 la serie ∗/
57 q=a[j]∗k+q %p∗t;


58 /∗ guardar el valor en a (se
59 utilizará dos j−pasos más
60 adelante) ∗/
61 a[ j ]=q/p;


62 }


63 }


64


65 /∗ salto de línea final ∗/
66 printf ( " \n") ;


67


68 /∗ Informar al S.O. de que no ha habido error
69 ∗ al finalizar el programa
70 ∗/
71 return 0;


72 }


En la realidad, nunca se hace ni como en el primer y oscuro ejemplo, ni como


en éste tan bien documentado: parte de la explicación del programa y de su docu-


mentación se entiende que la proporciona el propio código C.


11.1. Estructura básica de un programa: la función “main”


Aunque ya la hemos venido viendo, la estructura básica de un programa en C es la


del listado 11.2.


Listado 11.2: El programa “Hola mundo” (versión estándar ANSI C).


1 #include <stdio.h>


2


3 int main(int argc, char∗∗ argv)


4 {


5 printf ( "Hola mundo\n");


6
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7 return 0;


8 }


La diferencia principal con el listado anterior es que aquí la función “main” recibe ar-


gumentos. El primero es un valor entero (tipo “✐♥t”); el segundo un vector de cadenas.


Son dos variables usualmente llamadas así, “❛r❣❝” y “❛r❣✈”. Otra sintaxis alternativa


es:


int main(int argc, char∗ argv[])


El tipo de variable “❝❤❛r✯” se refiere a una cadena, mientras que “❬❪” quiere decir


que lo que recibe la función “♠❛✐♥” es un vector (o “array”) de dicho tipo de variables. A


cada uno de los valores en el vector se accederá indicando el nombre de éste, seguido


de los corchetes y, entre éstos, el número de componente del vector. Así, por ejemplo,


el nombre del ejecutable es recibido como el primer elemento del vector “❛r❣✈”; nos


referiremos a dicho valor como “❛r❣✈❬✵❪”.


Ejercicio 11.1. Modifíquese el programa anterior cambiando la llamada a “♣r✐♥t❢”


por la siguiente:


printf ( "Hola mundo, me llamo %s\n", argv[0]);


Aprovéchese esta oportunidad para comprobar el significado de la cadena de


formato (primer argumento) de la función “♣r✐♥t❢”.


Ejercicio 11.2. Compruébese que ❛r❣❝ es un entero que contiene el número de ar-


gumentos que pasamos por línea de comandos cuando ejecutamos el programa


(contando también el propio nombre del programa).


printf ( "El número de argumentos es %d\n", argc);


El primer argumento de línea de comandos se recibirá en el valor “❛r❣✈❬✶❪”. Este valor


es el que escribamos a continuación del nombre del programa cuando lo llamemos.


Por ejemplo, si hacemos


./ holamundo Pepito


el valor de “❛r❣✈❬✶❪” será la cadena “P❡♣✐t♦”.


Ejercicio 11.3. Modifíquese el programa para que salude, en lugar de “al mundo


entero”, al usuario que le indica su nombre como primer argumento en la línea


de comandos (como en el ejemplo anterior). En este caso, “♣r✐♥t❢” será llamado


como:


printf ( "Hola %s, me llamo %s\n", argv[1], argv[0]);


11.2. Declaración de variables, asignación de valores,


operaciones básicas e impresión de resultados


La declaración de variables, indicando su tipo y su nombre, es obligatoria en C. En


el listado 11.3 se declaran tres variables de tipo “❢❧♦❛t”, se asignan valores a dos de


ellas y se calcula la tercera como suma de las dos primeras.
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Nótese la sintaxis de los números (notación decimal y científica) y la de la asig-


nación con el signo “❂”.


Además de la operación de la suma “✰”, se pueden emplear otros operadores bi-


narios (que actúan sobre el valor dado por la expresión anterior y posterior a él): “✲”,


“✯”, “✴” 1. Estos operadores binarios se aplican usando las “reglas de precedencia”


habituales en álgebra. Por ejemplo, “❛✯❜✰❝” equivale a “✭❛✯❜✮✰❝”.


El operador “✲” también actúa como operador “unario”. Así, “✲❛” significa (sorpren-


dentemente), “el valor de la variable ❛ con signo (±) cambiado”.2


Listado 11.3: El programa que suma dos números reales.


1 #include <stdio.h>


2


3 int main(int argc, char∗∗ argv)


4 {


5 float a, b, c;


6


7 a=1.5;


8 b=−3.2e−2;


9 c=a+b;


10


11 printf ( " %g+ %g= %g\n", a, b, c);


12


13 return 0;


14 }


Ejercicio 11.4. Búsquese información sobre la función “❛t♦❢” que interpreta una ca-


dena como un valor real (archivo H en el que está declarada, argumentos que


recibe y su tipo). Utilícese para modificar el programa anterior en un programa


que recibe por línea de comandos los dos números y muestra la suma y su re-


sultado.


Ejercicio 11.5. Declárense las variables “❛”, “❜” y “❝” como enteras y utilícese la fun-


ción “❛t♦✐” para asignarle valores (búsquese el archivo H en el que está declara-


da, los argumentos que recibe y su tipo). Cámbiese la operación de suma (“✰”) a


división (“✴”), y compruébese el comportamiento del programa.


11.3. Control de flujo: “if. . . else”


Hasta ahora la ejecución de los programas ha sido lineal: una instrucción tras otra.


El “flujo” de un programa consiste en el orden en que sus instrucciones van siendo


ejecutadas y si lo son o no, en función de lo que indique el “usuario” de dicho programa.


1A diferencia de otros lenguajes, en C no existe un operador de exponenciación; para ello se utilizará


una función: “♣♦✇”.
2En C también se puede utilizar “✰” como operador “unario”. Obviamente “✰❛” (valor de la variable


❛ sin cambio de signo) indica lo mismo que “❛”. Sin embargo, a veces, puede ser conveniente esta


notación para enfatizar lo que se está escribiendo.
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La modificación más sencilla al flujo consiste en decidir si se ejecuta una instrucción u


otra según una condición lógica.


En el listado 11.4 se calcula el valor absoluto de la diferencia entre dos números


reales. Se utiliza la instrucción “✐❢✳✳✳❡❧s❡” para ejecutar un bloque de instrucciones


u otro (bloques, entre “④✳✳✳⑥”, con una única instrucción en ellos) de modo que se


garantice el signo adecuado en el resultado.


La condición se construye con operadores de comparación: “❁”, “❃”, “❁❂”, “❃❂”, “✦❂”,


“❂❂”. Nótese la notación peculiar del C para el operador “distinto de” (“✦❂”) y para


el operador “igual a” (“❂❂”), que no se debe confundir con el operador “❂” que sirve


para asignar a la variable a su izquierda el valor de la expresión a su derecha. Los


operadores de comparación tienen menos precedencia que los de suma o resta; esto


no debe parecer evidente, ya que en C los resultados de operaciones lógicas se tratan


como si fueran valores enteros. Es decir, se puede calcular algo así como “✭✹ ⑤⑤ ✻✮


✰ ✭✼ ⑤⑤ ✽✮”. . . otra cosa es el significado que tenga, pero en principio es legal.


Los resultados de las comparaciones se pueden combinar posteriormente con los


operadores lógicos: “||” (disyunción, OR), “&&” (conjunción, AND), “^” (disyunción ex-
clusiva, XOR). También se pueden “negar ” con el operador unario “✦”. Estos oper-


adores son los últimos en ser evaluados.


Listado 11.4: El programa que calcula la distancia entre dos números reales.


1 #include <stdio.h>


2


3 int main(int argc, char∗∗ argv)


4 {


5 float a, b, c;


6


7 a=1.5;


8 b=3.2;


9


10 if ( a<b ) {


11 c=b−a;


12 } else {


13 c=a−b;


14 }


15


16 printf ( "| %g−%g|= %g\n", a, b, c);


17


18 return 0;


19 }


Ejercicio 11.6. Modificar el listado anterior usando la función “❛t♦❢” para leer los


valores de “❛” y “❜” desde línea de comandos. Eliminar también la alternativa


“❡❧s❡” haciendo primero la operación “❛✲❜”, comprobando el signo de “❝” y, si no


es adecuado, cambiándolo con el operador unario “✲”.
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Un pedazo de código que podría hacer esto se basaría en una serie de “✐❢” enca-


denados:


if ( x == 1 ) {


...


} else if ( x==2 ) {


...


} else if ( x==3 ) {


...


} else {


...


}


Sin embargo, es más elegante sustituir este código por una serie de “casos” en la


siguiente forma equivalente al código anterior:


switch( x ) {


case 1:


...


break;


case 2:


...


break;


case 3:


...


break;


default:
...


}


Este ejemplo, además de para explicar una estructura de control (de flujo) de C,


sirve también para introducir la instrucción “❜r❡❛❦”. Esta instrucción obliga a salir de la


estructura de control de flujo en la que se esté5. En “s✇✐t❝❤✳✳✳❝❛s❡”, sale del ámbito


(las “llaves”) del “s✇✐t❝❤”. Si se utilizara en un bucle “❢♦r”, saldría del bucle “❢♦r”. Si


se utilizara en un bucle “✇❤✐❧❡”, finalizaría en ese punto el bucle, etc.


Fuera de “s✇✐t❝❤✳✳✳❝❛s❡”, el uso de “❜r❡❛❦” se debe evitar porque oscurece la


lógica del programa. Sin embargo, muchas veces es la mejor manera de dar por ter-


minado un bucle desde dentro. . .


El ejemplo de uso de “s✇✐t❝❤✳✳✳❝❛s❡” más tradicional, es el uso en menús in-


teractivos. Los menús interactivos más simples utilizan la función “♣r✐♥t❢” primero


para mostrar distintas opciones de un menú, y después para pedir que se seleccione


una opción. La opción seleccionada se lee en tiempo de ejecución usando la función


“s❝❛♥❢”.


La función “s❝❛♥❢” se parece a “♣r✐♥t❢”: tiene una cadena de formato (qué datos


se van a leer) y un argumento por cada dato que se leerá. La diferencia con “♣r✐♥t❢”


es que, en lugar de indicar la variable “s❡❧”, por ejemplo, se indica su dirección de


memoria “✫s❡❧”. Como veremos más adelantes, esta dirección de memoria se repre-


senta en C por un puntero (algo declarado, por ejemplo, como “✐♥t ✯♣tr”), pero en


“s❝❛♥❢” casi siempre aparece con el operador de dirección “✫” precediendo al nombre


de la variable en la que se guardará el valor.


5Puede estar en todos los bucles, en “s✇✐t❝❤✳✳✳❝❛s❡”, pero no en “✐❢”.
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Como ejemplo, véase el listado 11.6.


Listado 11.6: El programa que ofrece un menú y comenta la opción elegida (una y


otra vez, hasta que se pide salir).


1 #include <stdio.h>


2


3 int main(int argc, char∗∗ argv)


4 {


5 int sel ;


6


7 printf ( "1. Opción A\n");


8 printf ( "2. Opción B\n");


9 printf ( "3. Opción C\n");


10 printf ( "0. Salir \n") ;


11


12 do {


13 printf ( "Opción: ") ;


14 scanf(" %d", &sel);


15


16 switch(sel)


17 {


18 case 0:


19 break;


20 case 1:


21 printf ( "Buena opción la 1\n");


22 break;


23 case 2:


24 printf ( "No me parece tan buena la"


25 " 2\n") ;


26 break;


27 case 3:


28 printf ( "La 3, definitivamente, "


29 " no me gusta\n");


30 break;


31 default:
32 printf ( "Esta opción no se ha"


33 " ofrecido ...\ n"


34 "Pruebe de nuevo\n");


35 }


36


37 } while(sel!=0);


38


39 return 0;


40 }
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11.7. Vectores y matrices


Ya hemos visto un vector en C: los argumentos de línea de comandos, que se


declaran como “❝❤❛r✯ ❛r❣✈❬❪”, esto es, un vector de punteros a caracteres. Los vec-


tores numéricos son mucho más familiares y útiles.


Un vector se declara en un programa indicando entre los corchetes que siguen al


nombre que le damos el número de elementos que contiene dicho vector (la dimen-


sión del espacio al que pertenece, que diríamos en terminología matemática). Así, un


vector de 7 números enteros, se declarará como


int vector [7];


y a su quinto elemento se accederá como en


x=vector [4];


porque en C se empieza a contar por el 0 (el quinto elemento irá precedido de los 0, 1,


2 y 3).


En el listado 11.7 se muestra un ejemplo sencillo de uso de vectores de números


reales.


Listado 11.7: El programa que suma dos vectores de números reales.


1 #include <stdio.h>


2


3


4 int main(int argc, char∗∗ argv)


5 {


6 int i ;


7 float x []={1.0, 2.0, 3.0};


8 float y [3];


9 float z [3];


10


11 y[0]=3.0;


12 y[1]=2.0;


13 y[2]=1.0;


14


15 for( i=0; i<3; i++)


16 {


17 z[ i ]=x[ i ]+y[ i ];


18 }


19


20 printf ( "La suma de vectores da: ");


21


22 printf ( "[ %g", z[0]) ;


23 for( i=1; i<3; i++)


24 printf ( " , %g", z[i ]) ;


25 printf ( " ]\ n") ;


26


27 return 0;


28 }
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Igual que se declaran vectores, se declaran matrices. Por ejemplo, una matriz de


2× 2 números reales (con doble precisión, tipo “❞♦✉❜❧❡”), se declarará como


double matriz [2][2];


y a sus elementos se accederá por fila y columna, como en


int i , j ;


double M_ij;


...


M_ij=matriz[ i ][ j ];


Ejercicio 11.11. Calcular el producto de dos matrices de números reales 3× 3. Una


de ellas codificada en el programa, y la otra pedida por consola, elemento a


elemento, usando “s❝❛♥❢”. Mostrar el resultado debidamente formateado (en una


matriz).


11.8. Punteros


En este capítulo se han utilizado dos operadores que precedían a nombres de vari-


ables y que no han sido debidamente explicados, “✯” y “✫”. Hemos visto al declarar


los argumentos de la función “♠❛✐♥” que “❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈” representa un vector de cade-


nas6, y que también puede expresarse como “❝❤❛r✯ ❛r❣✈❬❪” o7 “❝❤❛r ✯❛r❣✈❬❪”, que


leído “literalmente” representa un vector de punteros a caracteres. Las tres opciones


declaran lo mismo y después de esta sección esperamos que se entienda el porqué.


También se ha utilizado el operador de dirección “✫” precediendo al nombre de una


variable, de modo que “✫✈❛r” indica la dirección de memoria que ocupa la variable


“✈❛r”, es decir, donde está. En esta sección vamos a ver que estos dos operadores


están relacionados con una de las herramientas más interesantes del lenguaje C, los


punteros.


Para el propósito de este curso y el nivel de programación que se espera con-


seguir, el uso de punteros no es en absoluto necesario. En muchos casos pueden ser


sustituidos por otros elementos del lenguaje C como los vectores o matrices. En otros


casos basta con cambiar el modo de almacenamiento de la variable en cuestión. Sin


embargo, su uso permite explotar aún más a potencialidad del C y conseguir diseños


de programa mucho más elegantes.


En C la dirección de memoria de una variable es, en sí, un tipo de dato. Un puntero


es una variable del lenguaje C que puede contener una de esas direcciones de memo-


ria. Por esta razón se denominan punteros, porque “apuntan” o “referencian” a otras


variables. Los punteros se declaran de acuerdo con el tipo de dato al que apuntan, de


modo general tenemos que su declaración es “t✐♣♦ ✯♣tr”, donde “t✐♣♦” es el tipo de


la variable cuya dirección se guardará en “♣tr”. Por ejemplo, si declaramos el puntero


“✐♥t ✯q”, esto quiere decir que el puntero “q” apunta a una dirección de memoria en la


que se guarda una variable entera. El valor de la variable se obriene como “✯q”. Dos


formas alternativas de leer la declaración anterior son: 1) lo que hay en “q” (esto es


“✯q”) es una variable de tipo “✐♥t”; 2) “q” es el puntero a un valor “✐♥t”.


6Recordamos que una cadena (del inglés string) es un vector de caracteres y que se define como


“❝❤❛r✯ ❝❛❞❡♥❛”.
7Recuérdese que en C los espacios entre operadores y operandos pueden ser ignorados.
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Los operadores de indirección “✯” y de dirección “✫” son operadores inversos. Esto


quiere decir que si tenemos una variable “✈❛r”, se cumple que “✯✭✫✈❛r✮❂❂✈❛r”, que es


como decir que lo que hay en la dirección de memoria ocupada por “✈❛r” es el valor


de la propia “✈❛r”. Por otro lado, si tenemos un puntero “q”, se cumple que “✫✭✯q✮❂q”,


que viene a decir que la posición en memoria de la variable a la que apunta el puntero


“q” es la propia posición indicada por “q”. En el ejemplo del listado 11.8 se muestra


cómo se puede utilizar un puntero para modificar el valor de una variable a través de


su dirección de memoria.


Listado 11.8: Uso de un puntero para cambiar el valor de una variable a través de su


dirección de memoria.


1 #include <stdio.h>


2


3 int main(int argc, char∗∗ argv)


4 {


5 double a=43.4;


6 double ∗q;


7


8 /∗asignamos al puntero q la dirección de memoria de la variable a∗/
9 q=&a;


10


11 /∗resultado el valor de a∗/
12 printf ( "El puntero q apunta al valor %lg\n", ∗q);


13


14 /∗modificamos el valor de la variable a la que apunta el puntero q∗/
15 ∗q=0.3;


16


17 /∗resultado en nuevo valor∗/
18 printf ( "El puntero q apunta al valor %lg\n", ∗q);


19


20 /∗como la variable "a" está en la misma dirección de memoria∗/
21 printf ( "El nuevo valor de a es %lg\n", a);


22


23 return 0;


24 }


Punteros y vectores


Supongamos que un puntero “q” apunta a un entero; por tanto ha sido declarado


como “✐♥t ✯q”. El valor “q✰✶✵” mueve la dirección de la memoria cuatro elementos


hacia la derecha, es decir, si un entero ocupa 4 bytes, el nuevo puntero “q✰✶✵” apunta


a una posición de la memoria 40 bytes más allá del punto inicialmente apuntado por


“q”. Es importante darse cuenta de que los valores de las variables a las que apuntan


los punteros se pueden expresar como vectores, así podemos escribir indistintamente


“✯✭q✰✶✵✮” o “q❬✶✵❪”.


Esta característica hace que los punteros estén muy relacionados con los vectores


y las matrices, ya que en estos últimos, los valores se almacenan consecutivamente
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en memoria, de modo que, sabiendo la posición en la memoria que ocupa la primera


entrada, podemos desplazarnos a lo largo de toda la matriz o el vector. De hecho, si


declaramos un vector como “✐♥t ✈❬✺❪”, tenemos que, en realidad, “✈” es un puntero


que apunta a “✈❬✵❪”, es decir, “✈❂❂✫✈❬✵❪” y “✯✈❂❂✈❬✵❪”. Por lo tanto, “✈✰✶” contendrá la


dirección de memoria en la que está almacenado “✈❬✶❪” y apuntará a él: “✈✰✶❂✫✈❬✶❪”


y “✯✭✈✰✶✮❂✈❬✶❪”, y así sucesivamente: “✈✰♥❂✫✈❬♥❪” y “✯✭✈✰♥✮❂✈❬♥❪”. Nótese que la


segunda expresión se obtiene de aplicar el operador “✯” en ambos lados de la primera


expresión:


*(v+n) ↔ *(&v[n])↔ v[n]


Queda ya claro que podemos trabajar con vectores o punteros indistintamente. En


el siguiente listado se muestra este hecho asignando valores a los elementos de un


vector, previamente declarado, mediante un puntero.


Listado 11.9: Uso de punteros para asignar valores a los elementos de un vector.


1 #include <stdio.h>


2


3


4 int main(int argc, char∗∗ argv)


5 {


6 int v [6];


7 int ∗q;


8


9 /∗ asignamos al puntero q la dirección de memoria
10 del primer elemento del vector ∗/
11 q=v;


12


13 /∗ también podríamos haber hecho q=&v[0] ∗/
14


15 ∗v=0; /∗ v[0]=0 ∗/
16 v[1]=1; /∗ v[1]=1 ∗/
17 q[2]=2; /∗ v[2]=2 ∗/
18 ∗(q+3)=3; /∗ v[3]=3 ∗/
19 ∗(v+4)=4; /∗ v[4]=4 ∗/
20 ∗(&v[5])=5; /∗ v[5]=5 ∗/
21


22 printf ( "El vector es { %d, %d, %d, %d, %d, %d}\n",


23 v [0], v [1], v [2], v [3], v [4], v [5]) ;


24


25 return 0;


26 }


Punteros y matrices


Una matriz no es más que un vector de vectores. Por lo tanto, si un vector es un


puntero, una matriz será un puntero a puntero. Vamos a ver qué significa esto.
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Una matriz declarada como “✐♥t ▼❬✐❪❬❥❪” se almacena en memoria por filas con-


secutivas: ▼❬✵❪❬✵❪✱ ▼❬✵❪❬✶❪✱ ▼❬✵❪❬✷❪✱ ✳✳✳✱ ▼❬✵❪❬❥✲✶❪✱ ▼❬✶❪❬✵❪✱ ▼❬✶❪❬✶❪✱ ✳✳✳✱


▼❬✐✲✶✱❥✲✶❪. En el caso de las matrices, el nombre de la matriz “▼” es un puntero a la


dirección de memoria de la primera entrada de la matriz, esto quiere decir que su valor


es la dirección de memoria en la que está almacenada la dirección de memoria de la


primera entrada de la matriz, por eso se dice que es un puntero a puntero:


*M=&M[0][0] **M=M[0][0].


En realidad, “▼” es un puntero al primer elemento de un vector de punteros llamado


“▼❬❪”, cuyos elementos (que son punteros) contienen las direcciones de memoria del


primer elemento de cada fila de la matriz. Esto quiere decir que


M==&M[0] M[0]==&M[0][0],


o lo que es lo mismo (aplicando el operador “✯” en ambos lados de las igualdades)


*M==M[0] *M[0]==M[0][0],


que dicho verbalmente significa que lo que hay en la dirección “▼” es “▼❬✵❪”, que apunta


a la primera fila de la matriz, y que es, a su vez, la dirección de memoria en la que se


encuentra almacenado el elemento de su primera columna.


Por consiguiente, al igual que ocurría con los vectores, podremos desplazarnos a


lo largo de matriz incrementando adecuadamente el valor de “▼”.


Por ejemplo, si incrementamos el puntero “▼” en un una unidad, “▼✰✶”, nos iremos a


la dirección de memoria en la que está contenido el segundo elemento del vector “▼❬❪”,


“▼❬✶❪”, el cual contiene a su vez la dirección de memoria en la que está almacenado


el primer elemento de la segunda fila de la matriz. En general podemos escribir:


M+n==&M[n] M[n]==&M[n][0],


o


*(M+n)=M[n]=&M[n][0],


o


**(M+n)=*M[n]=M[n][0].


Por lo tanto, al elemento “▼❬✐❪❬❥❪” de la matriz podremos acceder de muchas


formas, aquí tenemos algunos ejemplos:


M[i][j] = *(*(M+i)+j)


M[i][j] = *(M+i)[j]


M[i][j] = *(M[i]+j)


Es interesante darse cuenta de que, si aplicamos la regla general “✯✭q✰✐✮❂q❬✐❪” en


la primera de las expresiones anteriores, obtenemos las dos siguientes. En el listado


siguiente se muestran diferentes modos de asignar valores a los elementos de una


matriz.
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Listado 11.10: Uso de la definición de puntero para asignar valores a los elementos


de una matriz.


1 #include <stdio.h>


2


3


4 int main(int argc, char∗∗ argv)


5 {


6 int i , j ,∗q;


7 int M[3][3];


8


9


10 /∗ diferentes formas de definir los elementos de
11 la matriz M mediante punteros y vectores ∗/
12


13 q=&M[1][0];


14


15 ∗∗M=1; /∗ M[0][0]=1 ∗/
16 ∗(∗M+1)=2; /∗ M[0][1]=2 ∗/
17 (∗M)[2]=3; /∗ M[0][2]=3 ∗/
18 ∗∗(M+1)=4; /∗ M[1][0]=4 ∗/
19 ∗(M[1]+1)=5; /∗ M[1][1]=5 ∗/
20 ∗(∗(M+1)+2)=6; /∗ M[1][2]=6 ∗/
21 ∗(M+2)[0]=7; /∗ M[2][0]=7 ∗/
22 ∗(q+4)=8; /∗ M[2][1]=8 ∗/
23 q[5]=9; /∗ M[2][2]=9 ∗/
24


25


26 for( i=0; i<3; i++)


27 {


28 for( j=0; j<3; j++)


29 {


30 printf ( " %d", M[i][ j ]) ;


31 }


32 printf ( " \n") ;


33 }


34


35 return 0;


36 }


Todo lo que acabamos de ver también se aplica, obviamente, a las cadenas de car-


acteres o strings. Una cadena de caracteres es un vector de tipo “❝❤❛r”. Consideremos


por ejemplo la siguiente declaración:


char cadena[]="hola mundo";


Según lo que acabamos de ver, “❝❛❞❡♥❛” es un puntero al primer elemento de la


cadena, de modo que por ejemplo ✯✭❝❛❞❡♥❛✰✸✮❂❂✬❛✬. Para imprimir en pantalla la


cadena sólo tendremos que escribir
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printf ("El contenido de la cadena es: %s\n", cadena);


Ahora podemos definir un puntero a caracter “❝❤❛r ✯❛” y realizar la asignación


“❛❂❝❛❞❡♥❛” u otra asignación como por ejemplo


a="adiós mundo";


También se puede declarar una cadena utilizando el tipo de variable “❝❤❛r✯” del


siguiente modo:


char* cadena="hola mundo";


Ahora podemos entender el significado del segundo argumento de la función main,


declarado como “❝❤❛r ✯✯❛r❣✈”. En este caso “❛r❣✈” es un puntero a puntero de car-


acteres, lo que nos permite definir una matriz de caracteres, o lo que es lo mismo, un


vector de vectores de caracteres (esto es, un vector de cadenas). Por eso podemos


utilizar la sintaxis equivalente “❝❤❛r ✯❛r❣✈❬❪”, que significa vector de punteros a car-


acter. En este caso “❛r❣✈❬♥❪” contendrá la dirección de memoria del primer caracter


del argumento “♥” pasado por línea de comandos (le apuntará). Otra forma de verlo es


escribir “❝❤❛r✯ ❛r❣✈❬❪”. Como el tipo de variable “❝❤❛r✯” se refiere a una cadena, de


este modo también estamos declarando un vector de cadenas.


11.9. Lectura y escritura de datos


En lo anterior toda la entrada de datos al programa venía dada, o bien, desde el


sistema operativo (encargado de cargar los contenidos de la variable “✯❛r❣✈❬❪” de la


función “♠❛✐♥”), o bien, leyéndolos interactivamente con la función “s❝❛♥❢”. Por otro


lado, toda la salida de datos se ha realizado con “♣r✐♥t❢”, que construía cadenas y


las mostraba en el terminal.


Aunque no lo sepamos, hemos estado haciendo lectura y escritura de “corrientes


de datos”, que procederan de los archivos de datos (pero también podrán proceder de


los “sockets” que conectan un programa a un dispositivo de adquisición de laboratorio,


u otro programa a un servicio en otro ordenador o “sitio” de Internet).


Antes de abrir el primer archivo de datos, una prueba.


Ejercicio. La instrucción “❡❝❤♦” (en Unix) hace una cosa muy simple: escribe en el


terminal todos los argumentos que se le pasan por línea de comandos (¿sería


capaz de escribir un programa semejante con lo que sabe de C? si está usando


Windows, debería hacerlo). Lo que escribe en el terminal, se puede dirigir a otro


programa, usando el indicador “⑤” (“tubería”), como si éste lo estuviera leyendo


desde la consola. Pruebe lo siguiente con el programa resultante de compilar


11.6, al que llamaremos “s❝❛♥♠❡♥✉”:


echo 0 | ./ scanmenu


Explique qué ha sucedido.
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Un archivo en C se abre con la función “❢♦♣❡♥” y retorna un puntero a un dato de


tipo “❋■▲❊” (véase la documentación sobre esta función). Este dato contiene mucha


información sobre el archivo: su nombre, su estado y posición de lectura/escritura, etc.


Es algo habitual que, cuando lo que se necesita conocer es un conjunto de informa-


ciones a las que el programador no va a acceder directamente, lo que se devuelva es


un puntero con la dirección de memoria en la que empieza toda esa información (la


información en sí puede variar, por ejemplo, de un sistema operativo a otro, o incluso


entre compiladores, en el caso de Windows).


Como ya se ha dicho, la lectura o escritura de datos que se ha hecho hasta ahora


era un caso particular de lectura y escritura de corrientes como la que describen los


“❋■▲❊”. En particular, se ha estado leyendo de “st❞✐♥” y escribiendo en “st❞♦✉t”, que


figuran declarados en “st❞✐♦✳❤” como


extern FILE∗ stdin;


extern FILE∗ stdout;


En “♣r✐♥t❢” se sobreentiende que el destino es stdout. Para hacerlo explícito, o


para escribir en un archivo abierto con “❢♦♣❡♥”, utilizaríamos la función “❢♣r✐♥t❢”.


Igualmente, para leer explícitamente de la entrada estándar “st❞✐♥”, utilizaríamos la


función “❢s❝❛♥❢”. Por si no es evidente, la “❢” inicial en estas funciones se refiere a


“❋■▲❊”. Como ejemplo:


float x;


...


fscanf(stdin , " %f", &x);


fprintf (stdout, " %g", &x);


Un ejemplo con más contenido, se muestra en el siguiente listado 11.11. Este pro-


grama lee desde consola un número arbitrario de pares de números (X, Y ), y los


guarda en un archivo que se podrá abrir y representar con “Gnuplot”.


Listado 11.11: El programa que guarda pares de coordenadas en un archivo de texto


(que puede interpretar “Gnuplot”).


1 #include <stdio.h>


2


3


4 int main(int argc, char∗∗ argv)


5 {


6 int npts, n;


7 double x, y;


8 FILE ∗fout;


9


10 fout=fopen("datos.dat", "w");


11


12 printf ( "Número de puntos: ");


13 scanf(" %d", &npts);


14


15 for(n=0; n<npts; n++) {


16 printf ( "X_ %d= ", n);


17 scanf(" %lf", &x);
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18 printf ( "Y_ %d= ", n);


19 scanf(" %lf", &y);


20


21 fprintf ( fout , " %g\t %g\n", x,y);


22 }


23


24 fclose( fout ) ;


25


26 return 0;


27 }


Ejercicio 11.12. Escriba un programa que lea desde un archivo de texto N pares


de coordenadas (X, Y ) y calcule la recta de regresión correspondiente, Y =
myX + y0, así como el coeficiente de correlación, r, de dicha recta. Para ello,


empléense las fórmulas:


my =
N


∑


xnyn − (
∑


xn) (
∑


yn)


N
∑


x2
n
− (


∑


xn)
2


mx =
N


∑


xnyn − (
∑


xn) (
∑


yn)


N
∑


y2
n
− (


∑


yn)
2


y0 =
1


N


(


∑


yn −my


∑


xn


)


r2 = mxmy


11.10. Definición de funciones: paso de argumentos


por valor y por referencia


En muchas ocasiones, deberemos calcular una función que no es posible expre-


sar en forma de una expresión matemática cerrada. En ese caso nuestros cálculos


involucrarán bucles que, como en el ejercicio anterior de regresión, proporcionarán


finalmente uno o más valores.


Para calcular estas funciones, arbitrariamente complicadas, tendremos que declarar-


las y definirlas. Como se explicó en el primer tema, en C, cuando se llega a un punto


en que se emplea una función, el compilador tiene que saber de qué forma es dicha


función: debe haber sido declarada. Una función está declarada si se indica su tipo


(el del valor que retorna) y los tipos de sus argumentos. Si a continuación de esto


vienen unas llaves con la definición de la función (las instrucciones que debe seguir


el ordenador para acabar dando el resultado), bien. Si no, también. En el proceso de


enlazado, será cuando se busque la función por su nombre; como ya se explicó el


“linker” no funciona dentro de la cadena continua de procesado en que se hallan el


preprocesador y el compilador de C.


En el listado 11.12 se muestra un ejemplo de declaraciones de funciones que son


llamadas desde funciones.


Una de ellas es “sqr” que se declara como “st❛t✐❝ ✐♥❧✐♥❡”. De los dos modifi-


cadores, sólo explicaremos el segundo; una función es ✐♥❧✐♥❡ cuando es tan pequeña
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que el compilador la puede “sustituir” a la hora de generar el objeto. Esto hace que se


salte el paso de llamar a la función, realizando sólo las operaciones que contiene és-


ta, ahorrando así tiempo de ejecución. Esta es una optimización del código máquina


sobre la que podemos decidir.


La otra función hace un cálculo matemático sencillo: calcula el valor de una fun-


ción llamada lorenciana dados sus parámetros (x0, y0, w) y su argumento (x). Con la


instrucción “r❡t✉r♥ ②” se indica cuál es el valor que devuelve la función a partir de sus


argumentos.8


La función “♠❛✐♥” se encarga de abrir un archivo para escritura, pedir un intervalo


de valores y los parámetros, y guardar los valores de la función en un archivo que


puede representar “Gnuplot”.


Listado 11.12: El programa calcula la función lorenciana en un intervalo y guarda los


puntos en un archivo para representarlos con “Gnuplot”.


1 #include <stdio.h>


2


3 static inline


4 double sqr(double x)


5 {


6 return x∗x;


7 }


8


9 double lorenciana(double x, double x0,


10 double y0, double w)


11 {


12 double y, den;


13


14 den=1+sqr(x−x0)/(w∗w);


15


16 y=y0/den;


17


18 return y;


19 }


20


21


22 int main(int argc, char∗∗ argv)


23 {


24 double x, y, xa, xb, dx;


25 double x0, y0, w;


26 int npts;


27 FILE ∗fout;


28


8La función “♠❛✐♥” retorna también un valor. Este valor indica al sistema operativo cuál es el error


que ha causado la finalización del programa. Retornar un valor de 0, equivale a decir que no ha habido


ningún error. Cualquier otro valor indica un error; cuál depende del gusto del programador, no hay ningún


estándar. Por lo general, el intérprete de comandos del sistema operativo (“❜❛s❤” en Linux, “❝♠❞✳❡①❡”


en Windows) no indicará nada acerca de este valor retornado por “♠❛✐♥”, pero otro programa sí podría


hacerlo.
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29 fout=fopen("funcion.dat", "w");


30


31 printf ( " Intervalo [a, b ]: " ) ;


32 printf ( " a = ") ;


33 scanf(" %lf", &xa);


34 printf ( " b = ") ;


35 scanf(" %lf", &xb);


36 printf ( "Número de puntos en el intervalo: " ) ;


37 printf ( " N = ") ;


38 scanf(" %d", &npts);


39


40 printf ( "Parámetros de la lorenziana:"


41 " Y(X) = Y0/(1+(X−X0)^2/W^2)\n");


42 printf ( " Y0 = ") ;


43 scanf(" %lf", &y0);


44 printf ( " X0 = ") ;


45 scanf(" %lf", &x0);


46 printf ( " W = ") ;


47 scanf(" %lf", &w);


48


49 dx=(xb−xa)/npts;


50


51 for(x=xa; x<=xb; x+=dx)


52 {


53 y=lorenciana(x, x0, y0, w);


54


55 fprintf ( fout , " %g\t %g\n", x, y);


56 }


57


58 fclose( fout ) ;


59


60 return 0;


61 }


Las funciones habituales en matemáticas (y en C) devuelven un único valor en


respuesta a una serie de argumentos (y parámetros). Sin embargo, en C es posible


que uno de estos argumentos sea una dirección de memoria, de una variable, en la


que queremos que se “deposite” una información. Este es un truco muy usado en C


para devolver muchos valores desde una única función.


Se dice que los argumentos de la función que son direcciones de memoria de


variables son pasados por referencia (el puntero “apunta” o “referencia” a las variables)


y que las otras, las que hemos usado hasta ahora, se pasan por valor. Ya hemos visto


un ejemplo de variables pasadas por referencia en el caso de las funciones “s❝❛♥❢” y


“❢s❝❛♥❢”: los argumentos “✫✈❛r✐❛❜❧❡” son pasos por referencia.


Dentro de la función, a los valores de estas variables pasadas por referencia se


accede precediendo el nombre de la variable por un “✯”. Es fácil entender esto: hemos


visto que los punteros (las referencias) se declaraban como “✐♥t ✯♣tr”. Esto quiere


decir que “✯♣tr” es una variable de tipo “✐♥t”, cuando “♣tr” es el puntero a un valor
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“✐♥t”.


En el listado 11.13 mostramos un ejemplo de cómo podemos pasar variables, vec-


tores y matrices, por referencia a una función. El programa calcula el producto de una


matriz y un vector definidos en la función “♠❛✐♥”. Para ello los pasamos por referencia


a la función “♣r♦❞✉❝t♦”, que además calcula el módulo del vector resultante. Como


todas estas variables son pasadas por referencia, la función “♣r♦❞✉❝t♦” no necesi-


ta devolver ningún valor (por eso se utiliza el tipo “✈♦✐❞” y por eso al “r❡t✉r♥” de la


función no se le asigna ningún valor). Obsérvese que el paso por referencia de las


matrices exige la declaración de la dimensión de los vectores que las componen. Esto


es lógico pues el puntero “▼❬✐❪” apunta al primer elemento de la fila “✐”, pero no “sabe”


cuántos elementos hay en ella. Comprobar que la función “producto” podría haber sido


declarada también del siguiente modo sin que el resto del programa mude:


void producto (double (*M)[3], double *V, double *MxV, double *modulo)


En este caso “✭✯▼✮❬✸❪” representa un puntero a un vector de tamaño 3, esto es, un


puntero a puntero, y no debe ser confundido con “✯▼❬✸❪”, que es un vector de punteros


de tamaño 3. El operador subíndice o componente de un vector “❬❪” es el operador


con mayor precedencia; se podría decir que se añade al nombre de la variable y se


tratan variable y operador como un todo.


Listado 11.13: Programa que calcula el producto de una matriz por un vector definidos


pasándolos por referencia a una función que realiza todas las operaciones.


1 #include <stdio.h>


2


3


4 void producto(double M[][3], double V[], double MxV[], double ∗modulo)


5 {


6 int i , j ;


7


8 /∗ calculamos el producto de la matriz y el vector ∗/
9 for ( i=0; i<2; i++)


10 {


11 MxV[i]=0;


12 for ( j=0; j<3; j++)


13 MxV[i]+=M[i][ j ]∗V[j ];


14 }


15


16 /∗ calculamos el módulo del vector resultante ∗/
17 for ( i=0; i<2; i++)


18 ∗modulo+=MxV[i]∗MxV[i];


19


20 ∗modulo=sqrt(∗modulo);


21


22 return;


23 }


24


25
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26 int main(int argc, char∗∗ argv)


27 {


28 double M [2][3]={{1.,1.,1.},{1.,1.,1.}};


29 double V [3]={1.,2.,3.};


30 double MxV[2], modulo;


31


32 producto(M,V,MxV,&modulo);


33


34 printf ( "El producto de la matriz M por el vector V"


35 " es ( %g, %g)\n",


36 MxV[0], MxV[1] );


37 printf ( "El modulo del vector es %f\n", modulo);


38


39 return 0;


40 }


Ejercicio 11.13. Modificar el programa del listado 11.13 para que la matriz sea pasa-


da por referencia en forma de puntero simple, es decir, que la función “producto”


esté declarada del siguiente modo:


void producto (double ∗p, double ∗V, double ∗MxV, double ∗modulo)


Ejercicio 11.14. Modificar el programa de cálculo de la recta de regresión definiendo


(antes que “♠❛✐♥”) la función


double regresionLineal(int npts,


double x[], double y[],


double ∗_m, double ∗_y0)


{


...


∗_m=m_y;


∗_y0=y0;


return r2;


}


a la que se pasan dos vectores “①❬❪” e “②❬❪” con las coordenadas de los “♥♣ts”


puntos y las variables “✯❴♠” y “✯❴②✵” por referencia. La función calculará como


lo hacía el programa anterior los valores de la pendiente my, la ordenada en el


origen y0 y el cuadrado del coeficiente de regresión r2, y los retornará como se


indica en el “esqueleto” anterior.


Vamos a concluir esta sección viendo que también podemos aplicar las ventajas de


los punteros a las funciones. Al igual que ocurría con los vectores y las matrices, los


nombres de las funciones son también punteros. Esto nos permite pasar por referencia


funciones a otras funciones, es decir, pasar como argumento a una función el nombre


de otra función. Para ello se utilizan declaraciones como:


int (*func)(double a, int b, . . . )
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que representa un puntero (“❢✉♥❝”) a una función que devuelve un entero y tiene como


argumentos “❛”, “❜”, . . . Esta declaración no debe ser confundida con


int *func(double, int, . . . )


que declara una función “❢✉♥❝” que devuelve un puntero a entero y tiene como argu-


mentos “❛”, ”❜”, . . .


En el listado 11.14 se muestra un programa que toma dos números reales in-


troducidos por línea de comandos y realiza entre ellos la operación (“multiplicar” o


“dividir”) indicada en el tercer argumento introducido por línea de comandos. Como


se puede comprobar, para comparar dos cadenas “s✶” y “s✷” se utiliza la función


“str❝♠♣✭s✶✱s✷✮”, declarada en la librería “str✐♥❣✳❤”, que devuelve un entero: ✵ si las


dos cadenas son iguales y ✶ si no lo son (por eso es necesario introducir el operador


“✦”). La operación deseada es pasada por referencia desde “♠❛✐♥” a la función “♦♣❡r”.


Listado 11.14: Programa que toma dos números por línea de comandos y ejecuta la


operación indicada por el usuario (“multiplicar” o “dividir”).


1 #include <stdio.h>


2 #include <stdlib.h>


3 #include <string.h>


4


5


6 double division(double a, double b)


7 {


8 return (a/b);


9 }


10


11 double multiplicacion(double a, double b)


12 {


13 return (a∗b);


14 }


15


16 double oper(double a, double b, double (∗operacion) (double, double))


17 {


18 return operacion(a,b);


19 }


20


21


22 int main(int argc, char∗∗ argv)


23 {


24 double a,b;


25 char ∗c;


26


27


28 a=atof(argv[1]) ;


29 b=atof(argv[2]) ;


30 c=argv[3];


31







11.11. UTILIDAD: GUARDAR DATOS COMO UNA IMAGEN 11-25


32


33 if (! strcmp(c," multiplicar ") )


34 printf ( "el resultado de %s %g por %g es %g",


35 c, a, b, oper(a,b,&multiplicacion ) ) ;


36 else
37 if (! strcmp(c," dividir " ) )


38 printf ( "el resultado de %s %g por %g es %g",


39 c, a, b, oper(a,b,&division) ) ;


40 else
41 printf ( "La operación no ha sido debidamente introducida");


42


43 return 0;


44 }


Ejercicio 11.15. Modificar el programa del listado 11.14 para que haga lo mismo,


pero declarando la función “♦♣❡r” dentro de “♠❛✐♥” como


double (*oper)(double, double);


para luego asignarle la función correspondiente a la operación introducida por


línea de comandos:


oper=multiplicacion;


si el usuario tecleó la palabra “multiplicar”.


11.11. Utilidad: guardar datos como una imagen


Alguna vez querremos prescindir del “Gnuplot” para representar datos. Este pro-


grama es muy bueno, y puede hacer representaciones gráficas de toda clase, pero


nosotros también podemos.


Ahora que hemos revisado las operaciones básicas en lenguaje C, vamos a sinte-


tizar todo lo visto escribiendo un programa que guarda en un fichero una imagen en


blanco y negro. El brillo de la imagen vendrá dado por una expresión matemática y


puede ser un medio de representar funciones en forma de imágenes.


Una imagen digital es un conjunto de elementos de matriz llamados “píxeles” (pic-
ture elements, elementos de la imagen). En C una imagen es una matriz bidimension-


al. Si la imagen es en blanco y negro (en grises, para ser más exactos), los elementos


de esa matriz bidimensional serán números que indican lo cerca que el píxel se en-


cuentra del blanco o lo lejos que se encuentra del negro; es decir, guardarán números


proporcionales al brillo de la imagen en ese píxel. En una imagen en color, cada píxel


contendrá la información de brillo de cada uno de los colores (de luz) primarios: ro-


jo, verde y azul. En esta sección sólo trataremos de imágenes en escala de grises,


aunque es muy fácil pasar a imágenes RGB (de Red, Green, Blue, nombres de los


colores primarios en Inglés).
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Para que un programa de procesamiento de imágenes como el “Gimp”9 sepa có-


mo leer una imagen, es necesario proporcionarle tres datos: el número de filas y de


columnas de la matriz, y cuánto vale el nivel de gris en un píxel totalmente blanco (los


píxeles negros se asume siempre que tienen valor de brillo cero, por razones obvias).


El formato de imagen que vamos a usar, el PGM (Portable Gray Map, mapa de


grises portable), proporciona, precisamente esos tres datos: el ancho y alto de la ima-


gen, y el valor del blanco en ella; a continuación, sigue toda la ristra de valores enteros


que indican los niveles de gris de los píxeles, en el orden de lectura habitual de los


elementos de una matriz (de arriba a abajo, de izquierda a derecha, o lo que es lo


mismo, en orden creciente de filas, recorriendo todas las columnas en cada fila).


Todos los archivos que contienen imágenes comienzan con unos cuantos “bytes
mágicos”, valores que indican el formato en que se ha guardado la imagen en el archi-


vo. En el caso del PGM, este “magic” es una línea de texto que dice “P2” (el formato


2 de la familia PNM; véanse las páginas de manual, “♠❛♥ ♣❣♠” y “♠❛♥ ♣♥♠” para más


detalles). Así, un ejemplo de archivo de imagen PGM es el icono , que se


muestra a continuación:


P✷


✷✹ ✼


✶✺


✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵


✵ ✸ ✸ ✸ ✸ ✵ ✵ ✼ ✼ ✼ ✼ ✵ ✵ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✵ ✵ ✶✺ ✶✺ ✶✺ ✶✺ ✵


✵ ✸ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✼ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✺ ✵ ✵ ✶✺ ✵


✵ ✸ ✸ ✸ ✵ ✵ ✵ ✼ ✼ ✼ ✵ ✵ ✵ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✵ ✵ ✵ ✶✺ ✶✺ ✶✺ ✶✺ ✵


✵ ✸ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✼ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✶ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✺ ✵ ✵ ✵ ✵


✵ ✸ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✼ ✼ ✼ ✼ ✵ ✵ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✵ ✵ ✶✺ ✵ ✵ ✵ ✵


✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵


Los valores 24 y 7 son las columnas y filas de la imagen, respectivamente; en la


imagen, el negro vale 0, y el blanco vale 15.


El siguiente ejemplo (listado 11.15) genera una imagen de 512 × 512 píxeles que


representa el cuadrado [−1;+1]× [−1;+1]. Su brillo viene dado por la función


f(x, y) =
1


1 + 2x2 + 3y2


donde x e y varían en dicho cuadrado [−1;+1]× [−1;+1].
Como novedades de este programa 11.15, destacamos:


1. El tamaño de la imagen se ha definido usando una directiva del preprocesador,


“★❞❡❢✐♥❡” que lo que hace es que, cuando se ejecuta el preprocesador, las


palabras “❆▲❚❯❘❆” y “❆◆❈❍❯❘❆” sean sustituidas por el número ✺✶✷. “❆▲❚❯❘❆” y


“❆◆❈❍❯❘❆” no son variables del programa; no se pueden asignar, simplemente


porque cuando llegan al compilador ya no son literales, sino el número ✺✶✷, co-


mo se han “★❞❡❢✐♥ido”.


9Hablaremos del “Gimp” (el GNU Image Manipulation Program, o programa de manipulación de


imágenes de GNU) porque es el programa estándar de retoque fotográfico en Linux y porque también


está disponible en Windows. Otros programas válidos para nuestro propósito (es decir, capaces de


abrir imágenes en formato PGM) son “ImageMagick” (en Linux), “PaintShop Pro” (distribuido como


“shareware”) y el “Adobe PhotoShop” (comercial). Este formato no está soportado por los programas


del Office de Microsoft.
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2. El tipo de la función “❣✉❛r❞❛P●▼❞”, es “✈♦✐❞”. Este tipo denota la falta de tipo


y valor de retorno: basta ver que al “r❡t✉r♥” de la función no le sigue ninguna


expresión. Usaremos el tipo “✈♦✐❞” en C cuando algo no tenga tipo. Una vari-


able nunca será “✈♦✐❞”, porque no tiene sentido guardar algo que es nada (o


está indefinido lo que es). Sin embargo sí será habitual tener punteros a “✈♦✐❞”,


declarados como “✈♦✐❞ ✯♣tr”: apuntan a una dirección de memoria, en la que


no se sabe qué es lo que hay.


3. La matriz de píxels en la función “♠❛✐♥”, llega a la función “❣✉❛r❞❛P●▼❞” como un


vector. Esto se debe a que los elementos de una matriz se guardan en memo-


ria uno tras otro, precisamente en el orden en que los leeríamos (y en el que


los va a guardar “❣✉❛r❞❛P●▼❞”). Al llamar a la función, esta conversión de una


matriz “❞♦✉❜❧❡ ❢❬❆▲❚❯❘❆❪❬❆◆❈❍❯❘❆❪” a un vector “❞♦✉❜❧❡ ♣✐①❡❧s❬❪” o, equiva-


lentemente, “❞♦✉❜❧❡ ✯♣✐①❡❧s”, se indica con un retipado (un “cast”, en Inglés):


“✭❞♦✉❜❧❡✯✮❢”. Esta expresión, un tipo de dato entre paréntesis precediendo a


una variable, quiere decir: sea del tipo que sea la variable, trátala como si fuera


de este tipo. Siempre que sea posible, el compilador C tomará las medidas opor-


tunas y la tratará así. Otro ejemplo en este programa son las conversiones de las


variables enteras “✐” y “❥” a tipo “❞♦✉❜❧❡” antes de ser divididas por la “❆▲❚❯❘❆” y


la “❆◆❈❍❯❘❆”, respectivamente (¿qué pasaría si no se hiciese este retipado?).


Listado 11.15: El programa que guarda una imagen en escala de grises (formato


PGM) calculada a partir de una expresión matemática.


1 #include <stdio.h>


2


3 #define ANCHURA 512


4 #define ALTURA 512


5


6 void guardaPGMd(char∗ nombre,


7 int anchura, int altura ,


8 double ∗pixels,


9 double pixel_min, double pixel_max)


10 {


11 int i , j , ij , p;


12 FILE∗ imagen;


13


14 imagen=fopen(nombre, "wb");


15 fprintf (imagen, "P2");


16 fprintf (imagen, "#guardaPGMd %s\n", nombre);


17 fprintf (imagen, " %d %d\n", anchura, altura);


18 fprintf (imagen, "255\n");


19


20 ij =0;


21 for( i=0; i<altura ; i++)


22 {


23 for( j=0; j<anchura; j++)


24 {


25 p=(int)(255∗(pixels [ ij ]−pixel_min))
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26 /( pixel_max−pixel_min);


27 if ( p<0 ) p=0;


28 if ( p>255) p=255;


29


30 fprintf (imagen, " %d", p);


31


32 ij ++;


33 }


34 fprintf (imagen, "\n") ;


35 }


36


37 fclose(imagen);


38


39 return;


40 }


41


42 int main(int argc, char ∗∗argv)


43 {


44 int i , j ;


45 double x, y, z;


46 double f[ALTURA][ANCHURA];


47


48 for( i=0; i<ALTURA; i++)


49 {


50 for( j=0; j<ANCHURA; j++)


51 {


52 x=2∗(double)j/(ANCHURA−1)−1.0;


53 y=2∗(double)i/(ALTURA−1)−1.0;


54 z=1.0/(1+(2∗x∗x+3∗y∗y));


55


56 f [ i ][ j ]=z;


57 }


58 }


59


60 guardaPGMd("prueba.pgm",


61 ANCHURA, ALTURA, (double∗)f, 0, 1.0);


62


63 return 0;


64 }


11.12. Estructuras de datos y definición de tipos


Una estructura de datos es un conjunto de datos que el programa debe tratar


siempre juntos y que, por ello, es conveniente agrupar o encapsular en una única
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Figura 11.3: Imagen de ejemplo generada por el programa del listado 11.15.


entidad, una estructura10. En C, esta estructura de datos se declara usando “str✉❝t”.


Por ejemplo, la siguiente estructura define un vector bidimensional, formado por dos


componentes reales: “①”, “②”.


struct Vector2d {


double x, y;


};


En un programa, se puede operar entre dos vectores explícitamente como:


struct Vector2d u, v;


...


u.x=1.0; u.y=2.0;


v.x=2∗u.x; v.y=2∗u.y;


...


o creando funciones que retornen el resultado, exactamente igual a como si la op-


eración se realizase entre dos tipos de datos usuales (primitivos):


struct Vector2d porescalar(struct Vector2d u, double l)


{


struct Vector2d v;


v.x=l∗u.x;


v.y=l∗u.y;


return v;


}


10En otros lenguajes a las estructuras se las llama “record”, porque cuando se lee o guarda el conjunto


de datos se hace de forma agrupada (atómica). En algún contexto se llamará a una estructura de datos


un objeto, aunque este concepto es más genérico. También se emplea el término “estructura de datos”


para indicar un modo de jerarquizar los datos, dotándolos de relaciones entre ellos (formando listas,


árboles, grafos, etc.). Aquí nos quedaremos en el primer concepto, más sencillo, aunque en la base de


todos los demás.
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Esta notación obliga a utilizar siempre la palabra clave “str✉❝t” a la hora de declarar


el uso de una estructura de tipo “❱❡❝t♦r✷❞”. Cuando el uso es muy frecuente, puede


ser interesante instruir al compilador para que trate a las estructuras como otro tipo de


datos más (ya que así lo estamos haciendo ya, por otro lado). Para ello utilizaremos la


instrucción “t②♣❡❞❡❢”.


Por ejemplo, para trabajar con números reales, nos puede interesar definir el tipo


“❘❡❛❧” como:


typedef double Real;


Del mismo modo, para definir el tipo “❱❡❝t♦r✷❞”, haríamos los dos pasos sigu-


ientes11:


struct _Vector2d


{


double x, y;


};


typedef struct _Vector2d Vector2d;


Obsérvese que, en lo que sigue a “t②♣❡❞❡❢” es como si estuviéramos declarando


una variable llamada “❘❡❛❧”, en el primer ejemplo, o “❱❡❝t♦r✷❞”, en el segundo.


Ejemplo. Escribir una función que, dado un vector del plano (variable de tipo “❱❡❝t♦r✷❞”),


lo rote en un ángulo dado. Para ello, se pasará la variable por referencia a una


función “✈♦✐❞ r♦t❛r✭❱❡❝t♦r✷❞✱ ❞♦✉❜❧❡✮”, donde el segundo argumento es el


ángulo en radianes: esto se muestra en el listado 11.16. Obsérvese en esta fun-


ción la notación para acceder a los campos de una variable pasada a través de


un puntero (por ejemplo, “✈✲❃①”). Explíquese el uso de la variable auxiliar “❞♦✉❜❧❡


❛✉①” empleada en la función “✈♦✐❞ r♦t❛r✭✮”.


Listado 11.16: El programa que rota un vector en un ángulo de +10◦.


1 #include <stdio.h>


2 #include <math.h>


3


4 struct _Vector2d


5 {


6 double x, y;


7 };


8


9 typedef struct _Vector2d Vector2d;


10


11 void rotar (Vector2d ∗u, double theta)


12 {


13 double aux;


11También se podrían usar. . .
la sintaxis abreviada: la sintaxis compacta (con una estructura


anónima):


t②♣❡❞❡❢ str✉❝t ❴❱❡❝t♦r✷❞


④


❞♦✉❜❧❡ ①✱ ②❀


⑥ ❱❡❝t♦r✷❞❀


t②♣❡❞❡❢ str✉❝t


④


❞♦✉❜❧❡ ①✱ ②❀


⑥ ❱❡❝t♦r✷❞❀
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14


15 aux=u−>x;


16 u−>x=u−>x∗cos(theta)−u−>y∗sin(theta);


17 u−>y=aux∗sin(theta)+u−>y∗cos(theta);


18


19 return;


20 }


21


22 #define ROTACION (M_PI∗10/180)


23


24 int main(int argc, char∗∗ argv)


25 {


26 int n;


27 Vector2d vec;


28 vec.x=1.0;


29 vec.y=0.0;


30


31 for(n=1; n<=9; n++)


32 {


33 rotar(&vec, ROTACION);


34 printf ( " %d grados: ( %g, %g)\n", 10∗n, vec.x, vec.y);


35 }


36


37 return 0;


38 }


Notación.


Es muy conveniente adherirse a un estilo de escritura de los programas, porque


ayuda mucho a comprender el propósito y el funcionamiento de los mismos.


Por ejemplo, en todo esta unidad didáctica nos adheriremos al convenio de abrir


las llaves en la línea siguiente a la instrucción que las rige, y a cerrarlas en una línea


después de la última instrucción. Esta forma de estructurar el texto le es indiferente al


preprocesador o al compilador, pero a nosotros nos facilita la lectura.


Otra norma a la que conviene adherirse es a nombrar las variables o funciones con


la primera letra minúscula (por ejemplo “❞♦✉❜❧❡ ❝♦♦r❞❳❀”, o “❡①t❡r♥ ❞♦✉❜❧❡ s✐♥✭❞♦✉❜❧❡


①✮❀”) o a las ★❞❡❢✐♥iciones de símbolos con todas las letras mayúsculas (por ejemplo


“★❞❡❢✐♥❡ ▼❴P■ ✸✳✶✹✶✺✾✷✻✺✸✺✹”).


Nosotros usaremos una norma más referida a los nombres de las estructuras y


nuevos tipos que definamos: comenzarán por una letra mayúscula. De este modo,


cuando veamos “❱❡❝t♦r✷❞”, sabremos que es una estructura o nuevo tipo definido


por nosotros (no un tipo primitivo del lenguaje), y no una función o variable. En los


ejemplos anteriores hemos visto ya un contraejemplo de esta norma autoimpuesta:


“❴❱❡❝t♦r✷❞”, que empieza por “❴”.
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11.13. Soluciones a los ejercicios del capítulo


Listado 11.17: Ejercicio 11.1.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2


3 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
4 ④
5


6 ♣r✐♥t❢✭✧❍♦❧❛ ♠✉♥❞♦✱ ♠❡ ❧❧❛♠♦ ✪s❭♥✧✱ ❛r❣✈❬✵❪✮❀
7


8 r❡t✉r♥ ✵❀
9 ⑥


Listado 11.18: Ejercicio 11.2.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2


3 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
4 ④
5


6 ♣r✐♥t❢✭✧❍♦❧❛ ✪s✱ s♦② ❡❧ ♣r♦❣r❛♠❛ ✪s❭♥✧✱ ❛r❣✈❬✶❪✱ ❛r❣✈❬✵❪✮❀
7


8 r❡t✉r♥ ✵❀
9 ⑥


Listado 11.19: Ejercicio 11.3.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2


3 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
4 ④
5


6 ♣r✐♥t❢✭✧❊❧ ♥➹♦♠❡r♦ ❞❡ ❛r❣✉♠❡♥t♦s ❡s ✪❞❭♥✧✱ ❛r❣❝✮❀
7


8 r❡t✉r♥ ✵❀
9 ⑥


Listado 11.20: Ejercicio 11.4.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞❧✐❜✳❤❃
3


4 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
5 ④
6 ❢❧♦❛t ❛✱ ❜✱ ❝❀
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7


8 ❛❂❛t♦❢✭❛r❣✈❬✶❪✮❀
9 ❜❂❛t♦❢✭❛r❣✈❬✷❪✮❀


10 ❝❂❛✰❜❀
11


12 ♣r✐♥t❢✭✧ ✪❣✰ ✪❣❂ ✪❣❭♥✧✱ ❛✱ ❜✱ ❝✮❀
13


14 r❡t✉r♥ ✵❀
15 ⑥


Listado 11.21: Ejercicio 11.5.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞❧✐❜✳❤❃
3


4 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
5 ④
6 ✐♥t ❛✱ ❜✱ ❝❀
7


8 ❛❂❛t♦✐✭❛r❣✈❬✶❪✮❀
9 ❜❂❛t♦✐✭❛r❣✈❬✷❪✮❀


10 ✴✯ ❆❧ s❡r ❛ ② ❜ ❡♥t❡r♦s✱ ❡❧ r❡s✉❧t❛❞♦
11 s❡rá ❧❛ ♣❛rt❡ ❡♥t❡r❛ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐ó♥ ✯✴
12 ❝❂❛✴❜❀
13


14


15 ♣r✐♥t❢✭✧ ✪❞✰ ✪❞❂ ✪❞❭♥✧✱ ❛✱ ❜✱ ❝✮❀
16


17 r❡t✉r♥ ✵❀
18 ⑥


Listado 11.22: Ejercicio 11.6.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞❧✐❜✳❤❃
3


4 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
5 ④
6 ❢❧♦❛t ❛✱ ❜✱ ❝❀
7


8 ❛❂❛t♦❢✭❛r❣✈❬✶❪✮❀
9 ❜❂❛t♦❢✭❛r❣✈❬✷❪✮❀


10


11 ❝❂❛✲❜❀
12


13 ✐❢✭ ❝❁✵ ✮ ④
14 ❝❂✲❝❀
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15 ⑥
16


17 ♣r✐♥t❢✭✧⑤ ✪❣✲ ✪❣⑤❂ ✪❣❭♥✧✱ ❛✱ ❜✱ ❝✮❀
18


19 r❡t✉r♥ ✵❀
20 ⑥


Listado 11.23: Ejercicio 11.7.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞❧✐❜✳❤❃
3


4 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
5 ④
6 ✐♥t ✐✱ ♥❀
7 ❧♦♥❣ ✐♥t ❢❀
8


9 ♥❂❛t♦✐✭❛r❣✈❬✶❪✮❀
10


11 ❢❂✶❀
12 ❢♦r✭✐❂✷❀ ✐❁❂♥❀ ✐✰✰✮
13 ❢✯❂✐❀
14


15 ♣r✐♥t❢✭✧ ✪❞ ✦ ❂ ✪❧❞❭♥✧✱ ♥✱ ❢✮❀
16


17 r❡t✉r♥ ✵❀
18 ⑥


Listado 11.24: Ejercicio 11.8.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2


3 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
4 ④
5 ✐♥t ♥❀
6 ❢❧♦❛t ❢✱ ❞❢❀
7


8 ♥❂✶✵✵❀
9 ❞❢❂✶✳✵✴♥❀


10


11 ❢♦r✭❢❂❞❢❀ ❢❁✶✳✵❀ ❢❂❢✰❞❢✮
12 ♣r✐♥t❢✭✧ ✪❣❭♥✧✱ ❢✮❀
13


14 r❡t✉r♥ ✵❀
15 ⑥
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Listado 11.25: Ejercicio 11.9.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2


3 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
4 ④
5 ✐♥t ♥❀
6


7 ♥❂✷❀
8 ❞♦
9 ④


10 ♣r✐♥t❢✭✧ ✪❞❭♥✧✱ ♥✮❀
11 ♥✰❂✷❀
12


13 ⑥ ✇❤✐❧❡✭♥❁❂✶✵✮❀
14


15 r❡t✉r♥ ✵❀
16 ⑥


Listado 11.26: Ejercicio 11.10.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2


3 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
4 ④
5 ✐♥t ♥❀
6 ❢❧♦❛t ❢✱ ❞❢❀
7


8 ♥❂✶✵✵❀
9 ❞❢❂✶✳✵✴♥❀


10


11 ❢❂❞❢❀
12 ✇❤✐❧❡✭❢❁✶✳✵✮
13 ④
14 ♣r✐♥t❢✭✧ ✪❣❭♥✧✱ ❢✮❀
15 ❢❂❢✰❞❢❀
16 ⑥
17


18 r❡t✉r♥ ✵❀
19 ⑥


Listado 11.27: Ejercicio 11.11.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2


3 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
4 ④
5 ✐♥t ✐✱ ❥✱ ❦❀
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6 ❞♦✉❜❧❡ ❆❬✸❪❬✸❪❂④ ④✶✳✵✱ ✷✳✵✱ ✸✳✵⑥✱
7 ④✷✳✵✱ ✸✳✵✱ ✶✳✵⑥✱
8 ④✸✳✵✱ ✶✳✵✱ ✷✳✵⑥ ⑥❀
9 ❞♦✉❜❧❡ ❇❬✸❪❬✸❪❀


10 ❞♦✉❜❧❡ ❈❬✸❪❬✸❪❀
11


12 ❢♦r✭✐❂✵❀ ✐❁✸❀ ✐✰✰✮
13 ④
14 ❢♦r✭❥❂✵❀ ❥❁✸❀ ❥✰✰✮
15 ④
16 ♣r✐♥t❢✭✧❇❬ ✪❞✱ ✪❞❪❂ ✧✱ ✐✱ ❥✮❀
17 s❝❛♥❢✭✧ ✪❧❢✧✱ ✫❇❬✐❪❬❥❪✮❀
18 ⑥
19 ⑥
20


21 ❢♦r✭✐❂✵❀ ✐❁✸❀ ✐✰✰✮
22 ④
23 ❢♦r✭❥❂✵❀ ❥❁✸❀ ❥✰✰✮
24 ④
25 ❈❬✐❪❬❥❪❂✵✳✵❀
26 ❢♦r✭❦❂✵❀ ❦❁✸❀ ❦✰✰✮
27 ④
28 ❈❬✐❪❬❥❪✰❂❆❬✐❪❬❦❪✯❇❬❦❪❬❥❪❀
29 ⑥
30 ⑥
31 ⑥
32


33 ❢♦r✭✐❂✵❀ ✐❁✸❀ ✐✰✰✮
34 ④
35 ❢♦r✭❥❂✵❀ ❥❁✸❀ ❥✰✰✮
36 ④
37 ♣r✐♥t❢✭✧ ✪✹✳✹❧❢✧✱ ❈❬✐❪❬❥❪✮❀
38 ⑥
39 ♣r✐♥t❢✭✧❭♥✧✮❀
40 ⑥
41


42 r❡t✉r♥ ✵❀
43 ⑥


Listado 11.28: Ejercicio 11.12.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2


3


4 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
5 ④
6 ✐♥t ♥♣ts✱ ♥❀
7 ❞♦✉❜❧❡ ①✱ ②❀
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8 ❞♦✉❜❧❡ ❙①✱ ❙②✱ ❙①②✱ ❙①①✱ ❙②②❀
9 ❞♦✉❜❧❡ ♠❴②✱ ②✵❀


10 ❞♦✉❜❧❡ ♠❴①✱ ①✵❀
11 ❞♦✉❜❧❡ r✷❀
12 ❋■▲❊ ✯❢✐♥❀
13


14 ❢✐♥❂❢♦♣❡♥✭✧❞❛t♦s✳❞❛t✧✱ ✧r✧✮❀
15


16 ♥♣ts❂✵❀
17 ❙①❂✵✳✵❀
18 ❙②❂✵✳✵❀
19 ❙①②❂✵✳✵❀
20 ❙①①❂✵✳✵❀
21 ❙②②❂✵✳✵❀
22


23 ❞♦
24 ④
25 ✴✯ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❢s❝❛♥❢ ❞❡✈✉❡❧✈❡ ❡❧ ♥ú♠❡r♦
26 ❞❡ ❞❛t♦s ❧❡í❞♦s✱ q✉❡ ❞❡❜❡♥ s❡r ✷ ✯✴
27 ♥❂❢s❝❛♥❢✭❢✐♥✱ ✧ ✪❧❢ ✪❧❢✧✱ ✫①✱ ✫②✮❀
28 ✐❢✭ ♥❂❂✷ ✮
29 ④
30 ♥♣ts✰✰❀
31 ❙①✰❂①❀
32 ❙②✰❂②❀
33 ❙①②✰❂①✯②❀
34 ❙①①✰❂①✯①❀
35 ❙②②✰❂②✯②❀
36 ⑥
37 ⑥ ✇❤✐❧❡✭ ♥❂❂✷ ✮❀
38


39 ❢❝❧♦s❡✭❢✐♥✮❀
40


41 ✴✯ ②❂♠❴②✯①✰②✵ ✯✴
42 ♠❴②❂✭♥♣ts✯❙①②✲❙①✯❙②✮✴✭♥♣ts✯❙①①✲❙①✯❙①✮❀
43 ②✵ ❂✭❙②✲♠❴②✯❙①✮✴♥♣ts❀
44


45 ✴✯ ①❂♠❴①✯②✰①✵ ✯✴
46 ♠❴①❂✭♥♣ts✯❙①②✲❙①✯❙②✮✴✭♥♣ts✯❙②②✲❙②✯❙②✮❀
47 ✴✯ ②✵ ❂✭❙①✲♠❴①✯❙②✮✴♥♣ts❀ ✯✴
48


49 r✷❂♠❴①✯♠❴②❀
50


51 ♣r✐♥t❢✭✧❘❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡ ❧❛ r❡❣r❡s✐♦♥✿❭♥✧✮❀
52 ♣r✐♥t❢✭✧❨✭❳✮ ❂ ♠❴② ✯ ❳ ✰ ❨✵ ❭♥✧✮❀
53 ♣r✐♥t❢✭✧ ♠❴②❂ ✪❣❭♥✧✱ ♠❴②✮❀
54 ♣r✐♥t❢✭✧ ❨✵ ❂ ✪❣❭♥✧✱ ②✵ ✮❀
55
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56 ♣r✐♥t❢✭✧❈♦❡❢✐❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥ r❫✷ ❂ ✪❣❭♥✧✱
57 r✷✮❀
58


59 r❡t✉r♥ ✵❀
60 ⑥


Listado 11.29: Ejercicio 11.13.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2


3


4 ✈♦✐❞ ♣r♦❞✉❝t♦✭❞♦✉❜❧❡ ✯♣✱ ❞♦✉❜❧❡ ❱❬❪✱ ❞♦✉❜❧❡ ▼①❱❬❪✱ ❞♦✉❜❧❡ ✯♠♦❞✉❧♦✮
5 ④
6 ✐♥t ✐✱ ❥❀
7


8 ✴✴❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ② ❡❧ ✈❡❝t♦r
9


10 ❢♦r ✭✐❂✵❀ ✐❁✷❀ ✐✰✰✮
11 ④
12 ▼①❱❬✐❪❂✵❀
13 ❢♦r ✭❥❂✵❀ ❥❁✸❀ ❥✰✰✮
14 ▼①❱❬✐❪✰❂♣❬✸✯✐✰❥❪✯❱❬❥❪❀
15 ⑥
16


17 ✴✴❝❛❧❝✉❧❛♠♦s ❡❧ ♠ó❞✉❧♦ ❞❡❧ ✈❡❝t♦r r❡s✉❧t❛♥t❡
18 ❢♦r ✭✐❂✵❀ ✐❁✷❀ ✐✰✰✮
19 ✯♠♦❞✉❧♦✰❂▼①❱❬✐❪✯▼①❱❬✐❪❀
20


21 ✯♠♦❞✉❧♦❂sqrt✭✯♠♦❞✉❧♦✮❀
22


23 r❡t✉r♥❀
24 ⑥
25


26


27 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
28 ④
29 ❞♦✉❜❧❡ ▼❬✷❪❬✸❪❂④④✶✳✱✶✳✱✶✳⑥✱④✶✳✱✶✳✱✶✳⑥⑥❀
30 ❞♦✉❜❧❡ ❱❬✸❪❂④✶✳✱✷✳✱✸✳⑥❀
31 ❞♦✉❜❧❡ ▼①❱❬✷❪✱ ♠♦❞✉❧♦❀
32


33 ♣r♦❞✉❝t♦✭✯▼✱❱✱▼①❱✱✫♠♦❞✉❧♦✮❀
34


35 ♣r✐♥t❢✭✧❊❧ ♣r♦❞✉❝t♦ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ▼ ♣♦r ❡❧ ✈❡❝t♦r ❱ ❡s ✭ ✪❣✱ ✪❣✮❭♥✧✱ ▼①❱
❬✵❪✱ ▼①❱❬✶❪✮❀


36 ♣r✐♥t❢✭✧❊❧ ♠♦❞✉❧♦ ❞❡❧ ✈❡❝t♦r ❡s ✪❢❭♥✧✱ ♠♦❞✉❧♦✮❀
37


38 r❡t✉r♥ ✵❀
39 ⑥
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Listado 11.30: Ejercicio 11.14.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2


3 ★❞❡❢✐♥❡ ◆▼❆❳P❚❙ ✶✵✵
4


5 ✐♥t ❧❡❡P✉♥t♦s✭❝❤❛r✯ ❛r❝❤✱ ❞♦✉❜❧❡ ①❬❪✱ ❞♦✉❜❧❡ ②❬❪✮
6 ④
7 ✐♥t ♥✱ ♥♣ts❀
8 ❞♦✉❜❧❡ ①✐✱ ②✐❀
9


10 ❋■▲❊ ✯❢✐♥❀
11


12 ❢✐♥❂❢♦♣❡♥✭❛r❝❤✱ ✧r✧✮❀
13


14 ♥♣ts❂✵❀
15 ❞♦
16 ④
17 ♥❂❢s❝❛♥❢✭❢✐♥✱ ✧ ✪❧❢ ✪❧❢✧✱
18 ✫①✐✱ ✫②✐✮❀
19 ✐❢✭ ♥❂❂✷ ✫✫ ♥♣ts❁◆▼❆❳P❚❙ ✮
20 ④
21 ①❬♥♣ts❪❂①✐❀
22 ②❬♥♣ts❪❂②✐❀
23 ♥♣ts✰✰❀
24 ⑥
25


26 ⑥ ✇❤✐❧❡✭ ♥❂❂✷ ✫✫ ♥♣ts❁❂◆▼❆❳P❚❙ ✮❀
27


28 ❢❝❧♦s❡✭❢✐♥✮❀
29


30 ✴✯ ❡rr♦r ✯✴
31 ✐❢✭ ♥♣ts❂❂◆▼❆❳P❚❙✰✶ ✫✫ ♥❂❂✷ ✮
32 ④
33 ♥♣ts❂✲✶❀
34 ⑥
35


36 r❡t✉r♥ ♥♣ts❀
37 ⑥
38


39 ❞♦✉❜❧❡ r❡❣r❡s✐♦♥▲✐♥❡❛❧✭✐♥t ♥♣ts✱ ❞♦✉❜❧❡ ①❬❪✱ ❞♦✉❜❧❡ ②❬❪✱
40 ❞♦✉❜❧❡ ✯❴♠✱ ❞♦✉❜❧❡ ✯❴②✵✮
41 ④
42 ✐♥t ♥❀
43 ❞♦✉❜❧❡ ❙①✱ ❙②✱ ❙①②✱ ❙①①✱ ❙②②❀
44 ❞♦✉❜❧❡ ♠❴①✱ ♠❴②✱ ②✵❀
45 ❞♦✉❜❧❡ r✷❀
46
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47 ❙①❂✵✳✵❀
48 ❙②❂✵✳✵❀
49 ❙①②❂✵✳✵❀
50 ❙①①❂✵✳✵❀
51 ❙②②❂✵✳✵❀
52


53 ❢♦r✭♥❂✵❀ ♥❁♥♣ts❀ ♥✰✰✮
54 ④
55 ❙①✰❂①❬♥❪❀
56 ❙②✰❂②❬♥❪❀
57 ❙①②✰❂①❬♥❪✯②❬♥❪❀
58 ❙①①✰❂①❬♥❪✯①❬♥❪❀
59 ❙②②✰❂②❬♥❪✯②❬♥❪❀
60 ⑥
61


62 ✐❢✭ ♥♣ts❃✵ ✮
63 ④
64 ✴✯ ②❂♠❴②✯①✰②✵ ✯✴
65 ♠❴②❂✭♥♣ts✯❙①②✲❙①✯❙②✮✴✭♥✯❙①①✲❙①✯❙①✮❀
66 ②✵ ❂✭❙②✲♠❴②✯❙①✮✴♥♣ts❀
67


68 ✴✯ ①❂♠❴①✯②✰①✵ ✯✴
69 ♠❴①❂✭♥♣ts✯❙①②✲❙①✯❙②✮✴✭♥✯❙②②✲❙②✯❙②✮❀
70


71 r✷❂♠❴①✯♠❴②❀
72


73 ✴✯ ✈❛❧♦r❡s r❡t♦r♥❛❞♦s ✯✴
74 ✯❴②✵❂②✵❀
75 ✯❴♠ ❂♠❴②❀
76 ⑥
77 ❡❧s❡
78 ④
79 r✷❂✲✶✳✵❀
80 ⑥
81


82 r❡t✉r♥ r✷❀
83 ⑥
84


85


86 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
87 ④
88 ✐♥t ♥♣ts✱ ♥❀
89 ❞♦✉❜❧❡ ①❬◆▼❆❳P❚❙❪✱
90 ②❬◆▼❆❳P❚❙❪❀
91 ❞♦✉❜❧❡ ♠❴②✱ ②✵✱ r✷❀
92


93 ✴✯ ✉s❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❧❡❡r ❧♦s ♣✉♥t♦s ✯✴
94 ♥♣ts❂❧❡❡P✉♥t♦s✭✧❞❛t♦s✳❞❛t✧✱ ①✱ ②✮❀
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95


96 ✴✯ ♠❛♥❡❥❛r ❡❧ ❡rr♦r ✯✴
97 ✐❢✭ ♥♣ts❁✵ ✮
98 ④
99 ❢♣r✐♥t❢✭st❞❡rr✱ ✧❊rr♦r✿ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♣✉♥t♦s✧


100 ✧ ❡①❝❡❞✐ó ❧❛ ♠❡♠♦r✐❛ r❡s❡r✈❛❞❛❭♥✧✮❀
101 ❡①✐t✭✲✶✮❀
102 ⑥
103


104 ✴✯ ✉s❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❝❛❧❝✉❧❛r ❧❛ r❡❣r❡s✐ó♥ ✯✴
105 r✷❂r❡❣r❡s✐♦♥▲✐♥❡❛❧✭♥♣ts✱ ①✱ ②✱ ✫♠❴②✱ ✫②✵✮❀
106


107 ✴✯ ♠❛♥❡❥❛r ❡❧ ❡rr♦r ✯✴
108 ✐❢✭ r✷❁✵ ✮
109 ④
110 ❢♣r✐♥t❢✭st❞❡rr✱ ✧❊rr♦r✿ ♥♦ s❡ ❤❛♥ ♣❛s❛❞♦ ✧
111 ✧♣✉♥t♦s ❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ✧
112 ✧r❡❣r❡s✐ó♥❭♥✧✮❀
113 ❡①✐t✭✲✶✮❀
114 ⑥
115


116 ♣r✐♥t❢✭✧❘❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡ ❧❛ r❡❣r❡s✐ó♥✿❭♥✧✮❀
117 ♣r✐♥t❢✭✧❨✭❳✮ ❂ ♠❴② ✯ ❳ ✰ ❨✵ ❭♥✧✮❀
118 ♣r✐♥t❢✭✧ ♠❴②❂ ✪❣❭♥✧✱ ♠❴②✮❀
119 ♣r✐♥t❢✭✧ ❨✵ ❂ ✪❣❭♥✧✱ ②✵ ✮❀
120


121 ♣r✐♥t❢✭✧❈♦❡❢✐❝✐❡♥t❡ ❞❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐ó♥ r❫✷ ❂ ✪❣❭♥✧✱
122 r✷✮❀
123


124 r❡t✉r♥ ✵❀
125 ⑥


Listado 11.31: Ejercicio 11.15.


1 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃
2 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞❧✐❜✳❤❃
3 ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁str✐♥❣✳❤❃
4


5


6 ❞♦✉❜❧❡ ❞✐✈✐s✐♦♥✭❞♦✉❜❧❡ ❛✱ ❞♦✉❜❧❡ ❜✮
7 ④
8 r❡t✉r♥ ✭❛✴❜✮❀
9 ⑥


10


11 ❞♦✉❜❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛❝✐♦♥✭❞♦✉❜❧❡ ❛✱ ❞♦✉❜❧❡ ❜✮
12 ④
13 r❡t✉r♥ ✭❛✯❜✮❀
14 ⑥
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15


16


17 ✐♥t ♠❛✐♥✭✐♥t ❛r❣❝✱ ❝❤❛r✯✯ ❛r❣✈✮
18 ④
19 ❞♦✉❜❧❡ ❛✱❜❀
20 ❝❤❛r ✯❝❀
21 ❞♦✉❜❧❡ ✭✯♦♣❡r✮✭❞♦✉❜❧❡✱ ❞♦✉❜❧❡✮❀
22


23


24 ❛❂❛t♦❢✭❛r❣✈❬✶❪✮❀
25 ❜❂❛t♦❢✭❛r❣✈❬✷❪✮❀
26 ❝❂❛r❣✈❬✸❪❀
27


28


29 ✐❢✭✦str❝♠♣✭❝✱✧♠✉❧t✐♣❧✐❝❛r✧✮✮
30 ♦♣❡r❂♠✉❧t✐♣❧✐❝❛❝✐♦♥❀
31 ❡❧s❡
32 ✐❢✭✦str❝♠♣✭❝✱✧❞✐✈✐❞✐r✧✮✮
33 ♦♣❡r❂❞✐✈✐s✐♦♥❀
34


35 ♣r✐♥t❢✭✧ ❊❧ r❡s✉❧t❛❞♦ ❞❡ ✪s ✪❣ ♣♦r ✪❣ ❡s ✪❣❭♥✧ ✱ ❝✱ ❛✱ ❜✱ ✭✯♦♣❡r✮✭❛✱❜
✮✮❀


36


37 r❡t✉r♥ ✵❀
38 ⑥








Tema 12


Métodos Monte Carlo


En este capítulo se presenta el primer proyecto de Física Computacional en C,
dedicado al Método Monte Carlo. Si se ha escogido este proyecto, se deberán hacer
los ejercicios propuestos en él.


12.1. Un poco de historia


El nombre del método hace alusión directa al famoso Casino de Monte-Carlo, en
Mónaco, y fue acuñado en los años 40 por científicos trabajando en el proyecto de la
bomba nuclear en Los Álamos:


“During World War II physicists at the Los Alamos Scientific Laboratory ca-
me to a knotty problem on the behavior of neutrons. How far would neutrons
travel through various materials? The question had a vital bearing on shiel-
ding and other practical considerations. But it was an extremely complicated
one to answer. To explore it by experimental trial and error would have been
expensive, time-consuming and hazardous. On the other hand, the problem
seemed beyond the reach of theoretical calculations. The physicists had
most of the necessary basic data: they knew the average distance a neu-
tron of a given speed would travel in a given substance before it collided
with an atomic nucleus, what the probabilities were that a neutron would
bounce off instead of being absorbed by the nucleus, how much energy the
neutron was likely to lose after a given collision, and so on. However, to sum
all of this up in a practicable formula for predicting the outcome of a whole
sequence of such events was impossible.


At the crises the mathematicians John von Neumann and Stanislaus Ulam
cut the Gordian knot with a remarkably simple stroke. They suggested a
solution which in effect amounts to submitting the problem to a roulette
wheel. Step by step the probabilities of the separate events are merged
into a composite picture which gives an approximate but workable answer
to the problem.


The mathematical technique von Neumann and Ulam applied had been
known for many years. When it was revived for the secret work at Los Ala-
mos, von Neumann gave it the code name “Monte Carlo”. The Monte Carlo
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method was so successful on neutron diffusion problems that its popularity
later spread. It is now being used in various fields, notably in operations
research.”


Extracto sacado de: D.D. McCraken (1955), “The Monte Carlo Method”,
Scientific American, vol. 192, pp 90-95.


Como se menciona en este extracto, en aquella época de desarrollo nuclear era nece-
sario investigar la interacción que experimentaba la radiación ionizante cuando atra-
vesaba un medio material. Fundamentalmente, la cuestión era, ¿qué fracción de la
energía de la radiación es absorbida por el medio? Aparte de las aplicaciones indus-
triales, la importancia de esta cuestión era, y sigue siendo, principalmente biológica.
Para comprender la importancia de este problema primero debemos saber qué se
entiende por radiación ionizante.


Se define radiación ionizante como aquella radiación, bien electromagnética (com-
puesta de fotones, como los rayos γ o los rayos X)1, o bien de partículas, como la
radiación α (núcleos de Helio), la radiación β− (electrones) o la radiación β+ (posi-
trones), cuyos componentes tienen suficiente energía como para ionizar un átomo o
molécula, es decir, que son capaces de arrancar un electrón de su orbital atómico o
molecular. Esta capacidad depende únicamente de la energía de la radiación, y no
de su flujo o intensidad (número de partículas incidentes por unidad de tiempo y de
superficie). La radiación ionizante es emitida durante procesos nucleares (desintegra-
ción nuclear de elementos radiactivos, procesos nucleares de fisión y fusión), durante
la desaceleración brusca de electrones (proceso conocido como bremsstrahlung) y en
la reacción de aniquilación positrón-electrón. En general, sólo los fotones y las partí-
culas cargadas pueden interaccionar con los electrones de una forma suficientemente
intensa como para ionizar la materia. Los neutrones, al no ser partículas con carga, no
son capaces de ionizar directamente un átomo aunque sí pueden producir radiaciones
ionizantes secundarias cuando interaccionan con los núcleos atómicos.


Desde el punto de vista biológico, la capacidad de ionización es, sin lugar a dudas,
el aspecto más importante de la interacción radiación-materia. Por esta razón, el tér-
mino radiación ionizante suele aparecer con mucha frecuencia en diversos contextos
y ámbitos de la física médica: medicina nuclear, radiodiagnóstico, radioterapia, etc.
Cuando un haz de radiación ionizante atraviesa un tejido u otro medio absorbente,
parte de la energía del haz incidente es transferida al medio —también se utiliza el tér-
mino energía depositada. En el caso de tejidos biológicos, después de la transferencia
inicial de energía se sucede una cadena de eventos, físicos, químicos y biológicos, por
este orden, que finalmente conducen al daño, reversible o irreversible, del tejido. Los
efectos de la radiación ionizante sobre los seres vivos pueden ser muy graves. Des-
de el descubrimiento de los rayos X por Röntgen en 1895, pocos conjuntos de datos
físicos han estado tan omnipresentes o han sido tan necesarios y utilizados como los
datos sobre la transmisión y absorción de rayos X en materiales biológicos, en mate-
riales de protección contra la radiación y en materiales dosimétricos. Esta importancia
puede hacerse extensiva a los diversos tipos de radiación ionizante.


Actualmente, el estudio de la interacción entre la radiación ionizante y la materia es
un problema de gran relevancia en muchos campos de la ciencia,2 y muy en particular


1De la misma naturaleza que la luz blanca que todos vemos pero con mucha más energía.
2Entre las muchas aplicaciones derivadas de esta interacción y su estudio destacamos la dosimetría,


la protección radiológica, la microscopía electrónica, diferentes técnicas de espectroscopía de superfi-







12.1. UN POCO DE HISTORIA 12-3


en la física médica. La lista es larga e incluye importantes especialidades de la medi-
cina moderna como la medicina nuclear o la radiología, dedicadas fundamentalmente
al diagnóstico y tratamiento de enfermedades. Importantes técnicas no invasivas de
imagen utilizadas en radiología —radiodiagnóstico o radiología diagnóstica— y en me-
dicina nuclear para el diagnóstico están basadas en los mismos principios físicos de
la interacción radiación materia. Tal es el caso de la imagen por rayos X, la imagen por
resonancia magnética o IRM (del inglés Magnetic Resonance Imaging, MRI, o Nuclear
Magnetic Resonance Imaging, NMRI), la tomografía axial computerizada o TAC (del
inglés Computed tomography, CT) o la tomografía por emisión de positrones o TEP
(del inglés de Positron Emission Tomography, PET). Una de las principales aplica-
ciones médicas de las radiaciones ionizantes es la radioterapia, práctica médica muy
utilizada para el tratamiento contra el cáncer en la que se hace uso de los efectos
producidos por la radiación sobre las células para destruir tejidos tumorales.


Volviendo al problema que se planteaban los científicos de los años 40, el estudio
de la interacción entre la radiación ionizante y la materia, y en particular, el cálculo de
la energía depositada en el medio era un problema extremadamente complejo para ser
abordado a partir de la teoría del transporte construida sobre la ecuación de transporte
de Boltzmann, bien conocida por entonces. Sin embargo, los matemáticos John von
Neumann and Stanislaus Ulam propusieron una solución numérica que básicamente
se reduce a realizar tiradas con una ruleta de casino, de ahí el nombre de método de
Monte Carlo. Veamos en qué consistía esa original solución.


Por entones ya se sabía que cuando un haz de radiación ionizante penetra en un
medio material, las partículas que componen la radiación —partículas primarias3—
experimentan una sucesión de interacciones —o “choques”— con los átomos o molé-
culas del medio a través de las cuales transfieren su energía, y en las que se pueden
producir otras partículas que se denominan secundarias. De este modo, el paso de la
partícula primaria origina una cascada de partículas secundarias que arrastran parte
de su energía dispersándola por el medio hasta que finalmente toda la energía ini-
cial es depositada y no quedan partículas en movimiento. También se conocían muy
bien los diversos tipos de interacción que podían tener lugar entre los diferentes tipos
de radiación y el medio. Sin embargo, el transporte de la radiación en la materia es
un proceso eminentemente aleatorio. Esta aleatoriedad procede fundamentalmente
de la naturaleza cuántica de las interacciones y de la propia naturaleza desordena-
da de muchos medios microscópicos. Esto quiere decir que es imposible predecir el
comportamiento de una partícula individual.


A pesar de esto, Von Neumann y Ulam mostraron que el comportamiento promedio
de un gran número de partículas podía ser reproducido de forma muy precisa si se
conocen los mecanismos de interacción y las leyes de probabilidad que los gobiernan.
En aquella época la electrodinámica cuántica de Dirac ya proporcionaba estas leyes,
es decir, ya se sabía cuál era la probabilidad, por unidad de camino libre recorrido, de
que se produjera una interacción entre la partícula ionizante y el medio, la probabilidad
de que ocurriera uno u otro tipo de interacción en concreto, la probabilidad de que la
partícula cediera una cierta cantidad de energía en la interacción y de que la dirección
de su movimiento cambiara un cierto ángulo, y también la probabilidad de que crease
una partícula secundaria con una cierta energía y emitida en una cierta dirección. Es
decir, se sabía todo, pero todo obedecía leyes de probabilidad.


cies, el diseño de detectores de radiación, etc.
3Partículas sin masa, como los fotones, o partículas con masa como electrones o positrones.
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La solución de Von Neumann y Ulam fue simular con el ordenador historias de
partículas ionizantes utilizando números aleatorios (generados mediante una ruleta
de casino, por ejemplo). La historia de cada partícula es vista como una sucesión
cronológica de interacciones aleatorias con el medio, en las que la partícula puede
sufrir cambios en su dirección, perder energía e incluso producir partículas secunda-
rias. Entre dos interacciones consecutivas, la partícula describe un movimiento libre
recorriendo una trayectoria lineal. La longitud del camino libre recorrido entre dos in-
teracciones consecutivas, el tipo de interacción que tiene lugar, y la pérdida de energía
y el cambio en la dirección de su movimiento son obtenidos a partir del muestreo me-
diante números aleatorios de las correspondientes leyes de probabilidad dadas por la
teoría. Por ejemplo, supongamos que estamos en un punto del espacio en el que se
produce una interacción y tenemos que decidir qué tipo de interacción ocurre; tenemos
tres tipos de interacción posible: A, B, C, con la siguiente distribución de probabilidad:
prob(A) = 0,5, prob(B) = 0,25 y prob(C) = 0,25. Podemos lanzar nuestra ruleta de 37
números (desde el 0 hasta el 36) y decidir el tipo de interacción que ocurre en función
del número X obtenido del lanzamiento de la ruleta. El algoritmo de elección es el
siguiente:


Si X ≤ 18, entonces ocurre el proceso A.


Si 18 < X ≤ 27, entonces ocurre el proceso B.


Si 27 < X ≤ 36, entonces ocurre el proceso C.


Como todos los números de la ruleta son equiprobables, este algoritmo respeta las
probabilidades iniciales, y aunque no podamos predecir cuál será el proceso que ocu-
rrirá en esa interacción, sí que reproduciremos el comportamiento promedio de mu-
chas interacciones. Los valores de las otras variables aleatorias que caracterizan la
historia de la partícula ionizante, como el camino libre recorrido entre dos interaccio-
nes consecutivas, la energía perdida o el cambio de dirección, también son elegidos
de un modo similar realizando nuevos lanzamientos de la ruleta.


De este modo, la simulación de Monte Carlo de la historia de una partícula ioni-
zante se reduce simplemente a la generación secuencial de números aleatorios para
muestrear las leyes de probabilidad de las magnitudes relevantes. Este muestreo va
trazando paso a paso (“tirada a tirada”) el “camino aleatorio” que describe la partícula
al atravesar el medio. La historia de la partícula es seguida hasta que ésta no pue-
de contribuir con ninguna información de interés al problema. En general, esto ocurre
cuando la partícula abandona el volumen de estudio o cuando su energía disminuye
por debajo de un umbral a partir del cual se puede considerar que, a todos los efectos,
la partícula ha sido absorbida por el medio.


A diferencia de los métodos deterministas (no aleatorios), los cuales resuelven la
ecuación de transporte para el comportamiento promedio de las partículas, el método
de Monte Carlo no resuelve explícitamente esta ecuación. En lugar de ello, simula la
historia de partículas individuales y después promedia para obtener los resultados.


En la actualidad, el término Monte Carlo se utiliza para hacer referencia a un tipo
general de métodos numéricos que utilizan números aleatorios para resolver proble-
mas a partir de la información estadística que se tiene sobre los mismos. La simulación
de Monte Carlo consiste en generar una secuencia de eventos de azar cuya proba-
bilidad de ocurrencia está determinada por la información estadística del problema y
cuyo resultado representa un estimador estadístico, sujeto por tanto a incertidumbres







12.1. UN POCO DE HISTORIA 12-5


Complejidad del problema (geometría)


Métodos analíticos/determinísticos


Monte Carlo


Problemas de la vida realModelos


T
ie


m
p


o


Figura 12.1: Métodos deterministas vs. Monte Carlo. El comportamiento mostrado es
cualitativo.


estadísticas, de la solución del problema. Por consiguiente, la característica esencial
de la simulación de Monte Carlo es el uso de números aleatorios. En las últimas déca-
das, y gracias a la creciente capacidad de cálculo y memoria de los computadores, los
métodos de simulación de Monte Carlo han emergido como una exitosa y poderosa
herramienta de investigación para resolver problemas de gran complejidad en diferen-
tes ámbitos de la ciencia, problemas que son prácticamente inabordables desde un
punto de vista analítico o aplicando métodos numéricos convencionales.


La principal pega de los Métodos de Monte Carlo radica en su naturaleza aleatoria,
por lo que todos los resultados conllevan asociadas unas ciertas incertidumbres esta-
dísticas. El resultado de una simulación es una estimación que debe ser dada dentro
de un intervalo de confianza concreto alrededor del valor verdadero. La magnitud del
error o incertidumbre estadística asociada al resultado puede ser reducida incremen-
tando el número de historias (simulaciones), lo que conlleva un mayor coste compu-
tacional: cuanto mayor es el número de historias, menor es el intervalo de confianza
alrededor del comportamiento promedio verdadero de las partículas. Por consiguiente,
detrás de cada simulación de Monte Carlo existe un conflicto, sin solución aparente,
entre la fiabilidad del resultado y el tiempo de cálculo.


En general, cuando la complejidad del problema crece, los métodos de Monte Car-
lo resultan ser mucho más eficientes que los métodos deterministas. En términos de
complejidad computacional se dice que el orden de los métodos deterministas es su-
perior al del método de Monte Carlo. En la figura 12.1 se ha ilustrado este comporta-
miento.


12.1.1. Un ejemplo muy simple


Un ejemplo archiconocido del uso del método de Monte Carlo es el cálculo del
número π. Incluso podemos realizar este experimento en casa.


Tomemos un círculo de radio R (una diana) inscrito dentro de un cuadrado de lado
2R (un tablero). El método de Monte Carlo consiste en ir seleccionando aleatoriamen-
te puntos del cuadrado e ir contando cuántos de ellos han caído dentro del círculo.
Continuando con el ejemplo de la diana, el procedimiento es estadísticamente similar
a tirar dardos con los ojos cerrados, esto es, “al azar”.
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Supongamos que de los N dardos tirados (o de las N veces que hemos tirado el
mismo dardo), n han dado en la diana. La estadística de nuestro problema nos dice
que la probabilidad P de que un punto elegido al azar dentro del cuadrado esté dentro
del círculo será:


P =
áreadiana


áreacuadrado


=
π


4


mientras que nuestro estimador de esta probabilidad vendrá dado por n/N . Despejan-
do obtenemos que nuestra estimación de π será


π ≃ 4n


N


A medida que vayamos repitiendo el experimento, nuestro estimador de π se irá apro-
ximando al valor exacto. En efecto, la ley de los grandes números establece que


ĺım
N→∞


4n


N
= π


Aunque el método de Monte Carlo se utiliza con éxito para resolver problemas que no
pueden ser resueltos analíticamente, debemos reconocer que no es el mejor método
para estimar π: para calcular cada cifra significativa se necesitan aproximadamente
del orden de 100 veces más lanzamientos que los necesarios para calcular la cifra
significativa anterior.


12.2. Números aleatorios


Los métodos de Monte Carlo se basan en la generación de números aleatorios,
esto es, de números que siguen una secuencia desordenada e imposible de predecir
exactamente aunque sí obedezcan una ley de probabilidad.


Para ilustrar lo que esto significa, el ejemplo más sencillo de proceso aleatorio
es la tirada de un dado: esto genera números aleatorios entre 1 y 6. Son aleatorios,
puesto que no se puede predecir cual será el resultado de una tirada antes de realizar
esta. Sin embargo, si el dado no está “cargado”, uno esperaría que todos los números
saliesen la misma cantidad de veces, cuando se han hecho muchas pruebas, esto es,
siguiendo una ley de probabilidad.


La fracción de veces que se obtiene un resultado se denomina probabilidad de
obtenerlo y las probabilidades de todos los posibles resultados (la distribución de pro-
babilidad) es lo máximo que se puede conocer de un proceso aleatorio. En el ejemplo
del dado, la probabilidad de que salga el número 5 será 1/6; igual para todos los demás
resultados.


Matemáticamente, el resultado de la tirada es una variable aleatoria X, que puede
tomar los valores 1, 2, 3, 4, 5, 6 (que es su espacio muestral). Diremos que existe una
función de probabilidad P (x), que asigna a cada elemento x del espacio muestral un
valor de probabilidad: para nuestro dado, P (x) ≡ 1/6. Esta distribución se denomina
uniforme, porque todas las probabilidades son iguales.


Otras distribuciones asignan probabilidades según una función que depende de
x. Por ejemplo, la distribución de Poisson que describe la probabilidad de que x de
núcleos de una muestra de N átomos se desintegren durante un tiempo fijo T , viene
dada por


P (x) =
τx


x!
e−τ
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donde τ = λNT es el producto del tiempo considerado, T , por la constante de desin-
tegración del isótopo radiactivo, λ, y por el número total de átomos en la muestra.


Dado que los ordenadores son máquinas “deterministas”, puesto que siguen un
programa que determina el resultado de sus operaciones, se han desarrollado méto-
dos que simulan este comportamiento aleatorio, que se busca, mediante secuencias
de operaciones matemáticas. Los más sencillos, son los más utilizados porque, como
se vio anteriormente, se necesita un gran número de lanzamientos para llegar a un
resultado más o menos preciso de un problema. Entre los métodos más simples se
encuentra el método congruente lineal, que se trata a continuación.


12.2.1. Un programa que genera números aleatorios uniformemen-


te distribuidos en el intervalo [0, 1)


El método congruente lineal está basado en el siguiente algoritmo recursivo


Xn+1 = (AXn +B) mod C


donde Xn es el valor del número (entero) aleatorio generado en el paso n-ésimo. Los
parámetros enteros A y B definen la expresión lineal y el entero C es el módulo de
congruencia. Para un valor inicial entero (o semilla), X0, el algoritmo genera en cada
paso un valor entero entre 0 y C− 1, que es el resultado de la función mod (resto de la
división). Siempre que A, B y C se elijan adecuadamente, se generará, partiendo de la
semilla inicial, una sucesión de números enteros aleatorios distribuidos uniformemente
entre 0 y C − 1.


La implementación del método congruente lineal se muestra en el listado 12.1.
En el preámbulo del programa se incluyen los dos archivos H estándar, ❁st❞✐♦✳❤❃


y ❁st❞❧✐❜✳❤❃ (en el que se declara la función “❡①✐t✭✮” que emplearemos para fina-
lizar el programa cuando no se llame correctamente). También se ★❞❡❢✐♥❡n algunos
literales que se emplean en el cálculo de los números aleatorios: los coeficientes de la
transformación lineal (▲■◆❊❆▲❴❆ y ▲■◆❊❆▲❴❇), el módulo de congruencia (❈❖◆●❘❯❊◆❈■❆)
y la semilla, el número anterior en la serie al primer pseudoaleatorio.


El programa emplea aritmética entera, pero dado el orden de magnitud de los nú-
meros, usaremos los enteros más grandes que pueda manejar nuestro procesador:
los de tipo “❧♦♥❣ ❧♦♥❣ ✐♥t”. Por lo general, un sistema con un procesador de 16 bits
tendrá “❧♦♥❣ ✐♥t” de 16 bits y “❧♦♥❣ ❧♦♥❣ ✐♥t” de 32 bits; los sistemas actualmente
más comunes, de 32 bits, tienen “❧♦♥❣ ✐♥t” de 32 bits, y “❧♦♥❣ ❧♦♥❣ ✐♥t” de 64 bits.
Elegimos un tipo con el máximo número de bits para que pueda albergar el entero
resultante de multiplicar ▲■◆❊❆▲❴❆ por el número pseudoaleatorio anterior. (Haga la
prueba de degradar la variable “r” a simple “✐♥t”).


Como se ha visto, el primer número “r” se ha elegido “a ojo”: asignado como
“❙❊▼■▲▲❆”. Para evitar que nuestras preferencias por los dígitos sesguen nuestro gene-
rador pseudoaleatorio, se suele incluir una etapa de “calentamiento” (o termalización)
del generador de números aleatorios, durante la que se ejecutan ciclos de cálculo de
números pseudoaleatorios que se descartan. Después de este transitorio, el núme-
ro que siga, aunque calculado deterministamente a partir de nuestra elección inicial,
tendrá poco en común con éste.


A partir del número entero calculado por el método de congruencias lineales, ob-
tendremos un número aleatorio en el intervalo [0, 1) dividiendo por el valor de la varia-
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ble de ❈❖◆●❘❯❊◆❈■❆. Llamaremos, a la distribución de probabilidad de estos números,
U [0, 1): la distribución uniforme en el intervalo [0, 1).


Como resultado, el programa del listado 12.1 proporciona N números pseudoalea-
torios reales en el intervalo [0, 1), tantos como se indiquen en el primer argumento de
la línea de comandos4.


Listado 12.1: El programa que genera números aleatorios por el método de congruen-
cias lineales.


1 #include <stdio.h>
2 #include <stdlib.h>
3


4 /∗ período 4294967296 ∗/
5 #define SEMILLA 1234567891LL
6 #define LINEAL_A 1664525LL
7 #define LINEAL_B 1013904223LL
8 #define CONGRUENCIA 4294967296LL
9


10 int main(int argc, char∗∗ argv)
11 {
12 int nnums, n;
13 /∗ el entero más largo que se pueda:
14 64 bits en sistemas de 32 ∗/
15 long long int r ;
16 double f;
17


18 if ( argc!=2 )
19 {
20 printf ( "Uso del programa:\n %s <num aleatorios>\n",
21 argv[0]) ;
22 exit (0) ;
23 }
24


25 nnums=atoi(argv[1]);
26 if (nnums<1)
27 {
28 nnums=1;
29 }
30


31 /∗ "calentamiento" ∗/
32 r=SEMILLA;
33 for(n=0; n<2∗nnums; n++)


4Todos los programas que requieran que se les pase algún valor como argumento de línea de co-
mandos deben comprobar que dicho argumento se pasa efectivamente y, en caso contrario, informar al
usuario del uso que debe hacer del programa, mediante un mensaje como:


❯s♦ ❞❡❧ ♣r♦❣r❛♠❛✿


✳✴❛❧❡❛t♦r✐♦s ❁♥✉♠✳ ❛❧❡❛t♦r✐♦s❃


Que indica que el programa (que se ha llamado ❛❧❡❛t♦r✐♦s) requiere un único argumento de línea
de comandos que es el número de valores aleatorios que se quieren generar.
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/∗ período 509 ∗/
#define SEMILLA 123L
#define LINEAL_A 65L
#define LINEAL_B 0L
#define CONGRUENCIA 509L


/∗ período 32749 ∗/
#define SEMILLA 12345L
#define LINEAL_A 1944L
#define LINEAL_B 0L
#define CONGRUENCIA 32749L


/∗ período 2147483647 ∗/
#define SEMILLA 12345678L
#define LINEAL_A 16807L
#define LINEAL_B 0L
#define CONGRUENCIA 2147483647L


/∗ período 4294967296 ∗/
#define SEMILLA 1234567891LL
#define LINEAL_A 1664525LL
#define LINEAL_B 1013904223LL
#define CONGRUENCIA 4294967296LL


Tabla 12.1: Posibles (buenas) definiciones de generadores de números pseudoaleato-
rios por congruencias lineales.


34 {
35 /∗ recurrencia de congruencia−lineal ∗/
36 r=(LINEAL_A∗r+LINEAL_B) % CONGRUENCIA;
37 }
38


39 /∗ generación ∗/
40 for(n=0; n<nnums; n++)
41 {
42 /∗ recurrencia de congruencia−lineal ∗/
43 r=(LINEAL_A∗r+LINEAL_B) % CONGRUENCIA;
44 f=(double)r/CONGRUENCIA;
45


46 printf ( " %g\n", f) ;
47 }
48


49 return 0;
50 }


Para modificar el generador de números pseudoaleatorios se pueden probar los
cambios sugeridos en la tabla 12.1.


Ejercicio 12.1. Modifíquese el programa 12.1 creando una función “❞♦✉❜❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✭✮”
que retorne números reales (pseudo)aleatorios distribuidos según una distribu-
ción U [0, 1). Úsese una variable global, definida fuera de “♠❛✐♥✭✮” (y de “✉♥✐❢♦r♠❡✭✮”)


/∗ el entero más largo que se pueda ∗/
long long semilla_uniforme=SEMILLA;


para guardar el último número generado.
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12.3. Números aleatorios continuos


Los ejemplos que acabamos de ver corresponden a variables aleatorias discretas,
es decir, aquellas cuyo espacio muestral está formado por un conjunto numerable de
elementos. Cuando el espacio muestral de la variable un intervalo de números reales
(por tanto, un conjunto no numerable), se dice que es una variable aleatoria continua.


El paso de una variable aleatoria discreta a una continua es análogo al paso de
un sumatorio a una integral. El intervalo continuo se particiona en un subintervalos
(que ya forman un conjunto numerable) y se define sobre ello una distribución de
probabilidad discreta. Luego, los subintervalos se hacen tan pequeños como se quiera.


A continuación vamos a ver el ejemplo de la distribución aleatoria continua más
frecuente en la naturaleza: la distribución gaussiana.


12.3.1. Generación de variables (pseudo)aleatorias distribuidas gau-


sianamente


La distribución gaussiana o normal es ubicua: aparece en, prácticamente, todos
los problemas de las ciencias naturales. Esto se debe a una importante propiedad que
cumple esta distribución, llamada el “Teorema Central del Límite”. Este teorema dice
(simplificando):


Teorema. La variable aleatoria Y construida como la suma de N variables aleatorias
Xi distribuidas, a su vez, según distribuciones de probabilidad con medias (µi)
y varianzas (σ2


i ) acotadas, sigue una distribución que se acerca a la de Gauss
con media µ el la suma de las medias, y varianza σ2 la suma de las varianzas,
según N crece. Esa distribución de Gauss viene descrita por la densidad de
probabilidad


p(x) =
1√
2πσ2


exp


(


−(x− µ)2


2σ2


)


Usando este teorema, la Naturaleza “construye” variables aleatorias distribuidas gaus-
sianamente, y usando este teorema, podemos construir un generador de variables
(pseudo)aleatorias distribuidas gaussianamente (bastará que N > 30).


El objetivo de este ejercicio es usar un generador de números (pseudo)aleatorios
uniformemente distribuidos para construir un generador de números (pseudo)aleatorios
gaussianamente distribuidos. Buscaremos que esta distribución sea la N(0, 1), que tie-
ne valor medio µ = 0 y varianza σ2 = 1. Para ello, definiremos una función “❞♦✉❜❧❡
♥♦r♠❛❧✭✮”. En ella, un bucle calculará la suma de Nuniformes valores xi de las variables
Xi aleatorias uniformemente distribuidas en [0, 1)


S =
∑


xi


Para terminar teniendo una distribución N(0, 1), centraremos esta variable en el cero,
restándole Nuniformes veces el valor medio de las Xi (µi = 1/2), y dividiendo el resultado
por la raíz cuadrada de Nuniformes veces la varianza de las Xi (σ2


i = 1/12):


y =


∑
xi − 1


2
Nuniformes


√
1
12
Nuniformes
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Listado 12.2: El programa con la función que genera números aleatorios normalmente
distribuidos según N(0, 1).


1 #include <stdio.h>
2 #include <stdlib.h>
3


4 /∗ período 2147483647 ∗/
5 #define SEMILLA 12345678L
6 #define LINEAL_A 16807L
7 #define LINEAL_B 0L
8 #define CONGRUENCIA 2147483647L
9


10 /∗ Definimos el número de variables U(0,1)
11 ∗ para construir la variable gaussiana ∗/
12 #define NUNIFORMES 100
13


14 /∗ el entero más largo que se pueda:
15 64 bits en sistemas de 32 ∗/
16 long long semilla_normal=SEMILLA;
17


18 double normal()
19 {
20 int n;
21 double f, s, g;
22


23 s=0.0;
24 for(n=0; n<NUNIFORMES; n++)
25 {
26 semilla_normal=( LINEAL_A∗semilla_normal
27 +LINEAL_B) % CONGRUENCIA;
28 f=(double)semilla_normal/CONGRUENCIA;
29 s=s+f;
30 }
31 g=(s−0.5∗NUNIFORMES)/sqrt((1.0/12)∗NUNIFORMES);
32


33 return g;
34 }
35


36 int main(int argc, char∗∗ argv)
37 {
38 int nnums, n;
39 double f;
40


41 if ( argc!=2 )
42 {
43 printf ( "Uso del programa:\n %s <num aleatorios>\n",
44 argv[0]) ;
45 exit (0) ;
46 }
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47


48 nnums=atoi(argv[1]);
49 if (nnums<1)
50 {
51 nnums=1;
52 }
53


54 /∗ "calentamiento" ∗/
55 for(n=0; n<2∗nnums; n++)
56 {
57 (void)normal();
58 }
59


60 /∗ generación ∗/
61 for(n=0; n<nnums; n++)
62 {
63 f=normal();
64


65 printf ( " %g\n", f) ;
66 }
67


68 return 0;
69 }


12.3.2. Obtención de la distribución de probabilidad


Para comprobar que las funciones anteriores “❞♦✉❜❧❡ ✉♥✐❢♦r♠✭✮” y “❞♦✉❜❧❡ ♥♦r♠❛❧✭✮”
distribuyen sus valores uniformemente y según una distribución N(0, 1), respectiva-
mente, hay que construir un histograma con los valores.


Un histograma es una representación gráfica de la frecuencia de ocurrencias de
los resultados por intervalos en que se divide el espacio muestral. Por ejemplo, para
una variable aleatoria continua que varía entre 0 y 1, si se divide este intervalo en 10
subintervalos disjuntos (pero no necesariamente de igual longitud), el histograma será
una representación como la de la figura 12.2 . En esa representación, el área de cada
rectángulo es proporcional al número de resultados (o a la frecuencia) en ese intervalo.
Si la distribución hubiese sido uniforme, el histograma de la figura sería plano: cada
rectángulo tendría la misma altura.


Este ejercicio consiste en, partiendo de los datos en un archivo de datos numéricos,
calcular el histograma de su distribución. Para ello, se leerán los valores de la variable
a estudiar desde un archivo.


Por comodidad, se creará una función “✐♥t ❧❡❡◆✉♠❡r♦s✭❝❤❛r✯ ❛r❝❤✱ ❞♦✉❜❧❡ ①❬❪✮”
que recibe el nombre del archivo de datos y un “array” de números reales, que se va
a rellenar; el número de valores que guarde en él la función será el que retorne ésta
(así que, si no se pudiera leer ningún dato, el valor sería 0). Para leer los valores de
la variable aleatoria x se usará la función “❢s❝❛♥❢”, y para saber cuándo se acaba de
leer el fichero, se usa el hecho de que esta función retorna el número de valores que
ha sido capaz de leer desde el fichero: la condición de final de archivo se traduce en







12.3. NÚMEROS ALEATORIOS CONTINUOS 12-13


x
2


x
3


x
4


x
1


x
0


h
(x


  
)


i


42
24


126


126 p(x)


Figura 12.2: Ejemplo de histograma h(xi) comparado con la función de densidad de
probabilidad p(x).


que “❢s❝❛♥❢” no lea ningún dato. Por otro lado, el tamaño del vector a rellenar será
finito; para ello ★❞❡❢✐♥imos ◆▼❆❳P❚❙ (con un valor de 10000): el tamaño reservado para
el array, que no se deberá rebasar.


La función que calcule el histograma será “✐♥t ❤✐st♦❣r❛♠❛✭✐♥t ♥♣ts✱ ❞♦✉❜❧❡ ①❬❪✱


✐♥t ♥❤✐st✱ ✐♥t ❤✐st♦❣r❛♠❛❬❪✱ ❞♦✉❜❧❡ ①❴♠✐♥✱ ❞♦✉❜❧❡ ①❴♠❛①✮”. Para el cálculo ne-
cesita los valores de la variable aleatoria x (su número, “♥♣ts”, y sus valores, “①❬❪”),
también el intervalo que contiene los valores de x (el intervalo [xmı́n, xmáx)), el número
de subintervalos en que se dividirá éste (nhist) y el array en el que se retornará el histo-
grama. El procedimiento para calcularlo es sencillo: cada valor de x hace incrementar
la cuenta de la “caja” i-ésima del histograma


i = floor
(


nhist
x− xmı́n


xmáx − xmı́n


)


donde floor(ξ) representa la parte entera de ξ, y el valor de i es un entero entre 0 y
nhist−1, esto es, que puede corresponder a cualquiera de las nhist “cajas” del array del
histograma.


Listado 12.3: El programa que lee valores de un archivo y genera el histograma de su
distribución.


1 #include <stdio.h>
2 #include <math.h>
3


4 #define X_MIN 0.0
5 #define X_MAX 1.0
6 #define NHISTOGRAMA 100
7


8 #define NMAXPTS 10000
9


10 int leeNumeros(char∗ arch, double x[])
11 {
12 int n, npts;
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13 double xa;
14


15 FILE ∗fin ;
16


17 fin =fopen(arch, "r" ) ;
18


19 npts=0;
20 do
21 {
22 n=fscanf(fin , " %lf", &xa);
23 if ( n==1 && npts<NMAXPTS )
24 {
25 x[npts]=xa;
26 }
27 npts++;
28


29 } while( n==1 && npts<=NMAXPTS );
30


31 fclose( fin ) ;
32


33 /∗ error ∗/
34 if ( npts==NMAXPTS+1 && n==1 )
35 {
36 npts=−1;
37 }
38


39 return npts;
40 }
41


42 void histograma(int npts, double x[],
43 int nhist , int histo [],
44 double x_min, double x_max)
45 {
46 int i , n;
47


48 for( i=0; i<nhist; i++)
49 {
50 histo [ i ]=0;
51 }
52


53 for(n=0; n<npts; n++)
54 {
55 i=(int ) floor (
56 (nhist∗(x[n]−x_min))
57 /( x_max−x_min) );
58 if ( 0<=i && i<NHISTOGRAMA )
59 {
60 histo [ i ]++;
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61 }
62 }
63


64 return;
65 }
66


67 int main(int argc, char∗∗ argv)
68 {
69 int naleatorios, i ;
70 double aleatorios[NMAXPTS], dx, x, f;
71 int histo [NHISTOGRAMA];
72


73 naleatorios=leeNumeros("aleatorios.dat",
74 aleatorios ) ;
75


76 histograma(naleatorios, aleatorios ,
77 NHISTOGRAMA, histo,
78 X_MIN, X_MAX);
79


80 dx=(double)(X_MAX−X_MIN)/NHISTOGRAMA;
81


82 for( i=0; i<NHISTOGRAMA; i++)
83 {
84 x=X_MIN+(double)i∗dx;
85 f=(double)histo[i ]/( naleatorios∗dx);
86


87 printf ( " %g\t %d\t %g\n",
88 x, histo [ i ], f ) ;
89 }
90


91 return 0;
92 }


Ejercicio 12.2. Comprobar que el histograma de una variable aleatoria X distribui-
da según una distribución uniforme en el intervalo [0, 1) (listado 12.1) es, apro-
ximadamente, constante. Obsérvese cómo este resultado es más aproximado
cuantos más valores de la variable aleatoria se consideran en el cálculo.


Ejercicio 12.3. Comprobar que el histograma de una variable aleatoria X distribuida
según una distribución normal N(0; 1) (listado 12.2) viene dado, aproximadamen-
te, por la expresión


p(x) =
1√
2π


exp


(


−1


2
x2


)


que es la distribución gaussiana de varianza σ2 = 1 y valor medio µ = 0. Obsér-
vese, de nuevo, cómo este resultado es más aproximado cuantos más valores
de la variable aleatoria se consideran en el cálculo.
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12.4. Caminantes aleatorios y difusión browniana


Un proceso de difusión consiste en el desplazamiento de masa o energía desde
una región del espacio en la que abunda a otra región del espacio en la que existe
déficit. Así, la difusión térmica consiste en el paso paulatino de calor de una parte
de un cuerpo que está caliente a otra parte que está fría. La difusión de una gota de
colorante en un vaso de agua es el reparto paulatino del colorante, desde el punto en
que cae la gota, donde la concentración del colorante es máxima, hacia las zonas de
agua transparente, con el resultado final de que se colorea la totalidad del agua del
vaso.


En 1828, Robert Brown (botánico escocés, 1773-1858) observó bajo el microsco-
pio que, cuando un grano de polen cae en el agua, realiza un movimiento sin dirección
definida. A lo largo de este “paseo aleatorio”, el grano de polen visita la totalidad del
portamuestras, si se tiene la paciencia de seguirlo (como hizo Brown). Este movimien-
to de una partícula se llama desde entonces movimiento Browniano. En 1905, Albert
Einstein explicó este movimiento a través de un modelo en el que la partícula brow-
niana (el grano de polen) choca con las moléculas del fluido en el que se halla, las
cuales se mueven en distintas direcciones debido a la agitación térmica. Cuando se
tienen muchas partículas brownianas, estas colisiones hacen que las mismas acaben
repartidas por todo el espacio, del mismo modo que sucede en el caso de la difusión.
Por eso se habla de difusión browniana.


Como vimos más arriba (al hablar del teorema central del límite, sección 12.3.1),
el resultado de la suma de todos estos desplazamientos aleatorios causados por las
colisiones térmicas acabará dando una distribución gaussiana de las partículas brow-
nianas alrededor del punto de partida; esta distribución vendrá dada, en función del
tiempo t, para la coordenada x de las partículas, por


p(x, t) =
1√
4πDt


exp


(


− x2


4Dt


)


donde D se llama coeficiente de difusión (y se asume que todas las partículas tienen
coordenada x = 0 en el instante inicial t = 0).


Este resultado es muy interesante, puesto que nos enseña que en un proceso
difusivo, la varianza de la distribución de las observaciones crece linealmente con el
tiempo. En el caso de una partícula que se mueve en un espacio d-dimensional y su
posición viene dada por el vector r, se cumple:


〈(∆r)2〉(t) = 2dDt


Esta ecuación deducida por Einstein es la generalización, para un movimiento en d
dimensiones del proceso de difusión Browniana.


12.4.1. Difusión browniana en 1-D


Para simular un proceso de difusión browniana en una dimensión (sobre la línea),
se recurre al modelo del caminante aleatorio5. Este caminante avanza o retrocede


5Además del nombre “políticamente correcto” de caminante aleatorio (random walker ), también se
habla del modelo de peatón o de la hormiga borracha (drunken ant).
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un paso, según le salga cara o cruz del lanzamiento de una moneda, respectivamen-
te. ¿Cuál es la probabilidad de encontrar al caminante a una distancia x del punto de
partida? La respuesta es que esta probabilidad vendrá dada por una distribución gaus-
siana. Sin embargo, podemos calcular la trayectoria del caminante con un programa y,
así, comprobar nuestra hipótesis.


La biblioteca “libprobabilidad”.


Antes de seguir, construiremos nuestra primera biblioteca de funciones. En los
ejemplos y ejercicios anteriores, habremos programado una serie de funciones que
hacen uso de números (pseudo)aleatorios o que ayudan a analizarlos. Estas funcio-
nes son:


❞♦✉❜❧❡ ♥♦r♠❛❧✭✮


❞♦✉❜❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✭✮


✐♥t ❤✐st♦❣r❛♠❛✭✐♥t ♥♣ts✱ ❞♦✉❜❧❡ ①❬❪✱ ✐♥t ♥❤✐st✱ ✐♥t ❤✐st♦❣r❛♠❛❬❪✱ ❞♦✉❜❧❡


①❴♠✐♥✱ ❞♦✉❜❧❡ ①❴♠❛①✮


Guardaremos el código de estas funciones en un archivo, que llamaremos “❧✐❜♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐❞❛❞✳❝”, y sus declaraciones en un archivo H, que llamaremos “❧✐❜♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞✳❤”.
Los códigos de ambos se pueden ver en los listados 12.4 y 12.5.


Es de destacar la presencia de “★✐❢♥❞❡❢”. Esta directiva del preprocesador com-
prueba si está ★❞❡❢✐♥ido el símbolo que sigue y, si no lo está, deja que el preproce-
sador procese y pase al compilador todo el contenido del archivo hasta la directiva
“★❡♥❞✐❢”. Del mismo modo existe la directiva “★✐❢❞❡❢”, que hace justo lo contrario:
procesa sólo si está ★❞❡❢✐♥ido el símbolo del preprocesador.


En los archivos H, se utiliza este “truco” de comprobar que un símbolo no ha sido
★❞❡❢✐♥ido para evitar ★✐♥❝❧✉ir el archivo H varias veces y evitar así, tanto el tiempo de
procesamiento, como los errores que ello causaría.


Listado 12.4: Las declaraciones de funciones en la biblioteca de probabilidad
(❧✐❜♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞✳❤).


1 #ifndef _LIBPROBABILIDAD_H_
2 # define _LIBPROBABILIDAD_H_
3


4 /∗ período 509
5 #define SEMILLA 123L
6 #define LINEAL_A 65L
7 #define LINEAL_B 0L
8 #define CONGRUENCIA 509L
9 ∗/


10


11 /∗ período 32749
12 #define SEMILLA 12345L
13 #define LINEAL_A 1944L
14 #define LINEAL_B 0L
15 #define CONGRUENCIA 32749L







12-18 TEMA 12. MÉTODOS MONTE CARLO


16 ∗/
17


18 /∗ período 2147483647
19 #define SEMILLA 12345678L
20 #define LINEAL_A 16807L
21 #define LINEAL_B 0L
22 #define CONGRUENCIA 2147483647L
23 ∗/
24


25 /∗ período 4294967296 ∗/
26 #define SEMILLA 1234567891LL
27 #define LINEAL_A 1664525LL
28 #define LINEAL_B 1013904223LL
29 #define CONGRUENCIA 4294967296LL
30


31 #define NUNIFORMES 100
32 #define NHISTOGRAMA 1000
33


34


35 double normal();
36 double uniforme();
37 void histograma(int npts, double x[],
38 int nhist , int histo [],
39 double x_min, double x_max);
40 #endif


Listado 12.5: Las definiciones de las funciones de la biblioteca de probabilidad
(❧✐❜♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞✳❝).


1 #include <math.h>
2 #include "libprobabilidad .h"
3


4


5 static
6 long long semilla_normal=SEMILLA;
7


8 double normal()
9 {


10 int n;
11 double f, s, g;
12


13 s=0.0;
14 for(n=0; n<NUNIFORMES; n++)
15 {
16 semilla_normal=(LINEAL_A∗semilla_normal+LINEAL_B)
17 % CONGRUENCIA;
18 f=(double)semilla_normal/CONGRUENCIA;
19 s=s+f;
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20 }
21 g=(s−0.5∗NUNIFORMES)/sqrt((1.0/12)∗NUNIFORMES);
22


23 return g;
24 }
25


26


27 static
28 long long semilla_uniforme=SEMILLA;
29


30 double uniforme()
31 {
32 double f;
33 semilla_uniforme=(LINEAL_A∗semilla_uniforme+LINEAL_B) %


CONGRUENCIA;
34


35 f=(double)semilla_uniforme/CONGRUENCIA;
36


37 return f ;
38 }
39


40


41


42 void histograma(int npts, double x[],
43 int nhist , int histo [],
44 double x_min, double x_max)
45 {
46 int i , n;
47


48 for( i=0; i<nhist; i++)
49 {
50 histo [ i ]=0;
51 }
52


53 for(n=0; n<npts; n++)
54 {
55 i=(int ) floor (
56 (nhist∗(x[n]−x_min))
57 /( x_max−x_min) );
58 if ( 0<=i && i<NHISTOGRAMA )
59 {
60 histo [ i ]++;
61 }
62 }
63


64 return;
65 }
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Nota: Para ahorrar tiempo, lo mejor es, compilar la biblioteca libprobabilidad como


❣❝❝ ✲❝ ✲♦ ❧✐❜♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞✳♦ ❧✐❜♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞✳❝


Cada vez que sea necesaria una función de la biblioteca (y se use ★✐♥❝❧✉❞❡


✏❧✐❜♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞✳❤✑ por ello), habrá que añadir, antes del nombre del progra-
ma que se quiere compilar, el nombre del objeto de la biblioteca. Así, por ejemplo,
compilaremos el próximo programa, “❜r♦✇♥✐❛♥♦✶❞✳❝” como


❣❝❝ ✲♦ ❜r♦✇♥✐❛♥♦✶❞
︸ ︷︷ ︸


ejecutable


✲❧♠
︸︷︷︸


biblio.matemat.


❧✐❜♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞✳♦
︸ ︷︷ ︸


biblio. probabilidad


❜r♦✇♥✐❛♥♦✶❞✳❝
︸ ︷︷ ︸


programa fuenteC


En el programa que simula un movimiento browniano unidimensional, utilizaremos
esta biblioteca de funciones para decidir si la (pseudo)moneda devuelve cara o cruz:
si la variable aleatoria uniformemente distribuida en [0, 1) es mayor o menor que 0,5,
respectivamente. El código de este programa se muestra en el listado 12.6.


El programa recibe como argumento de línea de comandos el número de pasos
que dará el caminante (guardado en la variable “♥♣ts”). Posteriormente, en un bucle,
modifica la posición del caminante (variable “①♣”, inicialmente tomada como 0); esta
posición se mide en “número de pasos desde el origen”, por lo que es suficiente con
que sea de tipo entero.


El programa muestra por terminal las posiciones del caminante en los sucesivos
tiempos (indicados por la variable del bucle, “♥”). En la figura 12.3 se muestra el reco-
rrido del caminante, ¡realmente aleatorio!.


Listado 12.6: Programa que calcula el recorrido de un caminante aleatorio: su posición
en función del número de pasos dados.


1 #include <stdio.h>
2 #include <stdlib.h>
3 #include "libprobabilidad .h"
4


5 int main(int argc, char∗∗ argv)
6 {
7 int npts, n;
8 int xp;
9


10 if ( argc<2 )
11 {
12 printf ( "Uso del programa:\n %s <no. puntos>\n",
13 argv[0]) ;
14 exit (0) ;
15 }
16


17 npts=atoi(argv[1]) ;
18 if (npts<1)
19 {
20 npts=1;
21 }
22


23 xp=0;
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Figura 12.3: Gráfica de la posición de un caminante aleatorio unidimensional en fun-
ción del tiempo (generado por el programa del listado 12.6).


24


25 for(n=0; n<npts; n++)
26 {
27 (void)uniforme();
28 }
29


30 for(n=0; n<npts; n++)
31 {
32 if ( uniforme()>=0.5 )
33 {
34 xp++;
35 } else {
36 xp−−;
37 }
38


39 printf ( " %d\t %d\n", n, xp);
40 }
41


42 return 0;
43 }


Ejercicio 12.4. Comprobar que nuestro caminante aleatorio cumple la relación de
Einstein, y que la varianza de la distribución de probabilidad de encontrarlo en
una posición x crece linealmente con el tiempo. Para ello, hágase uso de una
“colectividad” de caminantes. Cada uno de ellos ejecutará su danza según el
resultado de una “moneda”: nuestro único generador de números aleatorios.


Consejos:


La posición de los “◆❇❘❖❲◆■❆◆❖❙” caminantes debe ser un “array” de posi-
ciones, “✐♥t ①♣❬◆❇❘❖❲◆■❆◆❖❙❪”. Esto hace que en nuestro código anterior,
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cualquier operación con “①♣” se convierta en un bucle de actualización de
los “①♣❬❪”.


Ya no estaremos interesados en las posiciones concretas de todos los ca-
minantes, sino en los valores medios de todas estas posiciones y en su va-
rianza. Esperamos que el valor medio, si realmente cada uno ha “tirado por
su lado”, sea cero; pero esto no siempre será exactamente así. Respecto a
ese valor medio, calcularemos la media cuadrática de los desplazamientos,
para calcular así la varianza.


Representar con “Gnuplot” la evolución temporal de la media x̄(n) y la varianza
∆x2(n), en función del tiempo n, para comprobar la relación de Einstein.


Ajustar por mínimos cuadrados los datos generados a la expresión


∆x2(n) = 2dDn


y obtener así el coeficiente de difusión browniana, D (recuérdese que, en este
apartado, d = 1).


12.4.2. Difusión browniana en 2-D


Como en el caso de difusión unidimensional, en dos o tres dimensiones (d = 2, 3,
respectivamente), se sigue cumpliendo la relación de Einstein. En este caso, el vector
posición de la partícula r, relativo al origen del movimiento, y con longitud dada por


r =


√
√
√
√


d∑


i=1


x2
i


{
r =


√


x2 + y2 en 2-D
r =


√


x2 + y2 + z2 en 3-D


figurará en la expresión de la densidad de probabilidad por unidad de volumen (el
elemento de volumen en d-dimensiones es dVd = dx1dx2 · · · dxd)


p(r, t)dVd =
1


(4dπDt)d/2
exp


(


− r2


4dDt


)


dx1dx2 · · · dxd


Se puede ver que la probabilidad por unidad de distancia al origen del movimiento
vendrá dada, en el caso general de un movimiento en un espacio de d dimensiones,
por


pr(r, t)dr =
1


(4πdDt)d/2











2
d+1
2 π


d−1
2


(d−2)!!
d impar


2πd/2


( 1


2
d−1)!


d par









exp


(


− r2


4dDt


)


rd−1dr


En particular, para d = 2


pr(r, t) =
r


4Dt
exp


(


− r2


8Dt


)


y, para d = 3


pr(r, t) =
π


2


r2


(3πDt)3/2
exp


(


− r2


12Dt


)


Lo interesante de esta distribución es que, para d > 1, y para un tiempo t, existe una
distancia al origen6 a la que es más probable hallar la partícula browniana, mientras
que en el caso 1-D la probabilidad era máxima sólo en las cercanías de dicho origen.


6Esta distancia es rmáx =
√


2d(d− 1)Dt. ¡Calcúlese!
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Ejercicio 12.5. El objetivo de este ejercicio es generalizar los dos programas del
apartado anterior para visualizar una instancia de paseo aleatorio en 2-D (o 3-D)
y comprobar la expresión anterior de la distribución de probabilidad.


Para ello, se introducirá una estructura de datos que represente la partícula brow-
niana, definida como:


struct Particula {
int x, y;


};


Las coordenadas (obsérvese que son enteras) de esta partícula browniana serán
modificadas por una función de agitación térmica, que simulará las colisiones con
las moléculas del fluido: desplazará, cada vez que sea llamada, a la partícula a
derecha o a izquierda, y arriba o abajo, en función de sendos “lanzamientos de
moneda”. Para los lanzamientos de moneda usaremos, como antes, la función
“❞♦✉❜❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✭✮” de nuestra “❧✐❜♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞✳❤”. Esta función de agitación
térmica se declarará como “✈♦✐❞ ❛❣✐t❛✭str✉❝t P❛rt✐❝✉❧❛ ✯♣✮” y modificará la
posición de la partícula pasada por referencia.


Representar con “Gnuplot” la trayectoria de un caminante aleatorio bidimensional
tras 106 pasos (o más).


Ejercicio 12.6. Para comprobar la correcta distribución de las partículas brownianas
en 2-D alrededor del origen de su movimiento, se calculará el histograma de
su distribución tras N pasos de tiempo (un paso de tiempo corresponde a una
llamada a la función “✈♦✐❞ ❛❣✐t❛✭✮”).


El histograma se calculará para un conjunto de caminantes aleatorios, que se
guardarán en un “array” de estructuras “P❛rt✐❝✉❧❛”. Cada una de ellas se “❛❣✐t❛rá”
N veces. Posteriormente, se calcularán sus distancias al origen y se guarda-
rán en un “array” de valores reales (conviene usar para ello la función “❞♦✉❜❧❡
❤②♣♦t✭❞♦✉❜❧❡✱ ❞♦✉❜❧❡✮” declarada en ❁♠❛t❤✳❤❃).


El programa calculará después el histograma de estas distancias. La comproba-
ción se llevará a cabo representando el histograma junto con la correspondiente
función de distribución de probabilidad, que será en este caso (en función de N )


pr(r) =
1


N
r exp


(


− r2


2N


)


(justifíquese esta expresión).


Nota. Obsérvese que, si el histograma abarca el intervalo [0, rmáx], y tiene un
número de cajas nhisto, entonces la función de densidad de probabilidad
vendrá dada por


pr(ri) =
hi


Ncaminantes × δr


donde hi es el número de caminantes en la i-ésima caja, situada alrededor
de ri, Ncaminantes el número total de caminantes en la estadística, y δr =
rmáx/nhisto el tamaño de las cajas del histograma.







12-24 TEMA 12. MÉTODOS MONTE CARLO


12.5. Integración Monte Carlo


Hasta ahora se han utilizado los generadores de números aleatorios para simular
procesos de naturaleza estocástica o probabilista. Sin embargo, en muchas áreas
de la física se emplean estos métodos como métodos para aproximar numéricamente
soluciones de problemas no aleatorios, pero de muy difícil solución. Este es el ejemplo
del cálculo de volúmenes o hipervolúmenes o, en general, integrales múltiples con un
elevado grado de dimensionalidad. Por ejemplo, una integral múltiple de la forma


∫ xb


xa


dx


∫ yb


ya


dy


∫ zb


za


dz


∫ ub


ua


du


∫ vb


va


dv


∫ wb


wa


dw f(x, y, z, u, v, w)


es muy costosa de evaluar. Aunque parezca excesivamente complicada, este tipo de
integrales múltiples (y en más variables) son frecuentes en teoría de campos, tanto
clásicos como cuánticos, y en física estadística (funciones de correlación).


Recordando el significado geométrico de la integración, que no es más que el de
la suma de valores dados por una función en los puntos del dominio de integración,
se puede llevar a cabo un “muestreo” de puntos distribuidos en este dominio y, simple-
mente, sumar los valores de la función f(x, y, z, u, v, w) en ellos, ponderando la suma
con la “concentración” de los puntos elegidos en el dominio. Como corolario al teorema
de los grandes números,7 el resultado de esta suma converge, según crece el tamaño
de la muestra, al valor de la integral.


12.5.1. Cálculo de volúmenes


El ejemplo más sencillo de cálculo de integrales por Monte Carlo es el de la de-
terminación de un área, volumen o, en general, un hipervolumen, de una región de
un espacio R


d determinada por ciertas condiciones. Como ejemplo, veremos el de
la determinación del volumen de una esfera de radio unidad. Esta esfera de radio
unidad, centrada en el origen de coordenadas (0, 0, 0), se halla inscrita en el cubo
[−1, 1]× [−1, 1]× [−1, 1].


La idea tras el método Monte Carlo es sencilla8. La probabilidad de que un punto,
elegido al azar, caiga dentro de la esfera, viene dada por Vesfera/Vcubo, por lo tanto,
si elegimos N puntos al azar dentro del cubo, es esperable que NVesfera/Vcubo caigan
dentro de la esfera. El volumen de la esfera, si se observan Nesfera puntos en su interior,
será entoces Vesfera = VcuboNesfera/N .


El programa listado en 12.7 calcula el volumen de la esfera de radio R = 1.
La pertenencia de un punto a esta esfera se determina mediante la función “✐♥t
❞❡♥tr♦✭❞♦✉❜❧❡ ①✱ ❞♦✉❜❧❡ ②✱ ❞♦✉❜❧❡ ③✮”, que retorna un resultado igual a 0 (FALSO
en C) en caso de que el punto no esté dentro y un valor distinto de cero (VERDADERO
en C) en caso de que el punto esté dentro de ella.


Al programa se le indica por línea de comando el número de muestras aleatorias
que deberá tomar para el cálculo. El volumen se calcula como el producto del “volu-
men” del cubo dentro del cual se toman los puntos por el cociente entre las “cuentas”
de puntos dentro de la esfera respecto del total de muestras tomadas (“nmuestras”).


7El teorema de los grandes números para variables aleatorias continuas dice, básicamente, que la
esperanza de una función de estas variables en el dominio de variación de las mismas, es aproximada
por el valor medio de los valores de dicha función muestreados aleatoriamente, y la aproximación es
mejor según el número de valores tomados crece.


8Ya la vimos en el ejemplo para estimar el valor de π en la página 12-5.
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Listado 12.7: Programa que calcula por un método de Monte Carlo el volumen de una
esfera.


1 #include <stdio.h>
2 #include <stdlib.h>
3 #include "libprobabilidad .h"
4


5 int dentro(double x, double y, double z)
6 {
7 double r2;
8


9 r2=x∗x+y∗y+z∗z;
10


11 return (r2<1.0);
12 }
13


14 #define X_MIN −1.0
15 #define X_MAX +1.0
16


17 #define Y_MIN −1.0
18 #define Y_MAX +1.0
19


20 #define Z_MIN −1.0
21 #define Z_MAX +1.0
22


23 int main(int argc, char∗∗ argv)
24 {
25 long int nmuestras, n;
26 long int cuentas;
27 double rx, ry , rz ;
28 double volumen, fraccion, integral ;
29


30 if ( argc<2 )
31 {
32 printf ( "Uso %s <no. muestras>\n",
33 argv[0]) ;
34 exit (0) ;
35 }
36


37 nmuestras=atol(argv[1]);
38 if ( nmuestras<=0 )
39 {
40 nmuestras=10000;
41 }
42


43 volumen= (X_MAX−X_MIN)
44 ∗(Y_MAX−Y_MIN)
45 ∗(Z_MAX−Z_MIN);
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46


47 cuentas=0;
48 for(n=0; n<nmuestras; n++)
49 {
50 rx=X_MIN+(X_MAX−X_MIN)∗uniforme();
51 ry=Y_MIN+(Y_MAX−Y_MIN)∗uniforme();
52 rz=Z_MIN+(Z_MAX−Z_MIN)∗uniforme();
53


54 if ( dentro(rx , ry, rz) )
55 {
56 cuentas++;
57 }
58 }
59


60 fraccion=(double)cuentas/nmuestras;
61


62 integral =fraccion∗volumen;
63


64 printf ( "Volumen estimado de la esfera = %g\n",
65 integral ) ;
66


67 return 0;
68 }


Este método Monte Carlo se llama de muestreo por rechazo, porque sólo considera
los puntos que cumplen la restricción


x2 + y2 + z2 < R2


y rechaza los demás (un número realmente grande, la mitad de ellos prácticamente).
No es un método muy efectivo desde el punto de vista numérico, pero ilustra de forma
sencilla la idea detrás de este tipo de métodos aleatorios.


La figura 12.4 muestra el comportamiento del método en función del número de
muestras empleadas, y lo comparac con el volumen exacto de la esfera.


Nota: Es posible demostrar que el error (la desviación típica) que afecta al método
cuando se usan Nmuestras muestras viene dado por


∆V =
V√


Nmuestras


Ello quiere decir que para reducir el error a la décima parte, habrá que emplear
cien veces más puntos.


Ejercicio 12.7. Calcular el volumen de un cilindro de radio unidad y altura unidad, y
representar la figura equivalente a la figura 12.4.


12.5.2. Cálculo de momentos de inercia de una esfera


El cálculo de una integral de volumen por Monte Carlo no se diferencia mucho del
cálculo del propio volumen: basta remplazar el conteo de los puntos en el dominio
considerado por la suma de los valores de la función en dichos puntos.
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Figura 12.4: Resultados del cálculo del volumen de una esfera, VNmuestras
, en función


del número Nmuestras de muestras Monte Carlo. Los puntos corresponden a diferentes
semillas del generador de números aleatorios. Se muestran también (con líneas de
trazos) el corredor de errores teóricos correspondientes a una desviación típica de la
estimación del volumen (el valor exacto del volumen es V = 4,1888).


Ejercicio 12.8. Modificar el programa anterior para el cálculo del volumen de una
esfera de modo que se calcule su momento de inercia respecto al eje Z. Recuér-
dese que este momento de inercia se calcula como


Iz =


∫


dV ρ(x, y, z) (x2 + y2)


donde ρ(x, y, z) es la densidad local en torno al punto (x, y, z) [Nota: aquí se
asumirá densidad uniforme ρ = 1.]


Calcular el momento de inercia para diferentes valores de Nmuestras, desde 10
hasta 106 (incrementando, cada vez, en un factor 10). Para cada valor de Nmuestras


utilizar 10 semillas distintas del generador de números aleatorios.


Comparar el resultado obtenido con el valor exacto para el momento de inercia
de una esfera de masa M respecto a un eje que pasa por su centro de masas:


Iz =
2


5
MR2


o, en términos de su densidad ρ:


Iz =
8


15
πρR5


Representar el error relativo cometido respecto a este valor exacto en función
del número de muestras y comentar el tipo de función obtenida.


Nota: Úsese una escala doble logarítmica. Para ello, en Gnuplot, introdúzcase la
instrucción “s❡t ❧♦❣s❝❛❧❡ ①②” antes del comando “♣❧♦t”.





