iQué bonita es la teoria de Galois!

ALGEBRA II. TERCERO DE MATEMATICAS.

Gauss Abel Galois
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Algebra IT reloaded

Esto sera en el futuro un prefacio. Por ahora, hasta que no finalice el curso, no puedo decir mas que generalidades.
Entre ellas, la més relevante es que estas notas estdn basadas en otras que escribi de la asignatura homénima los cursos
1995/96 y 1996/97, disponibles en la pagina http://www.uam.es/fernando.chamizo (en mi “segunda vivienda”).

Evidentemente, el cambio de titulo indica que ha habido modificaciones sustanciales desde entonces. La més notable
se debe a que la parte de teoria de anillos que ha perdido Algebra I, ahora pertenece a la asignatura que nos ocupari,
por ello hay un primer capitulo totalmente nuevo. También se han afiadido gran cantidad de ejercicios, algunos ejemplos,
observaciones, apéndices y tonterias. En fin, nada que me haya servido para nada mas que fabricarme un trocito de pasado.

Acabo estas breves lineas agradeciendo a Carlos Vinuesa (estudiante y cinéfilo) la revisién profunda que hizo de
muchas secciones de la antigua versién de las notas. En reconocimiento he puesto a este prefacio provisional el titulo de
uno de sus mensajes. Dicho sea de paso, el capitulo de agradecimientos estd abierto, y ruego a los que tengan d&nimo y
ganas de investigar erratas, fallitos y errores vergonzantes, que me los comuniquen para incorporar los cambios pertinentes
a estos apuntes.

Madrid, febrero de 2004

Prefacio

Estos apuntes reflejan los contenidos de un curso tipico de teoria de Galois con un
capitulo inicial de teoria de anillos. Hay muchos y buenos libros sobre el tema, especial-
mente el de 1. Stewart Galois Theory. La tnica débil publicidad que puedo hacer a mis
apuntes es su precio (igual en pesetas que en euros) y que se ajustan bien al temario
real de la asignatura. Respecto a su estructura, hay cuatro capitulos, cada uno com-
plementado con una coleccién de ejercicios y con un apéndice de curiosidades, consejos
y tonterias. Los pocos ejercicios senalados por la leyenda correspondiente como “muy
dificiles”, realmente lo son, posiblemente incluso para los alumnos mas aventajados. Los
identificados como “opcionales” no son necesariamente complicados pero no estan rela-
cionados con el centro del curso. A veces lo estdn con material complementario escrito
en letra pequena.

Avanzo que no habra grandes cambios con respecto a la version de estos apuntes
escrita el curso pasado. Si alguien dispone de una copia de ellos, puede aprovecharla
por el bien de nuestros bosques. En ese caso, constltese en la pagina de la asignatura
http://www.uam.es/fernando.chamizo la lista de erratas detectadas. Alli también se
pueden obtener los presentes apuntes corregidos, capitulo a capitulo.

Tras la experiencia del curso pasado, lo mas posible es que la materia tal como se
presenta en clase, sufra algunas reducciones con respecto a lo aqui escrito. La ltima
seccién se puede suprimir totalmente, y las otras dos secciones del cuarto capitulo pre-
sentarse con reducciones en los detalles técnicos. Especialmente la primera, ya que la
teoria de grupos es un medio pero no un fin por si mismo en este curso.
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La teoria de Galois en menos de cincuenta minutos

La idea genial bajo la teoria de Galois es que se pueden representar ciertos conjuntos
asociados a la solucion de ecuaciones algebraicas mediante grupos de simetrias. Esta
frase es tan lapidaria como incomprensible. Afortunadamente todavia podemos utilizar
los 49 minutos 50 segundos restantes para tratar de clarificarla un poco.

Comencemos resolviendo la ecuacién general de segundo grado z? + bx + ¢ = 0.
Considerando sus raices r; y 7 como variables arbitrarias, los coeficientes b y ¢ vienen
dados por funciones polinémicas simétricas de ellas:

P Hbrdce=(x—r)(x—71y) = b=b(r;,r) = —r1 —19, c=c(ry,ry) =riro.

La férmula para resolver la ecuacién (hallar 7y y ro a partir de by ¢) es (—b++v0? — 4c) /2
donde el radical no es una verdadera funcion univaluada, sino que hay que asignarle dos
valores, uno con maéas y otro con menos. Este radical obra el milagro de pasar de una
funcién simétrica en r; y ro, concretamente b* — dc = (11 +r9)? — 4ryry, a dos funciones

no simétricas, vb? — 4c = £(r; — ry).

En la ecuacién de tercer grado 23 + bz? + cx + d = 0, de nuevo b, ¢ y d se pueden
considerar como funciones simétricas en las variables ry, ro y r3 que representan las
raices:

b= —ry —ry —rs, c=rro+rirs+rory y d= —rirars.

La férmula para resolver la ecuacion es en este caso bastante mas complicada y se puede
escribir como:

24t t=E
373 con vVE

donde

g Q=2 —27d+ VD

5 y D= (9bc — 2b> — 27d)* + 4(3c — b*)*.

En resumidas cuentas, la resolucion de la ecuacion pasa por hallar primero una raiz
cuadrada de D y después otra cubica (trivaluada) de E. Si tuviéramos tiempo y paciencia
para sustituir b, ¢ y d en términos de las raices veriamos que

D= =27(ry = rp)*(ry —73)*(ro —13)> y  E=(ri+(ra+(Prs)’,

donde ¢ es una rafz ciibica no trivial de la unidad, esto es, ¢ = (=1 414v/3)/2.
De nuevo observamos la pérdida de simetrias por medio de los radicales: D es una
funcién simétrica en_ry, ro v r3, mientras que v.D no lo es, aunque perduran algunas
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términos de las variables 71, ro, 73 y 74 que representan las raices, el fenémeno de pérdida
de simetrias se repite, desde F que las tiene todas, hasta v/I que no tiene ninguna.

Volvamos al caso de segundo grado. Consideremos el conjunto K, de todas las ex-
presiones (férmulas) que se pueden obtener a partir de b y ¢ haciendo sumas, restas,
multiplicaciones y divisiones, por ejemplo b/(c* —b) + b* € Ky, y KO(\/ b2 — 40) definido
de igual manera pero permitiendo también operar con /b? — 4c. Se tiene b,c € Ky y
r,ry € Ky = KO(\/ b2 — 40), de forma que el paso de K, a K representa resolver la
ecuacién. Como las funciones de K son invariantes al permutar sus dos variables (r y
), diremos que su grupo de simetrias es S, mientras que las funciones de K; no son
en general simétricas de ningiin modo y por tanto le asignaremos el grupo trivial de
simetrias {Id}. En un esquema:

Ky Ky = Ko(Vb? — 4c)

Go == Sz G1 - {Id}
Con la misma notacién, en el caso de tercer grado el esquema seria:
Ky — K= KO(\/E) — Ky = Kl(\B/E)
GO - SQ _— Gl = Ag _— G2 = {Id}

donde A3 son las permutaciones pares, las generadas por (71,79, 73) — (r2,73,71).
Sin entrar en detalles, en el caso de grado cuatro se tiene:

Ky K, — Ky — Ky — K,
Go=S1 —— Gi=Ay —— Gy —— Gy —— Gy={1a

con Ky = Ko(VF), Ky = K1 (VG), K3 = Ko(VH) y Ky = K3(VI), y Go y Gy ciertos
subgrupos de Sy de 6rdenes 4 y 2 respectivamente.

De esta forma reflejamos el método para resolver las ecuaciones de grado n = 2,3,4
en una “tira” de subgrupos que empieza en S, y acaba en {Id}. Ademés, y aqui estd la
clave del teorema de Galois, siempre que empleemos radicales para romper simetrias
cada subgrupo debe ser normal en el anterior, G;>G, ;. Para probar esto debemos tener
a mano nuestros apuntes de Algebra Ly, si K;v1 = K;(R) con RP € K; (digamos con p
primo y R ¢ K;), considerar el homomorfismo:

¢: G — (C_{0}>')
R(ry1) To(2)s - - s Totn)

g —
R(ry,ra, ... 1)

Ahora leamos muy despacito, siempre con el Algebra I presente: La imagen de este
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Ahora podemos recoger los frutos de esta representacion por medio de simetrias: Un
teorema de teoria de grupos asegura que no existe ninguna cadena de grupos desde Sj
a {Id} siendo cada uno subgrupo normal del anterior y con cociente ciclico, por tanto
no existe una formula para resolver la ecuacion de quinto grado usando sélo sumas,
restas, multiplicaciones, divisiones y radicales (Teorema de Abel). Lo mismo se aplica a
la ecuacién general de grado n > 5.

Evidentemente, hay casos particulares, como por ejemplo 2° — 7 = 0, que si pueden
resolverse con radicales. El Teorema de Galois afirma que una ecuacion se puede resolver
con radicales si y s6lo si existe una tira de subgrupos desde el llamado grupo de Galois a
{Id} con las propiedades antes indicadas. El grupo de Galois es esencialmente el formado
por las permutaciones de las raices que son compatibles con las operaciones elementales
(suma, resta, multiplicacién y divisién) y que por tanto respeten las igualdades creadas

con ellas. Por ejemplo, z* — 2 = 0 tiene como raices 11 = v/2, 1y = —v/2, 13 = iv/2,
ry, = —iv/2, y la permutacién que intercambia 75 y 73 (dejando fijas las otras raices)
debe ser excluida del grupo de Galois porque, por ejemplo, 7% — r3 = rj — r3 pero

r? —r2#£7r2 —r2 Alo largo del curso veremos cémo hallar el grupo de Galois en casos
suficientemente sencillos sin tener que pensar en todas las posibles igualdades. Si las
raices se consideran variables arbitrarias, como hemos hecho antes, no hay relaciones
entre ellas, y el grupo de Galois es .5,,.

El interés de este grupo no se limita a su relacion con la resolubilidad por radicales,
aunque sea su origen histérico. El teorema fundamental de la Teoria de Galois implica
que para cualquier ecuacion algebraica particular, la estructura interna de Ky esta fiel-
mente reflejada en la estructura del grupo de Galois, lo cual es realmente destacable
porque permite pasar de estudiar un conjunto infinito y de alguna forma continuo, a
otro finito discreto.
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Capitulo 1

Teoria de anillos

1.1. Definicion de anillo

Un anillo intuitivamente no es mas que un conjunto en el que podemos sumar, restar
y multiplicar con las propiedades habituales excepto que la multiplicacién no tiene por
qué ser conmutativa, aunque esta salvedad no se considerara en este curso.

Definicién: Un anillo, A, es un conjunto dotado con dos operaciones cerradas, @ y ®
(suma y multiplicacién), de modo que se verifican las siguientes propiedades:

i) A es un grupo abeliano con respecto a .

ii) ® es una operacién asociativa en A.

iii) Se cumplen las leyes distributivas (¢ ®b) @ c = (a®¢) B (b®c) y c® (a D b) =
(c®a)® (c®b).
Si ademdas ® es una operacién conmutativa se dice que A es un anillo conmutativo, y si
® tiene elemento neutro, se dice que A es un anillo con unidad.

Observacién: Que las operaciones sean cerradas simplemente quiere decir que al efec-
tuarlas siempre el resultado estard en A. Con la notacién habitual, que seguiremos en lo
posible aqui, se escribe 0 para indicar el elemento neutro de & y 1 para indicar el de ®.
Ademas se suelen utilizar las notaciones de la suma y producto habituales: + y - (muchas
veces omitida). Se dice que 1 es la unidad del anillo, y en general con la terminologia
al uso se llama unidades (o elementos invertibles) a todos los los elementos con inverso
respecto de ®.

Como se ve, incluso para leer la primera definicién es necesario saber qué es un
grupo. Y, en general, es un requisito indispensable para este curso cierto conocimiento
de la teoria de grupos. Como una concesién de primera pagina, recordaremos al menos

la definicidn

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



2 TEORIA DE ANILLOS

Ya hemos insinuado que en este curso solo apareceran anillos conmutativos. Esta es
una excusa como cualquier otra para introducir una nueva definiciéon que especifica méas
el concepto de anillo.

Definicién: Se dice que un anillo conmutativo con unidad es un dominio de integridad
sia-b=0= a=004b=0 para cualquier par de elementos a, b.

Observacién: Cuando un anillo no es un dominio de integridad, a los elementos no
nulos a y b con a-b = 0, se les llama divisores de cero. Estos constituyen el obstaculo
para poder simplificar en una igualdad (propiedad de cancelacién). Concretamente, sélo
podemos deducir z = y a partir de ax = ay si a no es un divisor de cero.

Siempre que se estudian estructuras algebraicas abstractas surge en nuestra mente
el lejano soniquete de nuestra infancia: “;y por qué?”, “;y para qué?”. Una posible
primera respuesta es la economia de medios. Por ejemplo, la teoria de grupos da un
marco general que permite hallar los grupos cristalograficos, resolver el cubo de Rubik,
dar una demostracion rapida del pequeno teorema de Fermat, clasificar particulas en
fisica cuantica o adivinar la ltima carta de nuestro adversario jugando a la escoba. El
concepto de grupo abstrae cierta nocién genérica de simetria que podemos aplicar en
diferentes problemas. Aunque la unificacién de la esencia de varios ejemplos importantes
es historicamente responsable de la creacion de la mayoria de las estructuras algebraicas,
no se agotan ahi las razones para su estudio. La mayoria de los matematicos situarian a
la estética como guia directora. A pesar de que no tenga una “utilidad” clara disponer
de una lista de todos los grupos simples, es algo natural, como en otro ambito lo es
colocar los libros en una estanteria.

Después de esta inyeccién de fe ciega, veamos unos cuantos ejemplos.
Ejemplo. Z es un anillo conmutativo con unidad, de hecho un dominio de integridad.
Ejemplo. {a+bv2 : a,b € Z} es un dominio de integridad.

Ejemplo. Los enteros pares (divisibles por dos, negativos incluidos) conforman un
anillo conmutativo pero no un anillo con unidad.

Ejemplo. {z € C : 1Rz, 132 € Z} es un anillo conmutativo pero no un anillo con
unidad. (Aqui y en lo sucesivo los simbolos & y R se empleardn para indicar las partes
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En estos ejemplos lo mas que hay que comprobar es que las operaciones son cerra-
das, ya que las tres propiedades de la definicién de anillo vienen heredadas por las
correspondientes en C, que se dan por supuestas.

Los ejemplo mas importantes de anillo en este curso son los anillos de polinomios.

Dado un anillo conmutativo A, se denota con Alx] al anillo de polinomios sobre A
con la indeterminada x. Es decir al conjunto de expresiones formales del tipo a,z" +
an_12" 1+ - 4 ag con a; € Ay las operaciones suma y producto habituales. Abrevia-
remos la notacién (Afz1])[z2], ((Afz1])[z2]) ]3], ete. escribiendo simplemente Alzy, 2],
Alxy, z9, x3], etc. Obsérvese que estos anillos corresponden a los polinomios de varias
variables.

Ciertamente se podria dar una definicién mas rigurosa de polinomio (véase [Cl]
p. 203) pero el concepto es tan bien conocido de cursos pasados que sélo lograria darnos
dolor de cabeza.

Puestos en faena, veamos la definicién de grado y una proposicién tonta para romper
el hielo.

Definicién: Si P € Alz] es de la forma P = a,2" + a,_ 12" ' + -+ + ag con a, # 0
diremos que P tiene grado n y escribiremos 0P = n o también grP = n. Si P = 0
escribiremos formalmente 0P = —oo 0 gr P = —o0.

Proposicién 1.1.1 Sea A un dominio de integridad. Entonces A[x] también lo es y
ademdas para P,Q € Alx] se cumple:
1) O(P + Q) < max (9P, 0Q) 2) 0(PQ) = 0P+ 0Q.

Demostracion: Las propiedades 1) y 2) se siguen facilmente de la definicién de
grado. Por otra parte si A[z] no fuera un dominio de integridad, entonces existirian P y
Q € Alx] — {0} tales que PQ = 0y esto contradice 2). O

Recuérdese que se dice que un polinomio de grado n > 1, a 2" +ap_12" 1 +---+ag €
Alz], es mdnico si a,, = 1. Esta definicién tiene sentido para cualquier anillo con unidad.

Los polinomios ménicos mas sencillos son de la forma x+«. Si multiplicamos n de ellos obtendremos
un polinomio de grado n:

(z+a)(@+az)... (& +ay) =" +an12" "+ +ag

y se tiene la férmula a,_r = ox(aq, ag,...,qa,) donde o es un polinomio en ag,as,...,q, igual a la
suma de todos los posibles productos de k de estas variables. Por ejemplo

o1 =1+t + -+ Qp, 02=010+Q1Q3+" "+ 010y, ... Op =01Q2...0,

Natarcidn: A ~ (7. 2 ) g0 lo gnple Nlamar nolinamia cimdtrica elemental de grada b v o
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4 TEORIA DE ANILLOS

Nota: Aunque no lo haremos aqui, es posible probar la unicidad de esta expresién.

Demostracion: Sea P € Alxy,xa,...,x,] simétrico. Apliquemos el siguiente algoritmo:
1) Seleccionar el monomio kz{'x5?...x%" (algunos «; pueden ser nulos) que tiene mayor grado en

x1, si todavia hubiera varios escdjase entre ellos el de mayor grado en x5 y si hubiera varios el de mayor
grado en x3, etc. Por la simetria de P se tiene a; > ag > -+ > .

2) Sea Q = P—ko{" ™ *209?”* ...0%". Entonces P = ko{'~ “2052~* .04 4+ (@ y ahora se repite
todo el proceso con @ hasta llegar a Q = 0.

Obsérvese que el monomio selecionado en 1) no aparece en @ y que el algoritmo siempre termina
porque al aplicarlo sucesivas veces o bien el grado en z; se ha reducido o ha quedado igual, y en este
dltimo caso el grado en x5 se habra reducido o habra quedado igual, etc. O

El teorema anterior tiene gran importancia histérica en el desarrollo de la teoria de Galois y la
teoria de grupos en general. Para ilustrar su interés demostraremos el siguiente resultado

Corolario 1.1.3 Sean aj,a9,...,a, € C. Si P = (z — a1)(x — a2)...(x — ay) pertenece a Q[z],
entonces para cualquier Q € Q[z] el polinomio Pg = (x — Q(a1))(z — Q(aw)) ... (x — Q(aw,)) también
pertenece a Q[z].

Demostracidn: Los coeficientes de Py son an—p = (—1)%0(Q(a1), Q(az), ..., Q(ay)). Conside-
rando los a; como variables, a,,_, define un polinomio simétrico de Q[ay, aa, . . . , ], que por el teorema
anterior se puede escribir como un polinomio con coeficientes racionales evaluado en o1 (a1, ag, ..., apn),
oa(aq, aa,...,ap),. .. etc, y estas dltimas cantidades son racionales porque coinciden, salvo un signo,
con los coeficientes de P. O

Por ejemplo, de este resultado se deduce que como /2 es rafz de P = 2® — 2, entonces para cada
a,b,c € 7, av/22 4+ by/2 + ¢ también es raiz de un polinomio de grado 3 en Z[z]. Una demostracién
directa (hallando el polinomio), serfa muy farragosa.

Una vez que tenemos anillos podemos considerar aplicaciones entre ellos que respeten
las operaciones. La notacién rococo es la misma que en teoria de grupos, y ya deberia
ser conocida.

Definicién: Sean A y B anillos con unidad. Un homomorfismo de anillos es una funcién
¢ : A — B que respeta la suma, la multiplicacion y el elemento unidad, esto es,

i) Cb(@l +az) = ¢(a1) + ¢(az) 1) ¢(@1a2) = ¢(a1)¢(a2) W) ¢(1A) =1p.

Nota: Para anillos sin unidad, y a veces en general, la condicién #ii) se suprime.

Definicidn: i) Si ¢ es inyectiva se dice que es un monomorfismo.
ii) Si ¢ es sobreyectiva se dice que es un epimorfismo.
iii) Si ¢ es biyectiva se dice que es un isomorfismo.
iv) Si ¢ es biyectiva y A = B se dice que es un automorfismo.
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Ejemplo. f:7Z — C, con f la inclusién, es un monomorfismo.

Ejemplo. Sea M el subconjunto de Mayo(R) (el anillo de matrices reales 2 x 2)
definido como M = {(a;;)? aj; = age, @12 = —ag}. Entonces la aplicacién

ij=1
f:C — M dada por
Rz Sz
fz) = (—%z §Rz)
es un isomorfismo.

La biyectividad es obvia, y las propiedades de homomorfismo sencillas de comprobar.
Noétese que esta garantizado que M es un anillo por ser la imagen de la aplicacién f
extendida a C — My2(R).

Ejemplo. f:Z — Zg con f(x) =T, la clase de  médulo 6, es un epimorfismo.
Ejemplo. La conjugacion C — C es un automorfismo.

Ejemplo. Si A C B con A y B anillos conmutativos con unidad. Para cada b € B la
funcién f, : Alz] — B dada por fy(a,2"+a, 12" 4+ +ag) = a,b"+a, 1"+ +ag
es un homomorfismo.

A la imagen de este homomorfismo de evaluacién se le denota escribiendo A[b]. (Néte-
se el leve abuso de notacién debido a que A[b] no es un anillo de polinomios). Y copiando
la notacién del andlisis se escribe P(b) en lugar de f,(P). Este tipo de anillos con A = Z
o Q y b ciertos nimeros complejos, tienen gran importancia en problemas aritméticos e
histéricamente estan en el origen del propio concepto de anillo.

Ejemplo. Z[i| = {a+bi : a,b e Z}.
Ejemplo. QVd] = {a +bV/d : a,be Q).

Es cierto que todos los ejemplos de anillos y aplicaciones entre ellos incluidos en esta
seccion, se reducen a una comprobacion directa de la definicion. Son todos demasiado
sencillos. En unos momentos complicaremos las cosas introduciendo anillos cociente.
Mientras tanto, el que quiera quejarse por el tiempo perdido, que se dirija a R. Descartes
que consideré como una de sus reglas para la direccion de la mente: “Hay que dirigir toda
la penetraciéon de nuestro espiritu o mente a lo que es menos importante y mas facil. Y es
conveniente que nos detengamos en ello durante bastante tiempo, hasta que hayamos adquirido
el habito de ver la verdad por intuicién de una manera distinta y clara”.
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6 TEORIA DE ANILLOS

Definicién: Sea A un anillo. Se dice que I C A es un ideal si:

i) (I,+) es un subgrupo, it) a€A, bel = abba€l.

Notese que estas propiedades aseguran que + y - son cerradas en I, y por tanto [
hereda la estructura de anillo de A. Ademsés i) indica que I es invariante por multipli-
caciones. Este es el significado de la definicion sintética.

Notacién: Dados ay,as,...,a, € A, se suele denotar mediante (ay,as,...,a,) o
(ay,as,...,a,) (preferimos la segunda notacién por razones tipogréficas) al menor ideal,
en el sentido de la inclusién, que contiene a {ay, as, ..., a,}. Se dice que los a; son gene-
radores del ideal. Es facil ver que la interseccion de ideales es un ideal, lo que asegura
la existencia del susodicho “menor ideal”, basta hacer la interseccién de todos los que
contienen a {ay,as,...,a,}. Si A es un anillo conmutativo con unidad, es un sencillo
ejercicio comprobar que

(ai,ag,...,a,) = {Ma; + Xaag + - -+ Apa, : Aj € A}
Ejemplo. I = {ndmeros pares} es un ideal de Z.
Ejemplo. I = (d) = {multiplos de d} es un ideal de Z.

Ejemplo. En R[z,y], el ideal (z,y) es el formado por los polinomios de dos variables
cuyo término independiente se anula.

Ejemplo. Los ideales de Z4 son I} = {0}, I, = {0,2}, Iz = Z,.
Ejemplo. En Z, (2,5) = (1) =Z, yaque 3-2+ (—1)-5=1.
Distinguiremos dos tipos de ideales que apareceran en la proxima seccion.

Definicién: Se dice que un ideal I C A es principal si puede generarse con un unico
elemento. Esto es, si I = (a) para cierto a € A.

Definicién: Se dice que un ideal I C A es mazimal si es propio (I # {0}, A) y no existe
otro ideal J tal que I & J & A.

Ejemplo. Elideal I = (6,10) C Z es principal, ya que no es dificil probar que I = (2).

Ejemplo. El ideal del ejemplo anterior es maximal porque si intentamos “anadir” un
numero impar. 2n + 1. a [ entonces también deberfa estar 2n 4+ 1) 4+ (—n)-2 =1 v por
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Ejemplo. En R[z,y| el ideal I = (x,y) no es principal, ya que I = (P) implicarfa P|x
y Ply. Por otra parte, I s es maximal porque I & J sélo es posible si existe @ € J con
término independiente ag # 0, y ag — Q € I implica ag € J, y por tanto 1 = ay'ag € J.

En 7Z, en realidad los ideales “tienen truco”. Como veremos, y no es dificil adivinar,
todos los ideales de Z son principales y los maximales son (p) con p primo. Ademads se
cumple el siguiente resultado que permite simplificar generadores.

Proposicion 1.2.1 En 7Z, sia y b no son simultdineamente nulos se cumple la igualdad
entre ideales
(a,b) = (med(a, b))

donde med(a, b) es el mdzximo comin divisor de a y b.

Demostracion: Sean I = (a,b) y J = (mcd(a,b)). Evidentemente I C J (porque
a,b € J). Por otra parte, por la identidad de Bezout existen A;, Ay tales que med(a, b) =
Aa—+ Ab € I,y sesigue que J C [. O

Vayamos ahora a unos cuantos ejemplos mas dificiles.

Ejemplo. El ideal I = (2,1 + 1/=5) es maximal en A = Z[\/-5].

Sea a = a + by/—5 ¢ I. Necesariamente a — b es impar porque en otro caso o =
2(a—b)/2+b(14++/—5) € I. Perosi a—b es impar, 1 = 2(a—b+1)/2+b(1++/=5)+(—1)c.
Por tanto (2,1++/=5,a) = (1) = A. Es decir, el ideal I no se puede ampliar con ningtin
elemento.

Ejemplo. El ideal I = (2,1 + /=5) no es principal en A = Z[\/=5].

Si I = (a) con a = a+ b\/=5, entonces 2 = af y 1 + v/—5 = ay para ciertos
3,7 € A. Multiplicando estas igualdades por sus conjugadas se tiene que a? + 5b* debe
dividir a 4 y a 6. Esto sélo deja las posibilidades a = +2, b =0y a = £1, b = 0. El
primer caso es imposible porque 1 + /=5 no es un miiltiplo de 2. El segundo caso sélo
se darfa si I = A, y esto no es cierto porque no es dificil ver que si z + y/—5 € A es
miltiplo de 2 o de 1 + /=5 entonces z e y tienen la misma paridad.

Ejemplo. Elideal I = (11 4 7v/2,8 + 11v/2) es principal en A = Z[v/2].

Tratamos de pasar a nameros enteros multiplicando por el conjugado, concretamente
23 = (11 + 7v2)(11 — 7v/2) y —178 = (8 + 111/2)(8 — 111/2) estén en I. Utilizando el
algoritmo de Euclides se obtiene 1 = 31-23 +4 - (—178). Por tanto,

1= [31(11 — 7v2)] (11 + 7V2) + [4(8 — 11V2)] (8 + 11V/2),
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8 TEORIA DE ANILLOS

las posibilidades son o = +1, +14++/—2, +1+2+/—2. De estos valores, 1 ++/—2 divide a

los generadores de I, concretamente I = {(1+v/=2)(3+v/=2), (1 ++v/=2)(1 +5v/—=2)).
Ahora con 3 + v/—2 y 1 4+ 5v/—2 podemos dar lugar a enteros coprimos. Por ejemplo,
534+ v=2)— (14+5v/-2) =14y vV/-2(3++/-2) —3(3+ v/=2) = —11. Como 14z +
(—11)y = 1 tiene solucién, existen v,d € A tales que (3 ++/=2)y+ (1 +5¢/-2)d =1y
se concluye I = (1 + /—2).

Seguramente muchos de los lectores ya habran perdido la paciencia. Como sucede a
menudo en matematicas, y en particular en algebra abstracta, las definiciones parecen
gratuitas, desmotivadas, y la teoria aislada e inasequible. Podemos tener fe en que hay
muchos anillos interesantes y que conviene estudiarlos en general, pero ;y los ideales?
,como a alguien en su sano juicio se le pudo ocurrir introducirlos? ;para qué los ideales
principales y maximales? Si estos conceptos son triviales en Z, jen qué anillos resulto in-
teresante crear esta parte de la teoria? Puede que el lector se sienta enganado al saber
que respetando el orden historico las secciones de este capitulo debieran estar escritas
en orden inverso: los problemas de factorizacién llevaron al concepto de ideal y después
se desarrollé la teoria de anillos. Sin embargo desde el punto de vista actual y con la
preponderancia de lo deductivo frente a lo inductivo en las mateméticas modernas, es
mé&s natural no comenzar la casa por el tejado. De todas maneras, al margen de las
buenas palabras, disculpas y excusas, jes posible explicar las razones que llevaron a la
teoria de ideales? Lo que sigue es un intento un poco burdo desde el punto de vista
histérico (para una descripcion fiel véase [Ri] y [Sm]) pero que puede arrojar alguna luz.

Los ideales los introdujo E. Kummer tratando de probar el iltimo teorema de Fermat y se revelarian
como un instrumento muy adecuado permitiendo demostrarlo para muchos exponentes especiales. La
ecuacién de Fermat ™ + y™ = 2" se puede factorizar como

(1.1) (= ¢y —Cy) (@ —(My) =2z

con ( = e™/™ Esto conduce a estudiar cudndo dos productos coinciden en el anillo Z[¢]. En Z es
evidente que si tenemos unos cuantos niimeros que son coprimos dos a dos con otros, el producto de los
primeros no puede coincidir con el de los segundos. Esto es, productos iguales implica divisores comunes
de los factores. Sin embargo en otros anillos no ocurre asi. Por ejemplo, en Z[v/—5] se cumple

3-7=(1+2V-5)(1-2V-5)

y sin embargo 3 y 1 4 24/—5 no tienen divisores comunes no triviales en Z[y/=5], ni 7 y 1 & 2y/=5.
Si no ocurrieran casos patolégicos como éste en Z[¢], Kummer disponia de técnicas para probar que
(1.1) es imposible con n =primo y z,y € Z* coprimos, de donde se deducirfa el ltimo teorema de
Fermat. Desafortunadamente estos casos patoldgicos son habituales en Z[(], pero la buena noticia es
que la teoria de ideales permite tratarlos creando un sustituto de los divisores comunes ausentes. Por
ejemplo, partiendo de 3 -7 = (1 + 2v/=5)(1 — 2/=5), nos gustarfa que existiesen los divisores comunes
antes indicados, digamos a4 = med(3,1 4 2y/=5), B+ = mcd(7,1 4 2y/-5), de forma que
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Las cantidades a, S1+ son literalmente “ideales” en (1.2), no existen, y en general s6lo correspon-
derfan a cantidades “reales” cuando los ideales fueran principales (esta cantidad real serfa el generador).
Ademss, la maximalidad de los ideales indicaria que es imposible seguir descomponiendo en maés facto-
res. El obstaculo para probar el ultimo teorema de Fermat con este método, por lo que Kummer sélo
tuvo éxito parcial, es que es dificil saber en general si los ideales que aparecen en ciertas factorizaciones
son principales, y por tanto si posibles soluciones “ideales” de la ecuacion de Fermat son “irreales”.

Un ideal I en un anillo A permite establecer una relacién de equivalencia dada por
a~b < a—bel.

Cuando hay una relacién de equivalencia, hay un conjunto cociente A/I (el conjunto
de las clases de equivalencia) y es facil ver, si uno entiende los conceptos bésicos, que
hereda la estructura de anillo.

Proposicién 1.2.2 Si I C A es un ideal, entonces A/I es un anillo con las operaciones
heredadas de A (es decir, se definen@+b:=a+0bya-b:=ab).

Demostracion: Las propiedades de las operaciones se siguen de las de A. Sélo hay
que comprobar que estan bien definidas, no dependiendo del representante elegido. Esto
es, si ar = by y @ = by donde a;y b; b son las clases de equivalencia de a; y b;, hay que
probar a; + as = by + by y Graz = bﬂ)g Para el producto:

T — a10a9 G[<:>I—CL16L2+CL1(CL2—b2)+<CL1—b1>b2 el ax—bby el
Donde se ha usado que as — bs, a; — by € I. Para la suma es ain mas sencillo. O

Si pidiéramos a I sélo que fuera un subanillo pero no un ideal, entonces A/I no
heredaria la estructura de anillo. Por ejemplo, en Z x Z, I = {(a,b) : 2|a — b} es un
subanillo pero la operacién producto no pasa bien al cociente, por ejemplo (0, 1) = (1,0)

pero (1,0) - (1,0) = (1,0) # (0,1) - (1,0).

Es muy facil comprobar que el niicleo de un homomorfismo es un ideal. El primer teo-
rema de isomorfia para grupos se extiende a este contexto afirmando que para cualquier
homomorfismo de anillos f : A — B, se tiene que A/Ker f es isomorfo a Imf.

Los cocientes por ideales maximales tienen una insospechada e importante particu-

laridad.

Proposicién 1.2.3 Sea A un anillo conmutativo con unidad. Un ideal I C A es maxi-
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10 TEORIA DE ANILLOS

Observacion: Nétese que A/I no serfa un dominio de integridad si algin elemento
x € I se pudiera factorizar como x = ab con a,b ¢ I. Por ello se llaman ideales pri-
mos a los que cumplen que A/l es un dominio de integridad. En particular, segin el
resultado anterior, todo ideal maximal es primo. Surge la pregunta natural de si ambos
conceptos son equivalentes. Como el estudio de los ideales primos excede los contenidos
de este curso, aqui solamente avanzaremos que en los anillos de polinomios estudiados
en Algebra I1T los ideales primos y maximales son bien distintos (por ejemplo (x + y?)
es primo no maximal en Rz, y]), mientras que en los anillos de niimeros complejos que
se manipulan en Teorfa de Ntimeros (por ejemplo en todos los Z[v/d]) no hay diferencia
entre primos y maximales.

En esta seccién hemos dado por supuesto que el lector domina perfectamente el concepto de conjunto
cociente, y més adelante haremos lo propio con el de grupo cociente. Si esta suposicion fuera gratuita,
es el momento de repasar cursos anteriores. De todos modos se anaden a continuacién unas pocas lineas
de nivel infimo, para desperezarse.

Cuando tenemos una forma de relacionar los elementos de un conjunto, el conjunto cociente no es
mas que el conjunto de las colecciones de elementos del mismo tipo. Esta clasificacion en diferentes clases
no es totalmente ajena al significado del cociente usual de nimeros naturales. Por ejemplo 40 -4 = 10
significa que si repartimos 40 caramelos entre 4 ninos, tocan a 10 cada uno. Supongamos que los
caramelos estuvieran numerados del 1 al 40 y que cada nino pusiera su nombre a los que recibiera. Si los
repartimos de uno en uno ordenadamente, los caramelos 1, 5, 9, 13,...37 tendrian el nombre del primer
nifno, los caramelos 2, 6, 10,...38, el del segundo, etc. Con la relacién a ~ b < 4|a — b, los caramelos
relacionados entre si son los que pertenecen al mismo nifio. El conjunto cociente serfa { Ny, Na, N5, Ny}
donde N; es el conjunto de caramelos del nino j-ésimo (la clase de equivalencia de j), como las cuatro
clases tienen el mismo tamano, cada una tiene 40/4 = 10 elementos. Al principio es un poco lioso que
el conjunto cociente sea un conjunto de conjuntos, pero no lo es tanto pensando que por ejemplo un
conjunto de libros es un conjunto de conjuntos de paginas.

En grupos (o anillos) hay relaciones de equivalencia (formas de repartir caramelos) naturales aso-
ciadas a ciertos subgrupos (o subanillos). Por ejemplo si H es un subgrupo de G uno puede inventarse
g1~ 92 < g1 Gy 1€ H que expresa algo asf como que al repartir los caramelos de G “coherentemente”
entre los elementos de H, g1 y g2 corresponden al mismo nino (elemento) de H. El conjunto cociente
correspondiente se suele denotar como G/H. Una cuestién técnica muy importante es que la operacién
de grupo de G puede no estar bien definida en G/H. Sélo lo estd cuando H es un subgrupo normal.
De forma que si queremos descomponer un grupo en grupitos, clasificando sus elementos, no podemos
tomar cociente entre un subgrupo cualquiera. Con los anillos ocurre algo similar y debemos limitarnos
a las relaciones de equivalencia que vengan de ideales, no de subanillos cualesquiera.

1.3. Factorizacion

Como ya hemos mencionado, la teoria de ideales surgié en relacién con ciertos proble-
mas de factorizacion en anillos. A titulo meramente ilustrativo, nétese que por ejemplo
hallar las soluciones enteras de xy = 10%° requiere factorizar 10%° en Z, y hallar las de
22 +u? = 10%°. debida_ala férmula 22 4+ 0% = (o — ) (2 + i) requeriria factorizar 10%°
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11

La culpa la tiene el elemento —1, que al poseer inverso multiplicativo (él mismo), puede
introducirse y compensarse a voluntad. En otros anillos puede haber mas elementos
invertibles que causen problemas similares. La definicién de unicidad de la factorizacién
en un anillo tendra esta particularidad en cuenta. Antes introduciremos una notacién
chic que llama irreducibles a los primos en un anillo (algunos autores los siguen llamando
primos).

Definicién: Sea A un anillo. Se dice que dos elementos a,b € A estan asociados si
a = ub con u una unidad.

Definicién: Sea A un dominio de integridad. Se dice que un elemento p € A — {0} es
1rreducible si no es una unidad y p = ab implica que p estd asociado con a o con b.

Definicién: Se dice que un dominio de integridad A es un dominio de factorizacion
tnica si todo elemento de A — {0} que no sea una unidad se puede expresar como un
producto de factores irreducibles de forma tinica salvo el orden de los factores y el empleo
de irreducibles asociados.

Ejemplo. Z es un dominio de factorizacion tnica.

Ejemplo. Z[v/—5] no es un dominio de factorizacién tnica, ya que por ejemplo 2-3 =
(1+v=5)(1 —/=5).

Comprobar que los factores de esta doble factorizaciéon son realmente irreducibles
conlleva algunos célculos. Si fuera 2 = (x + yv/=5)(u + vv/—5), multiplicando por el
conjugado se tendrfa 4 = (22 + 5y%)(u? + 5v?), y evidentemente esto sélo es posible si
y=v =0,y se tiene v + yv/—5 = £1 o u + vv/—5 = £1. La misma demostracién sirve
para 3. Andlogamente 14+/—5 = (z+yv/—5)(u+vy/=5) implica 6 = (22+5y%)(u*+50v?),
y la tnica posibilidad, salvo intercambiar z e y por u y v, es v = +1, y = +1, u = +1,
v=0.

Los dominios de factorizacién tinica se muestran mas sencillos en algunos problemas
que los anillos que no lo son, y nos gustaria saber detectarlos.

Una vez que sabemos qué queremos hacer, vamos a abstraer las propiedades necesa-
rias para llevarlo a cabo. Si repasamos el teorema fundamental de la aritmética, veremos
que la prueba se basa en la existencia del maximo comun divisor. A su vez, ésta dependia
de la existencia del algoritmo de Euclides. Uniendo estos cabos buscamos un teorema
que diga algo asi como que los dominios de integridad en los que existe un algoritmo de
Euclides son los de factorizacién tnica. Pero jqué es un algoritmo de Euclides en gene-
ral? En N era un procedimiento que simplemente requeria la existencia de una divisién
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12 TEORIA DE ANILLOS

Definicién: Se dice que un dominio de integridad A es un dominio euclideo si existe
una funcién N : A — {0} — N tal que:

i) Va,b € A — {0} se cumple N(a) < N(ab).

ii) Va,b € A — {0} existen ¢, € A tales que a = bc+r conr =00 N(r) < N(b).

Observacién: Algunos autores piden que N sea una funciéon multiplicativa, esto es,
N(ab) = N(a)N(b), lo cual es mas fuerte que 7).

Ejemplo. Z es un dominio euclideo con N(a) = |al.
Ejemplo. Q[z] es un dominio euclideo con N(P) = 0P.

Veamos qué consecuencias tiene la existencia del maximo comun divisor en relacién
con los ideales. Es interesante comparar el siguiente resultado con la Proposicién 1.2.1.

Teorema 1.3.1 Si A es un dominio euclideo entonces todos los ideales de A son prin-
cipales.

Notacion: Para abreviar se suele hablar de dominio de ideales principales para indicar
un dominio de integridad con todos sus ideales principales.

Demostracion: Sea I # (0) un ideal de A y sea b el elemento de I para el que
N(b) es minimo. Dado a € I, por ser A dominio euclideo a = bc+ 7 con r = 0 (ya que
N(r) < N(b) es imposible porque r = a — bc € I). Por tanto a = bc € (b) y como esto
se cumple para todo a € I, se deduce I = (b). O

El préximo resultado simplemente ilustra que en algunas situaciones los ideales maxi-
males son mas tangibles que lo que su definicién indica.

Proposicién 1.3.2 Sea A un dominio de ideales principales. Un ideal I & A es mazimal
si y sélo si I = (p) con p irreducible.

Demostracion: =) Sil = (a) cona = bc, by ¢ no invertibles, se tendria I & (b) & A.
<) Sil=(p) CJ=(b) C Aentonces p € (b) implica p = be. Por la irreducibilidad,
b o ¢ son invertibles y por consiguiente o bien J = A o bien J = 1. O

Aparentemente nos hemos desviado en nuestro estudio de la factorizacion. El siguien-
te resultado mostrara que estabamos a mitad de camino.

Teorema 1.3.3 Si A es un dominio de ideales principales entonces A es un dominio

. ., .
Ao foartnviynriAn aina
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con p; irreducibles y a; = pji1a;41. Sea el ideal I = U?L(aj)- Por estar en un dominio
de ideales principales I = (b), con b € (a) para cierto k, y esto implica I = (ax) porque
b € (ax) DI = (b). Lo cual lleva a la contradiccion (ax+1) = (ag/pri1) € 1.

Una vez que hemos visto que hay una factorizacién, debemos probar que es unica.
Supongamos que hubiera dos factorizaciones en irreducibles que coinciden

(1.3) PL D2 D=1 G2 e

Queremos probar que ambas son iguales salvo en el orden de los factores y multiplicacion
por elementos invertibles.

Procedemos por induccién en n = min(l,m). Evidentemente [ = 1 < m = 1 (por
la irreducibilidad) y el caso n = 1 es trivial. Sea por tanto n > 1. El ideal I = (p;, ¢;n)
debe ser principal, digamos I = (b). Por tanto p; = rb, ¢,, = sb, y como p; y ¢, son
irreducibles, o bien r y s son invertibles o bien b es invertible. En el primer caso p; v ¢,
son asociados porque p; = r1sq,,, y simplicando en (1.3), el resultado se sigue por la
hipotesis de induccién. Si b es invertible I = A, en particular

Le (pi,gn) = i+ pgn=1 = A\pqiga- .. @u1 + 1p1P2 - . D1 = 142 - - - Q1.

De forma que ¢p; = q1qs . . . ¢m_1 para cierto ¢ € A y por la hipétesis de induccion se
sigue que p; es asociado de alguno de los ¢;. Simplificando como antes p; y ¢; en (1.3) se
concluye la prueba empleando la hipétesis de induccion. O

En resumen, lo que hemos demostrado es:

Dom. euclideo = Dom. de ideales principales = Dom. de factorizacion unica. ‘

Es posible dar contraejemplos a los reciprocos. Por ejemplo, se puede probar (pero
no es nada facil) que Z[(1 + +/—19)/2] es un dominio de ideales principales pero no
un dominio euclideo (véase en [Cam] una demostraciéon abreviada). También se puede
probar que Z[z] es un dominio de factorizacién unica (se sigue de que Q[z] lo es) pero
no un dominio de ideales principales, ya que I = (3, 2?) no es principal.

A continuacién mostramos algunos ejemplos desarrollados que no debieran hacernos
demasiado optimistas, porque incluso en anillos sencillos hay todavia problemas abiertos
respecto a la factorizacion unica.

Ejemplo. El anillo Z[i] = {a + bi : a,b € Z} es un dominio de factorizacién tnica.
De hecho es un dominio euclideo con N(z) = |z|* donde | - | indica la norma usual en C.
Como N(z122) = N(z1)N(z2), la primera propiedad de los dominios euclideos esta a-
seenrada. T.os cfrenlas nnitarios {2 € © - N(> — ap) 1} recubren toda C cnando
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14 TEORIA DE ANILLOS

Un ejemplo de factorizacién no tnica es 2-2 = (1++/=3)(1 —+/=3). Para comprobar
que cada factor es irreducible se puede usar el mismo argumento empleado para Z[v/—5].
De esta doble factorizacién se deduce que el ideal I = (2,1 + 1/=3) no es principal. No
es muy dificil comprobar que I es maximal.

Ejemplo. El anillo Z[(1++/—3)/2] es de factorizacién tnica. De hecho es un dominio
euclideo con N(z) = |z|°.
Observando que ((1 4 +v/—3)/2)* = (=1 + v/—3)/2, se deduce que

Z[(14+v=3)/2] = {a +b(1 ++/=3)/2 : a,bc Z}.

Como en el caso de Z[i], los circulos de radio 1 centrados en los puntos de Z[(1++/—3)/2]
cubren todo C y la demostracion es similar.

Nota: Los anillos de la forma Z[v/d] son mas dificiles de estudiar en el caso d > 0.
Si queremos probar que son de factorizacién unica, la funcion N “natural” a considerar
es N(z) = |z -Z| donde Z es el conjugado real (esto es, a +bvVd = a —bv/d) y |- | es
el valor absoluto. Parte de la complicacién proviene de que ahora hay que considerar
recubrimientos por regiones hiperbdlicas no acotadas, en vez de por circulos.

Para cerrar el bucle, volvamos al problema del principio de la seccién: supongamos que queremos
hallar las soluciones de
z? 4+ y? = 10%.

En Z[i] se tiene la factorizacién 2 = (1 +i)(1 —4) con 1 + ¢ y 1 — i irreducibles asociados porque
1+i=14(1—14);y5=(2+1)(2—1). De modo que la ecuacién anterior se puede escribir como

(x +iy)(z —iy) = (1 = )*(2+1)*(2 - ),
lo que implica que existen enteros 0 < a <40y 0 < 3,7 < 20 tales que
r+iy=u(l—0)*2+9)°2-149)" vy z—iy=u(1—i)07*24)20F2 )N

con u algin elemento invertible. Conjugando la segunda ecuacién y usando que que la factorizacion es
Unica (recuérdese que 1 +14 y 1 — ¢ estdn asociados) se sigue a =40 —«, 6 =20 — vy v =20 — 5. Por
tanto las soluciones enteras x, y de la ecuacién original vienen dadas por

x+iy =u(l — )22 +i)?(2 —i)20F,

Como hay 21 posibles valores de 0 < 8 < 20 y 4 posibles valores de u (en Z[i] los elementos invertibles
son 1, —1,4, —i), tenemos 84 soluciones.

Para terminar descansadamente, recordemos los buenos y tiernos tiempos de Con-
juntos y Numeros a través de los inofensivos anillos de polinomios Clz], R[z] y Q[z].
Todos ellos son dominios de factorizacién tnica por ser dominios euclideos (basta elegir

MmN 'F1'Iﬂf‘if,\'n 7\7 D] (Y‘Y‘Q{‘]f\\
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Seguramente el lector ya habra visto dos demostraciones de este teorema, una en
Topologia y otra en Variable Compleja I. No es posible dar una prueba totalmente
algebraica porque la propia definicién de C depende de la de R, que esta en la base del
analisis. De todas formas, si alguien quiere opinar lo contrario puede, cuando termine el
curso, leer [St] §18 y hacer caso omiso de las excusas.

En R[z] las cosas no son muy diferentes:

Teorema 1.3.5 Si P € Rx] es irreducible en R[x] entonces gr P < 2.

Demostracion: Por el teorema anterior, si 9P > 1, existe z € C y @ € C[z] tal que
P = (z—2)Q. Si z € R, entonces x — z es un factor de grado 1 de P en R[z]. En otro
caso, conjugando P = (x — Z)Q. Como = — z y = — % son irreducibles no asociados en
Clx], se deduce R|P con R = (x — z)(x — Z), y es evidente que R € R[z| con 0R = 2. O

En Q|z] las cosas son mas complicadas. Parece muy fécil probar que quitando de-
nominadores podemos pasar el problema a Z|x], pero la demostracién tiene intringulis
suficiente como para que invoquemos el nombre del princeps mathematicorum.

Lema 1.3.6 (Lema de Gauss) Si P € Z[z] es irreducible en Z[x] también lo es en

Qlz].

Demostracion: Si P = PP, con P, Py € Q[z] multiplicando por cierto nimero
natural, n, que cancele todos los denominadores tenemos que

(1.4) nP = (' + b1 + - + o) (™ + Cp_12™ 4 4 ) con b, ¢c; € 7.

Supongamos que n es el menor nimero tal que nP se descompone en Z[z]. Sin =1 el
lema estd probado. Supongamos que n > 1, sea p un divisor primo de n, entonces no
todos los b; ni todos los ¢; pueden ser divisibles por p (ya que en ese caso podriamos
simplificar por p en (1.4) reduciendo n a n/p). Sean b; y c¢; tales que pfb;, pfc; pero
plbr, ples sir < i, s < j (podria ocurrir que i,j = 0), entonces igualando en (1.4) los
coeficientes de grado 7 + j se tiene

naiﬂ = biJerO -+ biJrj,lCl + -+ biCj + -+ boci+j
y de aqui se deduce que p|b;c; en contra de nuestra hipdtesis pfb;, pfc;. O

Decidir si un polinomio es irreducible en Z[z] o Q[z] puede ser muy laborioso. Un
criterio que es de utilidad en algunos casos es el siguiente.

Proposiciéon 1.3.7 (Criterio de Eisenstein) Si P = a,2" + a, 12" ' + -+ + ag es
un polinomio con coeficientes enteros y p es un primo tal que pfa,, pla; si0 <i<ny

-
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16 TEORIA DE ANILLOS

Por hipdtesis plag pero p*Jag, asi pues p divide a by 0 a ¢y pero no a ambos simultdnea-
mente. Supongamos por ejemplo que p divide a by, entonces por la segunda igualdad,
plb1 y por la tercera plby y en general plb; 0 < i <[, lo que implica que p divide a todos
los a; lo que contradice nuestra hipdtesis pfa,,. O

Ejemplo. Los polinomios P = z° — 22+ 6 y Q = 7 — 12 son irreducibles en Q[z].
(Tomese p =2y p =3 en el criterio de Eisenstein).

Una aplicacién indirecta de este criterio prueba que el polinomio llamado ciclotémico
P=gPlyaP 24 .. fo+1

es irreducible en Q[x] si p es primo. Para ello nétese que P es irreducible si y sélo si
Q=(x+1)P '+ (x+1)P2+---+ (z+1)+ 1 también lo es (ejercicio) y como

(1P =1 P\ e (P s p p
C="mor ~7 )T )T )t )

el criterio de Eisenstein es aplicable a ) (ejercicio). Ademés se puede probar que P no
es irreducible si p no es primo, aunque no lo haremos aqui.

Recordemos también otro criterio sencillo de Conjuntos y Ntumeros. La demostracién
es muy sencilla y se deja al lector.

Proposicién 1.3.8 Dado P € Z[x] sea P € Z,[z] el polinomio que resulta al reducir los
coeficientes modulo p (primo). Suponiendo que OP = 0P, si P es irreducible en Z,|x]
entonces P es irreducible en Q[z].

Ejemplo. El polinomio z* — 1722 + 10z + 105 es irreducible en Q|[z], porque al tomar
médulo 2 obtenemos z + 2 4+ 1 y si este polinomio se pudiera descomponer en Zy[z]
se podria escribir como (22 + ax + b)(x — ¢), lo cual es imposible porque ni z ni x — 1
dividen a 2® + 22 + 1.
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Ejercicios del Capitulo 1

LEYENDA: O facil, < dificil, << muy dificil, o opcional.

Seccién 1.1

1. Demostrar que:
i) {n+mv3 : n,m € Z} es un anillo.
i) {a +bv/3 : a,b € Q} es un anillo tal que todos sus elementos no nulos son
unidades.
iii) {a +bv/3 : a,b € Q} no es un anillo.
Giv) {a +bv/3 +¢v/9 : a,b,c € Q} es un anillo tal que todos sus elementos no nulos
son unidades.

2. Sean Ry, ..., R, anillos. Demostrar que R1®. ..® R, es un anillo con las operaciones
de suma y producto obvias (las dadas por las de cada R; coordenada a coordenada).

©3. Escribir la tabla de multiplicacién del anillo Zs[i| = {a + bi : a,b € Z3}.

4. El conjunto {0,2,4,6,8} es un anillo conmutativo con unidad, con la suma y el
producto modulo 10. ;Cudl es la unidad multiplicativa? ;Y los elementos invertibles?

5. Probar que los elementos neutros de las operaciones de un anillo con unidad son
unicos.

6. Comprobar que las unidades de Z,; forman un grupo ciclico.
7. ;Cudntas unidades hay en Zjpe?

8. Hallar todas las unidades en Z[v/—5|, Z[(1 ++/—3)/2] y en el anillo de matrices
enteras 2 x 2.

9. Probar que 2z + 1 tiene inverso multiplicativo en Zy[z].
10. Hallar las unidades del anillo de matrices 2 x 2 con elementos en Z,.
11. Hallar el inverso multiplicativo de 5 en Zs; usando el algoritmo de Euclides.

12. Probar que en el anillo de matrices reales n x n, para todo elemento, m, que no
es una unidad, existe m’ # 0 tal que m'm = 0.

13. Encontrar un anillo R en el que no se verifiquen ninguna de las siguientes pro-
piedades:

N oo L2 PN
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18 TEORIA DE ANILLOS

ii) Encontrar todas las soluciones de la ecuacién x* — 5z + 6 = 0 en Zy».

015. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Demostrar que:
i) Para todo r € R, y para todo entero positivo n, se tiene que f(r"™) = f(r)".
ii) La imagen de R por f, {s € S:s = f(r), para algin r € R}, es un subanillo de
S.

016. Sea ¢ : Z[z] — Z dada por ¢(P) = 2°7. Estudiar si es un homomorfismo.
17. Probar que el anillo Zg es isomorfo al anillo Zy & Zs3.

18. Demostrar que los anillos Z[v7] = {a + bV/7:a,b € Z} ¥y
R:{(C 7d):c,dEZ}
d c

19. Demostrar que la aplicacién f : Z, — Z, dada por f(x) = 2™ es un homomor-
fismo de anillos si n es primo. ;Es el resultado cierto si n no es primo?

son isomorfos.

020. Escribir z% + 23 + 23 y 23 + 23 + 23 en términos de los polinomios simétricos
elementales.

021. Sea s, = x¥ + x5 + -+ + 2F para 0 < k y s9 = k. Demostrar las “identidades de
Newton”

N

-1

(_1)k+15k (—1)isi0k,i para 0 <k <n

™

N
El|
| o

1
(=) s = (—1)'s;0%_; para k >n

7

I
B

—-n

donde o; son los polinomios simétricos elementales. Indicacion: Definase o; = 0 para
1 > n y apliquese inducciéon para demostrar simultdneamente ambas identidades.

Seccién 1.2
©22. Probar que a y b estédn asociados si y sélo si (a) = (b).

23. ;Cuéndo tiene sentido nZ/mZ?

24. Hallar el generador ménico del ideal I = (z® + 1,22 + 1) en Zy[x].
©25. Demostrar que Q[z]/(z* — 5z 4 6) no es un dominio de integridad.
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29. Demostrar que el grupo multiplicativo de Zs[z]/(z* + 1) es ciclico y dar un
generador.

30. Hallar los ideales de Zoy.

31. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos. Demostrar que:

i) Si J C S es un ideal, entonces f~'(J) ={r € R: f(r) € J} es un ideal en R.
ii) El nicleo de f es un ideal.

iii) Un homomorfismo de anillos es inyectivo si y sélo si su nicleo es {0}.

32. Dado un anillo R y un ideal I C R, demostrar que hay una correspondencia
biyectiva entre los ideales de R/I y los ideales de R que contienen a I. Indicacion: usar
el homomorfismo natural 7 : R — R/I, que a cada elemento a € R le asocia su clase
modulo I, y observar que la imagen inversa de un ideal por un homomorfismo de anillos
es también un ideal.

33. Sea A = Z[v/2]. Hallar todos los ideales del anillo A/2A.
34. Hallar los ideales de Q[x]/(z3 — 1).
35. Decidir si el ideal (29,13 4+ v/—5) es principal en Z[/—5]

36. Probar que el anillo de matrices cuadradas reales n x n no tiene ideales no
triviales.

37. Encontrar todos los ideales maximales de los anillos Zg, Zig, Z1o V Z.
38. Probar que I = {(3n,m) : n,m € Z} es un ideal maximal en Z @ Z.

39. Sea I C Z[/—5] dado por I = {a+bv/—5 : a+bes par}. Demostrar que es
un ideal maximal de Z[v/—5].

{40. Sean I y J, con J C I, ideales de un anillos A. Probar que A/I es isomorfo a
(A/J)/(1/J). (Esto requiere en particular probar que este tiltimo cociente tiene sentido).

{$41. Sea p primo y sea A C Q el anillo formado por todas las fracciones cuya forma
irreducible tiene denominador no divisible por p. Hallar un anillo sencillo que sea isomorfo

a A/(p).

Seccion 1.3

42. Sea el conjunto H = {1,5,9,13,17,21,25...}. Decimos que p € H es un H-

primo si p # 1y no es d1v1s1ble por ningun elemento de H salvo por si mismo y por uno.
DAav ntanmanla K < O 4 IT QL K= /Al £LO09 42
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20 TEORIA DE ANILLOS

44. Decir si son irreducibles en Q[x] los polinomios 3z% — 7z — 5, 62° — 3z — 18 y
3 — T+ 1.

45. Demostrar que z*

— 2+ 1 es irreducible en Zs[z].
46. Demostrar que ° — 22 + 1 es irreducible en Zs|z].

47. Probar la irreducibilidad en Q[z] de los polinomios: z° — 3z + 3, 2% — 6z + 2,
2?2+t 1y S+ 23+ 1

48. Probar que P € Q|x] es irreducible si y sélo si ) dado por Q(z) = P(z + 1), lo
es.

49. Probar que el criterio de Eisenstein es aplicable al polinomio

p—1 b p—2 p p—3 b P
T +(1)$ +<2)x + +(p—2)x+(p—1 .

50. Decidir si los siguientes polinomios son irreducible en Q[z]: z* + 3z + 6, 2% +
11 13 1,5 5.4, 3.3 1 .5 _ .2 R
e+ 137, s+ 327 + 50° + 5, 2° = 92"+ lya” —a° —x — L.

51. Probar que z? + bx + c es irreducible en Z;[z] si y sélo si b* — 4c = 3,5, 6.

52. Estudiar la irreducibilidad de P = 2% + 1 en Zs|z], Zs[x|, Z:[z], Z11[2], Z1s[2] ¥
Z17[ZL‘].

053. Intentar inducir (sin demostracién) una regla general sencilla que permita decidir
la irreducibilidad de P = 22 + 1 en Z,[z] sin calcular sus raices.

54. Hallar un contraejemplo a la Proposicién 1.3.8 si se omite la condicién 0P = OP.
55. Estudiar si Z[v/—2] es un dominio de factorizacién tnica.

56. Demostrar que Z[v/2] es un dominio de factorizacién tinica y encontrar la facto-
rizacién de 20. Indicacidn: La ecuacién en enteros a® — 2b* = 5 no tiene solucién (lleva
a contradiccién maédulo 5).

57. Estudiar si Z[v/—6] es un dominio de factorizacién tnica.
$58. Estudiar si Z[v/6] es un dominio de factorizacién tnica.
$59. Demostrar que un polinomio de la forma P = z" + px + p? es irreducible en Z|x].

{$60. Sea p > 2 primo. Demostrar que existen n,m € Z tales que p = n% + mn + m?
siy sélo si P = a2+ z + 1 factoriza en Z,[z].
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Apéndice del Capitulo 1

Conoce a tus héroes

(M&s informacién en: http://turnbull .mcs.st-and.ac.uk/history/)

E. Kummer no sélo fue un gran
matematico sino también un magnifi-
co profesor con gran predicamento
entre los alumnos. Su trabajo relativo
al ultimo teorema de Fermat fue ver-
daderamente revolucionario, tanto es
asi, que la Academia de Ciencias de
Parfs le concedi6 en 1857 el premio
destinado al que probase este resul-
tado, a pesar de que los razonamientos de Kummer no se podian aplicar a todos los
exponentes, constituyendo una solucion parcial.

Apellido: Kummer
Nombre: (Ernst) Eduard
Nacimiento: 1810 Sorau
Defuncién: 1893 Berlin

Bla, bla, bla

= La introduccion de tales niumeros complejos ideales tiene el mismo motivo simple
y bdsico que lleva a introducir formulas imaginarias en dlgebra y andlisis; concre-
tamente, la descomposicion de funciones racionales en sus factores mas simples,
los lineales. E. Kummer 1847.

= ...la fuente de todas las Matemdticas grandiosas es el caso particular, el ejem-
plo concreto. Es frecuente en Matemdticas que toda aparicion de un concepto de
aparente gran generalidad sea en esencia la misma que la de un concreto y pequeno
caso particular. P. Halmos.

» [Acerca del titulo del libro de Al-Khwarizmi, Hisab al-jabr w’al-mugabala, que dio
origen a la palabra “dlgebra”] Jabr es la colocacion de un hueso, de aqui reduccion

o restauracion; muqabala es confrotacion, oposicion, enfrentamiento. Citado en
[Cal, p.203.

= Fn esto fueron razonando los dos, hasta que llegaron a un pueblo donde fue ventura
hallar un algebrista, con quien se curd el Sanson desgraciado. “El ingenioso hidalgo
don Quijote de_la Mancha” (2* parte). Capitulo XV.
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29 TEORIA DE ANILLOS

cocientes con soltura; comprender el problema de factorizacién y su relacién con los
ideales, siendo capaz de estudiar si hay factorizaciéon tinica en ejemplos faciles; saber
decidir la irreducibilidad en Q[z] y Z[z] de polinomios sencillos.

(PQR) Preguntén, quejoso y respondén

P- ;Hay un algoritmo para factorizar en Q[z]?

R- Por el lema de Gauss, basta considerar el problema en Z[z]. Si R = PQ entonces los términos
independientes de P y @ son divisores del de R, lo cual da un numero finito de posibilidades
para ellos, lo mismo se puede hacer inductivamente para el resto de los coeficientes. El problema
es que este algoritmo es tan poco eficiente que muy pocas veces lo podriamos llevar a cabo “a
mano”, de ahi el interés de los trucos como el criterio de Eisenstein.

Q- Si no hay métodos sistematicos para humanos sin ordenador, ;jcémo quieren que factoricemos en
Q|[z] en este curso?

R~ Evidentemente los ejemplos estan preparados y se trata de atajar los calculos con ingenio.
Q- Eso de los ideales es una cosa muy rara.
R~ Si que lo es, pero se muestra fundamental al estudiar la factorizacion.

P- No entiendo por qué para factorizar en Z[v/—5] hay que introducir esos extranos niimeros ideales.
Por ejemplo, para hacer un polinomio de R[z] factorice del todo sélo hay que permitir usar
ntimeros complejos, que pueden ser raros, pero son numeros al fin y al cabo.

R~ Si, en principio se podria resolver el problema de factorizacién en subanillos de C ampliandolos
con nuevos nimeros complejos. Lo malo es que los nuevos nimeros anadidos pueden tener a su
vez problemas de factorizacién entre ellos y necesitar de otra ampliacién. La llamada teoria de
cuerpos de clases nos dice que el proceso podria no terminar nunca.

P- Entonces los ideales sélo sirven para factorizar.

R~ Se inventaron para ello, pero los ideales tienen un alcance mucho mas amplio porque son lo inico
con lo que se pueden hacer cocientes de anillos, es decir, reducirlos. Si tomamos cociente entre
los ideales més grandes, los maximales, nos quedaremos con los trozos de anillo mas pequenos.
Por ejemplo, en geometria algebraica se arreglan las cosas para que una curva algebraica sea
un anillo, y en esta correspondencia los puntos son los ideales maximales. En general se puede
asignar un anillo a una variedad algebraica (curvas, superficies, etc. definidas por polinomios) y
sus ideales primos corresponden a las subvariedades algebraicas.

Q- Eso parece mas raro todavia.
P- ;Dénde se pueden aprender esas cosas?

R- En Algebra III.
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Capitulo 2

Cuerpos y sus extensiones

2.1. Definiciéon de cuerpo

A lo largo de todo el curso trabajaremos primordialmente con raices de polinomios,
y en la préxima seccién probaremos que las operaciones elementales (suma, resta, mul-
tiplicacién y divisién) preservan el conjunto formado por ellas. Por ejemplo, podremos
deducir que (1 4 v/7)/(1 — v/5) es rafz de cierto polinomio en Q[z] porque 1, V7 y
/5 son raices de polinomios en Q[z]. Con esto en mente, procedemos como es habitual
en Matemaéticas, creando una estructura algebraica general que permita abstraer las
propiedades esenciales.

Definicién: Un cuerpo, K, es un anillo tal que K — {0} es un grupo abeliano con
respecto a la multiplicacion.

En pocas palabras, un cuerpo es un conjunto donde podemos sumar, restar, multipli-
car y dividir con las propieddes habituales. La exclusion del cero en la definicion se debe
simplemente a que como todo el mundo sabe, no se puede dividir por cero (bueno, todos
menos K. Marx que en “El capital” 1 §9, después de enunciar una ley econémica paraddjica,
escribe: “Para resolver esta contradiccién aparente se requieren atin muchos eslabones inter-
medios, tal como en el plano del dlgebra elemental se necesitan muchos términos medios para
comprender que 0/0 puede representar una magnitud real”).

Ejemplo. Q, R y C son cuerpos.

Ejemplo. K = {a +bv2 : a,b € Q} es un cuerpo.
Lo tnico que no es del todo evidente es la existencia del inverso multiplicativo. Sélo
hay que racionalizar:

1 — b2 b
= ‘/_: 7 ek
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24 CUERPOS Y SUS EXTENSIONES

Nétese que D se puede identificar con los elementos de la forma /1. Intuitivamente,
el cuerpo de fracciones de D es el cuerpo que resulta si permitimos dividir en D. Por
ejemplo, el cuerpo de fracciones de Z es Q.

Si D no fuera dominio de integridad, por mucho que nos empenasemos en dividir, no
podriamos llegar a nada con sentido. Por ejemplo, si queremos inventar un “algo” en un
cuerpo que extienda a Zg, tal que 2/3 = algo, multiplicando por 9 tenemos 0 = 3-algo,
con lo que “algo” no tendria inverso (en ese caso 0 = 3). Las dificultades las dan los
divisiores de cero, si no fuera por ellos, como en el cuento de Aladino, tendriamos un
flamante cuerpo a partir de un anillo .

Si K es un cuerpo, K[x] es un dominio de integridad y se puede definir su cuerpo de
fracciones que se denota con K(x).

K(x):{g . P,Q € K[z], Q #0}.

Como en el caso de K[z], se suele abusar ligeramente de la notacién permitiendo escribir
K (a) con « en algiin cuerpo que contiene a K, para representar

Pla)
Kla)={—=—= : P,Q € K[z], Q(a) #0}.
(o] ) Qla) 0}
Desde otro punto de vista, K(«) es el resultado de anadir @ a K y hacer todas las
posibles sumas, restas, multiplicaciones y divisiones. Con este lenguaje el cuerpo del
pentiltimo ejemplo es Q(v/2). En general, razonando de la misma forma:

Q(Vd) ={a+bVd : a,beQ}.

La notacién admite una generalizacién obvia. Se indica con K (1, xs, ... x,) el cuerpo
de fracciones de K[x1,%a,... ,], v Sl a1, s, ... «, estdn en un cuerpo que contiene a
K entonces se escribe K (aq,aa, ..., a,) para representar:

P
{ (1,09, ) . P,Q € K[z, x9,...,2,), Q(Oél,Oéz,...,Oén)?éO}.

Q(a17 ag, . .. ,Oén)
Es facil ver que K(ay,aq,...,q) es el cuerpo “mas pequeno” que contiene a K y
a ai,Qs,... «,. También es posible razonar definiendo inductivamente este cuerpo
como K (o, m,...,0,) = (K(a1,q0,...,00-1)) (an).

Ejemplo. Si p es primo Z, es un cuerpo.

Esto no es més que un caso particular de la Proposicién 1.2.3 porque Z, es por
AnBninidan 7177
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Teorema 2.1.1 Si K es un cuerpo, K[z] es un dominio euclideo.
Demostracion: La misma que en Q. Basta tomar N(P) =0P. O

Ejemplo. Dado un cuerpo K y P € K|x] — {0} irreducible, K[z]/(P) es un cuerpo.

Por la Proposicién 1.3.2, (P) es maximal y basta aplicar la Proposicién 1.2.3. De
hecho la irreducibilidad de P es condicién necesaria y suficiente para que el cociente sea
cuerpo.

Los cocientes de anillos de polinomios seran especialmente importantes este curso,
pero nada impediria crear cuerpos tomando cociente en otros anillos. Sélo para practicar
veamos un ejemplo desarrollado en este sentido.

Ejemplo. Si A C Ceselanillo A= {n+my/—=2 : n,m € Z}, entonces A/(1++/—2)
es un cuerpo de tres elementos.

Nétese primero que n + my/—2 =n — m +m(1 + /—2) =n — m, y por tanto basta
considerar clases cuyos representantes sean numeros enteros. Por otra parte, n = n +
(1—-v=2)(14++v~2) =n—3. Asi pues A/(1++/=2) = {0, 1,2} (es fécil comprobar que
estas tres clases son distintas). Con ello demostramos que A/(1+ +1/—2) es idéntico a Fs
salvo cambiar nombres (isomorfo). En general, si un primo p es suma de un cuadrado y
el doble de un cuadrado, digamos p = n? +2m?, se puede demostrar que A/{n+m+/—2)
es isomorfo a IF,,.

Nota: Las defininiciones de epimorfismo, monomorfismo e isomorfismo se pueden
aplicar igualmente a cuerpos, porque un cuerpo es en particular un anillo con unidad.

Aunque la Proposiciones 1.2.3 y 1.3.2 nos juren por los axiomas de las Matematicas
que si P es irreducible K [x]/(P) es un cuerpo, no parece nada claro como hacer divisiones
alli, concretamente como hallar el inverso. Para solucionar este problema basta recordar
como se procede en F,. Si queremos hallar el inverso de @, resolvemos la ecuacién en
enteros 1 = ax + py, lo cual se podia hacer empleando el algoritmo de Euclides, y
reduciendo médulo p se sigue 1 = @ - 7, esto es, a ' = 7. En K[x]/(P) todo funciona
exactamente igual cambiando el primo p por el pohnomlo irreducible P.

Como eso del algoritmo de Euclides y la identidad de Bezout se pierde en los anejos
abismos de Conjuntos y Nuimeros, no esta de més ver un par de ejemplos que clarifiquen
la situacion.

Ejemplo. Hallar el inverso de 8 en Fag.

Segtn lo indicado antes, debemos hallar una solucién n,m € Z de 1 = 29n 4+ 8m vy,
al reducir médulo 29, se tiene que m es la clase que buscamos. Para hallar una solucion
n m e Z se aphca pr1mero el algoritmo de Euchdes a 29y 8 Como son coprlmos

1_C
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26 CUERPOS Y SUS EXTENSIONES

Asi pues podemos tomar n = —3 y m = 11 y se concluye que 11 es el inverso de 8. Para
los incrédulos: 11 -8 =88 =1+ 3 - 29.

Ejemplo. Sean P =a*+ 2+ 22+ 2+ 1y Q = 2% + 2 + 1. Calcular el inverso de Q
en Q[x]/(P).

Obsérvese que P es irreducible por ser el polinomio ciclotémico para p = 5. Buscamos
una solucién de 1 = AP + BQ para ciertos A, B € Q[z], de donde T = BQ, y B ser4 el
inverso de Q. Calculamos A y B procediendo como en el ejemplo anterior:

P=Q -2+ (z+1) (2% ecuacion) 1 =Q — z(x + 1)
Q=(@x+1)-z+1 = (1* ecuacién) 1 = Q — z(P — 2%Q) = —azP + (2* + 1)Q.

Por tanto el inverso de ) es 23 + 1.
Los IF, no son los unicos cuerpos finitos.

Ejemplo. K = Fy[z]/(z* + x + 1) es un cuerpo de cuatro elementos y el inverso de T
es T + a.

Como 2z + x + 1 es irreducible en Fy[z]| (es de segundo grado y no tiene raices
en Fy), K es un cuerpo. Ahora, hallando el resto al dividir por z% + x + 1, cualquier
polinomio P € FFy[z] es equivalente a otro de la forma ax + b con a,b € Fy. Esto da
cuatro posibilidades (no equivalentes), obteniéndose K = {0,1,Z,z + 1}. En Fy[z] se
cumple z(z + 1) = 1 + (2% + x + 1), por tanto Z y = + 1 son inversos uno del otro.

Nota: Tras este ejempo cabria preguntarse qué cardinal puede tener un cuerpo finito.
Resolveremos este problema mas adelante en el curso cuando clasifiquemos todos los
cuerpos finitos. Por ahora, como intriga de serial, avanzaremos que la lista de posibles
cardinales comienza con 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13, 16, 17,.... La solucién, en el tercer
capitulo.

Ligado a los cuerpos finitos, pero no especifico de ellos, esta el concepto de ca-
racteristica, que desempena un curioso papel en algunas propiedades de los cuerpos
necesarias para poder aplicar la teoria de Galois.

Definicién: Diremos que un cuerpo K (o un anillo) tiene caracteristica n sin es el menor

se dice que el cuerpo tiene caracteristica cero. La notacién habitual es char(K) = n.

1 7N T™
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2.2. Extensiones de cuerpos

Habitualmente, para resolver una ecuacién algebraica no basta con hacer sumas,
restas, multiplicaciones y divisiones de los coeficientes, sino que tenemos que anadir algo
que extienda el cuerpo generado por los coeficientes (por ejemplo v/b> — 4ac en el caso
de la ecuacion de segundo grado). Asi como en Algebra I estuvimos todo el rato mirando
dentro de los grupos estudiando subgrupos y més subgrupos, en Algebra IT seremos mas
misticos y universalistas buscando experiencias fuera de los cuerpos.

Definicién (provisional): Decimos que el cuerpo L es una extension de K, si K es
un subcuerpo de L, es decir, K C L y las operaciones + y X en K coinciden con las de
L.

La notacién que se usa habitualmente para designar una extensién es L /K o también
L : K (aqui preferiremos la primera).

Aunque la definicién anterior es satisfactoria en casi todos los casos que apareceran
en el curso, conviene al menos mencionar otra definicion un poco mas general y més
conveniente desde el punto de vista abstracto.

Definicién (generalizada): Decimos que el cuerpo L es una extension de K, si existe
un monomorfismo f: K — L.

Observacién: Como recordamos en el primer capitulo, un monomorfismo es una fun-
cién inyectiva compatible con las operaciones. Para comparar ambas definiciones conside-
remos C y R/(z* + 1), que méas adelante veremos que son cuerpos isomorfos, es decir,
son el mismo cuerpo cambiando los nombres de los elementos. Con la primera definicién
C es una extensiéon de Q, pero en rigor Q no estd incluido en R[z]/(z* + 1) porque
este segundo cuerpo es un conjunto de clases de polinomios. Todo vuelve a funcionar
si consideramos la composicién Q < C «— R[z]/(z? + 1) que es inyectiva y se ajus-
ta a la segunda definicién. A primera vista estas sutilezas y excesos de rigor parecen
pamplinas matemaéticas, sin embargo apareceran de forma natural al estudiar cuerpos
de descomposicién.

Las extensiones de cuerpos muchas veces se indican con diagramas similares a los
empleados por ejemplo en los reticulos de subgrupos, situandose a mayor altura los
cuerpos que “extienden” y conectandolos con lineas a los que son “extendidos”. Por
ejemplo, la extension que acabamos de mencionar esta representada en el diagrama de
la izquierda, mientras que el de la derecha significa que L/My, L/M,y, L/Ms, M;/K,
Ms/K y M3/K son extensiones de cuerpos. En particular, L/K también lo seré.
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28 CUERPOS Y SUS EXTENSIONES

Senalaremos tres tipos destacados de extensiones de cuerpos. En este curso tratare-
mos fundamentalmente las del segundo con L = K(ay, o, ..., a,) v «; raices de polino-
mios en K [z]. Un sorprendente resultado del préximo capitulo (el teorema del elemento
primitivo) asegurard que casi todas las extensiones de esta forma que podemos imaginar
a este nivel, son también del primer tipo.

Definicién: Se dice que una extensién, L/ K, es:

1) simple, si L = K(«) con « € L.

2) algebraica, si todo o € L es algebraico sobre K, es decir, existe un polinomio
P e K|z] tal que P(«a) = 0.

3) trascendente, si no es algebraica. En particular existird algin a € L que es tras-
cendente, es decir, que no es no algebraico.

Ejemplo. Q(v/2)/Q y Q(x)/Q(x?) son simples y algebraicas.

La segunda es simple porque Q(z) = Q(22,z) = (Q(2?))(z). Los elementos Q(v/2)
son de la forma a+bv/2 con a,b € Q y satisfacen la ecuacién algebraica (r—a)?—2b* = 0,
por tanto la primera extension es algebraica. Para la segunda el argumento es similar si
tomamos la precaucion de no confundir x con la variable del polinomio que elijamos. Los
elementos de Q(z)/Q(x?) son de la forma f + xg con f, g € Q(x?) y por tanto resuelven
la ecuacion (X — f)? — 2%g® = 0. Nétese que (X — f)? — 22¢* € Q(2?)[X].

Ejemplo. Q(z)/Q y R(x,y)/R(x) son simples y trascendentes.
Ejemplo. C(z,y)/Q no es simple y es trascendente.

Ejemplo. (Lindemann 1882) Q(7)/Q es trascendente.
Este es un resultado muy dificil que probaremos en la iltima seccion del presente
capitulo, junto con que Q(e)/Q es trascendente.

Observacién: Una extension puede ser simple aunque aparentemente esté generada
por un conjunto de varios elementos. Asf por ejemplo, Q(v/2,v/3) es simple porque como

veremos en un préximo ejemplo, Q(v/2,v/3) = Q(v/2 + V/3).

El siguiente resultado es practicamente trivial, pero ocupa un papel destacado porque
permite ligar la teoria de cuerpos, que todavia no nos sabemos, con el algebra lineal de
la que conocemos todo.

Proposicién 2.2.1 Si L/K es una extension de K, entonces L es un espacio vectorial
sobre K.
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Definicién: A la dimensiéon de L como espacio vectorial sobre K se le llama grado de
L/K y se escribe [L : K]. Si el grado es finito se dice que la extensién es finita, en caso
contrario se dice que es infinita.

Definicién: Si « es algebraico sobre K, se dice que P € K|x] es el polinomio minimo
de a si P es monico, a es un cero de P y no hay otro polinomio de grado menor con
estas caracteristicas.

Nota: Recuérdese que un polinomio es monico si su coeficiente de mayor grado es 1.

Observacién: No es dificil demostrar que el polinomio minimo, P, de « es tnico y
ademéds cumple (ejercicio)

1) P es irreducible 2) Q€ Klz], Qla) =0 = P|Q.

Evidentemente, el polinomio minimo depende del cuerpo sobre el que trabajemos.
Muchas veces, si no se indica otra cosa, se sobreentiende que K = Q.

Ejemplo. El polinomio minimo de v/3 sobre Q es a* — 3 y sobre @(\/g) es 2 — /3.
Ahora ya pasamos a la prometida ristra de proposiciones:
Proposicién 2.2.2 Si L/K y M/L son extensiones de cuerpos
M : K]=[M:L|[L:K].

De hecho, si L/K y M/L son finitas y {x1,22,..., 2.}, {y1,Y2,...,Ys} son sus bases,
entonces {x1y1, T1Ya2, . . ., T, Ys} es una base de M /K.

Demostracion: Nos restringiremos al caso en que las extensiones son finitas (el otro
queda como ejercicio). La proposicién se reduce a probar que B = {x1y1, T1Y2, - - -, T,Ys }
es una base de M/K.

1) B es un sistema de generadores: Si z € M entonces como M es un espacio vectorial
sobre L con base {y1,v2,...,Ys}

Z2=My1 + Aayo + -+ Agys con \; € L.
Pero, de la misma forma, como \; € L

Ai = [i1®1 + fioTy + -+ F [ip Ty con fi € K.
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30 CUERPOS Y SUS EXTENSIONES

entonces
S

Z( /\isz)yj:O = Z)\ijxizo 1<7<s,
j=1 =1 i=1
porque los términos entre paréntesis pertenecen a L y los y; son una base de M/L.
Como, por otra parte, los x; son una base de L/K, de la tltima igualdad se concluye
finalmente \;; = 0. O

Proposicion 2.2.3 Toda extension finita es algebraica.

Demostracion: Sean L/K y « € L, entonces como L/K es finita hay alguna combi-
nacién lineal no trivial nula entre los elementos 1, a, o2, a2, ... ; esto es, existen \; € K,
0 <i < n, no todos nulos tales que \,a" + A\, L 4 -« + X\ja + \g = 0, por tanto o

es algebraico. O

Proposicién 2.2.4 K(«a)/K es finita si y solo si « es algebraico sobre K. Ademds en
ese caso [K(«) : K] =n donde n es el grado del polinomio minimo de o, de hecho

K(a) = {)x0+)\104+)\2042—|-~-—i—)\n,lan’l con \; € K}.
Demostracion: Sea A el conjunto que aparece al final del enunciado, esto es,
A: {)\g+)\1a+)\2a2—|—---+)\n,104"_1 con )\1 S K}

Suponiendo conocido que K(a) = A, para comprobar que [K(«) : K| = n, basta ver
que no existe ninguna combinacién lineal no trivial nula en A. Si A\g + Mo + -+ - + \paF
con k < n, entonces « serfa raiz de un polinomio de grado menor que n, lo cual es una
contradiccion.

Falta por tanto comprobar K(a) = A. Obviamente o € Ay A C K(«), si demos-
tramos que A es un cuerpo se tiene K(a) = A (porque K(«) es el menor cuerpo que
contiene a «). Esta claro que A es cerrado por sumas y restas, basta ver que también
es cerrado por divisiones (la multiplicacién se reduce a dos divisiones: a - b = a / 1/b).
Si a,b € A entonces a/b = Q1(a)/Q2(a) donde @1 y Q2 # 0 son polinomios de grado
menor que n. Sea P el polinomio minimo de «, como 0Qy < P = n, Q5 y P son primos
entre si, aplicando el algoritmo de Euclides podemos encontrar A, B € K|z| tales que

1= AP + BQ,.

Multiplicando por @)1, dividiendo por ()5 y sustituyendo «, se tiene

Q1()
Qa(a)

= @Q1(a)B(a).
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Proposicién 2.2.5 Sea L/K y sea P el polinomio minimo de o € L sobre K, entonces
v K(a) — K[x]/<P>
con Y(a) =7 = x + (P), define un isomorfismo de cuerpos.

Demostracion: Por la proposicién anterior se tiene que aj,as € K(a) = a; =

Q1(a), as = Qa(a) y aqae = Q3(r) con 9Q); < OP.

Es obvio que

P(en + az) = P (Qi(a) + Q2(a)) = Qi(x) + Qa(w) = Y(a1) + ¥(az).

Noétese que Q1 Q2 — Q3 se anula en «, por tanto es divisible por Py su clase en K|x]/(P)
es la clase de cero. Por tanto

Y(ag)(az) — Ylaias) = Q1(x)Qa(z) — Qs(x) = 0.

Como v aplica « en T, que genera K [z]/(P), es un epimorfismo. Ademads ©(a; ) — () =
0= 0Q1—Qs € (P) = P|Q1 — Q2 y como 0Q; < IP, @)1 = Q2 y ¥ también es un

monomorfismo. O

Ejemplo. C es isomorfo a R[z]/(z? + 1).

Esta aplicacién directa de la Proposicién 2.2.5 permite pensar en los ntimeros com-
plejos sin introducir cosas tan poco justificables como la raiz cuadrada de —1. A cambio
hay que dar un gran salto en la abstraccion.

Ejemplo. La Proposicién 2.2.4 asegura que [Q(v/3) : Q] = 4 y ademas
Q(\‘l/g) = {a+b€/§+6\7§+d{72_7 ca,be,de Q}.

Notese que no es en absoluto trivial probar que el segundo miembro es un cuerpo sin
usar esta igualdad. El mismo resultado se podria haber deducido de la Proposicién 2.2.2

considerando las extensiones Q(v/3)/Q(v/3) v Q(v/3)/Q.
Ejemplo. Calcular el grado del polinomio minimo de v/7 en Q(v/2).

Por la Proposicion 2.2.4, el problema se reduce a calcu-

lar a = [Q(V7, V2) : Q(V2)].

QT, \5/5) Designemos por n el grado de Q(¥/7, v/2)/Q, entonces
b/ \a por la Proposicion 2.2.2 se cumple n = 5a y n = 3b donde b
es. como indica el esquema, el grado de Q(+/7. v/2)/Q({/7).
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32 CUERPOS Y SUS EXTENSIONES

Ejemplo. Si o € C es una raiz del polinomio irreducible P = 23 + 3z + 3, expresar
1/(a + 1) como una combinacién lineal racional de 1, a y o?; es decir, hallar a,b,c € Q
tales que 1/(a + 1) = a + ba + ca?.

Noétese que la Proposicion 2.2.4 asegura que esto es posible. Tomemos @) = = + 1,
como P es irreducible el méximo comun divisor de Py @ es 1, existen A, B € Q|x] tales
que

1 = AP + BQ.

En nuestro caso es facil ver que puede tomarse A = —1 y B = 22 — x + 4. Dividiendo
por @ y sustituyendo «, se tiene finalmente

1
a+1

Ejemplo. Comparar los cuerpos Q(v/2,v/3), Q(v2 +v/3), Q(v/2), Q(v/3) y Q.

Se tiene un esquema como el adjunto, donde las letras cursivas representan los grados,
que hallaremos a continuacién.

Los polinomios minimos sobre Q de V2 y V3
son 2 — 2 y z? — 3 respectivamente, y z? — 2 es <\/_ \/_)
también el polinomio minimo de v/2 en la extensién

Q(v2,v3)/Q(v/3), ya que si factorizase en Q(v/3) se / \/—+ \/—)

=4 —a+a’

tendria v/2 = 7+ sv/3 con r, s € Q y esto no es posible

(basta elevar al cuadrado). Estas consideraciones per- Q(v/3) b

miten concluir que d = f = e = 2. La Proposicion 2.2.2

asegura ab = c¢d = ef = 4, por tanto ¢ = 2 y las tnicas \ /
posibilidades para a y b son b = 4/a con a = 1,2,4.

Nétese que a = 4 es imposible porque v2++v/3 ¢ Q (de

nuevo basta elevar al cuadrado). Para ver que a = 1

y b = 4, considérense los polinomios (m — (\/§ + \/g))2 — 3y 22 — 2. Ambos estdn
en Q(v/2 + v/3)[z] y ambos son distintos y tienen a 2 = /2 como raiz, por tanto su
méximo comun divisor en Q(v/2 + v/3)[z] es x — /2, por tanto V2 € Q(v2 +V3) vy
V3 = (V2+3) —v2 € Q(v2 +/3). Esto permite concluir Q(v/2 +v/3) D Q(v/2,v/3)
y como Q(v/2 4+ v/3) € Q(v/2,V/3) es trivial, se tiene que ambos cuerpos son iguales o
equivalentemente, a = 1 y por tanto b = 4.

Parece una casualidad o un milagro forzado que en el ejemplo anterior se hayan
podido reducir dos generadores a uno, Q(v/2,v3) = Q(v/2 4+ v/3), pero como antes
hemos insinuado, hay un sorprendente resultado del préximo capitulo que afirma que
esto es moneda comun. En particular se deducira que es imposible encontrar extensiones

finitac Ao rmiarnne napmalac vz ecorriantac (O B cnbhenarnac da O N a1 na coan cimanlac
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Operando obtenemos una expresion de la forma A + B V2 + CV3 + D6 = 0. Como
{1,v/2,v/3,4/6} es una base de Q(\/ﬁ, \/§) = @(\/5 + \/5) (por la Proposicién 2.2.2),
entonces los coeficientes A, B, C'y D (que dependen de a, b, ¢ y d) deben ser nulos.
Esto nos lleva al sistema de ecuaciones

A=49+5b+d=0 C=9+c=0
B=1la+c¢=0 D=204+2b=0

cuya solucién es a = ¢ = 0, b = —10, d = 1; por tanto P = x* — 1022 + 1.

Otra manera més sencilla de proceder en este caso es considerar el polinomio ) =
(z —+/2)? — 3. Obviamente v/2 + /3 es una raiz de @, pero Q = 2> —2v/2x — 1 & Q[z].
Para eliminar los radicales podemos “multiplicar por el conjugado”, asi P = (2% —
2v2x — 1)(2® + 2v/22 — 1) es un polinomio en Q[z] que tiene a /2 + /3 como rafz,
ademéds 0P = [Q(\/ﬁ ++/3) : Q] = 4 implica que es el polinomio minimo.

Ejemplo. Dada la extensién L/Fy con L = Fy[z]/(2® + x + 1), calcular su grado y el
polinomio minimo de o = z* + 22 + 1.

En Fylz], 4+22+1 = 2+ 1+ (2®+z+1)x, por tanto o = x + 1. En general, dividiendo
por 23 +x+1, todos los elementos de L se escriben de manera tinica como combinaciones
lineales de {1, 7, 22}, por consiguiente [L : Fy] = 3. El grado del polinomio minimo de a
debe ser 3 ya que a no estd en Fy (0 en su imagen por el monomorfismo Fy — L, si
uno es un purista), y basta entonces hallar un polinomio ménico ctibico que tenga a «
como raiz. Sabemos que 23 + x4+ 1 = 0. De aqui (o« —1)* + (e — 1) + 1 = 0 y operando
el primer miembro es a® + o? + 1. Asf pues, el polinomio minimo es P = X3 + X? + 1.

2.3. Tres problemas clasicos

Esta seccion es una de las mas bellas del curso. Veremos que el mundo artificial que
hemos poblado en las secciones anteriores con estructuras algebraicas tales como cuerpos,
espacios vectoriales, anillos y cocientes, no pertenece a la estratosfera de la abstraccién
matematica, sino que desciende suavemente hasta la base de nuestra historia para dar
respuesta a tres cuestiones geométricas con enunciado elemental que no supieron resolver
los antiguos griegos.

Las cuestiones a las que nos referimos tratan acerca de construcciones con regla y
compas, donde la utilidad de estos instrumentos queda limitada de manera que la regla
solamente se puede usar para trazar una recta que pasa por dos puntos conocidos, y el
compas so6lo se puede emplear para trazar una circunferencia de la que se conocen centro
y radio.

Una vez fijada una unidad de medida. digamos determinada por (0.0) v (1.0). como
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34 CUERPOS Y SUS EXTENSIONES

con (L1 : Lyl =2y x,ye LCR.

Con la ayuda de algunas construcciones geométricas sencillas conocidas desde la
antigiiedad es posible comprobar que la suma, resta, multiplicacion, division y raiz cua-
drada de longitudes construibles con regla y compas, también es construible con regla y
compas. Todo lo necesario esta contenido en los siguientes diagramas:

a b
| — % Va
DRSS <1

4 P> 4>

a-b b

a

1. Construccién de a — b 2. Construccién de a/b 3. Construccion de /a.

De todo esto se deduce que cualquier elemento de un cuerpo real, L, para el que exista
una cadena de subcuerpos como la anterior, puede ser obtenido como coordenada de un
punto construible con regla y compas, es decir, se tiene la siguiente caracterizacion que
tomaremos como definicion:

Definicién: Un punto (z,y) € R? es construible con regla y compés si y sélo si z e y
pertenecen a un cuerpo L C R tal que existe una cadena de subcuerpos

Q=LycLiCcLyCc---CL,=1L

donde todas las extensiones son de grado dos. En breve, diremos que un ntimero real es
construible si aparece como coordenada de un punto contruible.

Una consecuencia inmediata de la definicién en virtud de la Proposicion 2.2.2, es:
Lema 2.3.1 Siu € R es construible, [Q(u) : Q] es una potencia de dos.

Observaciéon: El reciproco de este lema no es cierto sin hipotesis adicionales. Para
probar la existencia de contraejemplos se debe utilizar la teoria de Galois en toda su

fuerza, asi que pospondremos esta cuestion.

Ahora pasaremos a enunciar las tres cuestiones clasicas que se plantearon los antiguos
griegos.

%1 Dada la arista de un cubo, construir con regla y compas la arista de un
cubo de volumen doble.
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sea la tercera parte. En particular, como (cos60° sen60°) = (1/2,1/3/2) es construi-
ble, el método permitiria construir (cos20°,sen 20°). Por 1ltimo, una construcciéon que
resolviera el tercer problema para el caso del circulo de radio 1, permitirfa construir /7.

Tras estas observaciones, las dos proposiciones siguientes muestran que no hay nin-
guna construccion con regla y compas en los términos requeridos que permita resolver
estos problemas. La sencillez de la primera proposicion contrasta con los siglos que trans-
currieron hasta probar la imposibilidad de %1 y %2, lo que debe hacernos meditar sobre
la importancia de crear el lenguaje adecuado para resolver un problema matematico. La
segunda proposicién es bastante mas compleja y su prueba opcional en este curso.

Proposicién 2.3.2 [Q(+/2) : Q] = [Q(cos20°) : Q] = 3, por tanto x1 y %2 no tienen
solucion con regla y compds.

Demostracion: La igualdad [Q(+/2) : Q] = 3 es trivial porque z° — 2 es el polinomio
minimo de /2. Las férmulas de adicién de la férmulas trigonométricas implican:

cos(3a) = cos(2a+ ) = cos(2a) cosa — sen(2ar) sen «v
= (cos®a —sen’® a) cos a — (2sen a cos ) sen o

4cos® o — 3cos

Sustituyendo o = 20°, se tiene que cos 20° es una raiz del polinomio P = z3—3x/4—1/8.
Aplicando el criterio de Eisenstein a 8P((m +1)/ 2) se deduce que P es irreducible, por
tanto es el polinomio minimo de cos20° y [Q(cos20°) : Q] = 3. O

Proposicién 2.3.3 (Lindemann) 7 es trascendente sobre Q, en particular %3 no tie-
ne solucion con regla y compas.

Para los que quieran leer la letra pequena, o para los que no quieran leerla pero
tengan interés en saber la idea bajo la demostracion, una pequena explicacién previa en
miniatura:

El resultado de Lindemann se basa en un trabajo anterior de Hermite en el que
probaba que e es un ntimero trascendente. Ambas demostraciones son parecidas gracias
a la misteriosa relacién ™ = —1. Lo que hizo Hermite es encontrar fracciones m;/N
que aproximan excepcionalmente bien a e/, de forma que cuando N — oo (con N en
cierta subsucesiénde N) el error tiende a cero més réapido que 1/N. Con ello, fijados
QpyAp_1,...,01 € Z y definiendo

1 An An—l A2 Al

-1 2
Ay = ape" +ap_1" "+ -+ age” + a1’ — ay, — Q1 —— — " — Qo — a1 —,

AL AL
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que no ocurre el milagro de que el error es idénticamente nulo para una combinacién
lineal de ellas.

Para la demostracién “de verdad”, si P € Z[x] con OP > 1, fatoriza en C[z] como P = c¢(z—aq)(z—
ag) -+ (x — ag), definimos
Ep =" +e% 4 -+ 4 e,
El resultado fundamental serd el que enunciamos a continuacién:

Teorema 2.3.4 Sean P1, P», ..., P, € Z[z] tales que P;j(0) # 0, 1 < j < n. Dados an,an_1,...,a1 € Z
no simultdneamente nulos, se tiene anEp, + an_1Ep,_, + -+ +a1Ep, € Z —{0}.

Demostracion: Digamos que P; factoriza en Clz] como P; = cj(x — aj1)(w — ajo) - (x — ;).
Sea P =[[; [[;(¢j(z — aj)) € Z[z] y consideremos las cantidades mégicas (esencialmente introducidas
por Hermite)

pflefa:

A:zj:ajzl:eajl Ajl W(P(x)) dx y B = / (1‘)) dx

con p un ndmero primo que elegiremos més adelante. Aunque parezca increible, A y B son enteros y
A/B aproxima excepcionalmente bien a la expresién del enunciado.

La igualdad
0 gple—® +k-=1)
/ ' "Ekdl' _ (p : )
o (-1 (p—1!
prueba inmediatamente que B € Z, y si elegimos p [P;(0), se tiene p /B porque P tiene un término
independiente no nulo. Un argumento similar en A, tras el cambio de variable u = x — «;; en la integral,
permite deducir que la suma en ! es un polinomio simétrico de coeficientes enteros en cjo; 1, cja o, .. .,

esto es, en las raices del polinomio ménico cfjfle(x/cj) € Z[x]. Segtin el Teorema 1.1.2 se tiene que
la suma en [ es un polinomio entero evaluado en los coeficientes de este polinomio, y por tanto A € Z.
Ademés como P(u + a;;) no tiene término independiente, p|A.
Por otra parte, si llamamos E a la expresién del enunciado, se tiene para ciertas constantes K
y K2
I 1 K _K;D

i L C x p.’E et e
|BE — Al—\Z%Ze / _1).<P( ))d|§(p—1)!’

donde se ha usado que un pohnomlo en un intervalo finito estd acotado. Tomando p suficientemente
grande se consigue que el segundo miembro sea menor que 1. Si E fuera un entero no nulo, podriamos
suponer también p fE y esto lleva a una contradiccién, porque BE — A serfa un entero no divisible por
p y de valor absoluto menor que 1. O

Corolario 2.3.5 (Hermite 1873) e es trascendente sobre Q.
Demostracion: Témese P, =x — 1, Po =2 —2,..., P,, = x — m en el teorema anterior. O

Demostracion de la Proposicién 2.2.3: Si 7 fuera algebraico, i también lo serfa (donde i = v/—1).
En ese caso existe un polinomio irreducible en Z[x] cuyas raices son oy = im, ag, ... Digamos que ¢ es
su coeficiente de mayor grado. La férmula de Euler implica e = —1 con lo cual [], (14 €e*) =0.Y
operando en esta igualdad se obtiene

1+ Z et Z eo‘nJr("Jz + Z aJ1+aj2+aj3 +...=0

J1<J2 J1<J2<Js
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Ejercicios del Capitulo 2

LEYENDA: Q facil, < dificil, << muy dificil, o opcional.

Seccién 2.1
1. Demostrar que Z/6Z no es un cuerpo. Hallar las unidades.

2. Hallar el maximo comtn divisor de P = z* 4+ 623 + 1322 + 122 + 3 y Q =
2 4+ 523 4+ 922 + 8x + 2, y escribirlo en la forma AP + BQ.

3. Demostrar que si la caracteristica de un cuerpo no es cero, entonces es un nimero
primo.

4. Demostrar que un dominio de integridad finito es un cuerpo.

5. Sea I’ un cuerpo y f(z) € F[z] un polinomio. Se dice que a € F' es un cero de
f(z) si f(a) = 0. Demostrar que a es un cero de f(z) si y sélo si x — a divide a f(x).
Indicacion: Estudiar el resto al dividir f(z) por = — a.

6. El polinomio f = 23 — 3z + 1 es irreducible en Q[z]. Sea 3 = 2* — 322 + 2z + 3 €
Qlz]/{f). Hallar 37! y 3? expresdndolos como combinacién lineal de {1, 7, 7?}.

7. Probar que si P es un polinomio no nulo sobre un cuerpo, su nimero de raices es
menor que el grado. Dar un contraejemplo si el cuerpo se reemplaza por un anillo.

8. Si K es un cuerpo y R es un anillo, probar que cualquier homomorfismo no nulo
f: K — R es necesariamente un monomorfismo.

9. Dado un cuerpo L, sea K la interseccion de todos sus subcuerpos (K recibe el
nombre de subcuerpo primo de L). Demostrar que la caracteristica de L es positiva si y
sélo si K es isomorfo a I, y es cero si y sélo si K es isomorfo a Q.

10. Sea f : L — M un homomorfismo no trivial de cuerpos. Probar que la carac-
teristica de L es igual a la de M, y que si K es el subcuerpo primo de L entonces f(s) = s
para todo s € K.

11. Encontrar todos los automorfismos de Q(v/5). Indicacién: Hallar la imagen de 5
y emplear (v/5)* = 5 para determinar la de v/5.

12. Calcular todos los automorfismos de Q(v/7).
13. Demostrar que Q(v/2) no es isomorfo a Q(v/5).

™ b el N A AN | . 1 =11
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38 CUERPOS Y SUS EXTENSIONES

16. Establecer las relaciones de inclusién que hay entre los cuerpos Q(4, v/3), Q(v/—3)
vy Qi+ V3).

17. Demostrar que Fs[z]/(2? + 2 + 1) es un cuerpo y calcular su cardinal. Dar la
tabla de su producto.

18. Construir un cuerpo con 25 elementos y otro con 27. Indicacion: No es necesario
escribir la tabla de las operaciones en estos cuerpos.

19. Probar que s6lo hay un cuerpo de cuatro elementos salvo isomorfismos.

20. Probar que no hay dominios de integridad de seis elementos (por lo tanto no hay
cuerpos de seis elementos).

21. Probar que para todo primo p, en [F,[x] se cumple

1= (@ 1)(e—2)- (e — (p—1)).

22. Si K tiene caracteristica p, probar que ¢ : K — K dado por ¢(k) = kP es un
homomorfismo.

23. Sea f = ag + a1z + asx? + -+ - + a, 2" en K|[z] con ag,a, # 0. f es irreducible si
y s6lo si agz™ 4+ a1 2"t 4 agx™ 2 4 - - - 4 a, es irreducible.

{$24. Sea A un dominio de integridad y supongamos que existe un cuerpo K C A tal
que A es un espacio vectorial de dimension finita sobre K. Demostrar que A es también
un cuerpo.

$25. Demostrar que si un primo p es de la forma p = n? +2m? con n, m € Z, entonces

Z[V/=2]/(n +m\/=2) es isomorfo a F,.

Seccion 2.2

26. Hallar el grado de las siguientes extensiones y decir de qué tipo son:

) Q(V2)/Q(v2) i) Q(e*%)/Q iii) R(V3)/R iv) R(v/=3)/R
v) Fo(t)/Fr(t?)  vi) Fe(t)/Fr  vii) Q(V5,V/5)/Q  viii) Q(V5, V/5)/Q(v5)

27. Probar que Q(v/7,v/7,...,3/7,...) no es una extensién finita de Q.

©28. Probar que A/Q es una extensién infinita, donde A C C son los nimeros alge-
braicos sobre Q.

29. Demostrar que una extension de grado primo es simple.
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32. Sea K(a, f) una extension algebraica de K, n, = [K(a) : K], ng = [K(0) : K]
yn=[K(a,p(): K]

i) Demostrar que mem(ngy, ng)|n y n < ng, - ng. (Qué se puede decir si n, y ng son
coprimos?

ii) Mostrar un ejemplo con n, # ng en el que se cumpla n < n, - ng.

33. Probar que L/K y M/L algebraicas, implica M /K algebraica.

34. Sea a < 0 un numero real algebraico sobre Q, y sea p(x) € Q|z] el polinomio
minimo de a sobre Q. Demostrar que /a es también algebraico sobre Q, y determinar
su polinomio minimo sobre Q.

©35. Sea F' un cuerpo y sea f(x) € F[z]| un polinomio no nulo. Probar que si a estd en
alguna extensién de F, y f(a) es algebraico sobre F', entonces a es algebraico sobre F.

©36. Sea 3 un cero de f(x) = 2° + 2z + 6. Probar que ninguno de los nimeros

V2, V/2,¥/2 pertenece a Q(5).
©37. Si «v es trascendente sobre K, jcudl es el grado de K («)/K?

38. Probar que un polinomio ménico P (no constante) es el polinomio minimo de «
sobre K|x] siy sélo si es irreducible y cualquier @ € K{[z| con Q(«) = 0 es divisible por
P.

39. Hallar [Q(v/2,v/3) : Q].

40. Si [K(«o) : K] =ny P € K[z] es el polinomio minimo de «, indicar alguna base
de Klz]/(P) sobre K.

41. Sean ooy f en L/K tales que [K(«a) : K] = m y [K(8) : K] = n. Demostrar
que el grado del polinomio minimo de 3 en K(«) es n si y sélo si el grado del polinomio
minimo de « en K(f3) es m.

42. Calcular el polinomio minimo de v/3 + v/5 en Q(v/15).

43. Sea « una rafz de P = 23 — 2 — 2 € Q[z]. Escribir (o +1)/(aw — 1) como una
combinacién lineal de 1, « y a?.

44. Si K(a)/K es una extensién de grado tres, calcular [K(a?) : K]. Suponiendo
que el polinomio minimo de « es 2° + x — 1, hallar el polinomio minimo de 2.

{45. Calcular el polinomio minimo de V9 + /3 1.
46. Probar que Q(v/3,v/5) = Q(v/3 + V/5).

47. Calcular el grado del polinomio minimo de cos(27/p) sobre Q donde p es un

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



40 CUERPOS Y SUS EXTENSIONES

50. Probar que Q(«)/Q es trascendente si y sélo si Q(1/a)/Q lo es.

51. Sea A C C el cuerpo formado por todos los niimeros algebraicos sobre Q. De-
mostrar que todo polinomio no constante de A[z] se descompone en factores lineales en
este anillo.

52. Si « es trascendente sobre K, hallar [K(a) : K(a®/(a+ 1))].
{53. Probar que R no es una extension simple de Q.

{54. Sea a raiz de un polinomio irreducible P = 2™ — a,, 2" ' 4+ + (=1)"tayz +
(—1)"ag de grado n primo. Probar que si f = Q(«) ¢ Q, entonces el polinomio minimo
sobre Q de (8 viene dado por el determinante

0O -1 0 0 0
0 0O -1 0 0
det(x] — Q(4))  domde A=Y O 0~ 0
0 0 0 0 -1
Qo ay a9 as N Qp—1

Seccion 2.3

55. Decir cudles de las siguientes longitudes son construibles con regla y compas

VV2+V3, AT+ 5V2, \/1+\/\/§+ V3, e,

56. Diseflar un método sencillo para construir la longitud v/ 1+ v/3 / V2 con regla y
compas.

57. Probar que la distancia al origen de un punto construible, es construible.

58. Demostrar que los poligonos regulares inscritos en el circulo unidad de 7, 11, 13
y 19 lados no son construibles con regla y compas. Indicacion: Considérese la extension

Q(e*™"/?) /Q con p primo.
59. jAlgun cubo es duplicable? ; Algtin dngulo es trisecable?

60. ;Es el pentagono regular construible con regla y compas? Indicacion: Hallar
cos(27/5) + cos(4w/5) y cos(27m/5) - cos(4m/5).

{61. Crear un método para construir el pentdgono regular.

62. Usando los principios de lo que més tarde seria la teoria de Galois, Gauss de-
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que habia escapado al ingenio de los antiguos gedémetras griegos. Segun se dice, Gauss
mandé que fuera inscrita en su tumba).

63. Demostrar que si los poligonos regulares de n y m lados son construibles con
regla y compds, también lo es el de mem(n, m) lados. Concluir del ejercicio anterior que
el poligono regular de 204 lados es construible con regla y compas.

64. Sea « la tnica rafz real positiva de P = z* — 102% + 2622 + 162 — 14. Sabiendo
que no existe Q G M S Q(«) tal que M/Q sea de grado 2, probar que [Q(«) : Q] = 4
pero « no es construible.

65. ;Se puede triplicar el cubo?
66. ;Se puede trisecar el dngulo de 7/2" radianes?

67. Decir si las siguientes extensiones son algebraicas o trascendentes.

QmVv3)/Q(V3),  QWm)/Qm).  Qe)/Qe’ — ¢® +Te? + 100e — 1).

68. Demostrar que si « y [ son trascendentes sobre QQ, entonces o + 3 6 « - 3 son
trascendentes sobre Q. Dar un contraejemplo a la implicacion: «, 3 trascendentes =
«a + (3 trascendente.

69. Responder a la siguiente critica: El argumento para probar que el angulo de 60°
no se puede trisecar no es concluyente, porque sélo se demuestra que (cos 20°, sin 20°) no
es construible, y quizé haya algiin otro punto distinto del origen) en la recta u = x tan 20°
que si sea construible, lo que permitiria la triseccion.

70. Supongamos que disponemos de una regla curva cuyo borde tiene la forma de
la grafica de y = 2% para > 0. Esta regla estd sin graduar (aunque tiene marcado el
cero) y s6lo puede ser usada para trazar la curva que une dos puntos construibles, uno
de ellos situado en el origen de la regla. Demostrar que con regla, compas y regla curva
se puede duplicar el cubo. ;Se puede cuadrar el circulo? ;Y trisecar el angulo?

$T1. Sea P(x) = 2™(1 —x)"/nl. Probar que si 72 fuera una fraccién con numerador a,
entonces F,, = a"w fol P(z)sen(mx) dx seria un entero no nulo para todo n. Demostrar
que lim F,, = 0, llegando a una contradiccién con que 72 € Q.
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Apéndice del Capitulo 2

Conoce a tus héroes

(M&s informacién en: http://turnbull .mcs.st-and.ac.uk/history/)

Casi siempre se incluye a
C.F. Gauss en la subjetiva e
hipotética triada de los mejo-
res matematicos de todos los
tiempos. No mostré interés
en publicar rapidamente sus
resultados, prefiriendo pulir-
los al maximo de acuerdo con
su lema Pauca sed matura
(pocos pero maduros). En relacién con el contenido de este curso, probé el teorema
fundamental del algebra, dio un criterio para la constructibilidad del poligono de n la-
dos (para lo que tuvo que crear la teoria de Galois en un caso particular antes de que
naciera Galois), se adelanté a la teorfa de ideales de Kummer estudiando la teorfa de for-
mas cuadraticas (lo que le llevé a la clasificacion de los grupos abelianos finitos antes de
que fueran siquiera definidos). En el lado negativo, el trabajo sobre la imposibilidad de
resolver la quintica con radicales que le envié Abel en situacion desesperada, aparecié sin
abrir siquiera a la muerte de Gauss.

Apellido: Gauss

Nombre: (Johann) Carl Friedrich
Nacimiento: 1777 Brunswick
Defuncion: 1855 Gottigen

Bla, bla, bla

» Que este tema [los niumeros complejos] haya estado rodeado hasta ahora de una
masteriosa oscuridad debe ser atribuido en gran medida a una notacion mal adap-
tada. St por ejemplo, +1 y —1 y la raiz cuadrada de —1 hubieran sido llamadas
unidades directa, inversa y lateral, en vez de positiva, negativa e imaginaria (o
imposible), tal oscuridad podria haber desaparecido. C.F. Gauss.

s Cuéntase que uno de los antiguos poetas trdagicos hacia aparecer en escena a Mi-
nos en el momento en que construia la tumba de Glauco, y al observar que sdlo
media cien pies por cada lado, dijo: “Es un espacio muy pequeno para sepulcro de
un rey. Duplicadla conservando su forma cubica, duplicando el lado.” Es evidente
que se equivocaba, porque duplicando los lados de una figura plana se cuadruplica,
mientras que una solida se octuplica. Entonces se propuso a los geometras la cues-
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44 CUERPOS Y SUS EXTENSIONES

= Ningiun hombre de ciencia estd obligado a resolver toda clase de dificultades que
le planteen, sino solo aquellas que son deducidas falsamente de los principios de
la ciencia: no es de nuestra incumbencia refutar aquellas que no surgen de esa
forma: asi como el deber del geometra es refutar la cuadratura del circulo por medio

de segmentos, pero no es su trabajo refutar la prueba de Antifonte. Aristételes,
“Fisica”, Libro I.

{Qué hay que saberse?

Todo lo que no esté en letra pequena. Especialmente hay que saber calcular polino-
mios minimos y grados de extensiones en casos como los descritos en este capitulo.

(PQR) Preguntén, quejoso y respondén

Q- El célculo del grado en extensiones con radicales parece innecesariamente complicado. Esté claro
que si anadimos a Q una raiz cuadrada, la extensién serd de grado 2; si anadimos otra distinta
serd de grado 4; con otra cubica se tendria grado 12; etc.

R- Sin embargo [Q(\/i, (V8 + )71 :Q] =2
Q- Evidentemente porque v/8 = 2v/2 y entonces es la misma raiz.

R~ Entonces, por ejemplo [Q(\/ 17+ 12\/5) : Q] =4y [Q(\/ll +6vV2 + \/11 - 6\/5) : Q} = 16,

deben ser ciertas.

Q- Creo que si. Bueno, en el segundo caso no lo veo bien porque quiza 11 +6+/2 y 11 — 64/2 tengan
algo que ver por ser conjugados.

R- Pues los grados son 2 y 1 porque 17 +12v2 = (3 + 2v2)2 y /11 + 6v2 + /11 — 612 = 6.

Q- Pero eso es trampa, porque se puede simplificar.

R~ En realidad, el cédlculo de polinomios minimos es una manera de comprobar si se puede simplificar
y por tanto detecta las trampas. Los grados suelen coincidir con el productos de los indices de
los radicales, pero no siempre, no podemos hacer un teorema de ello.

P- El célculo de polinomios minimos lleva al estudio de la irreducibilidad en ciertas extensiones,
;como podemos llevarla a cabo? Parece muy dificil.

R- Y lo es. Ni siquiera en Q[x] hay un criterio sencillo e infalible.

Q- No me creo que las demostraciones de imposibilidad de los tres problemas clasicos, lo sean
realmente. En realidad lo que hemos hecho es dar una definiciéon de construible en términos de
la teoria de cuerpos que ningin antiguo griego entenderia ni podria considerar nunca como la
auténtica definicién.

R- Podriamos dar una definicién inductiva como en [St] que no apela a la teorfa de cuerpos y
después deducir la nuestra. Lo fundamental es fijar en términos precisos qué es construir con
regla y compas, porque en otro caso podriamos encontrar soluciones que ya los antiguos griegos
consideraban ilicitas.
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Capitulo 3

Teoria de Galois

3.1. Extensiones normales y separables

La teoria de Galois trata de representar la estructura de la extensién generada por
todas las raices de un polinomio, por medio de sus simetrias. Para que este proyecto
funcione en un contexto general son necesarias dos condiciones. La primera es que real-
mente podamos inventarnos un sitio donde vivan las raices de un polinomio (;dénde
estédn las raices de 22 + 1 € F3[z]?). La segunda estd en los mérgenes de los contra-
ejemplos del curso por su naturaleza mucho mas técnica, y es que ningin elemento sea
raiz multiple de todos los polinomios que anula. Esto provocaria que algunas simetrias
colapsasen y que no representaran fielmente la extension. Como veremos més adelante,
no hay que preocuparse mucho por esta condiciéon, porque la cumplen practicamente
todas las extensiones que podemos imaginar este curso.

La primera condicién, a la que dedicaremos casi todos nuestros esfuerzos en esta sec-
cion, tiene que ver con los conceptos de cuerpo de descomposicion y de extensién normal.
En breve probaremos que ambos estan estrechamente relacionados y que son en cierto
modo equivalentes para extensiones finitas, pero ahora limitémonos a sus definiciones.
En ellas y en el resto del capitulo utilizaremos el abuso de notaciéon consistente en ha-
blar de la descomposicién de P € K[z] en L[x] cuando L/K es una extension. En rigor
el polinomio P sélo estd en L[x] después de aplicar el monomorfismo de la extension
J + K — L a sus coeficientes. (Quien no entienda este comentario no debe preocuparse
porque tampoco detectard el abuso de notacion).

Definicién: Se dice que una extensién algebraica L/K es normal si todo polinomio
irreducible P € K|[z] que tiene una raiz en L se descompone en factores lineales en L[z].

N2t t2... O.. T /L fal 1. L 1 1 el L
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que contiene a las raices. Sin embargo no hay que olvidar que fuera de C, donde el
teorema fundamental del algebra acude en nuestro auxilio, no estd en absoluto claro que
las raices existan en algun sitio (esto es, que siempre haya un cuerpo de descomposicién)
ni tampoco que no podamos crear muchos cuerpos de descomposicion distintos. En
seguida resolveremos estas cuestiones de existencia y unicidad.

Ejemplo. El cuerpo de descomposicién de P = z? — 2 € Q[z] es Q(v/2).

Ejemplo. El cuerpo de descomposicién de P = 2! — 522 + 6 € Q[z] es Q(v/2,V/3)
(nétese que P = (x? — 2)(2? — 3)).

Ejemplo. El cuerpo de descomposicién de P = 2" — 1 € Q(v/2)[x] es Q(v/2,¢) con
C — eQm‘/n'

Como acabamos de senialar, la existencia del cuerpo de descomposiciéon no es evidente
porque en sitios suficientemente raros no sabemos hallar las raices de un polinomio, por
ejemplo en el caso antes citado 2% + 1 € F3[z]|. Para resolver este problema nos inven-
taremos un sitio mas raro todavia, un anillo cociente, donde vive algo que se comporta
como una raiz. Después bastara darle a la manivela de la induccién para que el resto de
las raices se unan a la fiesta. Realmente todo el artificio fue ya introducido en el primer
capitulo.

Lema 3.1.1 Dado un polinomio no constante P € K|z|, existe una extension finita,
L/K, tal que P tiene una raiz en L.

Demostracion: Podemos suponer que P es irreducible (en otro caso elegiriamos
uno de sus factores irreducibles) y que 0P > 1 (si 0P = 1, L = K). Sea el anillo
L = K|z / (P). Obviamente K estda “incluido” en L, o més exactamente, existe un
monomorfismo ¢ : K — L. Ademés L es de hecho un cuerpo, por la Proposicién 1.2.3 en
combinacién con la 1.3.2. Por tltimo, la finitud de L/K se sigue de la Proposicién 2.2.4,
porque L = K () con T = z + (P), y T es algebraico al ser P(Z) = P(z) la clase de cero
en L. O

Ejemplo. Segin el resultado anterior, P = x? + = + 1 € Fy[z] factoriza en L =
Folz]/(P) = {0,1,7,x + 1}.

Para que los més escépticos se sientan a gusto, demos a estos cuatro elementos nombre
més vulgares, digamos L = {0, 1, «, 5}. Entonces las tablas de suma y multiplicacién en

L son
+]10 1 «a p x|0 1 a p
010 1 a p 00 0 0 O
11 0 B a 10 1 a B
ala g 0 1 al0 a [ 1
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Si hubiéramos partido de un polinomio de tercer grado, el lema anterior nos habria
llevado a un lugar donde hay una descomposicién del tipo k(z — v)(z? + dx + €). Para
conseguir la factorizacion total en factores lineales, s6lo hay que iterar. Si ademés recor-
damos la Proposiciéon 2.2.5, veremos que las raices estan exactamente representadas por
los anillos cociente, y que el procedimiento lleva a un tnico resultado salvo los nombres
con los que nos apetezca bautizar a las raices invitadas. En breve:

Proposicién 3.1.2 Para cada P € K|z| eziste un cuerpo de descomposicion L de Py
ademds es unico salvo isomorfismos que dejan fijo K (en rigor la imagen de K en L ).

Demostracion: Para la existencia basta aplicar repetidas veces el Lema 3.1.1 hasta
obtener un L en el que P se descomponga en factores lineales: P = k(x — ay)(x —
az)...(r — ay), entonces K(ag,aq,...,a,) serd el cuerpo de descomposicion de P
(para ser totalmente rigurosos deberiamos escribir en lugar de K su imagen en L).
Para demostrar la unicidad salvo isomorfismos que dejan fijo
K, supongamos que L; y Lo son cuerpos de descomposicién de

P. Procedemos por induccién en el grado de P. Sigr P =1 Ly Ly
es trivial. Si gr P > 1, sea () un factor ménico irreducible

de P, entonces Q = (x — aq)(x — ag)...(x — ay) en Ly[x]
yQ = (z— 01)(x—Fa)...(x — (B,) en Ly[x]. Por la Propo- K K
sicién 2.2.5 se tienen isomorfismos i : K(ay) — K[z]/(Q), ,<041> (ﬁ})
i1 K(By) — K[2]/(Q), por tanto 1V 0 : K(ay) — K(3) K]/ 4

es un isomorfismo, que por la construccion de i e ¢, deja fijo K.

Por definicién, L; es una extension de K(ayq) y también
Ly puede considerarse que extiende a K(aj) por medio del monorfismo j 0~
K(ay) < Ly donde j : K(f;1) < Lo es la inclusién. Nétese que Ly y Ly son obviamente
cuerpos de descomposicién de P sobre K(a;) y también lo son de P = P/(z — o)
porque a1 € K(ay). La demostracién se concluye por la hipdtesis de induccién (ya que
gr P < gr P). O

Loyg

Ejemplo. El cuerpo F3[i] donde i ¢ F3 es un simbolo que operamos formalmente
como i = —1, es el cuerpo de descomposicién de z? + 1 sobre Fs.

Si nos creemos que F3i] es un cuerpo bien definido (en principio sélo tiene estructura
de anillo), entonces F3[i] = F3(i) = F3(z, —i). Como 2?+1 = (z—1i)(z+1) en (F3[i])[z], se
tiene que es el cuerpo de descomposicién (el cuerpo generado por las raices). La forma
de probar que F3[i] es un cuerpo es considerar el isomorfismo Fsli] — F3[x]/(z? +
1) donde i — Z. Como el segundo anillo es un cuerpo (por la Proposicién 1.2.3), el
primero también lo es. Ambos son cuerpos de descomposicién de 2% + 1 porque los dos
conforman extensiones de grado 2 que contienen a las raices. En concordancia con la

lfl]f‘imﬂ T\Y‘nﬂﬂQi(’if/\ﬂ ]Q ﬁY\if‘Q {:HFQY‘QY]f‘iQ ontro thnq SOo Y‘qu]‘lf‘ﬂ 2 111 r‘gmhin Iqﬂ nnmhro fayal
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y por tanto el cuerpo de descomposicion es el propio Fy. De hecho Fy[i] no es un cuerpo
si nos empenamos en que % sea algo distinto de 1 que tenga la propiedad i = —1, ya
que (i — 1)(¢ — 1) = 0 implicarfa ¢ = 1 en un dominio de integridad.

Aparentemente, lo que pedimos a una extension para que sea normal es mucho més
restrictivo que lo que exigimos en la definicién de cuerpo de descomposicion, ya que una
extension normal debe contener los cuerpos de descomposicién de “muchos” polinomios.
Pero el siguiente resultado nos da en el caso finito (el unico de interés en este curso) las
dos definiciones al precio de una:

Proposicién 3.1.3 Una extension L/K es normal y finita si y sélo si L es el cuerpo
de descomposicion de un polinomio de K|x].

Demostracion: Distingamos cada una de las implicaciones. Como siempre, comen-
zamos con lo mas facil:

=) Sea L = K(ay,az,...,0) ysea P =P - P,----- P, donde P; es el polinomio
minimo de «; sobre K. Como L/K es normal, cada P; se descompone en factores lineales
en L[x] y lo mismo ocurre con P, por tanto L contiene al cuerpo de descomposicién de
P y como L esté generado por la raices de P, coincide con él.

<) Sea L el cuerpo de descomposicién de ) € K[x]. Basta demostrar que si oy 3
son raices de un polinomio ménico irreducible en K[x], entonces o € L = (3 € L.

Por la Proposicién 2.2.5 (empleada como en la demostracion de la proposicién ante-
rior) existe un K-isomorfismo i : K(a) — K(3). Por otra parte, L(«) es un cuerpo de
descomposicién de Q € K (a)[x] y también L(/3) puede considerarse como otro cuerpo de
descomposicién teniendo en cuenta el monomorfismo K(a)— K (3) — L(3). Asi pues,
por la proposicién anterior, los cuerpos L(«) y L(3) son isomorfos como extensiones de
K(a). En definitiva, si o € L, se tiene

= (2o = (UL KOR @) K] 0 KKKy gy

es decir, § € L. Por tanto L/K es normal (la finitud es inmediata porque cada raiz de
@ estd en una extensiéon de grado menor o igual que 0Q). O

Ejemplo. La extensién Q(v/2,v/3)/Q es normal porque Q(v/2,v/3) es el cuerpo de
descomposicién de P = (2? — 2)(z? — 3) sobre Q.

Ejemplo. La extensién Q(+v/2)/Q no es normal porque sélo una de las raices de
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Entre los cuerpos de descomposicién vamos a senalar un caso especial que segui-
damente veremos que es general en el universo de los cuerpos finitos. Histéricamente
aparecieron por vez primera en uno de los trabajos del propio Galois bajo el epigrafe
Sur la théorie des nombres [Gal].

Definicién: Si ¢ = p™ donde p es primo y n € Z*, se denota con F, (o con GF,) y se
llama a veces cuerpo de Galois, al cuerpo de descomposicién de 2? — x sobre [F),.

Ejemplo. Fy es, salvo isomorfismos, el cuerpo L = {0, 1, o, 8} descrito anteriormente
porque z* —z = x(x + 1)(2* + x + 1).

Ejemplo. Fy es, salvo isomorfismos, el cuerpo L = F3[i], también considerado ante-
riormente, porque tras la factorizacion:

?—r=x(x—-1)(z-2)("+1)((z+1)+1)((zx —1)*+1)
se sigue que todas las raices estan en L.

Parece una gran casualidad estas coincidencias de cuerpos, pero ya deberiamos estar
acostumbrados a que en Matematicas las grandes casualidades suelen ser en realidad
teoremas, pequenas verdades universales veladas a nuestros ojos. La sorpresa es que
los cuerpos de descomposicién sobre F,, y de hecho todos los cuerpos finitos, son lo
mismo que (isomorfos a) algin F,. Con este resultado que probaremos a continuacién,
los I, que se ocultaban humildemente bajo su apariencia de caso particular, adquieren
un puesto de palco en la teoria de cuerpos. Todavia suben mas alto teniendo en cuenta
su importancia en las aplicaciones. Por ejemplo parte de la teoria de cédigos (si, la que
hace funcionar los discos compactos) vive de los cuerpos finitos y hasta la prueba del
ultimo teorema de Fermat requiere entenderlos bien. En este curso, sin embargo, no les
daremos una importancia especial prefiriendo centrarnos en ejemplos mas familiares y
completos que viven dentro del reino de los niimeros complejos (la teoria de Galois es
muy facil en cuerpos finitos). Tal felonfa, requiere al menos unas lineas en letra pequena.

Un byte es una lista ordenada de 8 bits, es decir, de ocho ceros y unos. Al transmitir un conjunto
de bytes, un fichero, para tener alguna certeza de que no ha habido errores podemos anadir un byte de
paridad que no contiene informacién adicional pero fuerza a que en nuestro conjunto de bytes haya un

nimero par de unos en el primer bit, y en el segundo, ... y asi hasta el octavo.
bytel [1JO0JOJO[1]0[0]1 byte de paridad [ 1 [ 1[0 1[1[1]0]0]
byte2 [T |11 [1[1[1]0]0
byte3 [1]0]1[0]1]0[0]1 n° total de unos [4 ]2 [2[2]4]2[0]2]

Podemos identificar los ceros y unos de los bits con los elementos de Fy. En seguida veremos que

Fars /TRa ee 11Mma ovtencidnde orada & nar tanta B es 11n eenacia vectarial de dimengidn R eohre |
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de manera que se cumpla Y . a; = 0y > f;o; = 0. Si un solo byte a; se hubiera modificado durante
la transmisién pasando a a; + 7 entonces lo notarfamos porque el valor de )" «; serfa v # 0, mientras
que el de > B;ay serfa 3;7. Por tanto 5; = > i/ > a;. Como los 3; son distintos, 3, corresponde a
un solo byte, al j-ésimo, y podriamos detectar el error y corregirlo (simplemente restando a este byte

v =)

Complicando las cosas se pueden detectar y corregir mas posibles errores siempre a costa de anadir
algunos bytes de sobra. Més informacién sobre el tema (o, més bien, alguna informacién sobre el tema)
se puede encontrar por ejemplo en [Ak] y [Ga] y por supuesto en el curso de Teorfa de Cddigos y
Criptografia. Como curiosidad, un CD recién sacado de su envoltorio de regalo puede tener medio
millén de errores. Tan asombroso o méas que la existencia de algoritmos eficientes para eliminarlos es
que la tecnologia haya sido capaz de hacer que operen en tiempo real, manejando cantidades ingentes
de informacion por segundo.

Teorema 3.1.4 Sea L un cuerpo finito, entonces es isomorfo a F,, ¢ = p", donde p es
la caracteristica de L, n = [L : F] y q es el cardinal de L. Ademds L/F, es normal.

Demostracion: Notemos antes de comenzar que la caracteristica de un cuerpo, si no es nula, es un

extensiéon. Sea n = [L : Fp]. Una vez fijada una base {a1,...,a,}, todo elemento de L se escribe
de forma tnica como Aai + -+ + Ayay con A; € Fy, por tanto |L| = p™ = ¢. El orden del grupo
multiplicativo L — {0} es ¢ — 1 y consecuentemente, por el teorema de Lagrange, 9~ — 1 = 0 para todo
x € L — {0}. As{ pues todos los elementos de L son raices de P = x9 — z. Por otra parte, el nimero
de raices de un polinomio no puede superar a su grado. Como 9P = g = |L|, se sigue necesariamente
que P se descompone en factores lineales en L y que L es su cuerpo de descomposicién (en particular
normal sobre F,,), por tanto es isomorfo a F,. O

Observacion: Del teorema se sigue que F, y todos los cuerpos finitos isomorfos a él
tienen g = p™ elementos. Asi hay cuerpos con 16, 17 y 19 elementos pero no con 18 o 20.

Ejemplo. El cuerpo de descomposicién de 22 + 2z + 1 € Fs[x] es isomorfo a Fyos.

El polinomio x3 + 2z + 1 € Fs[x] es irreducible (no tiene raices en F5). Sea o una raiz
en el cuerpo de descomposicién, entonces F5(«) es un cuerpo finito (ya que F5(«)/F5 es
una extension finita). Por el teorema anterior F5(c)/F5 es normal y por tanto 23 + 2z +1
se descompone en factores lineales en F5(«), que es su cuerpo de descomposiciéon. Como
F5(«) tiene caracteristica 5 y [F5(«) : F5] = 3, segun el teorema es isomorfo a Fss.

Ejemplo. Estudiar si el polinomio P = z* + z + 1 es irreducible en Fy[z] y hallar el
grado de su cuerpo de descomposicion sobre [Fy.

El polinomio P no tiene raices en Fy ni tampoco es divisible por 2% + = + 1, que
es el tnico polinomio en Fylz] de grado dos irreducible, por tanto P es irreducible en
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Pasemos ahora a estudiar la segunda condicién técnica a la que nos referimos al
comienzo de la seccion, relacionada con la existencia de raices miltiples de polinomios
irreducibles. Para ahorrar en papel, tinta y analgésicos, practicamente aqui nos limita-
remos a probar que en casi todas las extensiones que podemos imaginar la condicién que
solicitamos se cumple. (Para un anélisis breve més profundo, véase [Ka| p. 55-59).

El concepto basico esta recogido en la siguiente definicién. Para no sobrecargar de-
masiado la terminologia nos limitaremos a polinomios irreducibles.

Definicién: Se dice que un polinomio irreducible P € K|z es separable sobre K si no
tiene raices multiples (en su cuerpo de descomposicién). Si L/K es una extension alge-
braica, se dice que o € L es separable sobre K si su polinomio minimo lo es. Finalmente,
se dice que la propia extension L/K es separable si todo o € L lo es sobre K. En caso
de que un polinomio, elemento o extension no sea separable, se dice que es inseparable.

Antes de nada, veamos un resultado auxiliar que a primera vista parece implicar que
no existen polinomios inseparables.

Lema 3.1.5 Dado P = a,2" +a, 12" '+ -+ ayx+ag € K[z| irreducible, entonces P
es inseparable si y sélo si el polinomio P' = na,x" '+ (n—1)a, 12" *+- -+ 2a2x + a4,
llamado derivada formal de P, es el polinomio nulo.

Nota: La denominacién tiquismiquis de P’ como derivada formal en vez de simple-
mente derivada es inofensiva y solo intenta recordarnos que en muchos cuerpos, por
ejemplo en F,, no tiene sentido el concepto usual de limite ni por tanto la definicién
usual de derivada. La definiciéon de P’ es simplemente formal, aunque comparta las pro-
piedades algebraicas (por ejemplo la férmula para derivar un producto) con la de toda
la vida de Calculo I.

Demostracion: Distinguimos las dos implicaciones:

=) Si P es inseparable, existe o en el cuerpo de descomposicién tal que (z — «)?| P
y se tiene P = (z — a)?Q, y de aqui P’ = 2(z — a)Q + (x — )?*Q’. Por tanto z — «
divide a R = mcd(P, P') € KJz|. Si P’ # 0 entonces R es un polinomio no constante
con OR < 0P que divide a P, lo que contradice la irreducibilidad.

<) Si P fuera separable P = k(rx —oy)(x —as) ... (r—ay,) con a; # a; perteneciendo
al cuerpo de descomposiciéon de P sobre K. Entonces P’ = Y " | P; donde P;(z) =
P(z)/(x — ;). Como x — ay | P, para 2 < i <ny x—ap /P, (porque o no coincide con
ninguna otra raiz) se tiene que x — oy [P’ lo cual contradice P’ = 0. O
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Demostracion: Por el lema anterior, para que P = a,2" + ...a1x + ag € K|[z]
sea inseparable, ja; = 0, 1 < j < n. Por estar en un cuerpo de caracteristica cero,

Nuestras sospechas se centran ahora sobre [F,,, pero tampoco alli es posible encontrar
ejemplos inseparables.

Proposicién 3.1.7 Si K es un cuerpo finito, todo polinomio irreducible en Klz| es
separable. En particular cualquier extension algebraica L/F, es separable.

Demostracion: Es facil ver que si L/M y M /K son extensiones algebraicas, L/K separable impli-
ca L/M separable (ejercicio). Asi que, después del teorema de clasificacién de cuerpos finitos (Teore-
ma 3.1.4), basta considerar el caso K = F,,.

Segtin el lema, los tinicos polinomios inseparables deberdn ser de la forma P = a,,,@"P+ - -+ag,x°P+
ap? + ag. Por el pequetio teorema de Fermat, a” = a para todo a € F,,. Ademds (A + B)P? = AP 4 B?
para A, B € F,[z], ya que los coeficientes bindémicos (i) son divisibles por p para 0 < k < p (ejercicio).

Por tanto
P = (anpz")? + -+ + (a2p2?)? + (ap2)? + aff = (appz” + - - + azp2® + apz + )",
y se concluye que P no es irreducible. O

La pregunta natural es qué diantres puede ser una extensiéon no separable, no vaya
a ser que estemos introduciendo un nuevo nombre para el conjunto vacio.

Ejemplo. La extension Fy(t)/Fo(t?) (donde ¢ es una variable) es inseparable, porque
el polinomio minimo de ¢ sobre Fy(t?) es 22 —t* € Fy(1?)[z] que se descompone en Fo(t)|z]
como (x — t)2.

Para terminar esta ya larga seccion, estableceremos que las extensiones separables,
esto es, todas las que apareceran en este curso excluyendo el ejemplo anterior, tienen
una insospechada propiedad que ya anunciamos en el segundo capitulo.

Teorema 3.1.8 (Teorema del elemento primitivo) Toda extension separable finita
es simple.

Demostracion: Separamos primero el caso en que los cuerpos de la extensiéon son finitos. Por el
Teorema 3.1.4 nos podemos restringir a la extensién F, /F,, (ejercicio). Si ¢ = p”, escojamos un polinomio
moénico irreducible P € Fp[z] de grado n, tal polinomio existe porque en otro caso cada elemento de F,
estarfa en algtin F,m con m|n (ejercicio), lo cual es imposible porque p + p? + -+ +p"~1 < p". Si v es
una raiz de P, [F,(a) : F,] = n y segin el Teorema 3.1.4 (véase también el ejemplo posterior) se tiene
que Fy(a) es igual (isomorfo) a F,.

Supongamos ahora que los cuerpos que participan en la extension tienen infinitos elementos. Todo
lo que hay que probar es que toda extensién K (a, 3)/K con a y (8 algebraicos sobre K es simple, porque
de ahi, iterando, se deduce que cualquier extensién finita K (a1, e, ..., a,)/K es simple.

Sean @ y P los polinomios minimos de o v 3 respectivamente. Digamos gue sus raices en el cuerpo
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3.2. El grupo de Galois

La estética que anima el edificio de las Matematicas muchas veces no es otra cosa que
una arquitectura de las simetrias, y dentro de las estructuras algebraicas, la de grupo es
la que més comunmente se asocia con la idea de simetria. El propio concepto de grupo
naci6é (al tiempo que la teoria de Galois) a partir del estudio de las simetrias de las
funciones al intercambiar sus variables.

En muchos contextos la representacion a través de un grupo es una manera util
de distinguir o incluso caracterizar objetos matematicos. Una de las manifestaciones
méas conocidas de este hecho es el llamado Erlanger Programm (véase [Kl]), basado en
una conferencia que dio F. Klein en la Universidad de Erlangen en 1872, que postula
que las diferentes geometrias se deben definir y clasificar por medio de los grupos de
transformaciones que admiten. Como ya hemos anunciado, el objetivo de la teoria de
Galois (materializado en la préxima seccién) se encuadra también dentro de esquemas
similares, siendo caracterizar la estructura de ciertas extensiones por medio de un grupo
de simetrias. Antes de entrar en las puras definiciones, dejémonos cautivar por unos
ejemplos bobos que pueden arrojar alguna luz y darnos no sélo coraje sino también
ganas de continuar.

Pensemos en cualquier identidad involucrando las operaciones elementales (suma,
resta, multiplicacion y divisién) dentro del cuerpo de los niimeros complejos. Por ejemplo:

243

—2=" (3-0) — (10+4).

Si en todos los sitios cambiamos ¢ por —i, la igualdad sigue siendo valida. Més adelan-
te expresaremos esto diciendo que la conjugacion esté en el grupo de Galois de C/R,
un grupo que engloba todas las posibles simetrias. Podemos representar que el primer
miembro es un numero real, porque queda invariante por la conjugacion.

Si escribimos ahora una identidad en Q(v/2,v/3), por ejemplo:

(1+vV2+V3)?—2v3 - (V2 +V3)2 =1+2V2,

esta vez tenemos dos conjugaciones reales. Todas las formas de elegir los signos en
V2 = +/2 y V3 = :i:\/g, dan lugar a simetrias (invariancias) de esta identidad o de
cualquier otra en Q(v/2,v/3). Podrfamos decir que el segundo miembro estd en Q(v/2)
porque es invariante por las simetrias que cambian de signo v/3.

Por tltimo, analicemos la situacién con una identidad en Q(+/2). Por ejemplo:

1
—V2=-1.

1394 (¥92)2
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Vayamos a las definiciones que sintetizan estas ideas. Los automorfismos seran los
objetos matematicos que representen las simetrias.

Definicién: Dada una extensién L/K, se dice que o : L — L es un K-automorfismo
si es un automorfismo que deja fijos los elementos de K (en rigor, sus imédgenes en L).
Al conjunto formado por todos los K-automorfismos se le llama grupo de Galois de la
extension y lo representaremos con G(L/K).

Definicién: Dado un subgrupo H de G(L/K), sediceque {x € L : o(z) =x, Yo € H}
es el subcuerpo fijo por H y lo denotaremos con H'.

Con estas definiciones nos hemos adelantado a la estructura algebraica que tienen
estos objetos. Para que sean definiciones coherentes necesitamos el siguiente resultado
bésico y sencillo que probaremos sélo por romper el hielo.

Proposicién 3.2.1 G(L/K) es un grupo con la composicion de automorfismos, y si H
es un subgrupo de G(L/K), entonces H' es un subcuerpo de L que contiene a K (en
rigor a su imagen en L).

Demostracion: La composicion es cerrada porque si ¢ y 7 son K-automorfismos, es
decir, dejan fijo K, entonces o o 7 (que abreviaremos con o7) también deja fijo K. El
resto de las propiedades de grupo son consecuencia de las propiedades de la composicion
de funciones.

Siz,y € H', paratodo o € H' se tiene o(x) =z y o(y) = y, entonces o(x+y) = x+y
y por tanto x +y € H'. Lo mismo se haria con el resto de las operaciones. O

La accién del grupo de Galois preserva el conjunto de raices de polinomios en el
siguiente sentido:

Proposicién 3.2.2 Sea L/K y P € K[z]. Si o € L es una raiz de P, entonces o(w)
con o € G(L/K) también lo es.

Observacién: Esto implica que cada ¢ € G(L/K) induce una permutacién actuando
sobre el conjunto {ay, as,...,a,} de raices distintas de P en L. (Nétese que o(«;) =
o(ej) = oy —a;) =0 = o = «;). Lo cual estd relacionado con la forma en
que aparecié el grupo de Galois histéricamente como subgrupo de permutaciones [Gal],
[Ed], porque en tiempos de Galois no existian los K-automorfismos. También sugiere
la naturalidad de las condiciones de normalidad y separabilidad que exigiremos més
adelante para que el grupo de Galois represente bien la extensiéon. Si la extension no es
normal, faltaran raices de algunos polinomios y nos perderemos algunos automorfismos,
y si no es separable la coincidencia entre raices provocara que los automorfismos se
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Ejemplo. G(C/R) = {Id, conj} = Z,, donde conj(z) = Z es la conjugacién compleja.

Se tiene C = R(i) y como i y —i son las raices de z? + 1 € R]x], los tinicos posibles
automorfismos son a + ib — a + ib y a + ib — a — ib. El primero es la identidad y
el segundo la conjugacién. Este ultimo es un R-automorfismo porque deja fijos a los
reales, es biyectivo (es su propia inverso) y satisface las propiedades de homomorfismo
Ctw=z+w,zw=zwy1l=1).Si H=G(C/R) se tiene H = R.

Ejemplo. Q(Q(\/?, \/5)/@) = {Id, 01, 09,0109} = Zy X Zy donde o7 y 03 son los Q-
automorfismos verificando 01(\/5) = —/2, 01(\/5) =3, 02(\/5) =2, 02(\/5) = —/3.

Cada elemento de Q(\/§, \/§) se puede escribir de forma tnica como x + y\/§ con
z,y € Q(v/3). La aplicacién oy (z +yv2) = 2 —yv/2 es un Q-automorfismo por la misma
razoén que lo es la conjugacién compleja (es biyectiva, fija Q y respeta las operaciones).
Anélogamente, también se puede escribir cada elemento de Q(v/2,v/3) de forma tinica
como z + yv/3 con z,y € Q(v/2), y se deduce que oy(x + yv3) = z — yv/3 es un Q-
automorfismo. Esto prueba que {Id, o1, 09,0102} C Q(Q(\/i, \/g)/Q) No puede haber
mas Q-automorfismos en G (@(\/Z V3)/ @) porque segtn la tltima proposicién aplicada
a los polinomios 22 — 2 y 22 — 3, cualquier elemento del grupo de Galois sélo puede
modificar el signo de v/2 y v/3, que generan la extensién y las cuatro combinaciones de
signos quedan cubiertas por los automorfismos ya enumerados.

Al ser {1, V2,3, \/§\/§} una base de la extensién Q(\/Z \/§)/Q,
L={a+bW2+cV/3+dV2V3 : a,b,c,d e Q}

y para H = {Id, 0105} se tiene H' = {a + dv2v3 : a,d € Q} = Q(v/6). De la misma
forma, {Id, o1} = Q(v/3), {Id, 02} = Q(v2) y (g(@(\/ﬁ, \/§)/Q)), =Q

Ejemplo. G(Q(v/2)/Q) = {Id} porque un Q-automorfismo no trivial deberfa aplicar
V2 (que genera la extensién) en alguna de las otras dos raices de 2 — 2, y ninguna de

ellas estd en Q(v/2). Obviamente (G (Q(\s/?)/@)), = {Id} = Q(V/2).

Hay una sencilla relacién entre el grado de los subcuerpos fijos y el orden de los
subgrupos que los fijan. Su prueba pasa por un curioso lema auxiliar que trata los
automorfismos como si fueran vectores.

Lema 3.2.3 Sean 01,09,...,0, € G(L/K) automorfismos distintos, entonces el conjun-
to {o1,09,...,0.} es linealmente independiente sobre L. Es decir, si A1, Ao, ..., A\ € L
no son simultaneamente nulos entonces \yo1 + Aoog + - - - + A0, no es la funcion idénti-
camente nula en L.
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para ciertos A; # 0. Como « es arbitrario lo podemos sustituir por o3 donde 3 € L se
escogera a continuacién, por tanto

Mo (a)or(B) + Aaoz(a)oa(B) + -+ + Apop(a)o,(8) =0 Vo e L.

Elijamos [ tal que o1(3) # o,(0), esto es posible porque o, y o, son distintos. Multi-
plicando (3.1) por 0,(53) y restdndole la igualdad anterior, se tiene

Nor(a) + Xyoo(a) + -+ A, _jop-1(a) =0 Yae L

con A} # 0, pero esto contradice que hubiéramos tomado la combinacién lineal més
corta. U

Proposicién 3.2.4 Sea H un subgrupo finito de G(L/K). Si H' es el subcuerpo fijo por
los automorfismos de H, entonces

[L: K]

[L: H'|=|H|. Y [H': K] = Wi

Demostracion: Obviamente la segunda igualdad se sigue de la primera por la Propo-
sicién 2.2.2. Sea {aq, ag, ..., .} una base de L/H', sea H = {01, 09,...,0,} (por tanto
r=|[L:H']yn=|H|)y seala matriz A € M,.,(L) cuyas columnas son o,(&) donde
a € L" es el vector cuya i-ésima coordenada es «; y los automorfismos o; actian de la
manera obvia coordenada a coordenada. Estas columnas son linealmente independientes
por el lema anterior (ya que {aj, ..., } es una base y > \jo;(a) = 0 implicarfa
Y- Ajoj(x) = 0 para todo z € L). Queremos demostrar demostrar » = n, es decir, que
la matriz A es cuadrada. Procedemos por reduccién al absurdo.

Si r < n entonces rg(A) < r, lo que contradice que las n columnas de A sean
linealmente independientes.

Sir > n entonces rg(A) = ny las r filas de A deben ser linealmente dependientes. Por
tanto existe ¥ € L"—{0} con ¢;(&)-& = 0 para todo j. Si x, es una coordenada no nula de
Z, por el lema anterior se puede elegir ¢ tal que oy +09+- - -+0,, aplicado a tx, sea no nulo
(ya que no es la aplicacién nula). En particular, el vector ¥ = o1 (tZ)+02(tZ)+- - -+ 0, (tZ)
es no nulo. Ademés v € (H')" porque o(0) = ¥ para o € H (ya que la suma es en todos
los elementos de H). Aplicando o' a 0;(@) - tZ = 0, debe cumplirse @ - o' (t%) = 0,
1 < j < n,estoes, d-o(t¥) = 0 para todo ¢ € H. En particular & - ¥ = 0, lo que
contradice que las coordenadas de @ conformen una base de L sobre H’'. O

Sélo por el placer de ver funcionar los engranajes de los teoremas, comprobemos la
primera igualdad de la proposiciéon anterior en nuestra exigua colecciéon de grupos de
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E|)]'er|nplo. Si H = G(Q(v2)/Q) = {1d}, se tiene [Q(v2) : H'] = [Q(V2) : Q(V/2)] =
1=1|H|.

Los pocos ejemplos que hemos visto de grupos de Galois, se resisten a grandes gene-
ralizaciones. Vaya por delante que incluso cuando se utilizan ordenadores para calcular
grupos de Galois, los grados y las formas de presentar las extensiones estan seriamente
limitados. Una ambicién razonable es no tener que comprobar con todo cuidado que los
presumibles K-automorfismos lo son realmente, y disponer de alguna férmula con la que
sepamos cuantos K-automorfismos tenemos que buscar. Todas estas aspiraciones se con-
siguen bajo hipotesis de finitud, normalidad y separabilidad, gracias a una propiedad de
extension de isomorfismos. Mas importante que el resultado en si son las consecuencias,
que practicamente constituyen la primera mitad del teorema fundamental de la teoria
de Galois que enunciaremos en la proxima seccion.

Proposicién 3.2.5 Sea L/K normal y finita y sean My y My dos subcuerpos de L
conformando extensiones de K. Siv 1 : My — My es un isomorfismo que deja fijos los
elementos de K (en rigor de su imagen en L), entonces existe o € G(L/K) tal que
restringido a My coincide con 1.

Demostracion: Como [L : M;] < oo, basta aplicar repetidas veces que si o € L
entonces se puede extender a un K-isomorfismo i : M;(a) — My(/3) con cierto 3 € L.
El resto de la demostracion se dedica a construir 7.

Sea P el polinomio minimo de « sobre K y sea P; el polinomio minimo sobre M,
obviamente P;|P. Podemos suponer que 0P; > 1 (en otro caso tomariamos Q= i). Sea
P, = i(Py) (i actia sobre los coeficientes). P, es ménico e irreducible y divide a P,
porque P =P, - Q1 = P =1i(P) =i(P)-i(Q1). Como L/K es normal, todas las raices
de P, y por tanto también las de P,, estdn en L. Sea § € L con P»(f) = 0, por la
Proposicién 2.2.5 se tienen isomorfismos

i1 2 My(a) — My[z]/(Py), ig 1 My(8) — Ma|x]/(Py).

Por otra parte, i induce un isomorfismo i3 : Mi[z]/(P1) — My[z]/(P%), asf pues basta
tomar i = i, o3 oi;. Por construccién los elementos de K quedan fijos por i. O

Corolario 3.2.6 Sea L/K normal y finita. Si P es un polinomio irreducible y o, 3 € L
son raices de P, entonces existe 0 € G(L/K) con o(a) = (.

Demostracion: Basta aplicar la proposiciéon tomando M; = K(«), My = K(f3) y el
isomorfismo ¢ : My — M, de la Proposicion 2.2.5. O

Corolario 3.2.7 Si L/K es normal, finita y separable, |G(L/K)| = [L : K].
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Ahora veamos ejemplos y mas ejemplos, en multitud tan abigarrada que invadiran
la siguiente seccion.

Nota: Al hallar grupos de Galois, para asegurar la normalidad, muchas veces se
presentan los cuerpos como cuerpos de descomposicién de un polinomio. De hecho es
comun usar la expresién grupo de Galois de P € K|x] para referirse a G(L/K) con L el
cuerpo de descomposicién de P sobre K, aunque aqui preferimos evitar esta notacion.

Ejemplo. Hallar G(Q(¢)/Q) donde ¢ = e*™/®.

Como la extensién es simple y generada por (, cada o € G (@(C )/ Q) estd determinado
por el valor en el que aplica (. Las raices del polinomio ciclotémico z* 4+ 23 + 2% + 2 + 1
son ¢, €%, (3 y ¢4 asf pues, Q(C) es su cuerpo de descomposicién y el Corolario 3.2.6
implica que existen Q-automorfismos o1, 03, 03 y 04 tales que 01(¢) = ¢, 02(¢) = (2,
o3(¢) = 3, 04(¢) = ¢*. Con lo cual se tiene {01, 02,03,04} C G(Q(¢)/Q). Y la igualdad
se da por el Corolario 3.2.7 (porque [Q(¢) : Q] = 4). Nétese que o1 =Id y que o9 genera
al resto de los automorfismos, ya que

03(Q) = 02(02(C)) = (¢*)* = 04(Q) v 03(¢) = 02(03(C)) = (¢')* = ¢ = 05(¢).
Por consiguiente G(Q(¢)/Q) = Zj.

No es dificil generalizar este ejemplo reemplazando 5 por cualquier primo.

Ejemplo. Si ¢ = e*™/? con p primo, entonces G(Q(¢)/Q) = {o1,03,...,0,1} donde
oj: ¢ — (7. Ademds G(Q(¢)/Q) es isomorfo al grupo (multiplicativo) de unidades de Z,,.
(aunque no lo haremos aqui, se puede probar que este grupo es siempre isomorfo a Z,_1).

Como antes, Q(¢) es el cuerpo de descomposicién del polinomio ciclotémico P =
P4 P2+ 4+ 1= (2 —1)/(x — 1). Como P es irreducible y tiene a { como raiz,
[Q(¢) : Q] = p—1, por tanto |G(Q(¢)/Q)| = p — 1. Por otra parte o; € G(Q(()/Q),
gracias al Corolario 3.2.6 y se tiene G(Q(¢)/Q) = {o1,02,...,05-1}.

El isomorfismo ¢ : G(Q(¢)/Q) — Z, donde Z, son las unidades de Z,, viene dado
simplemente por ¢(c;) = j. Se reduce a un cdlculo comprobar que ¢(c;0;) = ¢(0:)d(a;),
y su inversa es simplemente j — o; para 0 < j < p.

Ejemplo. En Q(¢)/Q con ¢ = €*™/7 hallar el cuerpo fijo H' =< 0, > y su grado
sobre Q. (Empleamos la notacién anterior, esto es, oo : ¢ — (?).

Al ser B = {1,¢,¢%,¢3,¢% (%} una base de la extensién (Proposicién 2.2.4) todo
x € Q(¢) se puede expresar como x = Z?:o A\;¢? con \; € Q. Entonces la condicién

x = 09(x) necesaria y suficiente para que = € H', es

T = Ao+ M+ NC N3+ N+ N
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En definitiva, A3 = A5 = 0, \; = Ay = Ay, 0 escrito de otra forma, x = a +b(¢ + 2+ ¢*).
Esto prueba H' = Q(¢ + ¢* + ¢*). El orden de 03 es 3, y segiin la Proposicién 3.2.4, el
grado de la extension es [H': Q] = 6/|H| = 2.

Observacién: Una forma mas breve de calcular H' en el problema anterior pasa por
notar que para cualquier z € Q(¢) se cumple u = = + 09(z) + o35(x) € H' porque
o3(u) = u (utilizamos que o tiene orden 3). Tomando x = ( se obtiene ( +(2+(* € H'.
Ademés ¢ + ¢* + ¢* € Q porque o3 no lo deja invariante, y [H' : Q] = 2 implica
H' = Q(¢+¢%+¢"). Este truco de forzar las simetrias haciendo actuar todos los elementos
de un grupo ya aparecio en la demostracién de la Proposicién 3.2.4 y se muestra también
en diferentes versiones en areas alejadas del tema que nos ocupa, por ejemplo es analogo
al método de las imagenes introducido por Lord Kelvin para resolver algunas ecuaciones
en derivadas parciales provinientes de problemas fisicos. Histéricamente fue Gauss el
primero en calcular subcuerpos fijos en Q(e?™/ P) de esta forma, antes de que existiera
la teorfa de Galois y el propio Galois (un lector avezado podria tratar de interpretar
en nuestro lenguaje los ejemplos de [Gau] Art. 353, 354). A pesar de que nos permitiria
reducir algunos célculos, no sistematizaremos el método en este curso.

La sencillez del calculo del grupo de Galois en los tres ejemplos anteriores se debe
a que el cuerpo de descomposicién del polinomio ciclotomico esta generado por una de
sus raices. Todavia podemos encontrar ejemplos sencillos saliéndonos de esta situacion.

Ejemplo. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de P = x® — 2
sobre Q.

Las raices de P son v/2, wv/2, w?v/2, donde w = (—1—1—@'\/5)/2, por tanto el cuerpo de
descomposicién es Q(w, \3/5) La conjugacion compleja es claramente en Q-automorfismo
en C, en particular lo es en Q(w, \3/5) Llamémosla 7 cuando la consideramos como ele-
mento de G(Q(w, v/2)/Q). Su efecto sobre los generadores de la extension es 7(v/2) = v/2,
7(w) = @ = w?. Por otra parte, el Corolario 3.2.6 asegura que existe o € G(Q(w, v/2)/Q)
con o(v/2) = wv/2. Ademés o(w) debe ser w 6 @ = w? porque ambas cantidades son
raices de 2% + x4 1. Quizd sustituyendo o por o7 siempre podemos suponer por ejemplo
o(w) = w. El automorfismo o tiene orden tres porque

Alw=w y V2 = (wV2)=w?(V2) =wo(wV2) = V2 = V2.

Los Q-automorfismos Id, o, 02, 7, o7 y 027 son distintos. Su accién sobre w y +/2 se
recoge en las siguientes tablas:

w| V2 w | V2

1d 2 3/9 T 2 3/9
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Este grupo no es abeliano, porque por ejemplo o7(v/2) = wv/2 y 70(¥/2) = w?v/2.

Si recordamos los tiempos de Algebra I, tendremos que el inico grupo no abeliano de
orden 6 es S3 (el de permutaciones de tres elementos), por tanto G(Q(w, v/2)/Q) =
Una forma de realizar este isomorfismo es asignar a cada elemento del grupo de Ga101s la
permutacién que efectia sobre las raices 1 = /2, ry = wV/2, 13 = w?v/2, del polinomio
P. Por ejemplo, la accién de o es r; +— 19, 79 +— 73, T3 — 71, l0 que corresponde a la
permutacién (1,2, 3), mientras que la conjugacion 7 corresponde a la transposicién (2, 3).
(Como ya hemos comentado, en su infancia histérica el grupo de Galois era un subgrupo
de permutaciones que hoy en dia se muestra ataviado con las galas del algebra como
grupo de K-automorfismos).

Veamos un breve ejemplo en el que el cuerpo base no es Q, y otro mas completo con
un grupo que tenemos que recordar de Algebra I.

Ejemplo. Hallar el grupo de Galois de Q(w, v/2)/Q(w) donde, como antes, w es la
rafz ctibica de la unidad (—1 + iv/3)/2.

La extension es normal de grado 3. Cada automorfismo del grupo de Galois queda
evidentemente caracterizado por la imagen de v/2. Por el Corolario 3.2.6 aplicado a x°—2,
existen, aparte de la identidad, Q(w)-automorfismos oy : 2 — w2 y Oy : V2 W22,
Asi pues G(Q(w, V2)/Q(w)) = {Id, 01,02} que es claramente isomorfo a Zj.

Ejemplo. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposicion del polinomio P =
x* — 2 sobre Q.

Las raices de P son i*v/2 con k = 0, 1,2, 3, por tanto su cuerpo de descomposicién es
L = Q(+/2,4). Como antes, tenemos que la conjugacién compleja, digamos 7, pertenece
al grupo de Galois de L/Q porque incluso pertenece al de C/Q. El grado de la extensién
es sencillo de calcular porque

[L:Q(V2)]=2 = [L:Q]=[L:Q(V2)][Q(V2):Q] =8

Por el Corolario 3.2.6 existe un Q-automorfismo con o(v/2) = iv/2 y, quizé cambiando o
por o1, podemos suponer que (i) = i. Este automorfismo tiene orden 4 (ejercicio). De
aqui se deduce que {Id, 0,02, 03, 7,07, 07,037} es un subconjunto de ocho automorfis-
mos distintos y por tanto debe coincidir con G(L/Q).

Este grupo de Galois no es abeliano. Por ejemplo, o7(v/2) = iv/2 mientras que
To(v/2) = —iv/2. Podemos identificarlo como un grupo conocido en Algebra I notando
que To = o7 (ejercicio), de donde G(L/Q) = (0,7 : o' =712 =1d, 70 = o37), lo cual
era la presentacion de Dsg, el grupo diédrico de ocho elementos (tamblen denotado a veces
como Dy, lo que causa desafortunadas confusiones). Recuérdese que por definicién, Dg
es el grupo de movimientos del plano que dejan fijos un cuadrado, y que esta generado
por el giro, g, de 90° y la simetria, s, por una de las diagonales

™ o'l
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Ejemplo. Hallar el subcuerpo fijo por H = (6%, 7) en el ejemplo anterior.
Como {1,i} y {1,v/2,v/22,v/23} son bases de L/Q(v/2) y de Q(v/2)/Q, por la Pro-

posicién 2.2.2 cada x € L se escribe de forma tinica como
T = Ao+ A\t + )\2\4/5 + Agi%‘i‘ )\4\4/2_2+ >\5Z'\4/2_2+ )\6\4/2_3"’ )\72'\4/2_3

con A\; € Q. Por una parte, 7(z) = x implica Ay = A3 = A\; = A\; = 0, y por otra, para x
con estos coeficientes, o?(x) = x implica Ay = A\g = 0. En definitiva, H' = {\o+ \yv/22 :
Mo, A € Q) = Q(v/2). Nétese que [Q(v2) : Q] = [L : Q)/|H]| = 8/4.

Hasta ahora no ha sido necesaria una extension efectiva de los automorfismos, porque
tenfamos la conjugacién que de hecho se aplica en algo tan grande como C/Q. Veamos
un ejemplo un poco artificial que incide en que la extensiéon de automorfismos no es
arbitraria.

Ejemplo. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de P = z* —22% —1
sobre Q.

Resolviendo la ecuacién bicuadrada P = 0, se tiene que sus raices son £v/1 4+ v/2,
+1/1 — v/2, asf que el cuerpo de descomposicién es

L:@(\/1+\/§,\/1—\/§).

Antes de seguir, intentemos simplificar los generadores, para ello nétese que

\/1+\/§-\/1—\/§:\/—_1:z',

por tanto, definiendo ov = v/1 4+ /2 se tiene que las raices de P son o, —a,i/a, —i/a, y
L = Q(a, i). Obsérvese que o genera una extensién de grado 4 sobre Q que contiene a v/2
(porque v2 = a®*~1y a # a+bv/2). Por tanto [L : Q] = [L : Q(a)] [Q(a) : Q] = 2-4 = 8.

Sea M = Q(v/2,4), como [L : M] = 2, el polinomio minimo de a en M es 2% —(1++/2),
lo que asegura que hay un elemento o € G(L/M) tal que o(a) = —a. Evidentemente
también o € G(L/Q) y se cumple (i) = i y 0(v/2) = v/2. Lo que no esta claro es
cémo deben comportarse los automorfismos que si actian sobre M, para ello bajamos
un nivel y estudiamos primero los elementos de G(M/Q). Los cuatro automorfismos
que debe haber en G(M/Q) se extenderan a G(L/Q) y después de componerlos con
Id,oc € G(L/M) daran lugar a los ocho automorfismos de G(L/Q). Nétese que este
proceso lo podemos llevar a cabo en general siempre que podamos “descomponer” una
extensién (finita y separable) en subextensiones normales.

En Q(ﬂ) se tiene la conjugacion real a + W2 — a — b2 que se extiende a un
elemento de G(M/Q). También estd la conjugacién compleja. Combindndolas de to-
das las formas posibles se tienen los cuatro Q-automorfismos de G(M/Q). Escribamos
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los valores a otro. Cuando sucede esto es que hay algunas extensiones de 31 y 2 que no
son posibles, por ejemplo T(a) = a = 7(a?) = a? = 7(v/2) = V2 lo que contradice
To|ar = 2. De la misma forma, m(«a) = —a, () =i/, 71 () = —i/a, son imposibles,
asi pues 7 (a) € {a, —a}, m(a) € {i/a,—i/a}, y, quizd componiendo con o, siempre
podemos suponer 7i(a) = 'y 72(a) = i/a. El grupo de Galois viene entonces dado por

g(L/Q) = {Id7 T1,72,7T172,0,07T1,0T2, 0—7—17—2}'

Noétese que no es abeliano: 7173(a) = 11(i/a) = —i/a y Tom(a) = T2(a) = i/a. Aunque
no lo haremos aqui, como antes, se puede comprobar que G(L/Q) = Dg.

Una extensién finita que no sea normal siempre podemos considerarla dentro de una
extensién mayor que si lo sea. Gracias a la Proposicion 3.2.5 todos los elementos del
grupo de Galois de la primera extension seran restricciones de los de la segunda. Pero
muchas veces no hace falta ir tan lejos.

Ejemplo. Hallar Q(Q(\/§7 \3/5)/(@)

Por el Lema 3.2.2, cualquier elemento de Q(Q(\/?, \3/3)/@) debe dejar fijo v/3 porque
el resto de las raices de 2 — 2 son complejas y no pertenecen a Q(\/Z \3/3) Como
Q(v/2,/3)/Q(¥/3) es normal, por el Corolario 3.2.6 existe un automorfismo o que pasa
V2 a —v2 y deja fijo Q(¥/3), y de hecho éste y la identidad son los tinicos Q(+/2)-
automorfismos, ya que el grado de la extension anterior es 2. Por tanto el grupo de
Galois buscado es {Id, c}.

Para terminar, vamos a estudiar el grupos de Galois de las extensiones méds raras
con las que hemos trabajado: las de cuerpos finitos. Resulta que la teoria en ellos es
ridiculamente sencilla. Esencialmente sélo hay un automorfismo y sus potencias.

Definicién: Se llama automorfismo de Frobenius en F, con ¢ = p" a la aplicacién
¢ : F, :— T, definida como ¢(x) = z*.

Proposicién 3.2.8 El automorfismo de Frobenius es realmente un automorfismo y ¢"
(esto es, ¢ compuesto consigo mismo n veces) deja invariantes a los elementos de F,
con q = p" y tiene orden d en Fy, con ¢ = p™.

Demostracion: Es evidente que ¢(z)o(y) = o(xy) y ¢(1) = 1, mientras que la
igualdad ¢(z + y) = é(z) + ¢(y) se sigue del binomio de Newton empleando que el
nimero combinatorio (i) es divisible por p, 0 < k£ < p. Es un monomorfismo porque
2P = 0 = z = 0 (estamos en un dominio de integridad), por tanto |Im ¢| = |F,| y se

tiene que también es bivectiva.
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Demostracion: Segun la proposicion, Zg = (¢") C G(F,/F,) y la igualdad se sigue,
a través del Corolario 3.2.7, de [Fy : F | = [Fy : F)]/[F, : F,)] = nd/n =d. O

Ejemplo. Hallar G(L/Fs) yv G(L/F,) donde L es el cuerpo de descomposicién de
P=x'+z+1.

Ya habiamos visto anteriormente que P es irreducible en Fa[z] y que L es (isomorfo
a) Fye. Segtin el corolario anterior G(L/Fy) = (¢) = Zy y G(L/Fy) = (¢*) = Zy con
o(x) = 2%

Como comprobacién, nétese que es facil verificar que ¢* deja fija a cada raiz a de P
en L porque ¢*(a) =o' = (at)i=(—a-1){=a'+1=-a—-1+1=q.

3.3. El teorema fundamental de la teoria de Galois

A continuacién vamos a enunciar un teorema de tal calado que justifica su aparicién
en solitario dentro de esta seccién sin mas compania que un leve acuerdo de notacion
y la ineludible corte de ejemplos que den boato a su majestad. Este teorema estable-
cerd un diccionario que permite traducir problemas de extensiones finitas en otros de
grupos finitos. Todavia mas, dentro del reino de las extensiones finitas normales y sepa-
rables, el diccionario sera perfecto, sin ambigiiedades ni sinénimos. En particular todo
funcionara a las mil maravillas en los cuerpos de descomposiciéon de polinomios sobre un
subcuerpo de C. Este es el caso sobre el que trabajaba Galois para atacar el problema de
la resolubilidad por radicales. Aunque en su tiempo no existiera ni siquiera la definicién
de cuerpo, no esta de mas hacer de la notacion un monumento a su nombre.

Definicién: Se dice que L/K es una extension de Galois si es normal, finita y separable.

Teorema 3.3.1 (Teorema fundamental de la teoria de Galois) Sea L/K una ex-
tension de Galois. La aplicacion H — H' define una biyeccion entre los subgrupos de
G(L/K) y los subcuerpos M C L que conforman extensiones de K, cuya inversa es
M — G(L/M). Ademds M/K es una extension normal si y sélo si G(L/M)<G(L/K).
En este caso G(M/K) = G(L/K)/G(L/M).

Nota: Recuérdese que la notacion H < G significa que H es un subgrupo normal de
G, esto es, que para todo 7 € G se cumple 7 *H1 = H.

Demostracion: Para probar la biyectividad de la aplicacién indicada basta precom-
ponerla y poscomponerla con su posible inversa y verificar que se obtiene la identidad,
esto es, hay que verificar las igualdades (Q(L/M))/ =MyG(L/H)=H.

Por la Proposicién 3.2.4 y el Corolario 3.2.7, [L : (G(L/M))'] = |G(L/M)| = [L : M]
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y por tanto o|y € G(M/K), donde o|y es la restriccion de o a M. Esto define un
homomorfismo de grupos

¢:G(L/K) — G(M/K)

o — 0olu

que es sobreyectivo (por la Proposicién 3.2.5 con M; = My = M) y cuyo ntcleo es
G(L/M), por tanto el teorema del homomorfismo (véase el repaso de teoria de grupos del
préximo capitulo) implica que G(L/M) es un grupo normal de G(L/K) y que G(M/K)
es isomorfo a G(L/K)/G(L/M).

Por otra parte, si M/K no es normal, existen « € M y ¢ M raices de un mismo
polinomio irreducible en K[z]. Sea v # [ una raiz del polinomio minimo de 3 sobre M
(existe por la separabilidad). Por el Corolario 3.2.6, existen automorfismos 7 € G(L/K)
y 0 € G(L/M) tales que (o) = By o(8) = ~. Si fuera G(L/M) <« G(L/K) entonces
7~lor € G(L/M) y en particular deberia dejar invariante a o € M, pero esto contradice
T or(a) = 7 (7) #£ 7 (8) = a. O

Un resultado como el anterior raramente nos podra dejar impavidos una vez que lo
comprendemos. Resulta que la estructura fina de los conjuntos de niimeros que pode-
mos construir con sumas, restas, multiplicaciones y divisiones, operaciones ancestrales
y naturales, adquiere fiel reflejo en la artificial definicion de un grupo, al tiempo que
el concepto de subgrupo normal que permanecia agazapado en nuestros apuntes de un
curso pasado se revela ahora como representante de todos los niimeros que podemos ob-
tener a partir de las soluciones de ecuaciones algebraicas (cuerpos de descomposicion).
Es cautivador sonar que los grupos y subgrupos normales ya preexistian en algin mundo
de las ideas matematicas y que fueron descubiertos, como pieza que completa un rompe-
cabezas, mas que inventados. Esta tendencia al platonismo es lugar de recreo eventual
entre los matematicos, a pesar de los jarros de agua fria descargados por la realidad, la
historia de la Ciencia y los filésofos empiristas seguidores de D. Hume, quien ya recogié la
situacién en su Tratado de la Naturaleza Humana, escribiendo: “A los mateméticos les es ha-
bitual pretender que las ideas de que se ocupan son de naturaleza tan refinada y espiritual
que no son del dominio de la fantasia, sino que deben ser comprendidas por una visién pura e
intelectual de la que sélo las facultades del alma son capaces”.

Como hemos anunciado, el resto de la seccion estard compuesta de ejemplos. Para
abreviar y no alargar mas este capitulo, ya desproporcionado, aprovecharemos parte de
los ejemplos desarrollados en la seccion anterior. Para comenzar, un ejemplo conspicuo
en la historia de nuestra ciencia ya que constituye un descubrimiento del joven Gauss
a los 19 anos que favorecié su decision de dedicarse a las Matematicas. En el ultimo

, , , P .,
canitillo volveremos sobre 1a teoria oeneral al resnecto ane nlasmd en 1a 11ltima seccidn
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Sabemos que G(Q(¢)/Q) = {o1,09,...,016} con ( = e/ y ¢0,(¢) = (. Tras
algunos calculos, se tiene que este grupo de orden 16 es ciclico generado por ejemplo
por o = o3. Los tinicos subcuerpos seran Q = (o), Ly = (0?), Ly = (o), L3 = (o8’
y Q(¢) = ({Id})’. Por la Proposicién 3.2.4, [L; : Q] = 27. De la relacién z + 1/z =
2 cos(2m/17) valida para x = ¢ se sigue que [Q(¢) : Q(cos(27/17))] < 2, ademas Q(¢) #
Q(cos(2m/17)) porque el segundo cuerpo no contiene nimeros complejos. Asi que la
tunica posibilidad es Q(cos(27/17)) = Ls.

Ejemplo. Hallar todos los subcuerpos de L = Q(¢)/Q con ¢ = /7,

La extensiéon L/Q es de Galois (L es el cuerpo de descomposicién de z7 — 1 sobre Q)
y todo subcuerpo M C L conforma una extension de Q (1€ M = Z C M = Q C M).

Sabfamos que G(L/Q) = {o1,09,...,06} con 0;(¢) = ¢/. Es fécil ver con algu-
nos cédlculos que o = o3 es generador de este grupo va que o2,0° # Id. Asi pues
G(L/Q) = (o) = Zg. Los subgrupos propios son por tanto (o?) y (o3), de érde-
nes 3 y 2 respectivamente. Los subcuerpos fijos son M; = (¢?) y My = (o)’ con
My, :Q]=6/3=2y [M>:Q] =6/2=3. En un ejemplo anterior ya habiamos probado
que el subcuerpo fijo por o3, que coincide con o2, es M; = Q(¢+¢?+¢*). Podemos proce-
der de la misma forma para hallar M. Nétese que 03(() = (¢ = -1 (-2 -3¢
y por tanto para x = Z?:o N7 € L, 0*(x) = x equivale a

= Ao+ MC%+ X"+ X3¢+ AP+ A0
o+ AsC? 4 Ml 4 At 4+ X+ M (8
= Mo— M) =M+ A5 =AM+ M= A)E + s = A+ e — M)

y de aqui Ay = 0, A\3 = My, Ao = As. Lo cual prueba M, = Q( + ¢4, 2 + 7).

Nétese que 2cos(27/7) = ¢ + (% = -1 — ( +¢*) — ((*+ ¢®) € My y como
[Q(cos(2m/7)) : Q] = 3 se cumple My = Q(cos(27/7)). También M; se puede sim-
plificar, ya que [M; : Q] = 2 implica M; = Q(/g) con ¢ € Q. Con algo de trabajo se
puede demostrar que M; = Q(ﬁ ), aunque no lo haremos aqui.

El teorema fundamental de la teoria de Galois asegura que M; y M,y son los tinicos
subcuerpos propios (distintos de L y Q) de L. En un esquema se puede visualizar la
relacion entre el reticulo de subgrupos y el de subcuerpos. A través de la aplicacion
H — H’ el segundo se obtiene a partir del primero de forma invertida. Los nimeros
indican indices (cocientes de érdenes de grupos) y grados.

9(L/Q) = (o) L= {1dy
/N AR
(o), ) — M, = (%)’ M, = (%)’
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66 TEORIA DE GALOIS

Observacién: La correspondencia entre indices y grados es consecuencia de la Propo-
sicién 3.24. Si N ¢ M C L con M = H' y N = &, entonces el indice de H en G,
habitualmente denotado con |G : H]|, es |G|/|H| = [L : N|/[L : M| = [M : NJ.

Ejemplo. Hallar todos los subcuerpos de L, el cuerpo de descomposicién de z2 — 2
sobre Q e indicar si dan lugar a extensiones normales sobre Q.

Sabfamos que G(L/Q) = {Id, 0,02 7,07,0°7} = S3 donde T es la conjugacién (de
orden 2) y 0(w) = w, 0(v/2) = wv/2 (de orden 3), w = (—1+14/3)/2. Como |S3| = 6, los
ordenes de sus subgrupos propios sélo puede ser dos o tres. Los de orden 2 estan generados
por un elemento del mismo orden y hay tres de ellos, correspondiendo a cada una de las
trasposiciones: (1,2), (1,3) y (2, 3). Hay un solo subgrupo de orden tres, A3 = ((1, 2, 3)),
generado por un elemento de orden tres. En G(L/Q) tenemos los elementos de orden
dos 7, o7 y 07, y el de orden tres o. Por el teorema fundamental de la teoria de Galois
los subcuerpos propios son, por consiguiente, M; = (o), My = (1), M3 = (10)', ¥
M, = {(70?)'. Como Az < Ss, pero una transposicién no genera un subgrupo normal
(ejercicio), se tiene que M;/Q es una extensién normal mientras que My/Q, M;3/Q vy
M,/Q no lo son. Para calcularlos, escribamos cada x € L = Q(\B/Z w) en funcién de una
base de L/Q, x = Ao+ Mw + Mo V/2 + A3w /2 4+ M V22 + Aswv/22. Por definicién, = € M,

siy s6lo si z = o(x), que empleando w? = —w — 1 se puede escribir como
T =X+ Mw — AsV2 + Ay — Ag)wv/2 + (A5 — M) V22 — \wV/22.

Al igualar coeficientes se obtiene Ay = A3 = Ay = A5 = 0, lo que implica M; = Q(w) =
Q(v/—3). Los otros cuerpos fijos se hallan de igual manera. Por ejemplo, al imponer
x = 7(x) se tiene

Tr = ()\0 - )\1) - )\1(.() + ()\2 — )\3)\3/_ - /\3&}\3/5—{— ()\4 - )\5)@ - )\5&)\?/?.
Asique Ay = A3 =X5 =0 y My = Q(\s/ﬁ) Igualmente, M3 = Q(w\f’/i) y M, = @(w2\3/§)

Ejemplo. Hallar los subcuerpos de L, el cuerpo de descomposicién de P = 24 —52% 46
sobre Q.

Gracias a la factorizacién P = (z? — 2)(z* — 3),

se sigue L = Q(\/i, \/5) Ya habiamos calculado @(\/5, \/g)
su grupo de Galois, G(L/Q) = {Id, 01, 09,0102} =
Zy x Zy donde 01(v/2) = =2, 01(vV/3) = V3,

03(V2) = V2, 03(V/3) = —/3. Como Zy x Zy My = (0105)'

sélo tiene tres subgrupos propios, ((0,1)), ((1,0)) M / /
i P AN S AN E D = (o My = (o

((1,1)), el teorema fundamental de la teoria de Ga- 1= (o) 2= (02)
. . . 2

lois asegura que L soélo tiene tres subcuerpos pro- 2\ / 2

pios que vienen dados por My = (o). My = (05)’
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Ejemplo. Calcular cuantos subcuerpos tiene L = Q(v/2,1).

La extensién L/Q es de Galois porque L es el cuerpo de descomposicién de z# — 2
sobre Q. Segtin un ejemplo de la seccién anterior, G(L/Q) = {Id, o, 0%, 03, 7,07, 07, 037}
con 7 la conjugacién compleja y o (i) = i, o(+v/2) = iv/2. Por el teorema fundamental de
la teorfa de Galois el nimero de subcuerpos coincide con el de subgrupos de G(L/Q).
Aparte de los subgrupos triviales {Id} y G(L/Q), el resto sélo puede tener orden dos o
cuatro. Los subgrupos de orden dos son los generados por un elemento de orden dos, y
los subgrupos de orden cuatro o bien estan generados por un elemento de orden cuatro
(si es que son isomorfos a Z4) o por dos de orden dos que conmutan (si es que son
isomorfos a Zy X Zs). Podemos revisar todas las posibilidades empleando la siguiente
tabla que expresa la acccién de los elementos de G(L/Q) sobre i y v/2, los generadores
de la extension.

V2 | orden ) V2 | orden

Id V2 1 To|—i| V2 2

o iv/2 4 or | —i | iv2 2

o? —/2 2 olr | —i | —v/2 2

o || —iv2 | 4 o | —i | —iv2 | 2
De aqui se deduce que los subgrupos de orden dos son G; = (¢?), G < ), Gz =
(o1), G4 = {(o*1), G5 = (037), y los de orden cuatro son Gg = (o ) = (0? )

Gs = (02, 07).
En total hay, por tanto, diez subcuerpos de L:
L L todos los G; y los subgrupos triviales L y Q.
/ ’ \ / ‘ \ Hemos representado el reticulo de subcuerpos
GGy al o O a en tres esquemas por razonas tipograficas (debe-
3 Us

mos unir el de en medio a los de los lados pegando
los cuerpos idénticos). Los subcuerpos a la altura
e eeNe Gy inmediatamente posterior a Q dan lugar a extensio-
nes de grado dos, y los siguientes, a extensiones de
\ ‘ / grado cuatro. No todas las extensiones son norma-

Q les, de hecho, aunque no lo comprobaremos aqui,
exactamente G5/Q, G%/Q, G,/Q y G%/Q no son

normales y el resto de los subcuerpos fijos dan lugar a extensiones normales sobre Q.

Ejemplo. Hallar todos los subcuerpos Q(v2) & M G Q(+/2,4)

Con la notacion del ejemplo previo, ya habiamos visto en la seccién anterior que

Q(v/2) = G%. Por tanto debe ser M = H' con H un subgrupo propio de G;. Las tinicas
posibilidades son M = G'. M = G4 v M = G’ Escribamos cada x € M como

\!//\\\\/
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68 TEORIA DE GALOIS

Podemos trabajar con extensiones que no sean de Galois si es posible extenderlas a
otras que lo sean.

Ejemplo. Hallar todos los subcuerpos de Q(v/2).

Como Q(v/2) € L = Q(+/2,4), los subcuerpos de Q(v/2) lo seran también de L.
Ademis Q(v/2) = G implica que corresponderan a subgrupos de G(L/Q) que contengan
a Go. Segun nuestro estudio, las uinicas posibilidades son G7, G(L/Q) y el propio G5. En
definitiva, los tinicos subcuerpos son G4 = Q(v/2), (Q(L/Q))/ =Qy Q(v2).

Demos paso ahora a un ejemplo bastante mas complicado en el que calcular el grupo
de Galois, e incluso el grado de la extension, lleva a aplicar el teorema fundamental de
la teoria de Galois.

Ejemplo. Hallar G(Q(¢, ¥/3)/Q) con ¢ = e2™/13,

No esté claro si la extensién es normal. Tenemos la inclusion Q(¢,v/3) € L =
Q(¢, v/3,w) con L/Q normal, w = (—1 4 iv/3)/2. En G(L/Q), de acuerdo con el Coro-
lario 3.2.6, cualquier Q-automorfismo aplica v/3 en /3, wv/3 0 w?v/3. A continuacién
probaremos que wv/3,w?v/3 & Q(¢, v/3), de donde se concluye que todos los automorfis-
mos de G(Q(¢, ¥/3)/Q) fijan v/3. Por tanto sus automorfismos seran los extendidos desde
G(Q(¢)/Q), es decir, G(Q(¢, V/3)/Q) = {g1,09, ..., 012} con 0;(¢) = ¢ y 0;(V/3) = V/3.

Resta por tanto demostrar que w+v/3,w?v/3 ¢ Q(¢,v/3), lo cual equivale a w ¢
Q(¢, v/3). No puede ser v/3 € Q(¢) porque al ser Q(¢)/Q normal se tendria la in-
clusion Q(v/3,wv/3,w?v/3) € Q(¢) lo que lleva a una contradiccién porque el grupo
de Galois (sobre Q) del primer cuerpo no es abeliano y el segundo si. Por consiguiente
[Q(¢,V/3) : Q(¢)] = 3 lo que implica que w & Q(¢,V/3) — Q(¢) ya que w estd en una
extension de grado a lo mas dos sobre Q(¢). Con algunos calculos (ejercicio) se prueba
que el tnico subcuerpo de Q(¢) de grado dos sobre Q es Q(¢ + ¢3 + ¢* + (% + ¢+ ¢*?).
Este subcuerpo es de ntimeros reales ya que ¢* + (3% = 2cos(27k/13), por tanto no
puede coincidir con Q(w).

En extensiones de cuerpos finitos todo es muy facil, porque el grupo de Galois es
siempre ciclico y hay un subgrupo de cada orden que divida al del grupo. Cada uno de
ellos correspondera a un subcuerpo isomorfo a algun IF,. Sin embargo siempre podemos
complicar un poco las cosas pidiendo una representacion particular de los subcuerpos.

Ejemplo. Sea « una rafz de 2* + 2 + 1 € Fyfz] en su cuerpo de descomposicion.
Describir los subcuerpos Fy & M & Fa(a) como M = Fy(f3) para algin § € Fa(«)

Como x*+x+1 es irreducible, [Fy(a) : Fy] = 4, Fo(a) es isomorfo a Fas y el grupo de
Galois es G(Fy(a)/Fy) = (¢) = Z4 donde ¢ es el automorfismo de Frobenius ¢(x) = 22
El tinico subgrupo propio es (¢?) y por tanto M = (¢?)’. Cualquier z € Fy() se escribe
como T = Ao + M + A + A3a® con \; € Fy. En Fy(a), (a + b)* = a* + b* (porque
tiene caracteristica dos, ejercicio) y empleando a* + a + 1 = 0 se tiene que z = ¢*(z)
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Ejercicios del Capitulo 3

LEYENDA: O facil, < dificil, << muy dificil, o opcional.

Seccién 3.1

1. Hallar el cuerpo de descomposicién sobre Q del polinomio x2® — 8, y calcular el
grado de la extension correspondiente.

2. Hallar el cuerpo de descomposicién sobre Q del polinomio z* + 522 + 5 y calcular
su grado.

3. Probar que P = 2* — 223 — 22 — 22 — 2y Q = 2° — 32® + 22 — 3 tienen el mismo
cuerpo de descomposicién sobre Q. Indicacion: Nétese que ¢ es raiz del primero y que
V3 es raiz del segundo.

4. Sean cuerpos K C M C L y sea P € K|x] no constante. Si L es cuerpo de

descomposicion de P sobre K, probar que L es cuerpo de descomposicién de P sobre
M.

5. Si L es el cuerpo de descomposicién de P € K|[z], demostrar que [L : K]|(OP)!.
Indicacion: Procédase por induccion en el grado del polinomio, distinguiendo dos casos
al aplicar la hipdtesis de induccion dependiendo de la irreducibilidad de P. Recuérdese
que rls! divide a (r + s)! por la férmula para los niimeros combinatorios.

6. Sea L/K una extensién de grado 4. Demostrar que si L es el cuerpo de descom-
posicién de un polinomio irreducible de la forma z* + az? + b € K|x], existe un cuerpo
intermedio K C F C L tal que [E: K] = 2.

7.51 K C M C L, demostrar que L/K normal = L/M normal, pero L/K normal
# M/K normal, y L/M, M/K normales # L/K normal.

8. Estudiar si las extensiones Q(v/—2,v/—2)/Q y Q(v/—3,v/—3)/Q, son normales.

9. Probar que P = 2% + 2% + 1 es irreducible en Q[x] y utilizarlo para demostrar que
la extensién Q(e2™/?)/Q, es normal y de grado 6.

10. Demostrar que toda extension de grado dos es normal.

11. Dar un ejemplo de una extensiéon normal que no sea finita.

12. Estudiar si Q(z)/Q(z?*) es normal.
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se le llama clausura normal (o cierre normal) de M /K. Probar que sélo hay una clausura

normal salvo isomorfismos y hallar la de Q(+/5)/Q.

16. Demostrar que K; = Fy[z]/(2® + z + 1) y Ky = Fy[z]/(2® + 22 + 1) son cuerpos
de descomposicién de 28 — x € Fylz]. Concluir que K; y Ky son isomorfos.

17. Probar que Fg es el cuerpo de descomposicién de z2 + 2% +1 € Fy[z] y que Fg/F,
es simple.

18. ;Cudl es el grupo aditivo de Fg?

19. Si P € Fy[z] es irreducible y gr P = n, jes su cuerpo de descomposicién isomorfo
a ]Fpn{?

20. Estudiar si Fgy4 es una extension de Fig v de Fg v en su caso hallar el grado.

21. Sea P = x7 — x con ¢ = p". Demostrar que cualquier polinomio irreducible en
F,[z] de grado n divide a P.

V2

22. Probar que todos los factores irreducibles de 27 — z € F,[z] con ¢ = p", son de

grado menor o igual que n.

23. Demostrar que si o es una raiz de 2® — 2 en Fys, entonces —1, o y —1 + o tienen
orden (multiplicativo) 2, 9 y 19 respectivamente en el grupo multiplicativo de F7s. Galois
utiliz6 este hecho para deducir que una raiz de z° — x + 1 € F;[z] genera este grupo
multiplicativo. Tratar de reconstruir su argumento. Indicacién: 7> —1 =2-9-19 y en
un grupo abeliano [(g)| = n, [(h)| = m = |(gh)| = mcm(n, m).

{$24. Probar que el grupo multiplicativo de un cuerpo finito es ciclico. Indicacion:
Estudiar el nimero de raices de " — 1.

025. Se dice que un cuerpo de caracteristica p es un cuerpo perfecto si el morfismo
de Frobenius x +— 2P es un isomorfismo. Probar que si K es perfecto todo polinomio
irreducible en K[z| es separable. Indicacion: Tratar de ajustar la prueba vista en el caso
K =T,

26. ;Cuéntas raices distintas tiene z'? + 22% 4+ 1 € F3[z] en su cuerpo de descompo-
sicién?

$27. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0 y supongamos que P = 2P — z — a es

irreducible en K[z]. Probar que si &« € L D K es raiz de P entonces K (a)/K es normal.

28. Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0, y sea f(x) = 2P —a € K|z]. Demostrar
que f(z) es irreducible sobre K, o que descompone como producto de factores de grado
1 sobre K.
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32. Sea K un cuerpo de caracteristica p # 0. Probar que 2" — z no tiene raices
repetidas.

33. Sea L/K una extensién algebraica con K un cuerpo de caracteristica p > 0.
Demostrar que si a« € L es separable sobre K y o™ € K con n una potencia de la
caracteristica, entonces o € K.

34. Sea L/K una extensién algebraica con K un cuerpo de caracteristica p > 0.
Probar que « € L es separable sobre K siy sélo si K(«) = K(aP).

35. Sabiendo que el cuerpo de descomposiciéon de un polinomio sin raices multiples
da lugar siempre a una extension separable (lo cual es el contenido de un ejercicio de la
préxima seccién), probar que los elementos separables sobre un cuerpo siempre forman
un cuerpo.

O<P36. Sea L/K finita, a partir de la conclusién del ejercicio anterior, probar que si
L/M y M/K son separables, L/K también lo es. Indicacion: Comenzar probando que
para todo o € L existe n igual a una potencia de char(K) tal que " es separable.

37. i Es cierto el reciproco del teorema del elemento primitivo?

O<©38. Demostrar que si K C Ly [L: K] < oo, la extensién L/K no es simple si y sélo
si existen infinitos cuerpos intermedios K C M C L. Indicacion: Si L = K(«), probar
que M debe estar generado sobre K por los coeficientes de algiin factor del polinomio
minimo de a.

Seccion 3.2

039. Si L = K(ay,...,a,) y o es un K-automorfismo de L tal que o(a;) = a; para
todo i, probar que o es la identidad.

40. Sea L un cuerpo. Demostrar que cualquier automorfismo es un K-automorfismo
donde K es la interseccién de todos los subcuerpos de L (el llamado subcuerpo primo).

41. Demostrar que los conjuntos:

1 —1
A={M+2V7 1 M, 0 e€Q)} v B:{/\1<0 ?)+)\2((1) 0) : /\17/\26@}

son espacios vectoriales sobre Q isomorfos, pero no son cuerpos isomorfos. Indicacion:
Sé6lo en uno de ellos la ecuacién z% + 1 = 0 tiene solucién.

42. ;Cudles son los automorfismos de Q7 jy los R-homomorfismos (homomorfismos
v~ Anian L1, D) AL O al)
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i11) Comprobar que una aplicacién continua de R que es la identidad sobre Q@ debe
ser la identidad en todo R, y por tanto Aut(R/Q) = {Id}.

44. Probar con todo rigor que en Q(\/ﬁ, \/5) la aplicacién 0(a+b\/§+6\/§+d\/6) =
a—bv2+cv3 —dv6 con a,b,c,d € Q es un Q-automorfismo.

45. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de x* + 22 — 6 sobre Q.

46. Encontrar el grupo de Galois de una extensién normal de Q de grado minimo
conteniendo a v/2 + /2.

47. Calcular el grupo de Galois de la extensién Q(v/2,v/5)/Q.
48. Hallar el grupo de Galois del polinomio z* — 9 sobre Q.
49. Hallar el grupo de Galois del polinomio x% + 9 sobre Q.

50. Calcular G(L/K) donde K = Q(e*™/%) y L es el cuerpo de descomposicién de
P =12°— 7 sobre K.

51. Sea K C C el cuerpo de descomposicién de 22 —z +1 € Q[z] y L el de 23 — 2.
Hallar G(L/K).

52. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de 2 — 5 € Qlz].

53. Recuérdese que el cuerpo de descomposicién, L, de P = 22 +x + 1 € Fy[z] es un
cuerpo de cuatro elementos. Hallar sus automorfismos y sus Fy-automorfismos.

54. Sea P € K|[z] irreducible de grado tres con char(K) = 0, y sea L su cuerpo de
descomposicién. Demostrar que o bien [L : K] =3 o bien [L : K] = 6.

55. Hallar G(Q(v2)/Q(v2)), G(Q(v2 +v3)/Q(V6)), G(Q(v2)/Q).
56. Hallar G(Q(v/3 + v/3)/Q(V/3)).
57. Hallar G(Q(v5 + V7)/Q).

58. Sea P = z* — 32% + 4 € Q[z]|. Calcular el grupo de Galois de su cuerpo de
descomposicion sobre Q.

59. Sea a = v/2+1i y sea P el polinomio minimo de a sobre Q. Hallar el grupo de
Galois del cuerpo de descomposicion de P sobre Q.

60. Calcular G(Q(z,y)/Q(z +y,2y)) y 6(Qz,y, 2)/Qz +y + 2, xy + 12 + yz, 7y2))
donde Q(z,vy) v Q(z,y,2) denotan los cuerpos de funciones racionales en dos y tres

variables respectivamente. Indicacion: En el primer caso, x e y son raices del polinomio
Y2 A L aNY L ovar e e 4 as g N[ X
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64. Probar que si L = Q(cos ?—g), G(L/Q) = {Id, 0,0 03, 0% 0% 0% 0"} = Zs donde

o(2cos(2m/17)) = o (¢ + () = 2 + (3 con ¢ = €*™/17. Demostrar que cos(2rk/17) €

L y que o(cos(2rk/17)) = cos(6mk/17). Si H = {Id,c*}, probar que H' = Q(x,z3)
26T

e 2T 26 o8 2T . cog 26T
donde 1 = cos {7 + cos Ty Ta = COS 17 - COS T

65. Encontrar todos los elementos de G(Q(¢)/Q) con ¢ = €2™/7 que dejan fijo a
C+C+3¢+ ¢ +3¢° + 3¢5

66. Hallar G(Q(¢)/Q(¢ + ¢ +¢?)) con ¢ = e2™/13,

67. Sean L y Ly los cuerpos de descomposicién de dos polinomios P; y P, sobre Q.

Demostrar que si L1 N Ly = Q, entonces G(L1/Q) X G(Ly/Q) = G(L/Q) donde L es el
cuerpo de descomposicion de Py Ps.

68. Hallar una extensién cuyo grupo de Galois sea isomorfo a Zg X Zg X Zs.

69. Si H y N son subgrupos de G(L/K) cuyos subcuerpos fijos son H' = Ly y
N’ = Ly, indicar qué subcuerpo es (0,7 : 0 € H, T € N)'.

70. Si L = Q(z,y,2) y K = Q(z +y + z,2y + vz + yz,xyz), probar que Q((m —
y)(x — z)(y — 2)) = (o)’ con o un elemento de orden 3 de G(L/K).

{$T1. Sea L el cuerpo de descomposicion de un polinomio sin raices multiples. Digamos
L = K(ag,a9,...,a,) con P = (z —aq)(z — ag) -+ (v — ay) € Klz], 0 # . Sea
L; = K(ai,o,...,q;)y Ly = K. Probar que cada monomorfismo L; — L se extiende
a [Lj+1 © Lj] monomorfismos L;;; — L. Deducir de ello que |G(L/K)| = [L : K].
Concluir finalmente que todos los elementos de L son separables sobre K.

72. Hallar G(Q(x)/Q(a")), G(C(2)/C(a") y G(K(2)/K(x")) con K = Q(e2/3),

calculando en cada caso los cuerpos que quedan fijos por todos los automorfismos.
73. Hallar G(Fy(x)/Fa(x?)).

74. Consideremos ¢ = €2>™/° y sea ¢ el Q-automorfismo de Q(¢) dado por o(¢) = ¢*.
Demostrar que el cuerpo fijo de o es Q(v/5). Indicacion: Elevar al cuadrado % + 243

75. Sea L = Fylz]/(x? +23+1) y K = Folx]/(x?+x+1). Hallar G(L/K) y comprobar
que el orden del morfismo de Frobenius en L es 4.

O76. Si o tiene orden 4 y 7 # o2 tiene orden 2, jpor qué sabemos que los automorfismos

en {Id,0,02%,0% 7,07, 0%7,037} son distintos?

77. Sea L el cuerpo de descomposicién en C del polinomio z* + 1 sobre Q. Encontrar
los automorfismos de L con cuerpos fijos Q(v/—2) y Q(v/2).

7R. Sea 7 1n elemento de G(L/K) de orden 2n Demastrar ane nara cualanier v € [
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74 TEORIA DE GALOIS

extensién L/Q y los subgrupos de G(L/Q) que les corresponden indicando cuéles dan
lugar a extensiones normales de Q.

80. Si L/K es una extensién de Galois con grupo de Galois ciclico, probar que dos
cuerpos intermedios M;, M, (conteniendo a K) satisfacen My C M, siy sélo si [L : Mj]
es un multiplo de [L : My).

81. Sean K C M C L con L/K de Galois. Probar que M = K(a) con a € M si
y s6lo si los unicos elementos de G(L/K) que fijan a estén en G(L/M). Emplear este
resultado para dar una nueva prueba de Q(v/2,v/3) = Q(v/2 + v/3). Demostrar de igual
manera que @(W, \/ﬁ) = @(f’/ﬁ + \/ﬁ)

082.Si K C M C Ly L/K es de Galois, jdeben ser necesariamente L/M y M/K de
Galois?

83. Si en una extensién de Galois L/K, con char(K) # 2, el grupo de Galois es
Zo X Ty, demostrar que L = K(a, 3) con o?, 3? € K.

84. Sea a = /24 i y sea P el polinomio minimo de « sobre Q. Hallar todos los
subcuerpos de su cuerpo de descomposicion sobre Q.

085. Demostrar que si L es un cuerpo de descomposiciéon de un polinomio sobre Q y
G(L/Q) es abeliano, entonces M/Q es normal para todo subcuerpo M, Q C M C L.

86. Supongamos que f(z) € Q[z] es irreducible con 0f = 4 y su cuerpo de des-
composicién sobre Q tiene grupo de Galois A4. Sea 6 una raiz de f(x) y sea L = Q(6).
Probar que L es una extension de grado 4 de Q que no tiene subcuerpos propios. ;| Hay
alguna extension de Galois de Q de grado cuatro sin subcuerpos propios?

87. Probar que si el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de una ctbica
sobre QQ es Zs, entonces todas las raices de la cibica son reales.

88. Hallar el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de P = (22 — 3)(z? + 3)
sobre Q, calculando los subcuerpos intermedios.

89. Calcular cudntos subcuerpos tiene el cuerpo de descomposicién de P = z° +
323 — 322 — 9 sobre Q.

90. Calcular cudntos subcuerpos tiene el cuerpo de descomposicién de P = 27 +
4x° — 2% — 4 sobre Q.

91. Hallar todos los subcuerpos del cuerpo de descomposicién sobre Q de P = a* +1.

92. Hallar todos los subcuerpos propios del cuerpo de descomposicién de P = 2 — 2
anhre 0
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96. Si G(L/K) = Z,, (donde p y ¢ son primos distintos) con L/K normal, finita y
separable, ;cuantos subcuerpos, M, hay con K C M C L?

97. Si G(L/Q) = Z,2, (donde p y g son primos distintos) con L/Q de Galois, probar
que L tiene subcuerpos Ly, Lo, L3 tales que [Ly : Q] = p, [Ly: Q] =p* y [L3: Q] = ¢.

98. Sea K un cuerpo de caracteristica cero, y sea E el cuerpo de descomposicion de
algun polinomio sobre K. Si G(E/K) es isomorfo a Ay, probar que F no tiene ningun
subcuerpo L tal que [E : L] = 2.

99. Sea « una raiz de z* + 23 + 1 € Fy[z]. Hallar 3 en funcién de a de tal forma
que Fy & F(3) & Fa(a) y dar un polinomio en Fy[z] cuyo cuerpo de descomposicién sea

F5(65)-

100. Demostrar que si Q C M C Q(e*™/*), entonces G(M/Q) es abeliano. (Nota: El
reciproco, para M /Q de Galois, es un profundo resultado llamado teorema de Kronecker-

Weber).

101. Para cada n par hallar un polinomio P € Q[z] con 9P = n y raices distintas

no racionales, tal que el grupo de Galois de su cuerpo de descomposicion sea isomorfo
a ZQ.

102. Hallar una extensién normal de @Q cuyo grupo de Galois sea Zg. Indicacion:
9=(19-1)/2.

103. Sea L/K una extensién de Galois y sean M;/K y My/K subextensiones de
Galois. Demostrar que si M3 es el menor subcuerpo de L que contiene a M; y Mo,
entonces G(M;/M,) es isomorfo a G(Ms/(My N My)).

104. Sea p = 2¢ + 1 con p y ¢ primos, hallar cudntos subcuerpos tiene Q(e7/7).

105. Sea L un cuerpo y sea G un subgrupo finito del grupo de automorfismos ¢ :
L — L Sea K={a€cL : ¢(a) =a, V¢ € G}. i) Probar que K es un subcuerpo
de L con [L : K] = |G|. #) Probar que si L/K es simple, es de Galois. {#ii) Probar
incondicionalmente que L/K es de Galois.

106. Demostrar que /n € Q(e?>™/?) con n € Z y p primo si y sélo si n es un cubo
perfecto.

{107, Sea p un primo con p — 1 divisible por 4. Demostrar que y/n € Q(e*™/P) con
n € Z siy s6lo si n o n/p son cuadrados perfectos. Indicacion: Probar que  *_, e2min®/p
genera la tnica subextensién de grado 2 de Q(e2™/7).

108. Sea L = F3(y/xz, ¢/y) y K = Fs(x,y). Demostrar que L/K es normal y finita,
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76 TEORIA DE GALOIS

siendo A, B,C,... numeros enteros [no nulos| convenientemente elegidos”. Y después
dedujo otro lema: “La funcion tomada anteriormente tienen la propiedad de que todas las
raices de la ecuacion propuesta se expresan racionalmente en funcion de V7. En notacién
moderna esto es a,b,c,--- € K(V) donde K es el cuerpo generado por los coeficientes
de la ecuacién. Probar estos resultados (para K C C). Indicacion: El primero se cumple
para numeros complejos arbitrarios. Para el segundo, Galois aplico el teorema de los
polinomios simétricos al producto de factores (Ax + Bb+ Cc+ --- — V) permutando de
todas las formas posibles b, ¢, ... pero sin cambiar V.
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Apéndice del Capitulo 3

Conoce a tus héroes

(Més informacién en: http://turnbull .mcs.st-and.ac.uk/history/)

E. Galois vivié durante
los tumultuosos anos de la
restauracién monarquica en
Francia después de Napo-
leén. A pesar de su brevisi-
ma vida, el importante es-
tudio que realizd sobre la
resolucién de ecuaciones al-
gebraicas por medio de gru-
pos de permutaciones ha brindado a las Matemaéaticas una de sus partes mas bellas,
conocida hoy de forma genérica en su honor como teoria de Galois. Sus trabajos no
recibieron la merecida atencién en su tiempo, y no alcanzaron difusién entre la comu-
nidad matematica hasta méas de una década tras su muerte. Esto, combinado con la
juventud de Galois, su intensa actividad revolucionaria y su fallecimiento en un duelo,
ha transformado a veces su biografia en una leyenda no siempre fiel a la realidad [Rot].

Apellido: Galois

Nombre: Evariste

Nacimiento: 1811 Bourg La Reine
Defuncioén: 1832 Paris

Bla, bla, bla

» Sea una ecuacion tal con congruencias, F(x) = 0, y p el mddulo. Supongamos,
para simplificar, que la congruencia no admite ningun factor conmensurable, esto
es, que no ezisten funciones ¢(x), ¥(z), x(z) tales que ¢(x)Y(x) = F(x) + px(z).
En ese caso, la congruencia no admitird ninguna raiz entera, ni ninguna raiz
inconmensurable de grado inferior. Consideremos las raices de esta congruencia
como una especie de simbolos imaginarios, ya que no se ajustan a discusiones con
numeros enteros, simbolos cuyo empleo en los cdlculos serd tan til como el del
imaginario v/—1 en el andlisis ordinario. E. Galois 1830.

= TEOREMA: Sea una ecuacion dada y a, b, ¢, ... sus m raices. Hay un grupo de
permutaciones de las letras a, b, ¢, ... que goza de las propiedades siquientes:
i) Toda funcion de las raices invariante por las sustituciones del grupo es racio-

nalmente conocida; ii) Reciprocamente, toda funcién de las raices determinable
PRV VP NP FETP T DN . . L 1 Lot . L Colas 190921
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78 TEORIA DE GALOIS

s Pide a Jacobi o a Gauss publicamente que den su opinion, no acerca de la certe-
za, sino de la importancia de estos teoremas. Mds adelante habrd gente, espero,
que encontrard provechoso descifrar todo este lio. E. Galois 1832 (de su carta a
A. Chevalier, el dia antes del duelo que causé su muerte).

{Qué hay que saberse?

Esencialmente, manejar extensiones normales, conocer el concepto de separabilidad,
calcular grupos de Galois de extensiones suficientemente sencillas y, por supuesto, hay
que saberse perfectamente el teorema fundamental de la teoria de Galois y como se
aplica en diferentes ejemplos.

(PQR) Preguntén, quejoso y respondén

P- La teoria de Galois, jes realmente de Galois?

R~ En tiempos de Galois no habian sido definidos los automorfismos, ni las extensiones de cuerpos, ni
sus grados, y los grupos eran sélo de permutaciones; de modo que no podemos esperar encontrar
en los trabajos de Galois algo similar a lo que contienen los libros de hoy en dia titulados “Teoria
de Galois”.

Q- Entonces el nombre es inadecuado.

R~ No, porque la idea de que la estructura del cuerpo de descomposiciéon queda fielmente reflejado
en un grupo y la utilizacién de ello para dar una solucién final al problema de resolubilidad por
radicales, son suyas.

P- El calculo del grupo de Galois parece algo combinatorio que se reduce a comprobar unas cuantas
posibilidades, ;jno es asi?

R~ Sélo cuando tenemos extensiones de Galois presentadas de forma muy simple. Si nos enfrentése-
mos al cuerpo de descomposicién de z° — 6z 4+ 3 no sabriamos cémo empezar.

P- Tendriamos que hallar explicitamente las raices.

R~ Una consecuencia de la teoria de Galois es que tal cosa es imposible con las operaciones algebraicas
habituales.

Q- Entonces no hay ningin método general para hallar G(L/Q) con L/Q de Galois.
R- En realidad si, pero requeriria tantas operaciones que es impracticable.
Q- Pero si en general no podemos hallar el grupo de Galois, la teoria de Galois no sirve para nada.

R~ Nos dice que es lo mismo estudiar subcuerpos que subgrupos, lo cual es un descubrimiento
matematico de primer orden, independientemente de lo dificiles que sean los cédlculos.

P- ;Y es posible obtener cualquier grupo finito como grupo de Galois del cuerpo de descomposicién

Ao 11 nalinamin en O[]?
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Capitulo 4

Resolubilidad por radicales

4.1. Grupos solubles

El capitulo anterior se puede esquematizar diciendo que en las extensiones de Galois
podemos transformar problemas de teoria de cuerpos en otros de teoria de grupos. Por
ello no es de extranar que resultados profundos acerca de grupos permitan deducir
algunas propiedades finas de las extensiones de cuerpos.

Nuestro objetivo principal en este capitulo es el estudio de la resolubilidad por radi-
cales de ecuaciones algebraicas, para lo cual s6lo emplearemos como temas ajenos a
los capitulos previos la definiciéon de grupo soluble y un resultado acerca de este tipo
de grupos, el Teorema 4.1.1. Por ello esta seccion admite dos lecturas: una concisa que
termina con los ejemplos tras dicho resultado, y otra mas extensa que traspasa la frontera
de los ejemplos incluyendo su prueba y la teoria que la rodea. Ya optemos por la version
econdémica o por la lujosa, nada nos evitara tener que escudrinar en el arcon de los
recuerdos para airear el importantisimo concepto de subgrupo normal, introducido en
Algebra I y que ya reaparecio en el capitulo previo.

De alguna forma, los subgrupos normales son los tinicos con los que es posible “des-
componer” un grupo sin perder su estructura. Explicitamente, si H es un subgrupo
de G, el conjunto cociente G/H hereda la estructura de grupo si y sélo si H es un
subgrupo normal de G. El cardinal de G/H es |H| veces menor que el de G,y G/H se
obtiene agrupando de cierta forma los elementos de G de |H| en |H|. Con esta idea de
descomposicion, los “grupos primos” serian los siguientes:

Definicién: Se dice que un grupo G es simple si no tiene subgrupos normales propios
(distintos del trivial y de él mismo).

Y la division sucesiva de un nimero con cocientes primos, responde a:

MNMAfRaniailne Can 7Y Lol s | | 1. do
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80 RESOLUBILIDAD POR RADICALES

curso de Algebra [. Adn mas, el llamado teorema de Jordan-Holder mimetiza el teo-
rema fundamental de la aritmética afirmando que la serie de composicion es tinica en
cierto sentido salvo reordenaciones de los factores simples G;,1/G;. Continuando con
esta analogia, entre los grupos simples finitos hay una especie de “superprimos” que ni
siquiera admiten subgrupos propios. No es dificil probar que los grupos aditivos Z, son
los tinicos con esta propiedad. La definicion que perseguimos es la de grupo que factoriza
en “superprimos”.

Definicién: Se dice que un grupo finito, GG, es soluble si tiene una serie de composiciéon
([} =G GiS G CG=C
tal que G;41/G; = 7Z,,, con p; primo, 0 < i < n.
Finalmente, llegamos al resultado que necesitaremos en la préxima seccién.

Teorema 4.1.1 Sea G un grupo finito y H <G, entonces G es soluble si y sélo si G/H
y H lo son. Ademas todo subgrupo de un grupo soluble es soluble.

Nuestra experiencia nos dice que es singular que un subgrupo sea normal y que los Z,,
son ejemplos muy particulares de grupos, lo cual sugiere que hay pocos grupos solubles,
sin embargo hay que esperar nada menos que hasta orden sesenta para poder encontrar
un grupo no soluble. De hecho hay varios resultados que permiten obtener muchos grupos
solubles. El mas sorprendente de ellos es el teorema de Feit-Thompson que afirma que
todo grupo de orden impar es soluble. La longitud de su demostracién (més de doscientas
paginas) puso en cuestiéon qué debia considerarse una prueba matemadtica, y todavia
estaba por llegar la clasificacion de los grupos simples finitos (véanse los comentarios
en [Gal] §25), cuya prueba en conjunto ocuparia muchos miles de péginas. (De nuevo el
escepticismo de Hume planea desasosegante sobre nuestras cabezas: “No existe algebrista ni
matematico tan experto en su ciencia que llegue a otorgar plena confianza a una verdad nada
mas descubrirla, y que no la considere sino como mera probabilidad. Cada vez que revisa sus
pruebas, aumenta su confianza; la aprobacién de sus amigos la aumenta ain mas, pero es la
aprobacion universal y los aplausos del mundo ilustrado lo que la lleva a su més alto grado”).

Sirvan las razones aducidas para excusar que en los siguientes ejemplos solo aparezcan
grupos solubles, reservando la apariciéon de nuestro flamante grupo no soluble de 60
elementos para una ocasion en que sea mas espectacular, en relacién con la solubilidad
por radicales.

Ejemplo. Una serie de composicion para Zi es:

[an [aNAR| (0 2 £ O] /4
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Ejemplo. El grupo Sj es soluble porque se tiene la serie de composicién:
{Id} € A3 =((1,2,3)) C S,

con cocientes isomorfos a Zs y Zs.

Ejemplo. El grupo de movimientos del plano que dejan invariante un cuadrado, Dg =
o, T) con T la simetria por una diagonal y ¢ un giro de 90° alrededor del centro, es soluble
P g y g
porque se tiene la serie de composicion:

{Id} C (0?) C (o) C Ds,
con cocientes isomorfos a Zs,.

Ejemplo. Si @ es el grupo de cuaterniones {+1, +i, +j, +k} con i = j? = k? = —1,
1J = k, jk = 7; entonces G = Zg x () es soluble porque

{0} x {1} € {0,2} x {1} C Z¢ x {1} C Zg x {£1} C Zg x {£1,£i} C Zs x Q

es una serie de composicion con cocientes isomorfos a Zo, Zs, Zo, Zo vy Zo.

Ejemplo. El grupo Zs x @) es soluble, porque con el monomorfismo Zs — Zg,
n — 2n, se puede considerar un subgrupo del grupo del ejemplo anterior.

Ejemplo. Todo grupo abeliano finito es soluble.

Aunque no sea la manera mas elemental de probar esta afirmacién, se deduce por
induccion del Teorema 4.1.1 tomando como H el grupo generado por cualquier elemento
de orden primo.

Ejemplo. Si G es un grupo de orden 210 con un subgrupo normal soluble H de orden
30, necesariamente G es soluble por el Teorema 4.1.1, ya que G/H tiene orden 7y por
tanto es isomorfo a Z-.

Aqui concluye la version utilitaria de esta seccién y comienza la cultural, que consis-
tird en una demostracion del Teorema 4.1.1, que con la excusa de ser autocontenida,
propiciard algunas paradas en la teoria de grupos para contemplar las vistas.

Lo primero que necesitamos es cierta maestria manipulando subgrupos normales.
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82 RESOLUBILIDAD POR RADICALES

Sea cual sea el alias por el que lo conozcamos, fue parte fundamental del curso de
Algebra I, y quien no sea capaz de recuperar su prueba debe ser castigado a forzar la

vista.

Demostracion: Sig € Gy z € Ker f, se tiene f(g txg) = f(9g7!) e f(g) = e por tanto g tzg €
Ker f y Ker f<G.

La aplicacién ¢ : G/Ker f — Im f dada por ¢(gKer f) = f(g) estd bien definida (gKer f
representa la clase de g) porque si g1 Ker f = goKer f entonces g1 = gox con « € Ker fy f(g1) = f(g2).
Es obviamente sobreyectiva, y es inyectiva porque f(g) = e & g € Ker f & gKer f = Ker f. Ademds
es homomorfismo ya que giKer f - goKer f = g1g2Ker f (lo que se sigue de Ker f<G). Por consiguiente
¢ es un isomorfismo. O

Habia también en Algebra I algunas consecuencias que permitian establecer algunos
otros isomorfismos, y junto con el resultado anterior recibian el nombre genérico de teore-
mas de isomorfia, aunque los resultados concretos que se recogen bajo esta denominaciéon
cambian en funcién de los autores (compérese [Cl], [Do-He| y [Rotm]).

Corolario 4.1.3 (Teoremas de isomorfia) Sea G un grupo y H un subgrupo normal.
a) Si N es subgrupo de H y N <G, entonces H/N <G /N y

(G/N)/(H/N) = G/H.

b) Si N es un subgrupo de G entonces NH = {nh : n € N, h € H} es un grupo,
H<aNH, NH=HN y
NH/H = N/(NnNH).

Demostracion: Consideramos las funciones:

fi: G/IN — G/H fo: N — NH/H
gN  +— gH Y g — gH

Como N C H, f; estd bien definida. Es un homomorfismo porque g1H - goH = ¢g192H, al ser H < G.
Su nicleo es Ker f = {¢yN : g € H} = H/N y evidentemente Im f; = G/H. Por tanto a) es una
consecuencia del teorema anterior.

Para b), ndtese primero que H < G implica que para cadan € N y h € H existe b’ € H tal que
nh = h/n. Por tanto (nh)~! = (h'n)~! = n=Y(K/)~! € NH, y se sigue que NH es un grupo y que
coincide con HN (nh € NH = (nh)~! € HN). Adem4s es subgrupo de G y de aqui H < NH. La
prueba de que f; es epimorfismo es similar a la de fi, y b) se deduce del teorema anterior notando que
Ker fo={geN : gH=H}={ge N : ge H}. O

Vayamos ahora a la demostracion del resultado principal de esta seccion.

Demostracion del Teorema 4.1.1: En primer lugar veamos que un subgrupo H de
un grupo soluble G es también soluble. Para ello transformemos la serie de composiciéon
de G

{e}=GoCc G, CGy---CG,=G con G;/Gi_1 = Ly,
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Como (G; N H) - G;_1 es un subgrupo de G;, el primer cociente es un subgrupo de
Gi/Gi-1 = Z,,, y por tanto isomorfo al grupo trivial {e} o a Z,,. De este modo (4.1)
se transforma en una serie de composicion de un grupo soluble sin mas que eliminar los
subgrupos repetidos en la cadena.

Una vez hecho esto, veamos que G es soluble si y sélo si G/H y H son solubles.

=) Acabamos de probar que H es soluble. La prueba de que G/H es soluble si-
gue lineas parecidas. A partir de la serie de composicién de G creamos la cadena de
subgrupos:

{e}=GyH/H C GiH/H C GyH/H --- C G, H/H = G/H,

lo cual tiene sentido por la primera parte del Corolario 4.1.3 b). Ademads por el aparta-
do a) y después por el b) con N = G,

(G;H/H)/(G;-1H/H) = G;H/G;_1H = G;/(G; N (Gi_1 H)).

Como G,;—1 <G; N (G;_1H), por el Corolario 4.1.3 a) el ultimo cociente es isomorfo al
cociente de G;/G;—1 = Z,, por (Gi N (Gi,lH))/Gi,l. De nuevo las posibilidades son el
grupo trivial y Z,, y la cadena de subgrupos se transforma en la serie de composicién
de un grupo soluble sin mas que tachar los eslabones repetidos.

<) De alguna forma lo que hay que hacer es “pegar” las series de composicién de H
y G/H. Digamos que éstas son:

{e}ZH()CHl"'CHn:H, {e}ZGo/HCGl/HCGm/H:G/H,

(ndtese que cualquier subgrupo de G/H es de la forma N/H con N C G) donde
H;/H;y = 7y, y (Gi/H)/(Gi-1/H) = Z,. Consideremos ahora

{G}ZH()CHlCHQ"'CHn:GoCGlCGQ"’CGm:G.

Esta es la serie de composicién de un grupo soluble, ya que aplicando el Corolario 4.1.3,

Gi/Gi1 = (Gi/H) /(G 1 /H) 2 Z,. O

Para terminar esta seccién daremos oportunidad de conocer el teorema de Jordan-Holder a los
lectores mas interesados. Como ya hemos sugerido, en un paralelismo con el teorema fundamental
de la aritmética, los cocientes G;/G;_1 en una serie de composicién corresponderian a los primos,
mientras que los subgrupos G; serian productos parciales. Si la analogia es adecuada, los G; no estan
univocamente determinados y por ello la serie de composicién de un grupo no es tnica en general (como
quedo reflejado en los ejemplos), sin embargo los COClentes G /G;i—1 deberian ser los mismos (isomorfos)

calira ranrdanacinnne an laa Jdifl tac cariac anaci
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Demostracion: Para0<j<nyO0<k<m,sea é]—erk = G;(G;4+1 N Hy). Este conjunto es un grupo
por el Corolario 4.1.3 b) con H = Gj, N = G411 NHy y G = Gj11. Ademés G (Gj41 N Hy) <G5 (Gj41 N
Hy1) porque « € Gy, y € Gj41 N Hyyy implica

(2y) "G N Hy)zy = (v~ 27 Gy)(y~H(Gja N Hy)(y ™ zy) € Gj(Gja N H)G
y Gj(Gj41 N Hy)G; = Gj(Gj41 N Hy) (por el Corolario 4.1.3, HN = NH). La igualdad éjerkH =

G;(Gj4+1 N Hy41) se da incluso si k + 1 = m, definiendo énm = @, con lo cual hemos probado que se
tiene la cadena de subgrupos normales

(4.1) {e} = éoQélqégﬂ...énmflﬂénm =G.

De la misma forma, definiendo ﬁkmﬂ =Hp(Hpp1NGj)para0<j<n, 0<k<m,y Hmn =G, se
tiene

(42) {6} :floﬂﬁlﬂﬁgqn.ﬁmn_l Qﬁmn =G.

Es evidente que éjm = G;. De hecho todos los G, con jm <r < (j + 1)m son iguales a G; o a
Gj+1, ya que tomando 7 el méximo valor en este rango con G, G(]-‘rl)m = G4 se tiene por el
Corolario 4.1.3 a) que GJH/G es un subgrupo normal de G G+1) m/GJm = G,+1/G;, que es simple,
por lo que necesariamente G, = =Gj.

Lo mismo puede aplicarse a los I;TS y Hy.

En definitiva, (4.1) y(4.2) coinciden con las series de composicién del enunciado salvo que algunos
grupos estan repetldOb Asi pues, para cada 0 < ] < n existe un tnico r con G; = G,«, Gjq1 = Gr+1, y
reciprocamente si H #* H5+1, se tiene H = Hy, HS“ Hy 1, para cierto k. Por tanto el resultado del
teorema se deduce si existe una biyecciéon B en {0,1,2,...,nm—1} tal que érﬂ/ér = fIB(,.)+1/ﬁB(,.).
Es facil comprobar que, fijados m y n, B(jm+k) = kn+7,0 <j <n, 0 <k < m, define una biyeccién
en el conjunto indicado y por tanto es suficiente probar:

(43) éjm+k+1/éjm+k = f_jkn+j+1/ﬁkn+j para 0<j<n, 0< k<m.
El primer miembro de (4.3) es HN/H con H = G;(Gj+1 N Hy) y N = G411 N Hy41, y por el Corola-
rio 4.1.3 b) se tiene (nétese que H = Gjm+k <Gjmtk+1)
Gjy1 N Hyqr
(Gj41 N Higy1) N (G5(Gj1 N Hy))

Es facil ver que (Gj41 N Hig1) N (Gj(Gj41 N Hy)) D (G N Hiq1) - (Gj1 N Hy). También la inclusién
contraria es cierta, porque si 2y € Gj11 N Hy41 con x € Gy, y € G441 N Hy, entonces x = (zy)y~ ! €
Hpy1. En suma, el primer miembro de (4.3) es:

Gimins1/Gimer = N/(NNH) =

Gj1N Hyqy
(Gj N Hyy1) - (Gjpa M Hy)'

Gimirt1/Gjmrk =

Y de la misma forma, se tiene que el segundo miembro de (4.3) es

Hy1 NGl
(Hy N Gjt1) - (Hep1 NGy)

Hpnyjt1/Grngj =

Al ser H, N G419 Hpy1 NGjq1, se sigue que los dos factores en el tltimo “denominador” se pueden
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de radicales sencillos, lo que es natural porque en otro caso no habriamos podido aplicar
nuestra algoritmia para calcular grupos de Galois. Por otro lado, a primera vista es
razonable tratar de invertir cualquier funciéon polinémica con operaciones elementales y
radicales ya que tales funciones se construyen operando los coeficientes con potencias de
la variable. Sin embargo, mas de doscientos anos después de que G. Cardano publicase
(en su Ars Magna de 1545) las soluciones con radicales de las ecuaciones generales de
tercer y cuarto grado, habia cierta opinién entre la comunidad matematica de que tales
soluciones no existian para grados superiores. Finalmente, N.H. Abel demostro en 1824
su famoso teorema afirmando la imposibilidad de resolver la ecuacién general de quinto
grado con radicales (anos antes P. Ruffini habia obtenido una prueba poco rigurosa y
con lagunas, que alcanzé escasa difusion).

Aqui invertiremos el orden histérico deduciendo el teorema de Abel (cuya version
clasica pospondremos hasta la seccién siguiente) a partir del bien conocido teorema de
Galois, la estrella de esta seccién, que da una condicién necesaria y suficiente (de poca
utilidad practica pero de gran atractivo tedrico) para la solubilidad por radicales.

Antes de nada veamos un par de definiciones. La primera concreta el significado de
que los elementos de una extension se puedan expresar con radicales, mientras que la
segunda es puramente notacional.

Definicién: Se dice que una extensién finita L/K es radical si existe una cadena de
subcuerpos:
K=Ly,clLiCcLy,Cc---CL,

con L,, D L, tales que paracada 0 < j <n, L; = L,;_1(a;) donde oz;nj €Lj_1ym; €L
Nota: Esto es, cada subcuerpo se obtiene a partir del anterior anadiendo la raiz m;-

ésima de algin elemento. Algunos autores [St] piden que L,, coincida exactamente con
L, pero ello no estd inmediatamente de acuerdo con nuestra intuicién. Por ejemplo, no

serfa evidente que Q(v/2 + v/3 + v/5)/Q es radical.

Definicién: Se dice que un polinomio P € K|[z] es soluble por radicales si su cuerpo de
descomposicién es una extension radical de K.

Ejemplo. La extension Q(v/3, v/ v/5 + v/2)/Q es radical, como muestra la cadena de
subcuerpos:

Q Cc Q(V3) c Q(v3,V5) c Q(V3,V5,V2) Cc Q(V3,V5,V2, V5 + V2).

Ejemplo. El polinomio P = z° — 5z* + 102® — 102 + 52 — 3 € Q[z] es soluble
por radicales porque podemos escribir P = (z — 1)° — 2, por tanto todas las raices son
142 con ¢ = e2m/5 (0 <k <5 El cnerna de descomnosicidn es L = Q¢ /2 v L/Q
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Lema 4.2.1 Sea L/K radical. Siempre se puede modificar la cadena de subcuerpos de
la definicion a
K=MyCM, C---C My

con propiedades andlogas de forma que My D L, y My/K sea normal.

Demostracion: Procedemos por induccién en n, la longitud de la cadena inicial. Si
n = 1 basta anadir sucesivamente las raices de 2™ — o} para obtener su cuerpo de
descomposicion sobre K y por tanto una extension normal.

Si se cumple para n — 1, entonces K = My C My C --- C My con My D L, _; donde
My /K es normal, digamos que My es el cuerpo de descomposicién de P € Klz|. Sea
Q) el polinomio minimo de «,, sobre K, sean 1 = «,, (32,... (i sus raices y sea M el
cuerpo de descomposicién de PQ) € K|z|. Por el Corolario 3.2.6, para cada 1 < i < k
existe 0; € G(M/K) tal que o;(ay,) = ;. Como /™ € L, 1 C My y My es normal,
oi(am) = g™ € My. Por tanto definiendo My4; = Myy;—1(0;) para 1 < i < k, se
tiene la extensién buscada de subcuerpos, L, 1 C My C Myy; C --- C Mpyyy con
M =My DL,= Ly 1(a,). O

En la apasionante historia (véase [KIl]) que va desde la solucién de las ecuaciones
de tercer y cuarto grado al teorema de Galois, hay un punto medio crucial que fue
la introduccion de las llamadas resolventes de Lagrange. Para ilustrar su significado,
nétese por ejemplo que la funcién F(z,y, 2) = (z + wy + w?2)?, w = e*™/3, es invariante
por las permutaciones circulares de z,y, z; mientras que su raiz cibica x + wy + w?2 no
queda invariante por ninguna permutacion de las variables. Este truco, convenientemente
generalizado, permitié en 1770 a J.L. Lagrange (y poco antes a A.T. Vandermonde, véase
[Ed]) unificar las complicadas soluciones de las ecuaciones de tercer y cuarto grado, a
la vez que atisbar que las de quinto grado dan lugar a un obstaculo insalvable. Con el
lenguaje actual, permite asociar un radical a cada cociente ciclico del grupo de Galois.

En el proximo resultado aplicaremos el truco de Lagrange para probar que cada
extension de Galois cuyo grupo de galois sea isomorfo a Z, se obtiene anadiendo un
radical de indice p. De ello a probar que grupo de Galois soluble implica polinomio
soluble por radicales, s6lo hay un paso, aunque entorpecido por ciertas incomodidades
técnicas relacionadas con las raices de la unidad.

Proposicién 4.2.2 Sea L/K una extension de Galois con G(L/K) = 7Z, con p primo.
Supongamos que K contiene a las raices p-ésimas de la unidad (el cuerpo de descompo-
sicion de P — 1) y p # char(K), entonces L = K(«a) con o? € K.

Demostracion: Dada una raiz ¢ de 2 — 1y ¢ € G(L/K), definimos la resolvente de

1 L 1 1

PR
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[L : K] es primo) y a = L((, ¢)(8). Por la independencia lineal de los automorfismos
(Lema 3.2.3) a # 0, y ¢(a) = (P"la = ("la que es distinto de a (porque ¢ # 1).
Asf pues K & K(a) C L lo que implica L = K(«), (como antes, porque [L : K] es
primo). Ademds ¢(a?) = (¢(a))? = (("*a)? = o” implica of € K. O

Vayamos ahora sin mas dilacién al resultado principal de este capitulo y de alguna
forma la culminacién del curso. Para evitar hipdtesis tan enrevesadas como las de la
proposicién anterior es obligado restringirse al caso de caracteristica cero, y poner unos
cuantos parches en los soétanos de la demostracién para contemplar el caso en que no
queramos anadir de antemano las raices de la unidad. Esos parches se pueden obviar en
una primera lectura.

Teorema 4.2.3 (Teorema de Galois) Sea P € Klz| con char(K) = 0 y sea L su
cuerpo de descomposicion, entonces P es soluble por radicales si y sdlo si G(L/K) es un
grupo soluble.

Demostracion:

=) Afladiendo subcuerpos intermedios siempre se pueden escoger los m; primos
en la definicién de extension radical (ya que W = »/ ), y asi lo haremos en esta
demostracion. Momentaneamente supondremos también que K contiene todas las raices
m;j-ésimas de la unidad, esto es, que (™ —1)(z™> —1)--- (™ — 1) se descompone en
factores lineales en K |[x]. Mas adelante veremos cémo eliminar esta hipdtesis.

De acuerdo con el Lema 4.2.1, en la definicién de extensién radical se puede suponer
que L, /K es normal. Como también es finita y separable (char(K) = 0), el teorema fun-
damental de la teoria de Galois permite asociar univocamente a la cadena se subcuerpos
una cadena de subgrupos:

(4.4) {(1d} = G(Ln/Ly) C G(Ln/Ly_1) C -+ C G(Ly/Lo) = G(Ln/K).

Para cada 1 < j < n la extensién L;/L;_y es normal ya que L; es el cuerpo de des-
composicién de Q; = 2™ — " € L;_y[z] porque L; = L;_1(a;) y cualquier raiz de Q;
es a; por una raiz m;-ésima de la unidad. Por ello, si a; ¢ L;_;, o equivalentemente
si Lj_y # Lj, lo cual siempre podemos dar por hecho, el polinomio (); es irreducible.
El teorema fundamental de la teorfa de Galois asegura que G(L,/L;) <G(L,/L;—1) y
G(Ln/L;j—1)/G(L,/L;j) = G(L;/Lj_1) que tiene orden [L; : L;_1] = 0Q; = mj, que es
primo, y por tanto isomorfo a Z,,;, en definitiva, (4.4) es la serie de composicién de
un grupo soluble. Por el Teorema 4.1.1, como G(L,,/L) es un subgrupo de G(L, /K), es
soluble, y G(L/K) = G(L,/K)/G(L,/L) también lo es.

Veamos ahora el caso el caso en que K no contiene a todas las raices m; -ésimas

1
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H = G(L/K)y G/H =~ G(K/K), se tiene que G es soluble. Y como G(L/L) es un
subgrupo normal de G, G(L/K) = G/Q(E/L) también es soluble.

<) Si G(L/K) es soluble, por la correspondencia entre subgrupos y subcuerpos
podemos pasar de la serie de composicién a una cadena de subcuerpos:

K=G,cqG, ,c---CcG CcGy=1,

y por el teorema fundamental de la teorfa de Galois, G;_, /G’ es una extensiéon de Galois
porque G(L/G,_,) = G;_1 < G; = G(L/G’) y su grado es primo, p;. En analogia con lo
hecho anteriormente, supongamos primero que disponemos de todas las raices p;-ésimas
de la unidad en G, entonces G_; = G;(«) con a? € G por la Proposiciéon 4.2.2 y L/ K
seria una extension radical.

Si no se cumpliera nuestra suposicién, digamos que ¢ # 1 con (P = 1 no estd en
G, consideramos la extension G;_,(¢)/G5(¢) que es normal (si G;_; es el cuerpo de
descomposicién de Q) € G;[x], entonces G;_,(() lo es de (27" —1)@). Sea el homomorfismo

¢:G(Gi1(Q)/Gi(Q) — G(Gi1/GY)

O +—— O

U
Gifl

Se cumple Ker ¢ = {e} porque si o fija los elementos de G;_; y los de G%((), es la identi-
dad en G;_;(¢). Por consiguiente ¢ es un isomorfismo y se cumple G(G;_;(¢)/Gi(¢)) =
Zp; v podemos aplicar la Proposicion 4.2.2 para concluir que G)_,(¢)/G}(() es radical y
por tanto G’;_, /G’ también lo es. O

Con el teorema de Galois a nuestra disposicion podemos deducir que es posible
resolver con radicales todas las ecuaciones hasta grado cuatro. De hecho, como la de-
mostracion es constructiva, en principio podriamos elaborar formulas explicitas para
resolverlas. Volveremos sobre este punto en la préxima seccién.

Corolario 4.2.4 Sea P € K[z] con char(K) = 0. Si OP < 4 entonces P es soluble por
radicales.

Demostracion: Sabemos que el grupo de Galois permuta las raices, con lo cual es
isomorfo a un subgrupo de S,, C S; donde m es el niimero de raices distintas. Por tanto,
gracias a la segunda parte del Teorema 4.1.1, basta probar que S, es soluble. Para ello
consideramos la serie de composicién:

{Id} C (o) C (o,7) C Ay C S,

con o = (1,2)(3,4), 7 = (1.3)(2.4). Notese que Ay estd generado por 0. 7 v A = (1.2.3)
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En el otro sentido, para demostrar que no hay resolubilidad por radicales en general
para grados superiores, “s6lo” hay que encontrar un cuerpo de descomposicion de un
polinomio de quinto grado cuyo grupo de Galois no sea soluble. A nuestro nivel esto
no parece en absoluto sencillo porque no conocemos todavia ningin grupo no soluble y
no esta claro como hallar siquiera el cuerpo de descomposiciéon si no podemos emplear
radicales. El primer problema lo resolveremos con un lema de teoria de grupos que
nos hemos estado reservando, mientras que para el segundo podremos evitar describir
explicitamente el cuerpo de descomposicion empleando un ingenioso regate tedrico.

Lema 4.2.5 FEl grupo As de permutaciones pares de cinco elementos es simple, esto es,
no tiene subgrupos normales propios.

Observacién: Evidentemente de este lema se deduce que As no es soluble. El orden
de Ajs es |S5|/2 = 5!/2 =60 y con técnicas de teoria de grupos se puede probar (véanse
los ejercicios de [Cl] §59) que todo grupo de orden menor es soluble. En este sentido, As
es el primer grupo no soluble.

La demostracién del lema es puramente combinatoria y con modificaciones (véase
[Cl]) servirfa para obtener que A, es simple para n > 5.

Demostracion: Sea {Id} # H < As. Todo lo que hay que demostrar es que se de-
be cumplir H = As. Si Id # o € H, al descomponer « en ciclos disjuntos se tiene
que « es un 3-ciclo, un 5-ciclo o un producto de dos trasposiciones disjuntas. En estos
dos tultimos casos podemos suponer, quiza renumerando los objetos que se permutan,
que o es oy = (1,2,3,4,5) 0 ay = (1,2)(3,4). Un célculo prueba que en ambos casos
(3,4,5) 7 a; (3,4, 5); es un 3-ciclo, que debe pertenecer a H porque H < As. Con ello
hemos probado que siempre hay un 3-ciclo en H, digamos o = (1,2, 3). Si {ay,aq, ..., a5}
es una reordenacién de {1,2,...,5}, quizd intercambiando a4 y as se tiene que la per-
mutacién definida por v(a;) = 7 es par, entonces Y 'ay = (ay,as,a3) € H. En definitiva,
H debe contener todos los 3-ciclos, y como éstos generan As, necesariamente se verifi-
ca H=A5. O

Y ahora el ingenioso juego de manos para calcular un grupo de Galois sin hacer
calculos. Abel traté la ecuacién de quinto grado con coeficientes generales, lo que no le
permitié dar ejemplos explicitos, por lo que reservaremos su nombre para un resultado
de este tipo de la proxima seccion, a pesar de que podriamos ponerlo sin rubor en éste.

Proposicién 4.2.6 Sea P € Q[z| irreducible con OP = 5 y exactamente tres raices
reales, entonces el grupo de Galois de su cuerpo de descomposicion es isomorfo a Ss y
P no es soluble por radicales.
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90 RESOLUBILIDAD POR RADICALES

Como ya hemos empleado antes, el grupo de Galois permuta las raices y puede
identificarse con un subgrupo H de S5. Segin el Corolario 3.2.6 para cualquier i, j € A =
{1,2,3,4,5} existe 0 € H con (i) = j, esta propiedad se suele llamar transitividad (se
dice que el subgrupo H C Sj es transitivo). Ademads la conjugacién compleja intercambia
exactamente dos raices, es decir, corresponde a una trasposicién, digamos (1,2). Lo que
vamos a probar es que el unico subgrupo transitivo de S5 conteniendo a (1,2) es el
propio Ss. Para ello definimos en A la relacion iRj sii = 7 6 (i,j) € H. Esta relacién
es de equivalencia, la propiedad transitiva se sigue de (i,k) = (7,k)(7,7)(4, k), y todas
sus clases tienen el mismo nimero de elementos, porque si 0 € H cumple o(i) = j, la
igualdad o~1(j,0(k))o = (i, k) implica k € i < o(k) € j. Supongamos que hay c clases
de equivalencia distintas, como éstas conforman una particién de A, 5 = c-|1|. La tnica
posibilidad es ¢ = 1, porque 1,2 € 1, por consiguiente iR j para todo i,j € A, o lo que
es lo mismo, H contiene a todas las trasposiciones y por tanto H = S5. O

Ejemplo. El polinomio P = x° — 6z + 3 € Q[z] no es soluble por radicales.

Considerando la funcién f: R — R, f(z) = P(z), se tiene que f'(x) = 5z* — 6, de
donde f alcanza un méximo en xy = —+/6/5 y un minimo en z; = {/6/5. La funcién
f es creciente en (—o0,xy) y en (z1,00) y decreciente en (zg,x;). Como f(xg) > 0y
f(z1) < 0, necesariamente hay exactamente un cero real en cada uno de los tres intervalos
indicados.

Se puede probar que Aj es isomorfo al grupo de movimientos en el espacio que dejan
fijo el icosaedro. En este sentido la insolubilidad de la quintica tiene que ver con que
los radicales sélo otorgan simetrias que vienen de “pegar” unos cuantos Z,, mientras
que las simetrias del icosaedro son mas ricas. En general, los grupos de movimientos
son una fértil fuente de grupos simples, especialmente en espacios vectoriales sobre IF),.
Hay ciertas funciones (llamadas genéricamente funciones elipticas) que permiten generar
todas las simetrias del icosaedro, y admitiendo su uso en lugar de los radicales, resolver
la quintica. Estas ideas fueron desarrolladas por Klein en 1877.

4.3. Algunas aplicaciones

En esta seccion nos ocuparemos de algunas extensiones y aplicaciones de los resul-
tados de resolubilidad por radicales. Los temas seleccionados son clasicos, precediendo
cronolégicamente a la teoria de Galois y motivandola. Sirva su abolengo como colofén
histérico del curso.

El primer tema que vamos a tratar versa sobre ecuaciones algebraicas generales.
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independientes es inherente al origen histérico del problema de la resolubilidad por
radicales. Esto conduce a la definicién de ecuacién general.

Definicién: Se llama ecuacion general de grado n al polinomio 2™ + c,_ 2" 1 + -+ +
c1x + ¢y € K[z] donde K = Q[co, ¢1, . .., ¢,—1] con ¢; variables indeterminadas distintas.

Esta ecuacion general, tendra n raices, digamos r1, 79, . . ., 7, en su cuerpo de descom-
posicion. La relacién entre ellas y los coeficientes viene dada por las llamadas funciones
simétricas elementales (conocidas para los que hayan leido la letra pequena del primer
capitulo), o; = o;(r1,72,...,17,), definidas como la suma de todos los productos de j
raices, sin importar el orden:

O =71 +7ro+--+"Tn, Oa=7Tiro+rrs+---+rn-1"n, ... Op="71T2...7y.

Igualando (z — r)(x —79) -+ (2 — 1) y 2" + cp12™ L + -+ + 1T + ¢ se tiene que

oot = (=1)*ox(ri,79,...,7,). Si considerdsemos las raices r; como variables, entonces
para cada permutacion 7 € S,, la aplicacién 7; + r.(; definirfa un automorfismo
perteneciente a g(@(rh Toy .oy Tn)/Q(o1, ... ,an)) y de hecho todos serfan de esta forma

porque los elementos del grupo de Galois quedan determinados por la permutacion
que inducen sobre las raices. Esto prueba que el grupo de Galois anterior es isomorfo
a S,. Pero, la definicién de ecuacién general nos habla de coeficientes variables y no
de raices variables con lo cual el susodicho grupo de Galois no es exactamente el que
corresponde al cuerpo de descomposicion. Eso nos lleva a dar un rodeo. El concepto que
escondemos bajo la alfombra sin mencionarlo es el de grado de trascendencia [Gar], [St],
que es una generalizacion del grado para extensiones trascendentes (y por tanto infinitas)
representando el nimero de variables independientes que necesitamos para generar la
extensién. Intuitivamente, la conclusién serd que el grupo de Galois es isomorfo a S,
siempre que los coeficientes no tengan nada que ver entre si.

Proposiciéon 4.3.1 Si L es el cuerpo de descomposicion de la ecuacion general de grado
n, entonces G(L/K) = S,,.

Demostracion: Sean, como antes, r,79,...,7, € L las raices. Veamos primero
que cada a € L se escribe de forma unica como o = f(ry,re,...,7,) donde f €
Q(z1,x2,...,2,), esto es, f es un cociente de polinomios de n variables y coeficien-
tes racionales. Si tal representacion no fuera tnica, restando dos de ellas tendriamos
g € Q(x1,x9,...,x,) — {0} tal que g(ry,79,...7,) = 0. La funcién

F(xy,20,...,2,) = H 91y, Tr(2)s - - > Tr(n))

TESRK
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92 RESOLUBILIDAD POR RADICALES

Una vez que representamos cada a como f(ry,ra,...,r,), la prueba es como en
los comentarios previos a la demostracion. A cada m € S, le podemos asociar un K-
automorfismo:

L — L
f(rbTQa"')rn) f(TTr(l)vrTr(Q))"'a/rTr(n))

lo que implica que G(L/K) tiene un subgrupo isomorfo a S,,. Como ademds cada elemento
del grupo de Galois estd determinado por la permutacion que efectiia sobre las raices
1,79, ..., s (porque generan L), se deduce G(L/K) = S,,. O

Con esto llegamos al famoso resultado de Abel de 1824. Entonces faltaban unos anos
para que Galois escribiera su famosa memoria, con lo cual no es de extranar que la
prueba original tenga poco que ver, al menos en apariencia, con la nuestra.

Corolario 4.3.2 (Teorema de Abel) La ecuacion general de grado n no es soluble
por radicales para n > 5.

Demostracion: Se puede considerar que As es un subgrupo de S,, n > 5, hacien-
do actuar sus permutaciones sobre los cinco primeros elementos y fijando el resto. El
resultado se deduce del Teorema de Galois y del Lema 4.2.5. O

Hasta ahora hemos escrito teoremas profundos acerca de la solubilidad por radicales
y paraddjicamente todavia no hemos sido capaces de dar la formula general para resolver
la ecuacién de tercer grado que es conocida desde hace casi quinientos anos. Es hora de
remediarlo. En vez de buscar una férmula final compacta, que es muy poco atractiva,
trataremos de dar un método que tenga ciertos visos de generalidad y que ilustre dénde
entra la solubilidad del grupo. Seria estupendo que tras esta explicacién algin lector
comprendiera repentinamente como se las apanaban nuestros tatarabuelos matematicos
para hacer teoria de Galois sin toda la maquinaria del dlgebra abstracta. Y seria excelso
que también se percatase de que toda esta maquinaria no es superflua habida cuenta
del pingiie negocio matematico que hacemos pagando abstraccion por generalidad, rigor
y elegancia. Con tan buenos propdsitos damos paso al segundo tema, consistente en la
solucién explicita de la ctubica y su relacién con la solubilidad de Ss.

Sean 71,79, 73 las rafces de la ecuacién general de tercer grado a® + cox® + 12 + ¢p.
Ya habiamos visto que G(K (r1,79,73)/K) = S3 donde K = Q(cy, ¢1, ¢2). El grupo Ss es
soluble porque se tiene la serie de composicién

{Id} C A3 C S3
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la raices (que no tienen simetrias) a los coeficientes (que las tienen todas). Invirtiendo
estas aplicaciones se obtiene la solucién deseada.

Para completar este esquema partamos de una de las raices, digamos r;. Como hay
tres raices cubicas de la unidad, 1, w y @, tenemos tres resolventes de Lagrange asociadas
al elemento o de orden 3:

LO = ﬁ(l,a)(?”l):Tl—i‘?”Q—FTg
L1 = E(w,a)(rl) :T1+WT2 —Fw’l"g
Ly = L(@,0)(r) =1 +wry+ wrs

Conociendo estas tres cantidades podemos hallar facilmente la raiz de partida mediante
r1 = (Lo + Ly + Ls)/3. Por inspeccién directa, o apelando a la prueba de la Proposi-
cién 4.2.2, se tiene que L3, L3 y L3 son invariantes por o y por tanto estdn en Aj, de
hecho Ly = —cs (esto se debe a que 1 es una raiz de la unidad muy especial). Ahora lo
que hacemos es provocar nuevas simetrias en L? y L3 para que también sean invariantes
por 7. Se cumple 7(L$) = L3, con lo cual basta provocar dichas simetrfas en L. Esto no
es ningin milagro, sino el reflejo de que como A3 <S5 los cogrupos { A3, 7A3} conforman
una particién de Ss (y ademds heredan la estructura de grupo). Empleando las dos raices
cuadradas de la unidad, 1 y —1, se tienen las resolventes de Lagrange:

My = L(1,7)(Ly)=L°+L;
My = L(-1,7)(Ly)=L} - L}

Podemos recuperar facilmente L? a partir de My y My con L3 = (My+ M;)/2 y lo mismo
con L3. Finalmente, como MZ y M} son invariantes por o y 7 (de nuevo, por inspeccién
directa o la Proposicién 4.2.2), lo son por todo elemento de S5 y esto implica, lo creamos
o no, que al hacer los calculos deben pertenecer a K. Haciendo unas cuentas indeseables
(pero sistematicas si se procede como se indica en la prueba del Teorema 1.1.2), se tiene:

My = —2Tco + 9cico — 265, M7 = —27(c3¢; + 18cacicy — Ac; — dcieo — 27¢7).
Entonces una receta para obtener la solucion general de la cubica es:

1. Calcular My y M? con las férmulas anteriores.

2. Hallar L} = (Mo + My)/2, Ly = (Mo — M;)/2.

3. Finalmente, obtener r = (—cy + Ly + Ls)/3.

El nombre 7; es evidentemente convencional, y de esta forma obtenemos las tres raices.
Hay dos signos posibles para 1/ M2 pero no tiene influencia en el resultado porque su
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Ejemplo. Hallar las raices de 2* — 322 4+ 3z — 3 € Q[z] con el método antes indicado.

Aqui ¢g = ¢o = =3, ¢; = 3. Empleando las férmulas, My, = 54, M? = 542. De
donde L3 = 54, L3 = 0 (o en orden inverso si se escoge M; = —54). Por tanto L; =
3v/2,3wv/2, 3w/2. Finalmente, r = 1 + v/2,1 + w{/2,1 +@v/2.

La ecuacién general de cuarto grado se puede resolver de la misma forma escalando
por la serie de composicion, lo que ocurre es que ésta es el doble de larga, con lo cual
los calculos se duplican. El enfoque clasico es organizar las cuentas de manera que las
raices de la ecuacién de cuarto grado se relacionen mediante radicales con las de una
ecuacion de tercer grado asociada, llamada comtinmente cibica resolvente [Cl], [Rotm].
Desde el punto de vista de la teoria de Galois esto corresponde a que los cocientes Zs y
Zy que aparecen en la serie de composicion de S3 son los mismos que aparecen al final
de la serie de composicién de S;.

El tercer tema que trataremos es el del calculo explicito del grupo de Galois del cuerpo
de descomposicién de un polinomio en Q[z], y para darle un toque clésico analizaremos
un ejemplo que se puede relacionar con la constructibilidad con regla y compas.

Después de los resultados negativos que hemos visto, notamos que los ejemplos del
capitulo anterior de grupos de Galois de cuerpos de descomposicién de polinomios es-
taban ciertamente preparados. Dado un polinomio P € Q[z], lo més posible es que no
podamos dar siquiera generadores explicitos con radicales para su cuerpo de descomposi-
cién. Incluso en el caso 0P = 3, aunque tengamos férmulas explicitas para las raices, son
tan complejas que en general no ayudan nada a la hora de calcular el grupo de Galois.
Veamos que al menos en este caso hay un método sencillo para saber a qué grupo es
isomorfo el grupo de Galois. Nos restringiremos al caso irreducible porque el otro es casi
trivial. (Un andlogo para 0P = 4 puede encontrarse en [Ka] Th. 43).

Teorema 4.3.3 Sea P = x® + co2® + c1o + ¢g € Q[z] irreducible, L su cuerpo de
descomposicion y
A = 3¢5 4 18cycicy — 4c) — dcycg — 27k,

Entonces G(L/Q) = A3(= Z3) si y sélo si A es un cuadrado perfecto en Q, esto es,
VA € Q. En otro caso G(L/Q) = Ss.

Observacién: A A se le suele llamar discriminante y generaliza al concepto homéni-
mo en las ecuaciones de segundo grado en un sentido que se explicard mas adelante.
La proporcionalidad entre A y M? en la solucién general de la cibica no es casual y
estd relacionada con el hecho de que M; se construia de forma que tuviera las simetrias
de Az pero no el resto de las de Ss.

Y B 1 JEL | 1 1 1
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se anula para x = y y © = z (nétese que 1 + w = —w y w? = ©* = 1). Sustituyendo
en esta identidad las variables por las raices r1, o v r3 de P, elevando al cuadrado y
empleando la férmula para MZ, se obtiene

A = (ry —19)%(r1 — 1r3)*(ra — 13)%

Como [Q(rq) : Q] = 3 divide a |G(L/Q)| y los elementos de G(L/Q) permutan las raices,
sélo puede ser G(L/Q) = A; o G(L/Q) = S5. Todas las permutaciones de Az dejan
fijo (11 — r2)(r1 — r3)(r2 — r3) y ninguna de las de S5 — A3 lo hace (en el primer caso
basta comprobarlo para un 3-ciclo, y en el segundo para una trasposicion). Asi pues
G(L/Q) = Az siy sélo si esta cantidad pertenece al cuerpo fijo (Q(L/Q))/ = Q. Esto es,

siysélosi\/ZEQ.D

El concepto de discriminante se puede generalizar si partimos de la igualdad para A
probada en la demostracion anterior.

Definicién: Si P € K[z|, 0P =n > 1,y ry,r9,...,7, son sus raices (repetidas segin
sus multiplicidades) entonces se define el discriminante de P como

An(Py= ][] (ri—=r)

1<i<j<n

Observacion: Si L es el cuerpo de descomposicion de Py L/K es separable (lo que
estd asegurado si se exige char(K') = 0) entonces L/ K es una extension de Galois. Como
A, (P) es invariante por todos los elementos del grupo de Galois (porque es invariante
por cualquier permutacién de las raices), necesariamente en el caso separable A, (P) € K
y habra una férmula kilométrica que relacione el determinante con los coeficientes del
polinomio. Segtin la demostracién anterior A = Az(P) y un calculo prueba que en Q[z],
Ay (22 + bz + ¢) = b* — 4c lo que explica la notacién.

En principio uno podria aventurarse en la busqueda de un algoritmo para decidir
el grupo de Galois de cualquier polinomio. Tal algoritmo existe (véase [St], [Gar|) pero
es demasido complicado y computacionalmente costoso. Dicho esto, nos desquitaremos
hallando el grupo de Galois del cuerpo de descomposicion de un polinomio particular de
cuarto grado, y elevaremos los calculos al rango de lema porque nos servirdn para tratar
un problema de constructibilidad.

Lema 4.3.4 Sea L el cuerpo de descomposicion de P = x* — 102* — 4z + 6 € Q[z].
Entonces G(L/Q) = Ay.

Demostracion: Sean rq1,79,13,74 las raices de P y consideremos las cantidades:
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Aqui llevaremos a cabo los calculos en nuestro caso particular sin seguir un procedimien-
to sistematico (en [Rotm] p.61 se puede encontrar una férmula general). Concretamente
lo que haremos es hallar un polinomio ménico ciibico irreducible que tiene como raiz
a s1, lo que implica que necesariamente coincide con (). Con este propésito definimos
A =rirg y B = r3ry. Como el dltimo coeficiente de P es el producto de raices, AB = 6.
El coeficiente de 22 es —10 = 71y 4+ 7175 + 7174 + 19T + 1oy + 1374 = A+ B + s,
y el coeficiente de z se puede escribir como —4 = —rgry(ry + 72) — rire(rs + r4). Em-
pleando que 7| + 75 + r3 + 14 = 0 (del coeficiente de x?), la tltima igualdad equivale a
—4 = —B\/—s1 + Ay/—s1. En resumen, tenemos las ecuaciones:

AB:6, A+B:—10—81, (A—B>2:—16/81

Si multiplicamos por —4 la primera, le sumamos el cuadrado de la segunda y restamos
la tercera, se obtiene que s; es raiz de

Q =z + 202? 4 762 + 16.

Este polinomio es irreducible sobre Q (por ejemplo reduciendo médulo 3) y el resultado
anterior implica, tras unos cédlculos, que el grupo de Galois de su cuerpo de descompo-
sicién es isomorfo a Az = Zs. Por tanto los automorfismos de G(L/Q) deben permutar
ciclicamente los s;. Como ninguna trasposicién de las raices r; tiene esta propiedad, y
si la tiene cualquier 3-ciclo, se deduce que G(L/Q) es isomorfo a un subgrupo de A,
(que estéd generado por los 3-ciclos). Por otra parte, sabemos que [Q(r;) : Q] =4y
[Q(s1) : Q] = 3 (P y @ son irreducibles) dividen al orden de G(L/Q). En definitiva, la
tnica posibilidad es G(L/Q) = A,. O

Esto conduce a un contraejemplo al reciproco del Lema 2.3.1 que se puede generalizar
con la ayuda del teorema del elemento primitivo.

Proposicién 4.3.5 Para cada n > 2 existe un niumero real o no construible con regla
y compds tal que [Q(«) : Q] = 2.

Demostracion: Para el caso n = 2, sea o una raiz real de P = 2* — 1022 — 42 + 6,
entonces [Q(«) : Q] = 4. Si « fuera construible entonces existirfa Q C M C Q(«) con
[M : Q] = 2y por tanto, por el teorema fundamental de la teorfa de Galois, G(L/M),
con L el cuerpo de descomposicién de P, seria un subgrupo de indice dos (de orden 6)
de G(L/Q) = A4, pero A4 no tiene tales subgrupos.

Ahora generalizamos el contraejemplo por inducciéon. Supongamos dado § € R no
construible con regla y compds tal que [Q(3) : Q] = 2™. Siempre podemos hallar \/m ¢
Q(B), m € Z*, porque el cuerpo de descomposicién de 3, que incluye a Q(f3), tiene
un numero finito de subcuerpos por el teorema fundamental del teorema de Galois. El
teorema del elemento primitivo (Teorema 3.1.8) asegura que existe v tal que Q(v) =
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Observacién: El reciproco del Lema 2.3.1 sin embargo si es cierto con la hipdtesis
adicional de que Q(«)/Q sea normal, y por tanto de Galois. Un teorema de teoria de
grupos asegura que los grupos de orden 2" son solubles (véase [Cl], [Gal), en particular
lo es el grupo de Galois de Q(«)/Q y, aplicando la correspondencia entre subgrupos y
subcuerpos, la serie de composicion se transforma en la cadena de subcuerpos requerida
para la constructibilidad.

Como tema final, estudiaremos las extensiones ciclotomicas y su relacién con la cons-
tructibilidad de poligonos regulares.

Teorema 4.3.6 El grupo de Galois de Q(¢)/Q con ( = ¥/, es isomorfo al grupo
(multiplicativo) de unidades de Z,,.

Demostracion: Sea P € Q[z] el polinomio minimo de . Como P|z™ — 1, se tiene de
hecho P € Z[z] (por el lema de Gauss, ejercicio). Basta demostrar que las raices de P son
exactamente (¥, 1 < k < n, con k y n coprimos, ya que en ese caso los Q-automorfismos
serfan los o} determinados por o4(¢) = ¢* (Corolario 3.2.6) y la aplicacién del grupo
de Galois en el grupo de Galois en el grupo de unidades dada por ®(oj) = k seria
claramente un isomorfismo: es biyectiva y ®(oy0;) = ®(0g) = P(o%) - P(07).

Para probar que los (¥ son las raices de P, definimos Q,, como el polinomio resultante
al sustituir en P la variable z por ™. En particular P(¢*) = 0 & Q.(¢) = 0. Sea R, el

resto al dividir @),, entre P. La sucesion de restos Ry, Ro, Rs3, ... es periddica de periodo
n porque Qin(C) — Qn(¢) =0y, como P es el polinomio minimo de ¢, P debe dividir
a Qm+n - Qm

Por otra parte, desarrollando (a, ™ +a, 12" VP4 - -+a 2P 4-ag) — (ana"+a, 12"+
-+ 4 a1x + ag)? se obtiene

n

. !
dSla—a)a— N (@) (ana”)

rolry! -1y,
Jj=0 ro+rittra=p O 1 "

con 0 < r; < p. Los coeficientes del segundo sumatorio son obviamente divisibles por p,
y los del primero también lo son por el pequeno teorema de Fermat. En particular, los
coeficientes de ), — PP son divisibles por p para todo primo. Digamos que @), — PP =
pC = p(A,P+ B,) con 0B, < P, entonces necesariamente R, = pB,, (@), es un multiplo
de P maés pB,) y se deduce que los coeficientes de R, son todos miultiplos de p. Sea
N mayor que el maximo valor absoluto de los coeficientes de los R; (esta bien definido
porque los restos son periédicos). Evidentemente, si p > N se tiene R, = 0.

Si k = pips2---pr con p; primos mayores que N, entonces R, = 0 = P|Q,, y de
aqui P(CPY) = Q,, () = 0. P((PP2) = @, (CP*) = 0 (porque P((PY) = 0). e iterando
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Si uno recuerda el curso de Conjuntos y Numeros el siguiente corolario es una con-
secuencia directa, en otro caso, hay que husmear en la demostracion.

Corolario 4.3.7 Sin factoriza como n = pi"p3® ---p&" con p; primos distintos y o €

Z*, el grado de Q(¢)/Q wviene dado por la funcion de Euler ¢(n) = p**(p1—1)p5> " (pa—
D-pr o = 1)

Demostracion: Por definicion, la funcién ¢ de Euler cuenta los 1 < k < n coprimos
con n, asi que lo inico que hay que recordar es la férmula para ¢(n). Veamos una de las
pruebas que se pudo incluir en el curso de Conjuntos y Nimeros:

Si p es primo, se cumple ¢(p®) = p*~(p — 1) = p* — p*~! porque entre 1 y p* hay
exactamente p®~! multiplos de p. Con ello sélo resta probar que ¢(ab) = ¢(a)p(b) siay
b son coprimos. Si 1 < r < ab es coprimo con ab, al reducirlo médulo a y b se obtienen
restos r, v 1, coprimos con a y b respectivamente. Reciprocamente el teorema chino del
resto asegura que, dados estos r, y 3, existe un inico r médulo ab tal que r = r, (mod a)
y 7 =1 (mod b). Asi que los cardinales contados con ¢(ab) v ¢(a)@(b) coinciden. O

Antes de seguir fijemos una notacién que previsiblemente también se mencioné en
Conjuntos y Numeros.

Definicién: Los primos p para los que p — 1 es potencia de dos se llaman primos de
Fermat.

Si excluimos p = 2 como caso especial, todos los primos de Fermat son de la forma
22" 41 porque 2% +1 con b > 1 impar es compuesto: 2% +1 = (29 4 1)(20(0~1) —22(-2) 1
-+ — 2%+ 1). La terminologia viene porque Fermat crey6 erréneamente que todos los
nimeros de la forma 22" + 1 eran primos. El primer contrajemplo lo encontré Euler:
22" 41 = 641 - 6700417. De hecho a partir de n = 5 no se ha encontrado todavia ningin
primo.

Con esto ya estamos preparados para extasiarnos con el resultado de Gauss sobre
constructibilidad de poligonos regulares, uno de los mas bellos de las Matematicas.

Teorema 4.3.8 El poligono reqular de n lados es construible con regla y compas si y
solo stm = 2"pps - - - pr con p; primos de Fermat distintos.

Demostracion: Distingamos ambas implicaciones. Escribamos ¢ = /™,

=) Segin el Teorema 4.3.6 y su corolario, Q(¢)/Q tiene grupo de Galois abeliano
de orden una potencia de dos. Como Q(cos(27/n))/Q es una subextension de Q(¢)/Q,
debe ser de Galois (en un grupo abeliano todo subgrupo es normal) y tener también

estas propiedades. Digamos G = G(Q(cos(27/n))/Q) con |G| = 2™. Al ser G abeliano,

oc anliihle v aviete nna corio do comnacicidn:
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donde L; = G, ; tal que [Ljy : L] = 2.
<) Si n no es de la forma indicada, entonces [Q(¢) : Q] no es una potencia de dos,

y como [Q(¢) : Q(cos(2m/n))] < 2, porque ¢ + (' = 2cos(27/n), [Q(cos(27/n)) : Q]
tampoco lo es. El Lema 2.3.1 implica entonces que cos(27/n) no es construible. O
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Ejercicios del Capitulo 4

LEYENDA: O facil, < dificil, << muy dificil, o opcional.

Seccién 4.1
1. Probar que si un grupo finito no trivial G no tiene subgrupos propios, G = Z,,.

2. Si un grupo soluble tiene como cocientes Zs y Zs, apareciendo en ese orden, ;puede
encontrarse siempre otra serie de composicién de manera que aparezcan en orden inverso?

©3. Dar una serie de composicién para Z,x.

4. Deducir del ejercicio anterior y del teorema de clasificacién de grupos abelianos
finitos que todo grupo abeliano finito es soluble.

5. Hallar tres series de composicion distintas para Zis x Ss.
6. Hallar una serie de composicion para Dy.

Q7. Hallar H; C Hy C G tales que Hy < Hy, Hy < G pero de modo que H; no sea
normal en G.

8. Demostrar que todo subgrupo de indice dos es normal.

9. Sean K C M C L con M/K y L/K extensiones de Galois, demostrar que si
G(L/K) es soluble, entonces G(M/K') también lo es.

10. Demostrar que si G y H son solubles entonces su producto directo G x H también
lo es.

11. Demostrar que Sy es soluble.
12. Dar dos series de composicién para Sy.

13. Dado un grupo finito G se define su conmutador como C(G) = (g~ *h~tgh
g,h € G). Demostrar que C'(G) es un subgrupo normal y G/C(G) es abeliano. Deducir
que si C(G) es soluble, G también lo es.

14. Demostrar que una cadena de subgrupos normales {e} = Go S G1 & Ga--- &
G, =G, G;<Gi1, 0 <1 < n,no es serie de composicién si y solo si para algun i existe
un subgrupo H tal que G; < H <G;11 con H # G;, Gy1.

15. Demostrar con detalle que todo grupo finito tiene al menos una serie de compo-
sicién.
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18. Hallar todas las series de composicion de Z, x Ss.

019. Proceder como en la prueba del teorema de Jordan-Hélder para deducir que si V1<
H,<G, Ny<iHy<iG, entonces N1(Hy N H2)/N1(H1 NNy = Hi N H2/(H1 N No)(Hy N Ny)-

$20. Se llaman clases de conjugacion en un grupo G, a las clases de equivalencia de la
relacién g1 Rgs < g1 = h™'goh. Demostrar que el cardinal de cada clase de conjugacién
divide a |G|. Indicacidn: Definivr H, = {h € G : h~'gh = g} y probar que hay una
biyeccién entre los elementos de la clase de conjugaciéon que contiene a g y los cogrupos

de G/H,.

{21. Demostrar que en un grupo de orden p™, con p primo, las clases de conjugacién
con un solo elemento conforman un subgrupo normal no trivial. Deducir de ello que todo
grupo de orden p” es soluble.

$<O22. Demostrar que cualquier grupo de orden 100 es soluble. Indicacion: La dificultad
radica en gran medida en recordar los teoremas de Sylow.

Seccién 4.2
©23. Demostrar que todo P € R[] es soluble por radicales.
24. Demostrar que M /K radical y L/M radical = L/K radical.

25. Si a, B € C estan en sendas extensiones radicales de Q, probar que Q(«, 5)/Q
es radical.

26. Sea « en una extensién radical de K. Probar que L(a)/K(«) radical = L/K
radical.

©27. Probar que si una raiz de un polinomio irreducible en Q[z] estd en una extensién
radical, entonces lo estan todas.

28. Dar tres ejemplos de quinticas no solubles por radicales.

29. Probar que si las raices de P € Q[z] son iguales salvo multiplicar por elementos
de K, entonces P es soluble por radicales. Indicacion: La terminologia “abeliano” viene
del estudio que hizo Abel de este tipo de polinomios.

30. Sea P € Q[z] un polinomio irreducible de grado primo 0P = p > 3. Usando un
resultado de teoria de grupos se puede probar que el grupo de Galois G de su cuerpo
de descomposicion tiene un elemento de orden p. Dando esto por supuesto, demostrar
que si P tiene exactamente dos raices complejas entonces G = S, y P no es soluble por
radicales.
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33. Demostrar que para resolver una ecuacién de cuarto grado, se necesitan a lo mas
raices cuadradas y ctbicas.

34. Verificar que si a = (1,2,3,4,5) 6 a = (1,2)(3, 4) entonces (3,4,5)ta"1(3,4,5)a
es un 3-ciclo.

35. Explicar por qué los 3-ciclos en S,, generan todas las permutaciones pares.

36. Refinar el problema anterior, probando que los 3-ciclos de la forma (1,a,b) € S,
generan A,.

©37. Dar un ejemplo de un polinomio de sexto grado no soluble por radicales.

38. Sea P un polinomio irreducible de Q[x] con P = 4 y cuerpo de descomposicién
L. Demostrar que si P tiene dos raices reales, entonces G(L/Q) es isomorfo a Sy 0 a Ds.

$39. Sea un subgrupo H C G tal que H no contiene a ningtin subgrupo normal no
trivial de G. Probar que G es isomorfo a un subgrupo de S,, con m = |G|/|H|. Deducir
de ello que al permutar las variables de una funcién f € Kz, x,...,z,] de todas las
formas posibles, si se obtienen méas de dos funciones distintas, entonces se obtienen al
menos n. Indicacion: Comenzar probando que cada g € GG estd totalmente determinado
por su accién sobre los cogrupos de G/H.

O<40. Sea L/Q una extension de Galois tal que para cualquier par de subcuerpos My,
M, hay una relacién de inclusién (esto es, My C My o My C M;y). Demostrar que L/Q
es radical. Indicacion: Utilizar los teoremas de Sylow y que por un problema anterior los
grupos de orden p" son solubles.

41. Usando un resultado de teoria de grupos que implica que un grupo de orden
multiplo de orden 5 siempre tiene un elemento de orden 5, simplificar la prueba de que
P € Q[z], 9P = 5, irreducible con exactamente tres raices reales = P no es soluble por
radicales.

O<O42. Sea P € Q[z] irreducible de grado primo p y sea L su cuerpo de descomposicién.
Demostrar que si P es soluble por radicales entonces cualquier serie de composicion de
G(L/Q) debe tener primer grupo no trivial G; = Z,,.

Seccion 4.3

43. Hallar los posibles grupos de Galois de una ciibica no irreducible en Q|x].

44. Demostrar que si aj,as, a3 y a4 son raices de P € Q[z], 0P = 4, entonces
Qe + agay, ajag + asay, ajay + asag son raices de cierto € Q[x] con 0Q = 3y se

cumple Ay (P) = A3(Q).
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47. Resolver con radicales 23 + x + 3 = 0.

48. Demostrar que si P € Q[z] es un polinomio cibico irreducible y « es una de sus
raices, su cuerpo de descomposicién es L = Q(vV A, «).

49. Sea P € Q[x] irreducible de grado n. Demostrar que /A, (P) € Q si y sélo si el
grupo de Galois (identificado como grupo de permutaciones de las raices) de su cuerpo
de descomposicién es un subgrupo de A,.

50. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y 2% +az?+b € K|z] irreducible.
Probar que el grupo de Galois de su cuerpo de descomposicién es isomorfo a Zy X Zsg si

Vb € K es isomorfo a Zy si Vb & K y \/b(a? — 4b) € K; y es isomorfo a Dg si vb & K
y /b(a? — 4b) ¢ K

51. Si P € Qz] es un polinomio irreducible de tercer grado con sus tres raices reales,
probar que no existe ninguna extension radical real que contenga a las tres. Esto es, no
se puede resolver la ecuacién P(z) = 0 s6lo con radicales reales.

52. Probar con detalle que el polinomio minimo sobre QQ de e2mi/n

Z[z].

debe pertenecer a

$53. Demostrar que el polinomio minimo de €>™/™ sobre Q es P =[] d‘n(:v”/ d_1)md),
donde pu(d) es la funcién de Mobius, que vale 1 si d = 1, (—1)" si d es producto de r
primos distintos, y cero en otro caso. Utilizar este resultado para hallar el polinomio
minimo sobre Q de ¢™/19,

54. Demostrar que el polinomio minimo de e2™/7* sobre Q es zP®—1) 4 2P(=2) 4 ... 4
P + 1.

55. Demostrar con detalle que si p es primo, todos los coeficientes del polinomio
(an®™ + @y 12" P b ayaP +ag) — (an2™ + Gy 2" - -+ ayz +ag)P son divisibles
por p.

56. Hallar todos los n menores que 260 tales que el poligono regular de n lados sea
construible con regla y compas.
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Apéndice del Capitulo 4

Conoce a tus héroes

(Més informacién en: http://turnbull .mcs.st-and.ac.uk/history/)

g

La breve vida de Abel es-
tuvo dominada por penalida-
des y su temprana muerte
motivada por la penuria que
le tocd sufrir. Su resultado
mas conocido es la prueba de
la imposibilidad de resolver
la ecuacion general de quin-
to grado con radicales (cuya
publicacién en un articulo de seis paginas, sufragé él mismo), para lo cual empleé algu-
nas herramientas de lo que hoy llamariamos teoria de cuerpos y un teorema de Cauchy
de la incipiente teoria de grupos. Sus avances en otras areas de las Matematicas son
también de primer orden, a pesar de su corta vida. Asi contribuyé a la teoria de series y
a la teoria de funciones elipticas, y creé lo que hoy conocemos como integrales abelianas.
Su nombre ha quedado inmortalizado en la notacién matematica comin asociado a la
conmutatividad.

Apellido: Abel

Nombre: Niels Henrik
Nacimiento: 1802 Frindoe
Defuncién: 1829 Froland

Bla, bla, bla

= Todo el mundo sabe que los geometras mas eminentes no han tenido éxito en la
biusqueda de una solucion general de las ecuaciones de grado mayor que cuatro, o
(para ser mds preciso) en la REDUCCION DE ECUACIONES MIXTAS A ECUA-
CIONES PURAS. Y hay pocas dudas de que este problema no estda simplemente
mas alla de la potencia del andlisis contempordneo, sino que se muestra imposible.
C.F. Gauss 1801.

» Teorema: St uno anade a una ecuacion dada la raiz v de una ecuacion auziliar
irreducible: (1) una de estas dos cosas ocurren: o el grupo de la ecuacion no cambia,
o se diwidird en p grupos, cada uno de los cuales pertenece a la ecuacion dada
cuando se anade una raiz de la ecuacion auxiliar; (2) estos grupos tienen la notable

nroniedad de mwe se nuede nasar de uno a otro anlicando lo misma sustitiucidn de
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ya que su proposito es llenar esta laguna en la teoria de ecuaciones algebraicas.

N.H. Abel 1824.

. Qué hay que saberse?

Digamos que en una version minima, es necesario saber la definicién de grupo soluble
y la relacién entre solubilidad de grupos y de ecuaciones, esto es, el teorema de Galois.

(PQR) Preguntén, quejoso y respondén

Q- ;Realmente a alguien le importa si una ecuacién es soluble por radicales o no? El teorema de
Galois no parece interesante, porque con un ordenador podemos aproximar las raices con precision
arbitraria.

R~ En los libros de divulgacion habitualmente se menciona el teorema de Galois, con lo cual segura-
mente sea atractivo incluso para los que no son matematicos profesionales, a pesar de su escaso
valor practico.

P- ;Hay algoritmos para calcular el grupo de Galois, salvo isomorfismos, del cuerpo de descomposi-
cién de un polinomio en Q[z] que sean suficientemente eficientes como para ser programados en
un ordenador?

R~ Si, al menos para grados pequefios, porque hay paquetes mateméaticos para ordenadores persona-
les que incluyen esa funcién.

P- ;Todavia se investiga en teoria de Galois?

R~ Aunque la teoria de Galois cldsica, que es la que hemos estudiado, tiene un aspecto maravillo-
samente cerrado y perfecto, su relacién con diferentes temas abre nuevos horizontes y lleva la
teoria de Galois, en un sentido amplio, a la vanguardia de la investigacién.

Q- Segun creo, la prueba de Abel de su teorema constaba de 6 paginas, la memoria de Galois de
17, vy Gauss dedicé sélo la tltima seccién de su obra maestra Disquisitiones Arithmeticae a la
constructibilidad de poligonos regulares. No entiendo por qué a nosotros nos ha costado todo un
largo curso obtener sus resultados.

R- En primer lugar, hemos elaborado una teoria general que era desconocida por ellos y que permite
entender lo que hicieron dentro de un contexto mas amplio. Ademads en el caso de los trabajos
de Abel y Galois (no en el de Gauss) hay fallas de rigor que no serfan aceptables con los niveles
comunmente exigidos actualmente.

Q- De todas formas parece mas facil entender las ideas fundamentales a través de unas pocas paginas
no muy rigurosas que entresacarlas de las demostraciones de una marana de teoremas generales.

R~ Puede que si, y muchos matematicos eminentes han recomendado leer a los clésicos.
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