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POLITECNICA _%e

Mecanica de Fluidos Avanzada

Metodos Aproximados de Capa Limite
Laminar Compresible con M, ~1

Benigno Lazaro Gémez

UNIVERSDIDAD POLITECNICA DE MADRID. ESCUELA TECNICA SUPERIOR INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

ECUACIONES Y CONDICIONES DE CONTORNO C’%
e

Ecuaciones de la capa limite laminar compresible:

o(pu) 9(pv) _
Ox i ay =0

6(puu)+6(pvu) S dp., 0 ( au)

ax ay  dx ay\"ay

0(puho) | 0(pvho) _ 8 ( dho) 1-Prd ( oh
ax ay  ay\Hay Pr ay\May

POLITECNICA

con:

-1
4 p T
ho=h+u?/2=c,T+u?/2; —=1; —=(_)
¢ i Pe P

bs sa.copsptve SR

Ten = 110 K (aire)

BAL (T)m T Tl
He T, T/Te+ T/ T,

ETSIAE-MUIA MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA 2



ECUACIONES Y CONDICIONES DE CONTORNO %
I-.:_—.

Para T,~300 K:

g Ly
He Te
Ecuaciones del flujo exterior (I: coordenada a lo largo de linea de
corriente): Jha JUu) 3 2
T+ U = ue™) _
ug) 1 8ps L oRN® BHg, 2 (a+ %) 0
Bl e 1R e e ;) 5 Flujo exterior con conservacion

ds Lb de magnitudes de remanso
5= 0 hoe =cte

Para la linea de corriente que limita a la capa limite, con [ =~ x:

dh,
=——= > h,+u?/2=h
d.x € 8/ Oe
Independiente de x
(. ETSIAE-MUIA ol MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA 3

<

.
ECUACIONES Y CONDICIONES DE CONTORNO %

Condiciones de contorno:

a)y=0:
= (), V=1,
_aT dp 40 dp
T=Tp0'@=—? « ho=hp0 E=—Cp-§
—_— —
?wwl QiS\g dha . €] HACa v
b) y = oo; Uaincho %70
U = U T > T, © hg = hee
C) x = x,:
u(x,¥) =ug(y);  ho(x,¥) = hoo(y)
ETSIAE-MUIA MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA 4



ECUACION DE KARMAN COMPRESIBLE

POLITECNICA

Integrando transversalmente la ecuacion de continuidad y de cantidad

de movimiento, se obtiene:

dé 1 du A A )
—2+(2+H12—Mg) e i B vy

iRy el B TP
dx U, dx IRT hy u,
X = Xo; 62 — 620
ETSIAE-MUIA MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA 5

SOLUCION PARA Pr =1, gp = 0,vp = 0

POLITECNICA

Para Pr = 1,q, = 0 (pared adiabatica), la ecuacion de la energia se escribe

como:
d(puhgy) " d(pvhy) 0 [ dhg
ox dy  dy # ay
dhg
y =0 E=0; y 20 hy = hge

x = 0 h0=h08

ho = hOelV(x»J’) b G

cuya solucion es:

Entalpia total uniforme en la capa limite y en el flujo exterior.

ETSIAE-MUIA MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA
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H e > (1 . %
s = 0 TR =

[Fo=pee |
METODOS APROXIMADOS CON Pr = 1, gp = 0,vp = OQ

Si se aproxima el perfil de velocidad por una ley conocida:

iE = anie,

POLITECNICA

Debe cumplirse: fO =0 f"0)=-1-8"2w hM &T}Q‘(\fw
fin— o) >1; f'(n =) 0.

T wuf efects viscosss

siendo:

. Pe6§ du, F 33 &, Gont - oV 2A \d-ro :
_FOe dx ’ £ h O:-C-E—-}-—( R
Ly -Thw ates 24 aﬁx o

con g = u(Tye) = pp, que no cambia con x. Proponemos: ¢ = Pelkéu‘l W[\Qb& 540 )
fa =AM +1-8" f(n)

unﬂ d
0= fe +hle = ﬁ
ETSIAE-MUIA MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA 8 (1‘#’\-
Jo) .- AMEE o
Mp */e @

R
7
(%<



METODOS APROXIMADOS CON Pr = 1, gp = 0,vp = o(’_j]
etsiae

Con f(n) prescrito, se pueden evaluar las propiedades de la capa limite:

Sl(l,y;1M§)=L1(1—;—e$—e)dn Ll(l—{1+y—;1-M§[1—f2]}

| ) Lip u( ) . y—1 =4
o3| 4, M? il il § el 2[1 — f2 i
z( 2 1 n= _’;[14‘ Mg[1 f]] f(1—f)dn

0 Pele Ue 2

=1

f)dn

8'1 y_l 2
le_gz_le(Aa 2 Me)

_ =
%Cj-ifd____lu‘l = T —f(O) 52-T(A T’Mg)
thae_ #03 e A 1T
FOf ';n Cromy Clﬂ..
2 Whouasen
ETSIAE-MUIA MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA 9

METODOS APROXIMADOS CON Pr =1, gp = 0,vp = 0(5"

Multiplicando la ecuacion de Karman por pe(ﬁzue /u(,e se obtiene:

peue i 2 y—l s, =1
T (62)—2(?‘ (2+ Hyp) - ( (y—l) (2+H12) 5 Mg)-a)_F(ATMZ)

| . o RN :-} ................. _EM »?c(& t *" w,(zh&
Siguiendo la propuesta de Thwaites: PERLLLA O pequLAD

8. ¥l ) i
F(AZM) (ZMB b zMez

En el limite (y — 1)M?/2 « 1 proponemos:

-1 -1
a(yz Mg)zag-(1+6ayTM§)

| -
b(yz Mg)”b"'(l”"yz M‘%)

ETSIAE-MUIA MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA 10




METODOS APROXIMADOS CON Pr =1, gp = 0,vp = 0 %

~(ea ‘\m"‘ixe
Con a, = 0.45, by = 6 siendo las constantes del método de Thwaites para
(y—1)MZ/2=0. Las constantes C,, C, se pueden estimar al resolver

flujos tipo con f(n) prescrito.

p )

C, puede obtenerse tras determinar T(A,"T_IMg) en el flujo de placa plana

A = 0) utilizand fil de velocidad prescrito: X &
( . ) utili o un perfi idad pre ezt—"ﬂé&pgl
! Aq? y =1
¢T=F=a\:aau+0-t'f“‘)"lg - (T(O'TMEZ)_l)
* (y-1)M? T(0,0) (y-1)M2 /20

(M4 E€) > {+nE
Por ejemplo, para perfil lineal de velocidad resulta T = §,, y se obtiene:

Co~—0%

De igual forma, C, puede estimarse al analizar el flujo de punto de
remanso en el limite (y — 1)M2/2 - 0.

ETSIAE-MUIA MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA 11

METODOS APROXIMADOS CON Pr = 1, gp = 0, v, = of -

Para C, - (y —1)MZ/2 « 1, despreciando este término y multiplicando la
ecuacion de Karman por u20 ™"

pe d b(] 2 ;) 1 bg—=1
——(u,0%)=ag-|1+C,——M2)-u.°
#Oe d.x( e 2) 0 a 2 e e
es decir:

bq x 1/(y-1)

u - a -1 -1 =

Beshi—=) ¢l e Iz ) {1+ L2 ulo ™y
u bo A 2 g
€ Poel, “xy

que en el limite (y — 1)M?/2 « 1 proporciona:

by x
u -a 1+(y—1):-C £y
O e S B e L M2 )ul " dx
bg 2 €
Uy Poele Yxq

bg 2
u - X M, bg—1
62 =~ 8%, (Lﬂ) + Loefo (1 - —-"-) u,’ dx
Ug Poele’ X0 2
Con G ~—0.7 :
ETSIAE-MUIA MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA 12
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERfA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecéanica de Fluidos Avanzada Problema 04-11-2014

La capa limite viscosa sobre una placa plana sometida a una corriente uniforme de un liquido de velocidad Uy esta dada
por la solucién de Blasius. Si la corriente uniforme esté a una temperatura Ty la placa a una temperatura Tp constante,
hay una capa limite térmica que responde a la ecuacién

3T+vi€ --ka_z_j‘:
Pe\ "oz oy ) T oy*’

donde u y v son las componentes de la velocidad obtenidas con la solucién de Blasius. La densidad del liquido es p, el calor
especifico es ¢ y la conductividad térmica k. La difusitividad térmica o = k / pe tiene las mismas dimensiones que la viscosidad
cinemitica v y su cociente es el mimero de Prandtl Pr = v/a. Cuando el mimero de Prandt] es pequeno, el espesor de la
capa limite térmica es muy grande frente al de la capa viscosa, de modo que la velocidad del liquido en préacticamente toda
la capa limite térmica es U,,. Se pide:

1.- Simplifiquen la ecuacién de la capa limite térmica para el caso considerado Pr < 1. Indiquen la condicién inicial y
condiciones de contorno para este problema.

2.- Muestren que existe solucién de semejanza del problema. Obtengan la variable de semejanza y la ecuacion diferencial
ordinaria que permite determinar la temperatura adimensional. Para obtener la solucién, tengan en cuenta la similitud de
este problema con el problema de Rayleigh.

3.- Obtengan el flujo de calor en la placa en forma del niimero de Nusselt Nug,.
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecanica de Fluidos Avanzada Problema 10-11-2014
La capa limite viscosa sobre una placa plana sometida a una corriente uniforme de un liquido de velocidad U, esta dada
por la solucién de Blasius. Si la corriente uniforme esta’a una temperatura T, ¥ la placa a una temperatura Tp constante,
hay una capa limite térmica que responde a la solucién de semejanza dad por la ecuacién
d*6 de
= — =0,
= + Pr f(n) & =

donde 7 es la variable de semejanza de la solucién de Blasius

n=y Fonr
mientras que la temperatura adimensional es
- T — T
T T~

y f (n) es la funcion de corriente de la solucion de semejanza de Blasius que es conocida. En particular se tiene f*(0)=0.4696.

Cuando el numero de Prandtl es grande (Pr >> 1) la capa limite térmica es mucho més delgada que la viscosa, de modo
que la velocidad del liquido en la capa limite térmica se puede aproximar por su valor cerca de la pared. Teniendo esto en
cuenta se pide:

L- Valor de la funcién f (n) en las proximidades de la pared (n < 1)

2.- Orden de magnitud de 1 dentro del espesor de la capa limite térmica.

3.- Flujo de calor en la placa en términos del nimero de Nusselt Nu,!

!Tengan en cuenta que i
fn exp (—g"’/S) dg =~ 1,2829.
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecanica de Fluidos Avanzada Problema 17-11-2014

El perfil de velocidad exterior a la capa limite del extrad6s de un perfil, en algunos casos puede aproximarse por

u T
0<z <z = mg—
Uw Ig
Ue
rp<r<zI =
U
u r—z
nn<z<e: = =a-(a—-1) -
Uas c—1x

donde c es la cuerda del perfil conocida y a > 1 una constante también conocida. El perfil de velocidades anterior esta dado

en al figura adjunta para a = 1,2, zo/c = 0,05 y 21 /c = 0,2. Consideren el flujo de un fluido incompresible.

/e =0.05; x,/c=0.2;a=12

14 T

12

0.6

/
O_B ‘
i
{
|

e | ] | 0 0 ]
02 —t :

0 01 02 03 04 O5 06 07 08B 05 1

Se pide:
1.- Determinar la distribucion del coeficiente de presiones ¢, (z) definido como 2 (pe — poo) /pUZ.

2.- Determinar el ¢, global del extrados.
3.- Determinar el cuadrado del espesor de cantidad de movimiento 62 utilizando el método de Thwaites, en cada uno de

los diferentes tramos del perfil de velocidades. Utilicen los datos dados mas arriba.

4.- Obtener el valor del parametro adimensional A (z/e).
5.- Posicion del punto de separacion, z, /e de acuerdo con el método de Thwaites.




SOLUCION

El coeficiente de presiones es

2
r1<z<e: c,p—l—[a—(a,—l)z Il].

El valor medio del coeficiente de presiones esta dado por

que puede escribirse como

T 2 T e ~ 2
E,,=1——1~/ (ai) d:z:—% a.ad:c—% [a—(a—l)m xl] dz,
0

c

lo que proporciona
= = o Ll S #el _l 2 _.._._1)
e=1 a( ) 3(1+a+a)(1 =

La distribucion de c, y &, se da en la figura siguiente, donde puede observarse que ¢, = —0,21.

x/c=0.05; %, /c=0.2;a=1.2

06
0.4
0.2

1
08 1Y
i
1

02 _...--::'_";_ —-1:"_"“""
04 : :

06 : '

El espesor de cantidad de movimiento estd dado por

g- i [ B [ (' 2)

Para el pimer tramo z; = 0 y u, (z;) = u. (0) = 0, de modo que se tiene

-6 .z 5
0.45v [ u X 0,45 ve zg
et T Rk ] [ e e A
dSesms d=ae (Um) /; (“:ca) B e Uy 6!

que es constante en todo el tramo. Para el tramo intermedio se tiene z; = zg y . (Z;) = u. (z) = aUx y, por lo tanto,

it O L, LR (o ey
6a U 2 U, 8% 1. 6 Us

o<z ; 5§=

ya que U, (zi) /u. (z) = 1. En particular, en z = z; se tiene
0,4 5
8 ()= 2B 2 (z_l % _xa)_

Para el dltimo tramo z; < z < ¢, se tiene

s s8] S 2) " [ 524)




y dado que

%52 - e )
la integral

[ -2 [ [5e] o[58 - e {5 - [}

resultando

-] o [ty

o bien

c 6

que para ¢ = z; se recupera el valor de 63 (z;) y donde la variacion con z entra a través del término u;®. La representacién

00 Sl (2 7)- Ll

grafica de 63U /ve se da en la figura siguiente.

xo/c=0.05; x,/c=0.2;2a=1.2
09
08
07
086

05 .
{8; 12U fwe T ) v i —

03
02 S

01

o 01 02 03 04 05 06 07 08 059 1
xfc

El coeficiente adimensional A estd dado por
- ﬁ due U2 d(u./Uoo)

A

v dz ve d(zfc) °

que para cada uno de los tramos toma la forma

ya que en este tramo es du./dz = 0. Para el tltimo tramo z; < z < ¢, con

d(ue/Us) __1l-a
d(z/c) 1—(z1/c)’

_045(1—a) [[1=(z1/¢)] , [1 (=1 5c [1 - (z1/0)] | [te (z1)]®
g 1—(z1/c){ - a) +{E(?1'6_;)‘ stl—la) }[ugcxl)] }

La separacién se produce cuando A = —0,09, que en este caso corresponde a z/c = 0,663, como puede observarse en la figura

se tiene

siguiente.

Eligiendo el pardmetro a = 1,116 el desprendimiento se produce al final del perfil (z =c) y &, = —0,104.
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecanica de Fluidos Avanzada

Una placa plana mantenida a temperatura uniforme y constante T, se expone a un flujo uniforme alineado con la placa
de un fluido incompresible caracterizado por velocidad y temperatura U, T..

A
3 4

Las leyes que describen el campo de velocidad y temperatura en la capa limite que se forma sobre la placa plana se
aproximan mediante leyes lineales:

l”{y/h 0<y/h<1
Ue L1 y/h>1

conf = (T—-Ty)/ (Tp — T, ) y con h, hy representando, respectivamente, los espesores totales del perfil de velocidad
y temperatura en la capa limite.

Determinar, para distintos valores de Pr = uc,/k, el valor de nimero de Reynolds Res, = pU., 83/ basado en el

espesor de entalpia 85:
"oy T-T, "ou T-T
5=f —(1— ”)dy:f — = dy
T Jod U\ Ta—T, b Ualy~Ts

como funcién de Pr y del nimero de Reynolds Re, = pU,x/p.

Determinar asimismo, como funcion de Pr y de Re,, el valor del nimero de Nusselt Nu,:
qpX

con g, = —k(8T/dy)y=o.
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO. ETSIAE

Mecénica de Fluidos Avanzada Examen Parcial 12-11-2016

En la capa limite laminar de un liquido (densidad p, viscosidad , calor especifico ¢ y conductividad térmica k), la corriente
exterior es de valor u, (z) conocida (y de valor caracteristico u.) y la temperatura exterior es T, constante y conocida. La
pared tiene una longitud caracteristica £ y su temperatura es Tp constante. Se sabe que el nimero de Prandtl, puc/k, es muy
grande, de modo que el espesor de la capa limite viscosa, 4, es muy grande frente al espesor de la capa limite térmica, 7.

Se pide:

1. Determinen el gradiente de presiones en funcién de u,. (z). Indiquen como debe ser la variacion de U, () para que el

gradiente de presiones sea favorable.

2. Orden de magnitud de las velocidades longitudinal y transversal en la capa limite viscosa. Orden de magnitud del

espesor 4§, de la capa limite viscosa.
3. Orden de magnitud del coeficiente de friccién definido como Cy = 27,/pu?, siendo 7p el esfuerzo en la pared.

4. Orden de magnitud de las velocidades longitudinal y transversal en la capa limite térmica. Orden de magnitud del

espesor de la capa limite térmica.

5. Orden de magnitud del flujo de calor en la pared en términos del ntimero de Stanton: St = @p/ [puec (T, — T)] .




SOLUCION

1.- El gradiente de presiones esta dado por
dpe die

&
Para que sea favorable, es necesario que dpe /dz < 0, lo que implica du./dz > 0.

2.- En la capa limite viscosa la velocidad longitudinal es u ~ u, ~ u., mientras que la velocidad transversal, de la ecuacion
de la continuidad se tiene

v
Vv Up— K Ue:

!

para obtener el orden de magnitud del espesor de la capa viscosa debe ocurrir que

oz~ o T g T Wl IRe

va que pvdu/dy ~ pudu/ox.
3.- El esfuerzo en la pared esta dado por

ou Ue Ue £ Ue
Tp_”(a_y)yzg”“i““_av e

de modo que, de la definicién de C; se tiene
1
VRe

4.- En la capa limite térmica, de espesor mucho menor que la viscosa, la velocidad longitudinal es, en primera aproximacion,

Cy r~

T )
uz(f)?}“’“ﬂi«“m

ya que d7/6, < 1. En definitiva se tiene
op

U~ Ug REE'

De acuerdo con la ecuacién de la continuidad se tiene

o o7\
v~u—~uVRel — ] .
¢ [
Para determinar el orden de magnitud del espesor de la capa limite térmica, bastara con hacer que cualquiera de los términos

convectivos (los dos son del mismo orden) sea del orden del término de conduccién; esto es:

or o*T pe(Ty — Tw) op k(Tp—Tw) o7 "
i s A CENE o e N Par ey e o0y 2w ppif3 1/2
puco- k 7 => 7 u.V Re 7 ) == Er xRe =,

5.- El flujo de calor en la pared esta dado por

qp:_k(a'r) k(T -Te)  k(Tp—Tw) € k(T ~Tsx)
y=0

el 1/3p.1/2
y b T br @ QL

de modo que el niimero de Stanton queda

i) k(s — Tso) Pri/3Rel/? ) k p Pri/3Rel/2 ~ Pr=2/3 x Re~1/2,

St
pucte (TP —Tx) pe puct




ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecanica de Fluidos Avanzada Examen Parcial 12.11.2016

Se desea describir, de forma aproximada, la capa limite que se desarrolla sobre una placa plana expuesta a un flujo
uniforme, compresible subsonico, caracterizado por un nimero de Mach sin perturbar M,, en un gas calorificamente
perfecto que verifica:

Pr=1, (y—1)MZ/2 « 1
La placa plana estd aislada térmicamente y la viscosidad del gas puede aproximarse mediante una ley simplificada:
i 3
te T
1) Determinar el campo de temperaturas T/7, y de densidad p/p. en la capa limite como funcion de

((r —1)MZ/2,u/u,). Siendo up el valor de la viscosidad del fluido en v = 0, determinar asimismo la relacion
Hp/ e como funcién de (y — 1)MZ /2. Aproximar las relaciones resultantes por expresiones lineales en (y —1)MZ/2.

3/4

2) Suponiendo un perfil lineal de velocidades en la capa limite:

§ m 0<np<1
o= fa={] "33

con 1 = y/h(x), siendo h(x) el espesor total de la capa limite en la estacion x, determinar el valor de la relacion
d,/h(x) como funcion del parametro (y — 1)M? /2, aproximando la relacién resultante por una expresion lineal en
(y — 1)M? /2. Determinar asimismo el valor del coeficiente de friccidn ¢f = 21,/peuZ como funcion del niimero de
Reynolds basado en §8;, ppu,.8,/1,, y del pardmetro (y — 1)M?2 /2, aproximando la relacién resultante como funcion
lineal de este Gltimo parametro.

3) Utilizando la ecuacion de Karman, determinar el valor de las relaciones 8,/8,; y de c¢;/cs;, siendo 8,; y Cri
respectivamente los valores del espesor de cantidad de movimiento y del coeficiente de friccion en el limite
incompresible, obtenidos para el mismo valor de Re = p,u,x/u, cuando MZ — 0.

4) Se pretende estudiar dos capas limites sometidas a gradiente de presiones. La primera corresponde a una capa limite
compresible subsénica, con Pr=1, (y —1)MZ/2« 1 y 2/((2 + Hy,)(y ~ 1)) ~1, siendo M,, un valor
caracteristico del nimero de Mach de la corriente exterior. Esta capa limite se desarrolla a lo largo de una pared con
coordenada 0 < x < [ sobre la que el flujo exterior posee una distribucién de velocidad u,(x), con condiciones de
remanso dadas por la densidad y temperatura totales pg,, Ty,

La segunda capa limite se desarrolla con un flujo incompresible de densidad p y viscosidad p constantes, a lo largo
de una pared con coordenada 0 < x; < [; sobre la que el flujo exterior posee una distribucion de velocidad u,; (x;).

Escribir la ecuacién de Karman que gobierna la evolucion del espesor de cantidad de movimiento tanto para la capa
limite compresible como para la incompresible, adimensionalizando el espesor y la coordenada de la capa limite con
la longitud de cada placa, | y [;, y las velocidades exteriores con las existentes al final de cada placa, u. (1) y u,:(1;).

Determinar, razonandolo, las condiciones que deben cumplir las respectivas distribuciones de velocidad exterior
adimensional {i, (%), it,; (X;), y los respectivos nimeros de Reynolds del problema compresible e incompresible:

Poe * Ue(l) 1 puei(l) - g
=—, REI' | Rl L
Hoe H
para que la evolucion adimensional de los espesores de cantidad de movimiento en ambas capas limites, §,(%) y

8,;(%;), verifiquen:

Re

|Sz(f) - Szt(fi)l il 1
8,4(%) 2

M « 1




ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecanica de Fluidos Avanzada Examen Parcial 12.11.2016

Se desea describir, de forma aproximada, la capa limite que se desarrolla sobre una placa plana expuesta a un flujo
uniforme, compresible subsénico, caracterizado por un niimero de Mach sin perturbar M,, en un gas calorificamente
perfecto que verifica:

Pr=1, (y—1M2/2 « 1
La placa plana estd aislada térmicamente y la viscosidad del gas puede aproximarse mediante una ley simplificada:
- ()
He T,
1) Determinar el campo de temperaturas T/T, y de densidad p/p, en la capa limite como funcién de

((r = 1)MZ/2,u/u,). Siendo pp el valor de la viscosidad del fluido en y = 0, determinar asimismo la relacién
tp/ pe como funcion de (y — 1)MZ /2. Aproximar las relaciones resultantes por expresiones lineales en (y — 1)M2/2.

3/4

2) Suponiendo un perfil lineal de velocidades en la capa limite:

u _fn 0=sp<1
o= fo={] °313

con 1 = y/h(x), siendo h(x) el espesor total de la capa limite en la estacion x, determinar el valor de la relacién
8,/h(x) como funcién del parametro (y — 1)M2 /2, aproximando la relacion resultante por una expresion lineal en
(y — 1)MZ /2. Determinar asimismo el valor del coeficiente de friccion ¢; = 21,/ peu’ como funcién del numero de
Reynolds basado en &,, p,u. 6,/ 1., y del parametro (y — 1)MZ /2, aproximando la relacién resultante como funcién
lineal de este tltimo parametro.

3) Utilizando la ecuacién de Karman, determinar el valor de las relaciones §,/68,; y de cy/cpy, siendo 8, y cp
respectivamente los valores del espesor de cantidad de movimiento y del coeficiente de friccién en el limite
incompresible, obtenidos para el mismo valor de Re = p,u,x/u, cuando MZ - 0.

4) Se pretende estudiar dos capas limites sometidas a gradiente de presiones. La primera corresponde a una capa limite
compresible subsénica, con Pr=1, (y —1MZ2 /2«1 y 2/((2+Hy;)(y — 1)) ~1, siendo M, un valor
caracteristico del nimero de Mach de la corriente exterior. Esta capa limite se desarrolla a lo largo de una pared con
coordenada 0 < x <[ sobre la que el flujo exterior posee una distribucion de velocidad u,(x), con condiciones de
remanso dadas por la densidad y temperatura totales pg,, Ty,

La segunda capa limite se desarrolla con un flujo incompresible de densidad p y viscosidad p constantes, a lo largo
de una pared con coordenada 0 < x; < [; sobre la que el flujo exterior posee una distribucién de velocidad u,; (x;).

Escribir la ecuacion de Karman que gobierna la evolucion del espesor de cantidad de movimiento tanto para la capa
limite compresible como para la incompresible, adimensionalizando el espesor y la coordenada de la capa limite con
la longitud de cada placa, [ y [;, y las velocidades exteriores con las existentes al final de cada placa, u, (1) y ug (L;).

Determinar, razonandolo, las condiciones que deben cumplir las respectivas distribuciones de velocidad exterior
adimensional i1, (X), il,; (%;), y los respectivos numeros de Reynolds del problema compresible e incompresible:

s (1)1 sug(l) L

Re:.p()e (D) ’ Re£=p ei(li)
Hoe H

para que la evolucién adimensional de los espesores de cantidad de movimiento en ambas capas limites, 6,(%) y

8,:(%,), verifiquen:

6,(%) — 8,:(x)| YT
82(%) 2

MZ. « 1




Solucion

1) La ecuacién de la energia para el flujo compresible en la capa limite con Pr = 1 es:

] a d [ dhg
v el e | f—— 1
puzz (ho) + pv - (ho) = 5 (n5-") ()
Las condiciones de contorno para esta ecuacion son:
dh
¥ =10 73-)-)2=0: y =00 hy = hge (2a)
x=0: hg=hge Vy (2b)

La solucion al sistema (1)-(2) proporciona:
ho = hge 3)
o bien:
g B R (u )2 (4)
Te_1+ — M} [1 =
Ademas, dado que a través de la capa limite p/p, = 1y que (y — 1)MZ/2 « 1, podemos escribir:

=7
Pl vt __(i)z S _(.E)Z (%)
pe_{1+ - Mell . m s Mg |1~
La viscosidad en la pared toma la forma:

T 3/4 3/4

lp ( ) ( -1 2) 3y-1. ., (6)
2 (=) =l1+==Mm) ~14-——u
v M 5 F3 g e

2) Introduciendo la ley de densidades obtenida anteriormente, y el perfil de velocidad
proporcionado en el enunciado, el espesor de cantidad de movimiento resulta:

b [220-2e)- [T O
o bien:
=3 (1-07 M) R

El coeficiente de friccién se expresa como:

=1
. 2(pn0u/dy)y=o _ 5 (peu662) Hp 62 9)

Pelt He He h
Introduciendo los valores obtenidos anteriormente para u,/u,, 8,/h, resulta:

1 8\ -1 10
cf~—(p“’ie 2) (1+00s=m2) -




3) La ecuacion de Karman para este flujo adopta la expresion:

daz o Cf_

5. b = (11)
o= x=0:6=0

Introduciendo la expresion (10), teniendo en cuenta (y — 1)M?2 /2 « 1 se obtiene:

1/2

5 1
2 M&) Re™1/2 » ﬁ(l +0.025

1
—=c¢=—(140.05
x T3 (

Por tanto, asumiendo pu.x/p, = pug;x/ucon (p, u, u,;) siendo los valores de densidad, viscosidad
y velocidad exterior que caracterizan al limite incompresible, resulta:

4. G -1
2T (1+0.025y Mg) (13)
625 Cri 2

y—1 y—1 (12)

M§) Re~1/2

con &,;, ¢r; siendo los valores del espesor de cantidad de movimiento y coeficiente de friccion
correspondientes al limite incompresible. Para M, = 0.8:

5} e

22 =1 ~ 10032 (14)

82t G
Dentro de las aproximaciones consideradas, el resultado (14) implica que la evolucion del espesor
de cantidad de movimiento y del esfuerzo en la pared de una capa limite compresible subsénica
sin gradiente de presion es practicamente idéntico al de una incompresible siempre que
PelUeX/He = PUeiX/H.

4) La ecuacion de Karman para el caso mas general de flujo compresible con gradiente de
presiones es:

dés, 2 1 du, cr (15)
o = — b, ==—; =0: 4§, =
dx+(2+H12 Me)ue T, 275 % 2=0
o bien, introduciendo la adimensionalizacion propuesta:
ds, = 2 G- \1df . . y=1_ VOV 5 \ 1 (16)
ax (ZH"“)(I Q+H)y -1 2 M“’)ﬁ_gﬁa"’ =He (H 2 M‘) (hf")a“zae

siendo f(n) = u/u,,conn =y/hy f'y = (df /dn)y,=o y donde el factor 2/((2 + H;)(y — 1)) ~1.
Ademas:

8, , y—1
(25) =9 (A 5—m2), Haz =y (35— m2)

donde la dependencia con (y — 1)MZ /2 desaparece en el limite (y — 1)M?/2 — 0, y siendo:

(17)

85\ 82 du, /d -1 ANV gy 18
1=(%) 5'mM=Re-(1+y2 uz) g3 2 :8)
Hp X

La ecuacién de evolucion de la capa limite incompresible viene dada por:




dSZ[ du\‘H < ( ) 1 (19)
2+H 5 =M
d" ( 121) i # é fo 62Lue1
donde:
8, _, 20
(ffa)_ =g(A), Hyp = Hyp(4) (=)
[}
con:
(N L, pBRdu s Ol 21)
A= (h_l) /TSI s T Y Re; - 63 d%,
Haciendo:
Re; = Re;  11,(%;) = (%) (22)

las ecuaciones (15)-(18) y (19)-(21) que definen respectivamente el problema compresible e
incompresible difieren en términos de orden (y —1)MZ/2 « 1. En consecuencia podemos
escribir:

|16, (®) — 65 (fi)l L ne] 1
by 2

Siendo M, un valor caracteristico del nimero de Mach para el caso compresible.

(23)

MZ «1
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Mecénica de Fluidos Avanzada Examen final 01-02-2016

PRIMERA PREGUNTA

Las soluciones de Falkner-Skan describen las capas limites que se forman sobre cufias. El flujo potencial alrededor de una
cufia de 4ngulo 7/ da lugar a una velocidad de deslizamiento a lo largo de la pared de la forma u. (z) = Az?/>~5), donde

A es una constante. La capa limite viscosa sobre la cufia admite solucién de semejanza con la variable

a ue ()
n= yﬂ _(2_ B vz’

siendo la funcion de corriente: ¥ = f (1) v/(2 — B) vzue (z); mientras que la velocidad esta dada por u = u. (z) (df /dn) . La
ecuacion de cantidad de movimiento se reduce a una ecuacién diferencial ordinaria de tercer orden, que permite determinar
[ (n), que para valores pequefios de 7 se tiene li_:;% f(n) = 3n* (%:-?;) o mientras que para valores muy grandes de 7 se
n n=
obtiene JEE; f(m)=mn.
La ecuacion de la energia, que permite determinar la distribuci6n de temperaturas en la capa limite, también admite
solucién de semejanza y se reduce a
0 + Prf( )d3 =0
dn? 1 dnp =~
donde 8 = (T — Two) / (Tp — Two), siendo T la temperatura de la corriente exterior y 7, la temperatura de la pared, ambas
constantes. El nimero de Prandtl es Pr = pc/k.
Utilizando la ecuacién anterior y los datos proporcionados sobre la funcién f (n), se trata de determinar el niimero de
Nusselt (o su equivalente, el flujo de calor en la pared) cuando el nimero de Prandtl es muy pequefio (Pr < 1). Observen

que para Pr < 1, la capa limite térmica es muy gruesa comparada con la viscosal.

SEGUNDA PREGUNTA

Refiriéndonos al problema anterior de la contraccién en el que la velocidad exterior puede asimilarse a la velocidad media
longitudinal a lo largo del eje de la contraccién z;, de modo que #; (z1 = 0) = Up y 21 (z1 = L) = CUp, la rejilla genera
un flujo turbulento débil y uniforme al inicio de la contraccién, caracterizado por un nivel de energfa cinética turbulenta
ko < Ug y una escala integral turbulenta £y ~ kg‘( A /€0, con £q siendo el valor de la disipacién turbulenta a la entrada
de la contracci6n. Suponiendo C' > 1, de forma que ktl,f 5 / (CUp) < £y/L < 1, y asumiendo que es posible despreciar las
variaciones transversales de energfa cinética turbulenta, se desea analizar su evolucion a lo largo del eje de la contraccion.

Para ello, partiendo de la ecuacién de transporte de la energfa cinética turbulenta en turbulencia libre

- AL L A L
I8z; 1 99z;  Bz; \ oz ’
evaluar el orden de magnitud de los distintos términos que aparecen en la ecuacion, simplificindola. Considerando asimismo

que en el flujo casi-unidireccional en la direccion «; se verifica u_’lf e u_f‘,'" + E determinar la relacion kr,/ko, siendo kg el nivel

de energia cinética turbulenta a la salida de la contraccién.

!Tengan en cuenta que

[m e_"d; = ﬁ
s 2




SOLUCION
PRIMERA PREGUNTA
Como la capa limite viscosa es muy delgada con respecto a la térmica cuando Pr < 1, la funcién f (n) puede aproximarse

por 7, con lo que la ecuacién diferencial puede escribirse en la forma

d*6 db
d_‘r;fg i ?}Pr‘a =)

que puede integrarse una vez para dar
df 1
= K exp (—EnzPr) >

n

n
9=1+Kf [exp(_%,T?Pr):I dn,
0

donde se ha impuesto la condicién de contorno T = T}, en y = 0, lo que implica @ = 1 en ) = 0. Para determinar la constante

de esta ecuacién se deduce que

integrando de nuevo se tiene

K hay que imponer la condicién de contorno T' = T, en y —+ oo, lo que implica # = 0 en  — oo, mediante esta condicién

se obtiene
-1

5 [exp (—377Pr)] dn’

ecuacién que con ¢ = 74/ Pr/2, puede escribirse como

[ oo (-3Pe) | in= & [l (-] = [

K

lo que proporciona

(ﬁ) L
dn o T
El flujo de calor esta dado por
oT do an df ue ()
q=—k(—) =—k(Tp — Toe (-——) — = —k(Tp — Tao (—) —_—
£ dy y=0 ( E ) dn 7=0 dy ( r ) dn n=0 (2_5) vz
v sustituyendo el valor de (j‘%) L K=—,/ % se obtiene
=

" k(T, —Ta) | 2PrRe,
iy ] T(2-5)’

siendo Re; = zu, (z) /v. El nimero de Nusselt es

GpT 2
Nu= = v/ PrRe,.
k(T — Too) l 7 (2-5) i
SEGUNDA PREGUNTA

Si x1 y w2 representan la coordenada axial y transversal en el eje de la contraccién, la ecuacién de la energia cinética

toma la forma
ok o %) ok
- T R i Sl
dr1 152, + dzy (Utam) 4

Asumiendo que uf ~ uf + uZ, resulta que k = i (@ +uff + u_’;) ~ 3 (2u_?) = uf2, la ecuacién anterior puede escribirse

como

a(ik) 8 ( ak)_&

671 0z \tom
El orden de magnitud de la viscosidad cinematica turbulenta es vy ~ £y0v/ko, el de la velocidad u, ~ CUp, el de la

coordenada z1 ~ L, el de la energfa cinética turbulenta k ~ ko y el de la disipacién € ~ gg ~ kg’! A /#10. Con estos &rdenes de



magnitud se tiene: 2 ﬁ;k ~ CUpkg/L; 3%1 (Ug‘é%) ~ Ewkgﬂ/Lz; Yy E~Eg~ kgﬁ/&g. Refiriendo los 6rdenes de magnitud

2

de los dos términos del segundo miembro al orden de magnitud del primer miembro se tiene

8 dk
.78 ("tm) ty k32

BGE) L Chs
51

1/2

€ kg L
i%"‘i_"l CUp by
Ty

ya que aunque L/ >> 1, el producto anterior todavia es pequefio, de acuerdo con lo citado en el enunciado. A la vista de

<1,

<1,

esto, la ecuacion de la energfa cinética turbulenta se reduce a

B(Elk) -0
8,

que puede integrarse para dar
i1k = Upkg,

que particularizada al final de la contraccién, donde #; = CUyp, proporciona la energia cinética turbulenta, kr, en la salida

de la contraccion
kL Ug 1

k CU, C
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecanica de Fluidos Avanzada Examen Final 01.02.2016

Para acondicionar el flujo en la seccién de ensayo de tineles aerodindmicos se utilizan contracciones de flujo, que son
conductos con reduccion de 4rea de paso, caracterizados por su relacién de contraccién C, definida como la relacion
entre el drea de entrada y de salida de la contraccion. Ademés de mejorar la uniformidad del flujo y disminuir el
posible nivel de fluctuacién turbulenta, las contracciones también generan una reduccion en el espesor de las capas
limites en las paredes de los tineles aerodinamicos.

Se desea analizar el efecto de una contraccién sobre la capa limite que se desarrolla en sus paredes, suponiendo que
la capa limite es laminar. Consideraremos una contraccion bidimensional (ver figura) construida aguas abajo de una
rejilla de acondicionamiento de flujo, tras la que supondremos que la capa limite tiene espesor practicamente nulo.

U
Tt R

CU,

Entre el plano de la rejilla y la contraccién se incluye un segmento inicial recto de longitud L/6 para garantizar la
uniformizacién del flujo tras la rejilla. A continuacion se dispone la contraccion con una pared de longitud L y una
relacién de contraccién €. Asumiremos que la evolucién de la velocidad exterior a la capa limite puede describirse
mediante una ley lineal:

U, x

—=14(L~-1)=-,

Uy ( ) L
siendo x la distancia medida a lo largo de la pared de la contraccién. Se desea determinar el espesor de la capa limite
que se obtiene en el plano de salida de la contraccion (x = L) como funcién de la relacién de contraccion C y del
nimero de Reynolds a la entrada de la misma, Re, = U,L /v, comparandolo con el que se obtendria si el conducto de

la contraccion fuese totalmente recto (es decir si tuviese € = 1). Para ello:

1) Determinar el espesor de cantidad de movimiento §,,/L que se obtiene al final del tramo recto de longitud L/6
como funcién del nimero de Reynolds a la entrada de la contraccion Re,. Determinar este espesor mediante la solucién
de Blasius y compararlo con el obtenido aplicando el método aproximado de Thwaites.

2) Utilizando el método aproximado de Thwaites, determinar el espesor de cantidad de movimiento que se obtiene a
la salida de la contraccién, &,,/L, como funcién de Re, y de la relacién de contraccion C:

5.
% = f(Req, C).

Obtener asimismo la relacién entre el espesor de la capa limite a la salida de la contraccién para una relacién de
contraccién arbitraria C y el que obtendria para C = 1, es decir si el conducto de la contraccién fuese recto.

3) Teniendo en cuenta que para C > 1 la velocidad exterior se puede aproximar mediante u, /U, = C x/L, utilizar el
anilisis de Falkner-Skan para determinar en este limite el espesor de cantidad de movimiento a la salida de la
contraccién, comparando el resultado obtenido con el proporcionado en el apartado anterior.



Solucién

1) En el tramo de longitud L /6 la capa limite se desarrolla sin gradiente de presion y por tanto, de
acuerdo con la solucién de Blasius:

(520)2 04411 )
L) " Res 8

Si se utiliza el método aproximado de Thwaites, resulta:

j 8 Reo 6

que es suficientemente aproximado al resultado de Blasius y que utilizaremos para evaluar el
espesor de cantidad de movimiento al inicio de la contraccion en la resolucidn del apartado 2).

2) La ecuacién diferencial que proporciona la evolucion del espesor de cantidad de movimiento
dada por el método de Thwaites es:

d (&7
2 ( : ) — 0.45u8 3
Por tanto, estableciendo el origen de la coordenada x al inicio de la contraccién:
5\ 045 s f1 T @
s ue)‘ f 5
(%) - el (e /Up)*d(x/1)
0
O bien:
62 0.45 (1 _5 )
(L) Re0[6(1+(c ) 6(C — 1)[1 (1+@-n ) ]}
Para x /L = 1 se obtiene el espesor de cantidad de movimiento a la salida de la contraccion:
(525)2 - 045 (G5+C-2 6)
L) ~ 6ReCt| C-1

La relacion del espesor a la salida de la contraccion referido al que se obtendria con el conducto
recto,con'C =1, es:

A Teolgan 3 0

5,1 634 C-D

La relacion dada por la expresion (7) se representa en la figura 1. Obsérvese que para C > 1, se

obtiene &8,./8,,(1) = 1/4/7C.



]

1 10
C
Figura 1: Relacion entre el espesor de cantidad de movimiento al final de la contraccién referido

al obtenido con un conducto recto de igual longitud de pared, como funcién de la relacion de
contraccion C.

3) Para C > 1 la expresion (6) proporciona, para x = L:

(525)2 _ 045 0075 ®)
L) ~ 6Re,C Re,C

Asumiendo la solucién de Falkner-Skan con m =1 se obtiene un espesor de cantidad de
movimiento que es independiente de x:

525)2 _0.085 ©)
( i ReyC

L

Que es un 13% superior al espesor obtenido en el apartado anterior utilizando el método de
Thwaites.
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UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID
ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecénica de Fluidos Avanzada Examen final 04-07-2016
PRIMERA PREGUNTA
Las ecuaciones que determinan la evolucién de la estela bidimensional lejana de un cuerpo simétrico sometido a la corriente
uniforme, U, para un liquido de viscosidad cinematica v, son
@-!-@::0' u§3+vg—%=i(
& oy dz By B

vélidas tanto para régimen laminar (—u/v’ = 0) como para régimen turbulento (v (8u/8y) ~ 0).

T 4
ay /)’

Se trata de determinar el orden de magnitud del espesor § (z) de la estela lejana y el orden de magnitud del defecto de
velocidades i = u — Usy <« Uy en los casos tanto laminar como turbulento. Para ello simplifiquen la ecuacién de cantidad

de movimiento adecuadamente y obtengan una relaciéon integral entre el defecto de velocidades @ < U, y la resistencia D

por unidad de envergadura del cuerpo.

SEGUNDA PREGUNTA
Las ecuaciones que gobiernan la capa bidimensional de conveccién libre de un fluido en torno a un obstaculo (longitud

caracterfstica £), a temperatura Tp diferente de la del medio, y en ausencia de conveccién forzada, son

Bu -
§5+ay—0, ﬂa‘f”ﬁa—y——ﬁ(T—Tm)fmz‘f'U'é-y—i, HE'FU%——&@,

con la difusitividad térmica a =k/pep, y 0 = (T — Tw) / (Tp — Two)-

Denominando g al valor caracteristico del flujo de calor en la pared del obstaculo, se pide determinar el orden de magnitud

o u  Ou ?u a0 o0 8%0

de la velocidad caracteristica u. y del nimero de Nusselt Nu = g/k (Tp — T ) cuando el niimero de Prandtl v/a es grande

frente a la unidad y cuando es pequefio. Recuerden que el nmimero de Grashof es Gr = SAT fmxfa/u2.




SOLUCION
Primera pregunta

Como la velocidad u = Us + i la ecuacién de la continuidad proporciona
o Ov )
oz i3 ay vty
mientras que la de cantidad de movimiento se simplifica de la forma

aﬁ‘_ja_ o @) 1
Uma_ay(uv+vay ; (1)

va que los términos i (8#/8z) y v (8i/8y) son muy pequefios comparados con Us (0%/ dz). Multiplicando la ecuaci6n anterior

por dy e integrandola entre +00 y —oo se obtiene
d +o00

400 D
ddy = -] = ———

de modo que

de esta ecuacion se deduce
ud ~ I. (2)

En el caso laminar —w/v/ = 0 y en la ecuacién de cantidad de movimiento (1) se tiene Us (8i1/8z) = v (8%@/8y?) de

modo que
U v
Yo ¥ 3
— i (3)
De (3) se obtiene
5 v
it

y llevando este valor de 4 a la relacién (2) se obtiene

}IZUW /
VT pUm :

En el caso turbulento, el término viscoso desaparece y ademas —uw/v’ ~ @2, de modo que de la ecuacion de cantidad de
movimiento (1) se obtiene Uy (81/8z) = 8 (—u'v’) /8y ~ @ /6, lo que proporciona

Ui 1
— 57 “

2 4 41 D
T pr

Las relaciones (2) y (4) permiten escribir

5 Iz Dz
Ve~ o

Segunda pregunta
Si el nimero de Prandtl es grande, la capa térmica es muy delgada frente a la viscosa, pero los efectos de flotabilidad
son so6lo importantes en la capa térmica, que es donde tienen lugar los cambios de temperatura. En este caso el término de

flotabilidad y el viscoso deben ser del mismo orden, este Gltimo evaluado en la capa térmica. Esto es:

=3 2
B(T = Te) fnz ~ %ﬁ = U~ B(T Tm)fmzéi",
< i v

y de la ecuacion de la energia se obtiene

J_T 1
‘ VRePr’



de modo que la velocidad caracteristica es

i | BAT finzt
{3 Pr 1
poo L [BBTIB _ [Gr
VPr V2 Pr’

Sustituyendo este valor del nimero de Reynolds en la expresion de &1 se tiene

‘%T ~ (PrGr)~/%.

y el nimero de Reynolds toma la forma

El flujo de calor esta dado por

T
g~ kA— ~ afa:£ (PrGr)lN,
or I

y el nimero de Nusselt es

gt 4
Nu~ m PT'GT.

Cuando el nimero de Prandtl es pequefio la capa térmica es grande frente a la viscosa, de modo que la flotabilidad esta
actuando, en su mayor parte, fuera de la capa viscosa. En este caso el término convectivo y el de flotabilidad en la ecuacién

de cantidad de movimiento deben ser del mismo orden, lo que proporciona

ue ~ / BAT f8,

mientras que el espesor de la capa térmica es, en este caso,

5_'1" 1
14 RePr

~ Pr12Gr—1/4,

El flujo de calor esta dado por 2 i
T 1/2v.1/4
g~k ~kT(Pr Gr )
lo que proporciona

. gt ~ Ppl/201/4
Nu AT PriftGr2,
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecanica de Fluidos Avanzada Examen Extraordinario 04.07.2016

La region cercana al borde de ataque de los perfiles aerodinamicos utilizados en ciertas aplicaciones se disefia de
manera que la distribucion de velocidad exterior a la capa limite puede aproximarse mediante dos tramos lineales, A
y B en la figura adjunta, donde x representa la coordenada a lo largo de la pared del perfil, medida a partir del punto
de remanso anterior.

u, PN A

Sy
>

X4 X

El valor u, de la velocidad exterior donde se produce el cambio del gradiente de velocidad proporciona una velocidad
caracteristica del flujo. Asimismo, el gradiente de velocidad en la zona de aceleracidn inicial define un tiempo
caracteristico t; = (du,/dx);*. El perfil de velocidad exterior adimensional i, = u,/u, puede representarse en
funcién de la coordenada adimensional ¥ = x/ (uaty):

s { % 0<s%<1

=U+mE-1) z>1
siendo m la relacién entre los gradientes de velocidad exterior en los dos tramos considerados:

= (due/dx)a
™= du,/dx),

Para una distribucién lineal de velocidad exterior desde el punto de remanso, el método de Thwaites predice que la
capa limite adopta un espesor constante. En consecuencia, para una distribucién como la representada en la figura, se
puede esperar que el espesor de cantidad de movimiento tenga un valor constante en la zona A, &,,, v tienda
progresivamente a otro valor constante en la zona B, 8, .., si dicha zona tiene una extension x suficientemente grande,

Se pretende obtener informacion de la evolucién de la capa limite laminar que se desarrolla con una velocidad exterior
como la representada en la figura, Para ello:

1) Siendo &, = &,/ (u4ty), utilizar el método de Thwaites para demostrar que el espesor de cantidad de movimiento
en la zona A, &, ,, adopta un valor uniforme, independiente de la coordenada . Obtener asimismo el valor de 6%,, y
de 63 como funcion de Re, = u?t,/v y del parametro m.

2) Se desea analizar la evolucién de 62 en el inicio de la region B, en el que el valor del espesor de cantidad de
movimiento se relaja progresivamente desde el valor 52, hasta el valor & 75 Obtenidos més arriba. Describir el proceso

de relajacion del espesor de la capa limite en la zona B, determinando la evolucién de la variable de relajacion:
N &2

¥ s |8223 = 628:»'

“AB 52

623::0

en funcién de la distancia (¥ — 1) para (¥ — 1) > 0. Obsérvese que la variable de relajacion debe tender a cero al
crecer (X — 1) y define la diferencia relativa entre el valor local del cuadrado del espesor de cantidad de movimiento
y el que adopta tras el proceso de relajacién, §2;,,. Demostrar que la relacion Xap/Im = 1] es tan solo funcién de la
distancia modificada m(% — 1).

3) De acuerdo con lo anterior, si m es de orden unidad Ia distancia de relajacion escala con u,(du,/dx)~!. Esta
observacion sugiere un método basado en una expresién algebraica, para el calculo rapido del espesor de cantidad de
movimiento en capas limites sometidas a gradientes favorables de presion arbitrarios. Asumiendo que el proceso de




relajacién en estas capas limites es instantdneo, de manera que la capa limite se adapta en todo punto a las condiciones
locales del flujo, proponer una expresion para la determinacién explicita del espesor de cantidad de movimiento como
funcién de la viscosidad y del valor local del gradiente de velocidad exterior du, Jdx:

du
o £
52—62(1"; dX)

Como paso previo, utilizar el analisis dimensional para escribir la relacion anterior de la forma mas compacta posible.

4) Se desea comparar los resultados obtenidos mediante el método propuesto en el apartado 3) con los proporcionados
por el método de Thwaites aplicados a la regién cercana al punto de remanso anterior del flujo sobre un cilindro de
radio R expuesto a un flujo uniforme de velocidad U, en el que la velocidad exterior viene dada por:

x

U, = 2U5en (E)
siendo x la distancia sobre la pared del cilindro, medida a partir del punto de remanso enfrentado a la corriente
incidente. En particular el método de Thwaites proporciona los siguientes resultados en distintos puntos situados en
el intervalo 0 < x/R < m/4:

x/R Re - 62, Thwaites
0 0.0375

7/6 0.0417

/4 0.0478

con Re = U R/ v. Comparar, para las posiciones x/R especificadas en la tabla anterior, los resultados proporcionados
por el método de Thwaites con los obtenidos mediante el método propuesto en el apartado 3).



Solucién

1) El método de Thwaites proporciona la evolucién del espesor de desplazamiento resolviendo
una ecuacion diferencial ordinaria:

d
= (u86%/v) = 0.45u2 ¢))]

O bien, en variables adimensionales:

d ~6 52 ~5

E(Reﬁueé‘z) = 0.451; 2)
Para la zona A, X < 1, se tiene:

v 0.45 _ . 0.075
REAxG ZZA = _6 xﬁ « 622"4 ]

€)

Re,

Que es uniforme, independiente de la coordenada X. En estaciones ¥ > 1, suficientemente alejadas
de la interfaz entre las zonas A y B, podemos esperar que la capa limite evolucione hacia un espesor
también constante, igual al que adoptaria empezando desde el punto de remanso con una evolucién
de la velocidad exterior caracterizada por el gradiente de la zona B. En consecuencia:

0.45 & 1 0.075

Reﬂ(mf)ﬁg%l?m = ﬁ—m (mf)ﬁ « 622.8@ = E’ ReA (4)
y por tanto:
g2
ks X )
04 M

2) Teniendo en cuenta que, de acuerdo con (2), Re46%, = 0.075, en la regién B (¥ > 1)se tiene:

25 625 = 2..5 i (6)
ez —1=| figdx
034 1
o bien:
2 =
.32_1*:1[1 4 m=1 6] ™
00 m (1+mE-1)

que, al igual que (4), proporciona:

&2 s2
(.‘52_8) L S ®)
X—oo e 6214-

2A

El proceso de relajacién, descrito por la variable y, , viene dado por:

& _ &2 =
Tip = |SZB~2 ZBml = |m —1| : 9)
038w (1 +m(x — 1))




La relacion y,,/Im — 1| como funcién de la distancia modificada & = m(x — 1) se representaen la
figura 1.

1.2

m—1l 44
0.8

0.6 \
0.4 \
i "

0_0 ......................................... = P e e e r— — -
0.0 0.5 1.0 15 E=m(x-1)

Figura 1. Relajacién del espesor de cantidad de movimiento tras un salto en la pendiente de la velocidad
exterior.

Obsérvese que las distancias de relajacién aumentan al disminuir el pardmetro m, de manera que
param — 0 el proceso de relajacion no se acaba de completar debido a que la capa limite crece de
forma continua con x.

3) Con las magnitudes vy du, /dx es posible construir el cuadrado de una longitud caracteristica,
dado por v/(du,/dx). En consecuencia, la expresion propuesta en el enunciado es equivalente a
la siguiente relacion adimensional:

s2
834 due _ . (10)
v dx

Por otra parte, asumiendo que la relajacién es instantanea, el valor del espesor de cantidad de
movimiento es el correspondiente a un flujo de punto de remanso con el valor local de la velocidad.

52 _ 0075 83 0.075

i il i o 11
A Raj u?/(du,/dx)?* u?/[Adu,/dx)] i

Es decir:

52 0.075v _ 0.075v

& % =du,,/(:t:!c (%)

De manera que la constante C en la expresion (10) adopta el valor € = 0.075.

Una variante interesante de este método permite introducir informacion sobre el historial de la
evolucién de la capa limite, sustituyendo el valor local del gradiente de velocidad por un valor
intermedio entre el valor local y el promediado desde el punto de remanso:



0.075v
o2 o]
Con a, b siendo coeficientes adimensionales tales que a + b = 1. Paraa = 1,b = 0, se recupera
la expresion (12). Paraa = 5/6, b = 1/6 la expresion (13) es capaz de reproducir los resultados

del método de Thwaites tanto para el flujo de punto de remanso como sobre una placa plana sin
gradiente de presiones.

63 =

(13)

4) Aplicando la expresion (12) al flujo sobre la regién anterior del cilindro se obtiene:

-
Z—fcas (ﬁ—) cos (ﬁ)
con Re = U, R/ v. Para los valores de x/R indicados en el enunciado se tiene:
x/R Re - 82, Thwaites Re - 62,(14)
0 0.0375 0.0375
/6 0.0417 0.0433
/4 0.0478 0.0530
Si se aplica la expresion (13) cona = b = 1/2 se obtiene:
Zz
Re.(ﬁ) 5 0.075 s (15)
R (@) R4
X R
cos (ﬁ s e ]
R
El método de Thwaites proporciona para el flujo sobre un cilindro:
sssenlEYY o = adsicartr o (BVa(Z), 0efe® (16)
msen(ﬁ) 5 = 0.45U2U,) J;sen R 7)) 053
o bien:
8,\° _045(8 x 2¢ S\ 1 L% X 17
re-(7) =Tl @z @ st @) 0szsz @

La figura 2 muestra la comparacion entre las expresiones (14), (15) y (17).

Para x/R = m/4 el método de Thwaites proporciona Re - (§,/R)? = 0.0478. Por su parte, para
la misma distancia sobre la pared del cilindro, los métodos algebraicos de la expresiones (14) y
(15) proporcionan, respectivamente, Re - (§,/R)? = 0.0530 y Re - (8,/R)? = 0.0467.




0.10
| | |

Re - (8,/R)? —Thwaites
—Algebraico, expresién (14)
—Algebraico, expresién (15)

0.08 H

0.06

/
Soh ‘,_é_,_:;/

0.02

0.00 ol ]t I%2S I [T )
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 x/R

Figura 2. Evolucién del espesor de cantidad de movimiento en la regién anterior de un cilindro de radio R
expuesto a flujo uniforme calculado mediante el método de Thwaites y con el procedimiento algebraico
propuesto en el apartado 3).
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ESCUELA DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO. EIAE

Mecénica de Fluidos Avanzada Examen 17-12-2014
Las ecuaciones que determinan la capa limite laminar incompresible sobre una placa plana, sometida a una

corriente uniforme de velocidad Uy paralela a la placa y presion po., son:

o Oy

oz &y
.a;u.i.ﬂ..a._u—yazu
Yoz "oy T oy

se pide:

1.- Condiciones de contorno que hay que imponer a las ecuaciones anteriores.

2.- Utilizar el analisis dimensional para obtener la dependencia de la funcién de corriente! ¢ (z,y) con el
nimero minimo de parametros del problema.

3.- Obtenida la forma de ¢ (z,y), determinar u (z,y) y v (z,y) .

4.- Determinar, en funcién de z y demés parametros del problema, el coeficiente de friccién en la placa. En
la expresion del esfuerzo en la pared aparece una constante adimensional que no es necesario calcular, pero si
deben indicar como se calcularia.

5.- Utilizando la formulacién de Thwaites?, determinar el espesor de cantidad de movimiento 8, y comparen

la solucién con la correspondiente a la solucién de Blasius (cuya constante adimensional es 0.664).

1La funcién de corriente es tal que

2La formulacién de Thwaites es




SOLUCION
1.- Las condiciones de contorno son: u (z,0) = 0; v(z,0) = 0; u(z,00) = Us y 2(0,y) = Uss.
2.- Si utilizamos como variable y/+/v en la ecuacién de cantidad de movimiento es necesario escalar también

la velocidad transversal v con v/4/v. En esas condiciones las ecuaciones quedan

du " a(v/V) =0

9z " (/)
2 i (.E_) u _ u
9z \Vv)oy/vv) a(y/vw)’

Del mismo modo, la funcién de corriente también debe escalarse con /¥ como se indica a continuacién

_o@/Vy) v _ /W)

AW B ez

Por lo tanto, tanto v/+/v, como v/+/v y u son sélo funciones de z, y/+/V y U. Las tinicas dimensiones basicas
son las de velocidad y longitud, de modo que el andlisis dimensional proporciona

=t (5%

3.- LLamando 1 = yy/Ux /vz, se tiene ¥ = v/2Uz f (1), de modo que la velocidad u es

u

y la componente v de la velocidad es

4.- El esfuerzo en la pared estd dado por

| du i d*f U
Ly (a)yzﬂ % “Um (E?-E) n=0 E’:

mientras que el coeficiente de friccién estd dado por

ol 2, 2 ﬁ
donde Re, = Uxz/v. La constante que hay que determinar es f”(0), que se obtiene como parte de la solucién

del problema de Blasius. De la solucién se obtiene 2f”(0) = 0,664.
5.- De acuerdo con la formulacién de Thwaites se tiene

0,47v [ 4
gl v/ uidxzu' ?w:‘
Ue Jo

g Uso
o bien
& _ [047 _ 0686
z \Uxz/v e,

que comparado con la solucién exacta (0.664) el error es del orden del 3 %.
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ESCUELA DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO. EIAE

Mecéanica de Fluidos Avanzada Examen 17-12-2014

Una corriente uniforme, velocidad Uy, y presion p., de un liquido de densidad p y viscosidad p se mueve, a
altos nimeros de Reynolds, alrededor de un cilindro circular. La velocidad u. tangente a la pared del cilindro,
de acuerdo con la teoria de Euler, estd dada por

U, = 2U o 8en (%) ;

donde R es el radio del cilindro y z es la coordenada a lo largo de la pared del cilindro, medida desde el punto
de remanso situado aguas arriba.

Se pide:

1.- Determinar la distribucién de presiones sobre la pared del cilindro.

2.- Utilizando el método de Thwaites, determinar el espesor de cantidad de movimiento, ds (), y en particular
su valor en el punto de remanso.

3.- Determinar el parametro, A (z), y en particular su valor en el punto de remanso.

4.- Obtengan el coeficiente de friccion. Para ello utilicen la correlacion T (A) = (0,09 + ).

5.- Muestren la variacién con z del esfuerzo de friccién en la pared en el entorno del punto de remanso.

6.- Determinar, de acuerdo con los resultados anteriores, el punto de desprendimiento de la capa limite.




SOLUCION
La distribucién de presiones esta dada por

1 1
P+ 5puE = pos + =pUZ,
2 2
de modo que el coeficiente de presiones esta dado por

2
Cp=2(—z;;—£i)=l—(u°) =1—4sen2(%).

Con el método de Thwaites, el espesor de cantidad de movimiento esta dado por

o 0450 f* o  0450R 1 -/'” 5(% T
63 = 20 ]; uedmﬂ_—2Um —575) @ Jo sen (R)d(R)'

Teniendo en cuenta que

[ sent (5)4(5) == [ sent (§) afeos ()]

y llamando § = cos (§), la integral anterior se reduce a

[t (B)a(Z)=- [ 0-eya=a-0-20-&)+;0-€),

Il

- [} fr-eot (R e o (R)]

de modo que
’ _ 045uR [1 - con ()] — 3 [1 = cos® (§)] +  [1 - cos® ()]
W sen® (%)

Obsérvese que en la expresién anterior, para z = 0, se tiene un cero partido por cero, pero en realidad el limite

es finito. En efecto
ty o ()} - &
6 T %
ey e AL S G AT R ®
BF @

& =

de modo que

y, en particular,

Para determinar A se tiene

_ 0 du, 285U T
A=y e (ﬁ) :
de modo que ] . 1 ?
A= 045008 (Z) [1—cos (%)] — § [1 — cos® (§)] + § [1 —cos® (§)] @
H sen® (%

El valor de X en el punto de remanso se obtiene de la relacién anterior, teniendo en cuenta (1) calculado més
arriba. Este valor es
0,45

Arcmnﬂan = T = 0,075-

El coeficiente de friccion estd dado por

2% T (X) sen® (%)
Cr= P o A ?
= O VTR e T e G T T

de modo que

2,11 (A + 0,09)"%2 sen? (%)
Cf = — 3

VEe [t —cos (£)] - 3 [1 - cos® (£)] + } [1 - co5® (3)]




siendo Re = U R/v y A(z/R) esta dado més arriba. En las proximidades del punto de remanso A — 0,075;
sen? (z/R) — (z/R)?; y el denominador es la rafz cuadrada del resultado dado en (2): (z/R)® /v/6, de modo

que

-

que tiende a oo cuando z tiende a cero. Sin embargo, el esfuerzo en la pared es
1. 2 0845 (R\ .. z\12_ 338  , =z
In = chﬂue i (;) PU [235” (E)] = mpUmﬁa
que varfa linealmente con z, ya que sen (z/R) —+ z/R cuando z/R — 0.
El punto de desprendimiento corresponde a Agesp = —0,09. El valor de (z/R),,,, se puede obtener de la

ecuaci6n (3) por iteracion, asf se tiene
| () Grados | (%) Radianes | X |

95 1.658 -0.025
100 1.745 -0.060
105 1.833 -0.112

Interpolando con los dos Gltimos valores se obtiene Agesp = —0,09 cuando (z/R),,,, = 1.8 rad = 103°.
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO.
ETSIAE

Mecénica de Fluidos Avanzada Examen final 05-02-2015
Las ecuaciones que determinan la capa limite laminar incompresible sobre una placa, sometida a una corriente

exterior a la capa limite de velocidad U, = az, son:

oo o,
oz 8y
dx dy  pdr oy?’
1 dpe
UedU° = Ldpe

dz pdx’

se pide:

1.- Condiciones de contorno que hay que imponer a las ecuaciones anteriores.

2.- Utilizar el analisis dimensional para obtener la dependencia de la funcién de corriente® 1 (z,y) con el
nimero minimo de pardmetros del problema.

3.- Obtenida la forma adimensional de ¥ (z,y), que denominaremos como f, determinar u(z,y) y v (z,y)
en funcién de f y demas parametros.

4.- Determinar, en funcién de = y demés parametros del problema, el coeficiente de friccién en la placa. En
la expresion del esfuerzo en la pared aparece una constante adimensional que no es necesario calcular.

5.- Determinen la ecuacion diferencial y sus condiciones de contorno, cuya solucién permitiria obtener la
constante del apartado anterior.

6.- Utilizando la formulacién de Thwaites?, determinar el espesor de cantidad de movimiento 45.

1La funcion de corriente es tal que

e
ay 8z’
2La formulacién de Thwaites es o047
¥ v




SOLUCION
1.- Las condiciones de contorno son: u(z,0) =0; v(z,0) = 0; u(z,¢) =az y u(0,y) =0
2.- Si utilizamos como variable y/+/v en la ecuacion de cantidad de movimiento es necesario escalar también
la velocidad transversal v con v/+/v. En esas condiciones las ecuaciones quedan
R T
oz d(y/vv)
B S, S
oz~ \Vv) d(y/Vv) 3 (y/v/v)
Del mismo modo, la funcién de corriente también debe escalarse con /v como se indica a continuacién

~elive v . )
Aly/vv) ' v dr

Por lo tanto, tanto v /4/v, como v/y/v y u son s6lo funciones de z, y//v y a. Las tnicas dimensiones basicas

son las de velocidad y longitud, de modo que el analisis dimensional proporciona

L a
= (3)

3.- LLamando n = y+/a/v, se tiene ¥ = zy/va f (n), de modo que la velocidad u es

o df on _ A
= 8y b dna dn
y la componente v de la velocidad es
= df on _
v=——=—vvaf(n) -z Vﬂd—a— =—Vvaf(n).

4.- El esfuerzo en la pared esta dado por

du Ae \/E d2f
Ty & £ y=ﬂ_ azy/— an? i

mientras que el coeficiente de friccién esta dado por

Co o 2 _g\/’ &af
j_pa21‘2_z df? TJ=0.

La constante que hay que determinar es f”(0), que se obtiene como parte de la solucién del problema que

permite determinar f (7).
5.- Dado que n = yy/a/, u = az (df /dn) y v = —\/va f (1), se tiene
du d@f  eul . gf

oz~ “dn’ By~ “ay’
de modo que la ecuacién de la continuidad se cumple autométicamente, como debe ser, ya que las velocidades

u y v provienen de la funcién de corriente. Por otro lado se tiene

du_ df df agx(g‘)“

Yor = Yazdx dn
a
RN O | \/_ s 5L,
2 3
,szi 2L 2) = e DL 2 = 2 B
a2 oy \ a2 dn® dn?



de modo que la ecuacién de cantidad de movimiento se reduce a
AN df
2 YNNG 3 ) [ a’J
4 I[(dn) 'fdfP ‘ I(Hdvﬁ :

&1 lr ra\t
g (&) vi=o

Esta ecuacién hay que integrarla con las condiones de contorno

resultando

n=0: f=0; df/dn=0,
17— 00 : df /dn — 1.

La condicién u = 0 en z = 0 se cumple autométicamente de la expresiéon de u. La solucion de la ecuacién
anterior proporciona el valor de f”(0), que en este caso es f”(0)=1.233.
6.- De acuerdo con la formulacion de Thwaites se tiene

047y [* 0,47v
03 = 03 [uuzdx=w.
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO
ETSIAE

Mecéanica de Fluidos Avanzada Examen Final 05.02.2015

Se desea analizar el flujo laminar sobre un conjunto infinito de aletas planas de refrigeracion de longitud L (figura
inferior izquierda) colocadas horizontalmente, con separacién h en la direccion vertical, y sometidas a un flujo
incompresible de velocidad U, (UsL/v>> 1) en direccién alineada con las aletas,. Debido a la simetria de la
configuracién, basta analizar el flujo sobre una de ellas, en el espacio 0 <y < h/2, donde y representa la
coordenada normal a la aleta analizada (ver figura inferior derecha). Sobre cada cara de las aletas se desarrolla una
capa limite en la direccién x cuyo espesor total denominaremos &(x). Para maximizar la transferencia de calor, la
relacién L/h se disefia de forma que 28(L)/h < 1, de manera que los efectos viscosos en la linea de corriente
y = h/2 son despreciables.

Se pide:

1) Establecer las ecuaciones y condiciones de contorno que gobiernan el flujo en el canal entre aletas, escribiendo el
gradiente de presiones para la ecuacién de cantidad de movimiento en direccion x en funcién de la velocidad en el
centro del canal, u.(x). Dado que esta velocidad es desconocida, escribir asimismo la ecuacién de continuidad
integral en el canal, entre x = 0 y x = x, para incluir una relacién de ligadura adicional que permita cerrar la
descripcion del problema.

2) Operando convenientemente sobre la ecuacién de cantidad de movimiento en x, deducir para este flujo la
ecuacién de Karman que proporciona la evolucion del espesor de cantidad de movimiento &, de la capa limite,

= (2 (-2) o

como funcién de x, de u.(x), del coeficiente de friccion c;(x) = 1125 y de los parametros U, y h.
i

3) Asumiendo que el perfil de la capa limite se aproxima mediante una ley lineal:

= Ol

determinar la ecuacion diferencial que proporciona la evolucién del espesor §(x). Integrar la ecuacion diferencial y
obtener una expresién que permita determinar la evolucién a lo largo de la coordenada x del espesor de la capa
limite §(x)/h, de la velocidad en el centro del canal u.(x) /U, y del coeficiente de friccién c;(x). Proporcionar la
evolucién simplificada de estas magnitudes en la region en que §(x)/h <« 1. Determinar el valor maximo de la
relacién entre la longitud de las aletas y su separacion, (L/h)mqax. para el que la descripcién obtenida en los
apartados 1) a 3) es valida.

/\y
U% f\h uc(x)
: T — R
it e 1%
2 d
< L >

N
o
A4



Solucion

1) El flujo es casi unidireccional con v, /u, ~ 8/L ~(LUy/v)~*/? « 1. Por tanto las variaciones
transversales de presion pueden despreciarse en la ecuacion de cantidad de movimiento en x. En
consecuencia las ecuaciones que rigen el movimiento son:

du 0v (1
a-i-a— 0
du du  ldp. 0 ( du (2)
”"é';”ay‘ p dx +6y(vay)

donde p.(x) representa la presién en el centro del canal, y = h/2. Puesto que a lo largo de la
linea de corriente y = h/ 2, el fluido no experimenta efectos viscosos, la ecuacién (2)

proporciona: > disila Yas lion R o A T)_mdhv- = WAN predes
= treatre o o
_ldpe_ duc ®
pdx  Cdx

de modo que la ecuacién de cantidad de movimiento se escribe como:

6u+ v duc_l_ ad ( 6u) 4)
Yox T ¥ay T " ax Tay\ oy

Las condiciones de contorno para resolver el sistema (1), (4) son:
y=0: u=v=0;
y=h/2: u=1u.lx), oujay=0 »=0. (5)
x=0: u(y)=U, 0<y=<h/2

El valor de la velocidad en el centro del canal u.(x) es parte de la solucién a determinar. Por ello
es preciso introducir una ligadura adicional en el campo de velocidad, que se impone al
establecer la ecuacion de continuidad integral en el canal para un volumen de control situado
entrex =0yx =x:

I"’Z Ush (6)
udy = ——
5 2

2) La ecuacion de Karman se puede derivar sumando al primer miembro de la ecuacién (4) el
término —u.(du/dx + dv/dy) +udu./dx —udu./dx que es idénticamente nulo. Se
obtiene:

0 0 du, 9t Bu %)
dx (u(uc u)) + dy (v(uc u)) + E’ (uc u) =— ay ( Va")
Integrando en la direccién y:
— | (uc-w)dy+—==]  (uc—w)d =(.,_.) .
dx 0 ( c ) 2 dx , (4 y ay i P



Usando la ecuacién (6), la segunda integral del primer miembro puede escribirse en funcién de
U, h, Uyp. Ademas introduciendo el espesor de cantidad de movimiento &,, y el coeficiente de

friccidon Cr
h/2 [y u 1
8, = J; (u—c (1 = a’;)) dy; T,= ¢ Epug ©)

la ecuacidn (8) se transforma en:

Bhoasho e, ol _So (10)
T (ués,) + g (ue —Usx) 22 Ue
o bien:
d62+ 1 du, (1 Um)h+25 ¢ (11)
dx | u, sx u:./ 2 b i
Para la ley lineal de velocidad en la capa limite:
y ¥
g, 17 Y= (12)
w h
U < 4 e
145 & 28
se obtiene:
2v(0u 2v L u 5
= — — = i = —_ 1 ——) d = -
i uz (By)FO u.8 52 J; (uc( U, ) =g (13)
Ademads, la ligadura (6) proporciona:
u.(h—8) =Ush (14)
y por tanto:
ldu, 1 d§ (15)
u, dx “(h=8)dx
Introduciendo las expresiones (13) a (15) en la ecuacion de Karman (11) se obtiene:
1dé i 56 dé wh-9) (16)
6dx 6(h—8)dx  Uyhd
es decir:
s ) 5 6
1+4 4
J’ ( -2)d6=ul/:z (17)
s (1-9) o

cuya integracion proporciona:



e h—a) 55 6L x
(H)+ “( R "h—0 NVl (18)

Utilizando (14), la evolucién de u./U,, toma la forma:

ala=) )t (u")+5(“" 1)— o
(Um) )5 R AR T T (19)

El coeficiente de friccion viene dado por:

T Bw (uc 6) Y (uc 1)‘1
Cg = = — = e | —
T "Lt~ Unh\Uph) — Unh\Us (20)
con u. /U, dada por la expresion (19).
Para § /h < 1, desarrollando en serie la expresién (18) se obtiene:

1/6 2~ 6L x
E(E) T UGh?L (21)

que también se puede obtener al simplificar el integrando en (17) para el caso § « 1. En este
limite, la expresion (21) que da la evolucién del espesor pierde la informacion de h:

o) 12v &, $
— —— = st el !’2 22
x & ARG X (3Rey) (22)

Dado que 6vx/U,h? = 0((6/h)?) < 1, la ecuacién (19) implica:

Ue (23)
— 1
Us

El esfuerzo de friccion para § /h « 1 adopta la expresion:
¢r = (3Rey) /2 (24)

Las expresiones (22) a (24) constituyen la solucién obtenida de la ecuacién de Karman para una
placa plana sin gradiente de presion y con perfil lineal de velocidad en la capa limite.

La maxima longitud de placa para la que el andlisis es valido se obtiene al imponer que la linea
de corriente y = h/2 esta libre de efectos viscosos. Esto equivale a imponer en la expresion (18)
6 =h/2enx/Ly,,, = 1. Se obtiene:

6 v s v

h

(L) _7-9Im2Uuh Ush (25)
max

La evolucién del espesor total de la capa limite y del coeficiente de friccién para Re, = 3 - 103,
L/h = 50 se muestra en la figura 1.
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Figura 1. Evolucion del espesor total de la capa limite y del coeficiente de friccion en la aleta
para Re, = 3-103,L/h = 50, comparado con la evolucién en la placa plana aislada.

El efecto de canal hace que la capa limite en la configuracién de aletas crezca con x a un menor
ritmo de como lo hace la placa plana aislada. En consecuencia el coeficiente de friccion es mayor
también en la configuracion de la aleta. El efecto es todavia mayor cuando el coeficiente de
friccion se define adimensionalizando el esfuerzo en la pared con la presién dindmica de entrada
%pro, que es lo que permite comparar directamente con el caso de la placa plana aislada.
Utilizando la analogia de Reynolds para el flujo de calor adimensional se observa que la
configuracién de canal en las aletas aumenta en numero de Stanton con respecto a la
configuracidn de placa plana, intensificando el efecto de transferencia de calor.
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UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID
ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecéanica de Fluidos Avanzada Examen final: 06-07-2015
La capa limite viscosa sobre una placa plana sometida a una corriente uniforme de un liquido de velocidad U esta dada
por la solucién de Blasius. Si la corriente uniforme esta a una temperatura T, y la placa a una temperatura T, constante,

hay una capa limite térmica que responde a la ecuacién
ar aT 0*T
(v +5) = 4o
donde u y v son las componentes de la velocidad obtenidas con la solucién de Blasius. La densidad del liquido es p, el calor
especifico es ¢ y la conductividad térmica k. La difusitividad térmica o = k/pc tiene las mismas dimensiones que la viscosidad
cinemaética v y su cociente es el numero de Prandtl Pr = v/a. Cuando el numero de Prandtl es grande, el espesor de la capa
limite viscosa es muy grande frente al de la capa térmica, de modo que la velocidad del liquido en la capa limite térmica
varia linealmente con y. Tengan en cuenta que el espesor de la capa limite viscosa es 8, ~ zm. Se pide:
1.- Orden de magnitud del esfuerzo viscoso en la pared 7.
2.- Orden de magnitud de la velocidad u en la capa limite térmica.
3.- Orden de magnitud de la velocidad v en la capa limite térmica.
4.- Orden de magnitud del espesor é7 de la capa limite térmica.
5.- Orden de magnitud del flujo de calor en la pared gp.




SOLUCION

1.- El esfuerzo viscoso en la pared es tal que

3.- La velocidad v se obtiene de la ecuacién de la continuidad

du v
& 5

lo que implica
Uy v o 62, 1%

0yT O 0 T

4.- El término convectivo de la ecuacion de la energia es del orden

6T BT (;T Tp"’Tm
(o)~ (05) (55).

or kT?’ — T
M2 ¥ R

mientras que el de conduccién es
k

Dado que ambos términos deben ser del mismo orden, se tiene

3
(5—“") ~ ProiRe=3/2 o % pe-1/2pp-1/s,
T T

5.- El flujo de calor en la pared es

g = —k (@) i o g ly= Lo Re'/2prl/3,
P or T

y el nimero de Nusselt es
Nu= 25 ___  Rel/2ppl/3,
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO
ETSIAE

Mecanica de Fluidos Avanzada Examen Final 06.07.2015

Un cilindro circular de radio R se encuentra expuesto a un flujo laminar, uniforme, de velocidad U,, perpendicular a
su eje (ver figura adjunta). El fluido puede considerarse incompresible, con densidad p y viscosidad cinematica v

@

Suponiendo que el flujo verifica Re = 2RU,, /v > 1, el médulo de la velocidad ideal sobre la superficie del cilindro
viene dado por:

U,(8) = 2Usen8,

con f = x/R siendo el dngulo azimutal medido respecto del punto de remanso anterior y siendo x la coordenada a
lo largo de la superficie del cilindro, tal como se muestra en la figura adjunta.

Se desea analizar el desarrollo de la capa limite que se establece sobre la superficie del cilndro cuando, para
controlar su evolucién, se aplica una ley de succién v,(8) en la regién cercana a § = 7. Debido a la simetria de la
configuracion, el analisis puede restringirse al rango azimutal 0 < 68 < 7.

1) Utilizando el método integral de Thwaites, demostrar que en la region cercana al punto de remanso anterior,
caracterizada por valores 8 = x/R « 1, el espesor de cantidad de movimiento &,,/R es aproximadamente
uniforme, inicamente funcién del nimero de Reynolds Re. En esta region la velocidad exterior U, (x) se aproxima a
la que se establece sobre una capa limite en la solucién de semejanza de Falkner-Skan, con m = 1. Determinar la
evolucién del espesor de cantidad de movimiento obtenida asumiendo la solucién de Falkner-Skan equivalente,
8,0-rs/R, como funcién de Re y de x/R. Especificar la region de validez de ambas soluciones (3 puntos).

2) Determinar la coordenada azimutal 6 del punto de separacion sobre la superficie del cilindro dado por el método
de Thwaites, asi como el valor del espesor de cantidad de movimiento en dicho punto, &,5/R, en funcién del
niimero de Reynolds Re. Determinar asimismo la relacién &,5/8,4 (2 puntos).

3) En el intervalo 8, < 6 < 7 se aplica succion de la capa limite. Teniendo en cuenta que en la separacién laminar
el factor de forma verifica Hy, s = 3.5, determinar la ley que describe, en funcion de la coordenada 6, la evolucion
del espesor de cantidad de movimiento &,/8,, y de la minima velocidad de succion |vp/ Um| necesaria para
garantizar que la capa limite se mantiene adherida sobre el cilindro (3 puntos).

4) Utilizando la ecuacién integral de Karman y el método aproximado de Thwaites calcular, para 8 = /2, el valor
del coeficiente de friccion c;(r/2), escribiéndolo en funcién del Reynolds local (Ue82/ V)g=n/2- Comparar el valor
obtenido con el equivalente a la solucién de Blasius, comprobando que en 8 = m/2 la capa limite sobre el cilindro
responde aproximadamente a un perfil de Blasius (2 puntos).




Solucion

1) La evolucion del espesor de cantidad de movimiento de acuerdo con el método aproximado de
Thwaites viene dada por:

6 ]
5,\°> 0.45 0.45 ([ sen®(8")do’
(3) =2 [ v2@rae = k M)
R RU? Re senb(8)
0
Para@ = x/R « 1, sen(8) = 0 y la expresién (1) proporciona:
(@)2 g, (—‘?2—‘3) = 0.274- Re~1/?2
R 40 R : @

que es uniforme con respecto a 8. En la region de validez de (2) la velocidad exterior toma la
forma:

x
Us= "R 3)

Esta ley corresponde a un perfil de Falkner-Skan U, = Ax™ conm =1y A = 2U,/R. El valor
del parametro de Falkner-Skan es f = 2m/(m + 1) = 1. El espesor de cantidad de movimiento
en la solucién de Falker-Skan viene dado por:

SR NemTowmel o L 5
= 0.292 - Re (
R R |(20.%)x 2

La solucién de Falkner-Skan proporciona un espesor de cantidad de movimiento 6% superior al
dado por el método aproximado de Thwaites. La validez de la expresion (2) requiere x/R < 1y
un Reynolds de la capa limite elevado, lo cual a su vez implica Re - (x/R)? » 1. Esta tltima
condicion justifica también la validez de la expresion (4).

2) Para valores arbitrarios de 8, antes del punto de separacion, la integracion de la expresién (1)
proporciona:

(52)2 _ 6 1-—(15/8)-cos(8)[1 - 2 cos?(8)/3 + cos*(6) /5]

R/ ~ 25-Re sen8(0) ®)

De forma equivalente, introduciendo (2), se obtiene:

6 _ 4 {1—(15/8)-cos(8)[1 — 2 cos?(6)/3 + cos*(8)/5]}*/*
80 5 sen’(8) ©)

En el método de Thwaites el punto de separacion viene dado por:



= (ﬁi) =% @)

con As = —0.09. Introduciendo (5) en (7):

cos(85){1 — (15/8) - cos(6,)[1 — 2 cos®(6,) /3 + cos*(6,)/5]} 3
sen®(6;) -8 ®)

La solucién exacta a la ecuacion (8) proporciona 65 = 103.1°. Despreciando los términos en
cos?(6;), cos*(8;) se obtiene 8 = 103.0°.

El valor del espesor de cantidad de movimiento en el punto de separacion se obtiene de (7):

825\° v dUE)_l A 825
St = A.—|—— f—t R -1 — 0.3 . -1 —_— — _1/2
( R ) %s R? ( dx /s  cos(6s) ¢ s o R i ©®)

Comparando el resultado anterior con el obtenido en el apartado 1:

225 — 2.30

820 (10)

3) El minimo flujo de succién necesario para mantener la capa limite adherida es aquel que
establece una capa limite con coeficiente de friccion nulo en el intervalo 8; < 8 < 7. De acuerdo
con el método de Thwaites, esta condicion implica A = A; para 6; < 8 < m. Esta condicion
define la evolucidn del espesor de cantidad de movimiento en este intervalo:

52 (dU./dB8)g. cos8; 8, cos0;
— = S = -  —==230 (amn
835 du,/deé cosf 820 cos@
Ademis, imponiendo A = A, para 6, < 6 < m, se tiene:
5 1dé, z 1 d?*U, 5 dé‘z 8, G
—_— ] — s
5, dx ' (dU,/dx) dx? dx 2R (12)
Con las condiciones impuestas, la ecuacion de Karman en este intervalo se escribe como:
v, dé 5, dU, ¥ & (13)
Ei- dxz + (2 + Hyp5) — % ax - i = -Ri{tanﬂsenﬂ +2(2 + Hyy5)cos8}
Finalmente, utilizando los resultados obtenidos en (9) y (11)
(14)

v, 0.63 cosf
Fp— Rellz ———{tanfsenf + 11 - cosB}

cosf



Esta velocidad es negativa, indicando que se trata de una succion. La evoluciéon con la
coordenada 6 del espesor de cantidad de movimiento y de la velocidad de succién se muestra en
la figura 1.

25 10

52/520 (~vp/Us) - Re™/?

2.0

15

1.0

0.5

0.0 0
o e 04 06 o8 Byl

Figura 1 Evolucién del espesor de cantidad de movimiento (azul) y de la velocidad de succion (rojo) a lo
largo de la coordenada azimutal del cilindro.

4) EL coeficiente de friccién en 6 = m/2 donde dU,/dx = 0 se obtiene de la ecuacién de
Karman:

ds,
i (—) (15)

La expresion de Thwaites proporciona:

dé,
6 g Y st ! =0 5
Dz Gdara 2 () = 045UUDw 16)
o bien:
1R N
Crms2 = 0.45( evz) : (17)
n
La solucién de Blasius proporciona:
0.664  0.6642 — (ueaz)‘l
C . = — — . ———
s Re::/Z (Ueaz/ V) V' /Blasius (18)

La relacién entre ambos coeficientes es 1.02, y es igual a la relacion de las pendientes de la
velocidad en la pared de ambos perfiles de velocidad, (0(U/U,)/3(y/83))y/5,=0- Ademis, la
derivada segunda en la pared es nula en ambos casos. Asimismo, (U/U,)y/s,-0 = 1, mientras

que para y/§, — oo todas las derivadas de la velocidad tienden a cero en ambos casos. Todo ello
implica que el perfil de velocidad en 8 = /2 responde aproximadamente a un perfil de Blasius.
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UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID
ESCUELA DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecéanica de Fluidos IT Examen final 16-01-14

Una placa plana bidimensional de longitud a, est4 sometida a una corriente uniforme de velocidad
U, presion p, y temperatura Tu., de un liquido de densidad p, viscosidad pu, calor especifico ¢ y
conductividad térmica k constantes (nimero de Prandtl Pr = puc/k). La placa, cuya temperatura
es Tp constante, estd orientada paralelamente a la direccién de la corriente incidente. El niimero de
Reynolds pUsa/p muy grande, de modo que los efectos viscosos quedan delimitados a una capa limite
que supondremos laminar.

Las ecuaciones que permiten determinar las componentes de la velocidad u y v, y la temperatura T

del liquido en la capa limite son

o o ou_ . Fu G or_ &
oz  dy P Sz ’(mc';’y— dr  May? Picszs TPy T "oy

Se pide:

1.- Gradiente de presién exterior dp./dz.

2.- Condiciones de contorno necesarias para determinar las componentes u y v de la velocidad.
3.- Condiciones de contorno adicionales para determinar la temperatura 7.

4.- Orden de magnitud del espesor de la capa limite viscosa 4.

5.- Orden de magnitud del esfuerzo viscoso en la pared 7.

6.- Orden de magnitud de la fuerza de resistencia D, por unidad de envergadura de la placa.
7.- Orden de magnitud del espesor de la capa limite térmica dp.

8.- Orden de magnitud del flujo de calor en la pared g,.

9.- Suponiendo que la placa estuviese orientada perpendicularmente a la direccién de la corriente

incidente, estimar el orden de magnitud de la fuerza de resistencia D por unidad de envergadura de la

placa.
...... &
+¥
Ui Do T § Us) P
B e e a

P
A

a Figura solo valida
para el Gltimo

apartado




SOLUCION

1.- Como la corriente no viscosa alrededor de la placa plana es la no perturbada, la presién es pe = Peo,

de modo que dp./dz = 0.
2-Eny=0esu=v=0.Eny—so0esu=Uxyenz=0esu=Ux.
3-Eny=0esT=Tp.Eny—>wesT=Tgyenz=0es T =T..

4.- El término convectivo es del orden pudu/dz ~ pvdu/dy ~ pUZ /a, mientras que el viscoso es del

orden de pd?u/0y® ~ ulUx /2. Par que ambos términos sean del mismo orden es necesario que

&y T} 1

a pUsc X vRe

5.- El esfuerzo viscoso es

du We  pUoo PUEQ
= _ ~ ~——+vRe ~ —=2=,
Lo (63}')1,:0 v a v Re

6.- La fuerza de resistencia por unidad de envergadura de la placa es

pU%a

VRe '

D~ ma~

7.- El espesor de la capa limite térmica se obtiene de comparar el término convectivo pucdT /dz ~
pvedT |8y ~ pUscAT/a, con el de conduccién de calor k82T/8y? ~ kAT /62, y para que sean del

mismo orden, es necesario que
ko ok w o

pUscC pic pUscc  PrRe’

donde Pr = uc/k es el nimero de Prandtl. De la relacién anterior se obtiene

62 ~

Lo ey
a VRePr

8.- El flujo de calor esta dado por

ol (6_T) Rl B Gl b EUE L
y=0

dy o a ér a
donde gpa/k (Tp — Too) es el nimero de Nusselt, Nu, que resulta ser
Nu ~ vV RePr.

9.- Cuando la placa es perpendicular a la corriente incidente, esta se desprende en los bordes de la

placa y la contribucién més importante a la resistencia es la de forma, de modo que

D ~ alp ~ pUZ2a.
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONAUTICOS

Mecéanica de Fluidos I1 Examen 09-07-2014
La capa limite de Blasius es aquella formada sobre una placa plana semi-infinita, situada paralelamente a una corriente

uniforme de valor Uy y sin gradiente de presiones. Las ecuaciones que la determinan son

ou dv
T el
ou ou %u
Pus— + pv@; = #@,
donde p y p son constantes. Se pide:
a) Orden de magnitud de la velocidad transversal, v, a la capa limite en funcién de su espesor 4.
b) Orden de magnitud del espesor & (z) de la capa limite.
c¢) Orden de magnitud del esfuerzo en la placa, 7, (z).
d) Utilizando la ecuacién de la continuidad aplicada al volumen de control! indicado en la figura, determinar el gasto
volumétrico, g, que abandona el volumen de control por su parte superior, en funcién del espesor de desplazamiento 4*.
e) Utilizando la ecuacién de la cantidad de movimiento aplicada al mismo volumen de control, determinar 7, (z) en

funcién del espesor de cantidad de movimiento 6.

Las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento en forma integral, para un movimiento estacionario y en ausencia

de fuerzas masicas son
/p(ﬁ—v';)-ﬁda={],
b

[pﬁ(ﬁ—v’é)-ﬁda=—fpﬁda+/ﬁ-r’da.
b5 ) 31
El espesor de desplazamiento esta dado por

a{-za*zfom(ug)dy,

S, 6=[}w%(1—§)dy.

1La cara superior del volumen de control se extiende més alla de la capa limite en la direccién vertical, tal como se muestra en la figura.

y €l de cantidad de movimiento por




SOLUCION

a) De la ecuacién de la continuidad se tiene

i

—_— -,

z 4
b) Los dos términos convectivos, de acuerdo con la relacién anterior, son del mismo orden y del orden de pU?/z mientras

que el término viscoso es del orden de ul//62. Cémo en la capa limite ambos términos son del mismo orden, se tiene
6 ,u Hz
RNE T

') U,
gt w EE0E
T pT

U, U3
o el

d) La ecuacion de la continuidad en forma integral proporciona

Conocido §, la velocidad transversal queda

c) El esfuerzo en la placa es tal que

oa T
/ p(u—U)dy-l-/ pudz = 0,
0 0

I {s =] o0
= d:r=f U-— d=U/ - 2\ay=us".
q [)v 5 (U—u)dy ; ( U) Yy

e) La ecuaci6én de cantidad de movimiento en forma integral proporciona

oc T T
p/ (uz—Uz)dy+pr vd:z:=—f Tpdz,
0 0 0

ya que la integral de las presiones es nula porque la presién es uniforme. A su vez de la ecuacién de la continuidad se tiene

/ﬂxvﬁzfom((f—u)dy,

que sustituido en la de cantidad de movimiento proporciona

lo que permite escribir

p/c [(uz—{;'z)+U(U—:.f.)]d:gr:-~f0 7507,

de modo que

T Lo <] U u
de = Uﬂf = (1-5) dy=pv?
-/0 TpGT P & U U) Y A 61
y derivando con respecto a z se tiene
do

== 2
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UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONAUTICOS

Mecénica de Fluidos I1 Examen 22-05-13

PRIMERA PREGUNTA

Un perfii simecrico de cuerda ¢ a anguio de ataque MU0, esta souerido a una corriente uuirorme de
velocidad U ¥ presién pe de un liquido de densidad p y viscosidad p. El namero de Reynolds del

movimiento pUsxc/p es grande. Las ecuaciones que determinan la capa limite sobre el perfil (supuesta
laminar) son

Ou  Ov

—_— -.—go,

oz

&

ou du dpe 8u
P u-a—z+v§§ =—E+,u-3?,
donde p, es la presién exterior a la capa limite, que no varia con y. Se pide:

1.- Orden de magnitud de la velocidad transversal v a la capa limite.

2.- Orden de magnitud del término convectivo he la ecuaci6n de cantidad de movimiento.

3.- Orden de maguitud del espesor de la capa limite.
4.- Orden de magnitud del esfuerzo en la pared del perfil.

5.- Orden de magnitud de la fuerza de friccién Fy (por unidad de envergadura E) sobre el perfil.

SEGUNDA PREGUNTA

Por un tubo liso de dismetro D e infinitamente largo, fluye un liquido de densidad p y viscosidad
con velocidad media en la seccién de valor U. El movimiento es turbulento ya que el
UD/v es alto. La caida de presién entre dos secciones situadas a una

cinemética v,
nimero de Reynolds Re =

distancia L es tal que
pU? o

Se pide determinar:
6.- Coeficiente de friccion de Darcy A. B
7.-Velocidad de friccion u, relativa a U.

8.- Orden de magnitud del espesor (referido a D) de la capa en la que los esfuerzos viscosos y turbulentos

son del mismo orden.




SOLUCION

PRIMERA PREGUNTA

1.- De la ecuacion de la continuidad se tiene

]
—L'IENE = U""Ugo_@:u.
c é - c

9.. Cada uno de los sumandos del término convectivo es del orden

ou UL du v :

_—— ) — U —_— s,
Phoz ~P ¢! ""ay Ploiy 0yt
de modo que ambos son del mismo orden.

3.-El orden de magnitud del espesor de la capa limite se obtiene de hacer que el término viscoso, medido

g
15 con 4, y el convectivo sean del mismo orden
: U Us
i P—E— e #F,
lo que implica
f f o = 1
4 ¢ VprUxc +Re

4.- El esfuerzo en la pared est4 dado por \

- (?E o uU o P
TP"nu' ay e H F3 (—Re‘

5.- La fuerza de friccion, por unidad de envergadura del perfil, estd dada por
Fy pU%c

. Pt

SEGUNDA PREGUNTA

6.- Dado que la ecuaci6n de cantidad de movimiento proporciona
ML (1
p(z=0-ple=L)=4 ('QPU?) i
resulta que AL/D = 1,5, de modo que A = 1,5D_/L = 0,015.

7.- Dado que el esfuerzo en la pared es i

= ngz,
y que la velocidad de friccion se define como
| Tp = pud,
resulta que
= % = 0,043.
2| e 4R
3. t”:}}gj’)ho AN Salv B
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UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID
ESCUELA DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecéanica de Fluidos I1 Examen parcial 20-12-12

Una placa plana semi infinita est4 a una temperatura T}, constante. La placa esta sometida a una
corriente uniforme de un liquido con velocidad Uy, presién pe y temperatura Tho, con angulo de
ataque nulo.

Las ecuaciones que permiten determinar la capa limite viscosa laminar sobre la placa son

L O, T IR .
BI ay_ 1 maz pvay_”aygr

¥y, una vez conocidas u y v, se puede determinar la capa limite térmica mediante la ecuacién

2
pcu?—z -{-pcva—T = kg—z. ﬁ

0 dy dy?

Mediante estimaciones de érdenes de magnitud, se pide:

1.- Variaci6n del espesor de la capa lfmite viscosa 4, con la coordenada z a lo largo de la placa.
2.- Variacion con la coordenada z del coeficiente de friccién Cy = 27,/pU2,.

3.- Variacion con x del espesor de la capa limite térmica 7.

4.- Variacién con z del flujo de calor en la placa gp.

5.- ;Cual es el orden de magnitud de dr cuando el nimero de Prandtl es grande?.



RESPUESTAS - VERSION 2

P1 - Dos puntos

P2 - Dos puntos

P3 - Dos puntos

3a-d0p~z

(8- 67 ~ /0%

O-6~ it B Or v
1b.- 6, ~ x 2b.- Cy ~ Y
le- b~ g5 @-Cr~ v
1d- & ~ 2 2. Cy ~ /Y=

3c.- Op ~ [ YBEE

3 01~ o

le.- Ninguna de las anteriores

2e.- Ninguna de las anteriores

3e.- Ninguna de las anteriores

P4 - Dos puntos

P5 - Dos puntos

ta- gl ~ /5P

5a.- 6p ~ 2 Pr-1/3

q
4b.- P ~ Uopr

Uge Pr
@ =Tw) \/- va

§b.- op ~ Pr- 12
v

5.- 87 ~ Pr! \/'é

4d- grry ~

5d.-6p~ Pr1, [

4e.- Ninguna de las anteriores

4e.- Ninguna de las anteriores
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UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONAUTICOS

Mecdnica de Fluidos II ; ' Examen 17-09-08

Considérese la capa limite sobre una placa plana semi infinita de una corriente uniforme, paralela a la

placa de wolacidad IT ronatanta Tl Aunida e un Hanida de dencidad o vigrncidad o

La ecuacién integral de Kérman para la capa limite incompresible es

donde wu, la velocidad exterior a la capa limite,

o[ (-2 rom [ 202

son los espesores de desplazamiento y de cantidad de movimiento, respectivamente, y

c_2‘r
‘f_pU““

es el coeficiente de friccién, siendo T, el esfuerzo en la pared. Se pide:
1.- Simplificar la ecuacién de Kdrman para el caso considerado.

2.- Si la capa limite es laminar, muestren, por estimaciones de orden de magnitud en la ecuacién de

cantidad de movimiento®, que

‘. C_”’%:G'

siendo a una constante.

3.- Suponiendo que la constante a del apartado anterior es conocida, determinar el espesor de cantidad
de movimiento 0. Determinen también la resistencia de la placa D (z) desde el origen hasta la posicién

I.

IRecuerden que las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento para una capa l{mite laminar de un fluido
incompresible son
du Ov du du dpe 2u

— e 5= 0 PRE— s SR e s
.az+8” ,waz+pvau--= ﬂbfﬂﬁv’
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R R

g
¥

SOLUCION

1.- Como en este caso u, = U = constante, du,/dz = dU/dz = 0 y la ecuacién de Kérman queda

cf-

SRS
B3] =

2.-Dehecuad6ndemnﬁdaddemovimientoenformdifarencialseobtiene
pU2 uU & 7 .

e At e = —

z &2 T pUz’ ¢
Ademds

de modo que
(7 =

de la ecuacién de Kdrman se tiene

que se integra, con 8 (0) = 0, para dar

o bien

Dado que

la resistencia es

Obsérvese que

'

- Vo

7.
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecénica de Fluidos Avanzada Examen 25-01-2017
En una capa limite turbulenta sin gradiente de presiones, con una velocidad de succién/soplado constante y de
valor v, constante, la ecuacién de cantidad de movimiento para la zona del defecto de velocidades es

8 8 B f sy
Uegg U = Uo) v (U - U) = 5 (-wv), (1)

donde y ~ A (espesor normalizado tal que u./ = U.d;) y cuya soluciéon puede escribirse en la forma

U=Ue+uuF(%1—E{_)1 (2)

donde u, = /7p/p siendo 7, el esfuerzo en la pared.

La ecuacién de la cantidad de movimiento en la zona cercana a la pared (subcapa viscosa, buffer y zona

dU _d [ — dU)
e —\ 3
vsdy dy( u'v —l—udy (3)

1.- Integren una vez la ecuacién (3) con respecto a y e introduzcan la velocidad de friccion. (1 punto).

logaritmica), estd dada por

Se pide:

92.- Escriban la ecuacién del apartado anterior (apartado 1) en forma adimensional utilizando U = U/u, e
y* = yu, /v como variables adimensionales, junto con v} = vs/u. y ¢ = —w/v//u2. (1 punto).

3.- Para y* < 1, los efectos viscosos son dominantes frente a los turbulentos. Determinen Ut = Ut (y*,vf).
(1.5 puntos).

4.- Cuando y* > 1, los esfuerzos viscosos son despreciables frente a los turbulentos. Obtengan los esfuerzos
turbulentos g = ¢ (U*,v). (1 punto).

5.- De la ecuacién (1) con y/A < 1y de la ecuacién (3) con y* > 1, mostrar que existe una zona de validez
comin de las soluciones F' (-}i—,v;") y Ut (y+,v]). Mostrar que esa zona de validez comin es logaritmica y que,
en principio, la constante ks es distinta de la de Karman como consecuencia de la existencia de vy . (3 puntos).

6.- Utilicen la teorfa del camino de mezcla de Prandtl para modelizar los esfuerzos turbulentos. En esta teoria
vr = by, siendo £, la longitud de mezcla y vy, = £, |dU/dy|. Se pide determinar la longitud de mezcla
¢+ = lpu, /v en la region logaritmica, como funcién de vy e y*. (2.5 puntos).




ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecanica de Fluidos Avanzada Examen Final 25.01.2017

La figura adjunta muestra una estela turbulenta plana, que se desarrolla a lo largo del eje x de un conducto 2D de drea
variable, caracterizado por poseer flujo casi-unidireccional. El eje de la estela y del conducto coinciden, de modo que
en la region de la estela la velocidad axial del flujo impuesto por el conducto de 4rea variable puede considerarse tan
solo funcién de la coordenada axial, u, = u,(x), mientras que la velocidad transversal asociada a la variacion de area
del conducto verifica en su eje (y = 0), v,(x, 0) = 0. El origen del eje x se selecciona de manera que la longitud L,
que caracteriza las variaciones de la velocidad u, y el desarrollo axial de la estela verifica lo~x,

N
y | Ue (x)\

Y

=V

h—\—'l‘—\,’\' I-"""“\_

— :.(_uc(x)

El defecto de velocidad media u.(x) = u,(x) — @i(x, 0) existente en el ¢je de la estela (y = 0) verifica u./u, « 1,
de modo que se trata de una estela /ejana. El flujo medio en la region de la estela lejana puede describirse introduciendo

e

una pequeiia perturbacion (i, 7, p) al flujo irrotacional impuesto por el conducto (u,, v,, p,) sin el efecto de la estela:
U=u+i; V=v+7p=p.+p
Se desea analizar el desarrollo de la estela lejana. Especificamente:

1) Teniendo en cuenta que cerca del eje del conducto(y = 0) la velocidad axial u, tan solo depende de x, escribir la
ecuacién de continuidad para el flujo impuesto por el conducto (u,, v, p,) en el entorno de su eje, expresando la
velocidad transversal v, (x, ¥) como funcién de la coordenada transversal y, asi como del gradiente de velocidad axial,
du,/dx. Escribir asimismo la ecuacién de cantidad de movimiento axial para el flujo impuesto por el conducto en el
entorno de su eje, determinando el gradiente axial de presiones (1/p) - (dp, /dx) como funcién de u(x).\7)

2) Asumiendo que la estela turbulenta lejana es un flujo esbelto cuya extension transversal § verifica:
§/x &1, Re=u//v>1,

escribir las ecuaciones simplificadas de continuidad, cantidad de movimiento axial y transversal para las

perturbaciones del flujo medio en la estela (iZ, ¥, p). Estableciendo el balance convectivo-turbulento en la ecuacién de
cantidad de movimiento axial, relacionar el cociente §/x con u./u,, confirmando que la estela lejana es un flujo
esbelto que verifica § /x < 1. ()

3) Definiendo la anchura de la estela en la estacion x como me fidy = —u.8, y asumiendo que el defecto de velocidad

decae rapidamente en la region exterior a la estela como para que se tenga f_mw% (vi)dy = (yii)|%, = 0, integrar

transversalmente la ecuacién de cantidad de movimiento axial en la regién de la estela para demostrar que se verifica:
ug (x) - u (x) 8(x) = A

Siendo A una constante independiente de la coordenada x. (%7

4) Se desea explorar la posibilidad de que la estela turbulenta lejana que se desarrolla en el conducto de area variable
posea estructura de semejanza. Para ello se introduce el siguiente escalado:

i=ux)-F@m), —uv =ui(x):-G), n=y/8(x)

Incorporando estas expresiones en la ecuacion de cantidad de movimiento para las perturbaciones asociadas a la estela
obtenida anteriormente y utilizando el resultado del apartado anterior, determinar la relacién adicional que deben
verificar u, (x), u.(x) y 5(x) para que la estructura de semejanza propuesta sea posible. €

5) Comprobar que las leyes u,~x%, §~x2, u.~x° , con a, b y ¢ constantes, son compatibles con la estructura de
semejanza propuesta, determinando la relaciones b = b(a), ¢ = c(a). Determinar asimismo si existe algin valor del
exponente a que caracteriza la velocidad en el conducto que verifique b = ¢, de manera que tanto el defecto de
velocidad u, como la anchura de la estela § tengan una evolucién similar con la distancia x a lo largo del conducto. 1)
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Mecéanica de Fluidos Avanzada Examen final 01-02-2016

PRIMERA PREGUNTA

Las soluciones de Falkner-Skan describen las capas limites que se forman sobre cunas. El flujo potencial alrededor de una
cufia de angulo 73 da lugar a una velocidad de deslizamiento a lo largo de la pared de la forma u, (z) = Az?/(2=5) donde

A es una constante. La capa limite viscosa sobre la cufia admite solucién de semejanza con la variable
i g (z) ’
(2-8)ve
siendo la funcién de corriente: v = f (n) /(2 — ) vau. (z); mientras que la velocidad esta dada por u = u. () (df /dn). La
ecuacion de cantidad de movimiento se reduce a una ecuacién diferencial ordinaria de tercer orden, que permite determinar
f(n), que para valores pequenos de n se tiene H‘f}% fm) =3m° (%ﬁ-) i mientras que para valores muy grandes de 7 se
- n=
obtiene lim f(n) =n.
n—+oo
La ecuaciéon de la energia, que permite determinar la distribucién de temperaturas en la capa limite, también admite
solucién de semejanza y se reduce a
d*0 + Pri () df
bucliicd r = =
dn? m dn

donde § = (T — Tx) / (T — T ), siendo T'x la temperatura de la corriente exterior y 7}, la temperatura de la pared, ambas

0\

constantes. El nimero de Prandtl es Pr = uc/k.
Utilizando la ecuacién anterior y los datos proporcionados sobre la funcién f (n), se trata de determinar el nimero de
Nusselt (o su equivalente, el flujo de calor en la pared) cuando el namero de Prandtl es muy pequeno (Pr < 1). Observen

que para Pr < 1, la capa limite térmica es muy gruesa comparada con la viscosa®.

SEGUNDA PREGUNTA

Refiriéndonos al problema anterior de la contraccion en el que la velocidad exterior puede asimilarse a la velocidad media
longitudinal a lo largo del eje de la contraccion z;, de modo que @, (xq1 =0) = Up y @1 (1 = L) = CUpy, la rejilla genera
un flujo turbulento débil y uniforme al inicio de la contraccién, caracterizado por un nivel de energia cinética turbulenta
ko < Uj y una escala integral turbulenta £, ~ kg’l » /€0, con ey siendo el valor de la disipaciéon turbulenta a la entrada
de la contraccién. Suponiendo C > 1, de forma que k(l,/ * [/ (CUy) < fy/L <« 1, y asumiendo que es posible despreciar las
variaciones transversales de energia cinética turbulenta, se desea analizar su evolucién a lo largo del eje de la contraccion.

Para ello, partiendo de la ecuacién de transporte de la energia cinética turbulenta en turbulencia libre

ﬁ.@—_w%+i V% — £
Ja:r:j j "'133:1- 8;rj f‘i?:rj o

evaluar el orden de magnitud de los distintos términos que aparecen en la ecuacion, simplificAndola. Considerando asimismo

que en el flujo casi-unidireccional en la direccién z; se verifica u’? ~ uf + u¥ determinar la relacién ky, /ko, siendo kp, el nivel

de energia cinética turbulenta a la salida de la contraccion.

I Tengan en cuenta que



SOLUCION
PRIMERA PREGUNTA
Como la capa limite viscosa es muy delgada con respecto a la térmica cuando Pr < 1, la funcién f (1) puede aproximarse

por 1, con lo que la ecuacién diferencial puede escribirse en la forma

%6 df
—_— _P _——
a? """y e

que puede integrarse una vez para dar

df Ios
E = Kexp (—En P'r),

S
dn /o )

7
=1+ K/ {e‘xp (—%n2Pr)] dn,
0

donde se ha impuesto la condicion de contorno T' = T}, en y = 0, lo que implica # = 1 en n = 0. Para determinar la constante

de esta ecuacion se deduce que

integrando de nuevo se tiene

K hay que imponer la condicién de contorno T = T, en y — oo, lo que implica # = 0 en n — oo, mediante esta condicién

se obtiene

K — -1
fum [exp (—%nzP'r)] dn’

ecuacion que con ¢ = 14/ Pr/2, puede escribirse como

/m exp (—=72Pr dn=\/-2—/w [exp (—<2)] ds = 1/ 5o
o 2 Pr o A 2Pr’

( ﬁ) = Kl T
dn /.o s
El flujo de calor esta dado por

or de an df ue ()
=k =] =—k(T T [ WIllEE = 53 ST 5o .
= (ay)ygo S (dn),Fu Ay ( J (dn)nzo 2-B) vz

v sustituyendo el valor de (%%) o K=- 2% se obtiene
ﬂ=

lo que proporciona

" k(I ~Ts) f 2PrRe,
= di T2-5)

siendo Re; = zu, (z) /v. El nimero de Nusselt es

I, dpT g 2 \
Nu—k(Tp—Tw) = [ ?T(Z—}S) \/PT'RE;'.
SEGUNDA PREGUNTA

Si ) y @ representan la coordenada axial y transversal en el eje de la contraccion, la ecuacién de la energia cinética

toma la forma

o Ok _ pdm 0 uak) :
. L1 & ! 6.’1.‘1 Bxl ta&’:] :

Asumiendo que u? =~ u} + uf, resulta que k = (u’iz + ulf + u?) ~ 3 (211"12) = uf?, la ecuacion anterior puede escribirse

a (k) a( Bk)_&

3.7;1 = 3—1‘1 V‘B—ml

COomo

El orden de magnitud de la viscosidad cinemética turbulenta es vy ~ £;0v/ko, el de la velocidad u, ~ CUp, el de la

coordenada w1 ~ L, el de la energia cinética turbulenta k ~ kg y el de la disipacion & ~ gy ~ kg/ 2 /€. Con estos 6rdenes de




magnitud se tiene: M ~ CUpko/L; 3—% (ut th) ~ gk‘l}/ /L% ye~eg ~ ko /fm Refiriendo los 6rdenes de magnitud

de los dos términos del segundo miembro al orden de magnitud del primer miembro se tiene

a dk
Bz1 (Vtsa) bao kg'” -
a(lelk) i CUG
£ k? L
= O_r_ < ]_,
3@k ~ CUp L
T

va que aunque L /¢, > 1, el producto anterior todavia es pequerio, de acuerdo con lo citado en el enunciado. A la vista de

esto, la ecuacion de la energia cinética turbulenta se reduce a

d(uk)
611 n 0"
que puede integrarse para dar
i1k = Ugko,

que particularizada al final de la contraccién, donde @; = CUy, proporciona la energia cinética turbulenta, ky, en la salida

de la contraccién
kp, Uy 1

ke CU, C’
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\Zomﬂ), asociada a superficie inferior (1):

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecénica de Fluidos Avanzada Examen Final 01.02.2016
El flujo turbulento de Couette es un flujo uni-direccional que se establece entre dos placas paralelas, alineadas segun
el eje x, separadas una distancia 2H, que se mueven con una velocidad relativa U. Cuando el nimero de Reynolds
Re = 2HU /v es suficientemente elevado, el flujo se hace turbulento. Para analizarlo supondremos que la placa
inferior, que denotaremos con el indice (1), esté ligada al sistema de referencia, mientras que la superior (2) se desplaza
en la direccion del eje +x con velocidad U, tal como se muestra en la figura adjunta. EIl movimiento de la pared (2)
arrastra al fluido y genera un esfuerzo de friccion sobre dicha pared que trata de frenarla, mientras que sobre la
superficie (1) el fluido genera un esfuerzo de friccién que tiende a arrastrar la placa inferior en la direccion del
movimiento. Mediante una transformacion de Galileo, es siempre posible elegir un sistema de referencia en el que el
flujo neto en la direccién x es cero. Como resultado, la presién media sobre la superficie inferior, que llamaremos
pq. resulta ser constante para cualquier X.

U
400 8 et

(2 2H

(1)
S_ | S

Se pretende analizar el flujo turbulento de Couette con (u*/U)? - (2HU/v) > 1, en un canal de paredes lisas, siendo
u* la velocidad de friccion. Para ello:

=l

1) Establecer las ecuaciones de continuidad y de cantidad de movimiento en las direcciones x, y, demostrando que el
gradiente de presion media en la direccién x, p/0x, se anula en todo el flujo. Establecer asimismo las condiciones
de contorno apropiadas para la ecuacion de cantidad de movimiento en la direccién x.

2) Demostrar que el esfuerzo de friccion que el fluido ejerce sobre las superficies (1) y (2) es igual en valor absoluto
y de signo contrario, validando el resultado p/dx = 0 para este flujo.

3) Utilizando las siguientes variables para describir, respectivamente, el flujo sobre las superficies inferior y superior:
X=XV =YiW =W =V
Zona (2), asociada a superficie superior (2): X==xV,=2H—y; u, =U—-u; v,=-v

re-escribir la ecuacion de cantidad de movimiento longitudinal para el flujo en cada zona, demostrando que en las
nuevas variables el flujo medio obedece exactamente a las mismas ecuaciones y condiciones de contorno, y por tanto
iy = i, para y; = y,. Utilizando este resultado determinar U, el valor de la velocidad media del flujo en el centro
del canal, y = H, como funcién de la diferencia de velocidades establecida entre las superficies, U.

4) Demostrar asimismo que el flujo en cada una de las zonas introducidas mas arriba incluye regiones de pared y
exteriores a la pared, dando las ecuaciones y condiciones de contorno que rigen cada region, el rango de coordenadas
y; (i = 1,2) en que son validas, y comprobando que existe, para cada zona, una region logaritmica de acoplamiento
entre las regiones de pared y las exteriores a las mismas. Comparando la ecuacion diferencial que rige la region de
pared de cada zona con la que describe el flujo sobre tubos lisos, proponer el valor, para cada zona, de la constante de
la region logaritmica escrita en coordenadas de pared.

5) Introducir para cada una de las zonas (1) y (2) la hipétesis de Boussinesq y demostrar que las viscosidades

turbulentas verifican:
dvn dvrz
¥y Sles Vg =Yo7 ("'_) = (—")

d‘}hj y1=H dy2 Ya=H

6) A la vista de estos resultados, proponer una ley polinémica para las viscosidades turbulentas fuera de las regiones
de pared:




e Sl N
wrew w=Agre(g) o
determinando el valor de las constantes 4, B.

Utilizando el resultado obtenido, integrar la ecuacion de cantidad de movimiento para obtener la ley de defecto de
velocidad (% — U/2) /u* en la mitad inferior del canal, para v/u'H < y/H < 1.

7) Determinar la ley que proporciona la velocidad de friccién como funcién del nimero de Reynolds del flujo, Re:
u/2

?IF(RB), Re=2HU/v




Solucién

1) Las ecuaciones para el flujo medio son:

At
_— uU=1u la
= 0 - u=1ul) (la)
00 0 oy O (1b)
B “a*a—('u'” % "@)
p 4 (1c)

Integrando en la direccidn transversal la ecuacion (1c) se tiene:

1 T

LT @)

p pt
siendo p, la presion tanto en la pared inferior como en la superior, donde v2=0, que ¢l enunciado
nos dice que no depende de x. Dado que los promedios temporales de la velocidad tampoco
dependen de x, la ecuacion (2) implica:

19p 1d
et A e S 3)
podx pdx
En consecuencia la ecuacion de cantidad de movimiento en la direccion x se escribe como:
d du I di
a(—u'u' + VE;) =0 - -uv'+ Piva 0 C))

Siendo u*? = v(dii/dy),-o = v(d#i/dy)-,y. Las condiciones de contorno apropiadas para (4)
son:

y=0:1=0 —uv =0 (5a)
y=2H: U-%)=0, —uv' =0 (5b)

2) El tensor de esfuerzos viscosos del flujo medio viene dado por:

- dii
V—
e dy
dii
0 (6)

"y
Y dado que la normales exteriores a las superficies (1) y (2) son respectivamente 7i; = J, i, = —J,
se tiene:

du
P 7 . T P
LT _ _
V‘d;u 0 ) 7y

dy



dii
0 y—

T dy e (d_ﬁ) Sl e (7o)
Ty = — = 14 L= W=t

4 Pvg 0 [ ] < dyy=2H p

dy y=2H

de manera que la superficie (1) tiende a ser arrastrada por el fluido, mientras que la superficie (2)
tiende a ser frenada. Utilizando las expresiones (7a,7b), aplicando la ecuacion de cantidad de
movimiento en forma integral al canal del flujo de Couette entre dos planos cualesquiera situados
en coordenadas x = constante, se comprueba que en este flujo se debe verificar dp/dx = 0.

3) Con las transformaciones sugeridas en el enunciado del problema, el flujo en la mitad inferior
de la pared queda descrito por las siguientes ecuaciones y condiciones de contorno:

e gl
~uv] + v—-=u"? (82)

dy, 3
y1=0: #,=0, —uwyv; =0 (8b)

donde U, es un valor a determinar como parte de la solucién. Analogamente, para el flujo sobre la
pared superior se tiene:

T, di,
—ulv, + v— = u*? (9a)

2v2 dy:
y,=0: i, =0, —uyv;=0 (b)

Las ecuaciones diferenciales y condiciones de contorno que rigen ambas mitades del flujo escritas
en las nuevas variables son idénticas. Por tanto debe verificarse:

Yi=Y: 2 U4 =U (10)

En particular,eny, =y, = H, U, =i = U, mientras que I, = U — i = U — U, y la condicion
(10) implica que:

U.=U-U, - U, =U/2 (11)

4) Dado que (u*/U)*(2HU/v) » 1, el flujo tanto en la regiéon superior como en la inferior
presenta dos regiones claramente diferenciadas: una a distancias y;/H = 0(1), donde el esfuerzo
viscoso es despreciable y otra a distancias y;u*/v = 0(1) donde es necesario retener el esfuerzo
viscoso. El acoplamiento entre ambas regiones exige la existencia de una tercera region que
simultaneamente verifique y;/H « 1, y;u*/v > 1, donde la soluciéon adopta un perfil
logaritmico:

* . ﬁi 1 ylu‘ P . ﬁl Vs 1 1 7 12a
yu' /v » 1 u*_xm 2 #C IV vy /H«1: u*_xlnH+Cl (12a)

) ﬁz 4 1 yzu* ; ﬁz 5 1 V2 . (12b)
YU /V>>1 u*—’cln +C, yz/H<<1. u*_me-[-Cz

La constante C que aparece en la descripcién logaritmica de la ley de la pared para las regiones
inferior y superior es idéntica, puesto que la ecuacion diferencial y condiciones de contorno que
rigen ambas regiones son también idénticas, iguales asimismo a las que describen la regién de la
pared en tubos lisos. Por tanto debe ser C = 5.2.



La ecuacion de cantidad de movimiento en las regiones inferior y superior del canal, fuera de las
regiones de pared viene dada por:

yi/H » v/Hu*: —ujv; = u*? (13a)
H>»v/Hu': —u.v, =u*?
Yo/ H>v/ 2V2 (13b)

5) Introduciendo la hip6tesis de Boussinesq, se tiene:

('I.’ +vt1) u*z; yl = 0: ‘th == 0, 1_‘.1 = 0; y-l = H: ﬁ]_ = U/z (14&)
3 41
(v +vt2)d_2 =uZ |20 v,=0, L=0 y=H p=uz P
Utilizando (10) y las ecuaciones (14a), (14b) se concluye que:
JA=N2 = V.=V (15)
= =H
& i dy, d}’z

6) Para la region inferior, la viscosidad turbulenta adimensional ¥;; = v /(u*H) verifica:

Y1 - dveq -0 (17)

'f1=7_1"=0: Vpy=0; § =1

Ademas en la capa logaritmica de la region 1 se tiene:

déy

v/HUW « § « 1: ¥y = k& (18)
Teniendo en cuenta (17) y (18) se propone:

v/Hu* « §;, <1: ¥,y =x§(1-&/2) & A=-2B=«k (19)

Con esta ley, la ecuacién de cantidad de movimiento en la region inferior, fuera de la region de la
pared, se escribe como:

y €n consecuencia:
3 dve ” dvtz —0 (16)

, U
. = e X 20
ké (1 — 51/2) dz, ( ) 1, &=1 o 2w (20)
O bien:
g, U, it d u 1
IS =t (2 en
u zu* K i 61(1_61/2) zu 2_§1
Para ¢; <« 1 se recupera la ley logaritmica que aparece en (12a) con:
U
! = 22
Ci= 5 (22)

Asegurando el acoplamiento del perfil de velocidades en la zona logaritmica se tiene:




us2 1 u"2HU
ey (——) 46 (23)
w X g v
o bien, con C = 5.2:
Uiz 1 u* 2HU
e e e . (24)
u* xm(U/Z v )+35
2 1E-01
H *
y/ 4 w /U
08
0.6 / i _
0.2 \
O.O_W 30 20 10 oin 1.E-02 : . PR S P SRR T
@ —-U/2)/u" 1E+03  1LE+04 1E+05 1E+06 16407 2UH /v

Figura 1: Flujo de Couette turbulento con paredes lisas. [zquierda: perfil del defecto de velocidad.
Derecha: velocidad de friccion como funcién del nimero de Reynolds.

Aunque no se pide en el ejercicio, en el caso de que las paredes tengan rugosidad y el nimero de
Reynolds sea suficientemente elevado para que podamos considerar paredes totalmente rugosas,
la descripcion es idéntica, excepto que el perfil de velocidad en la region cercana a la pared se
escribe como:

% 1. % u 1 »n
¢ == In— » . ' —=—=(n— x 25a
y,/h > 1: = Kln > +Bu*h/v); yi/H<K1 = KInH +Cf (25a)
Yy 1. .3, L : b Yy (25b)
valh» 1: u*—xln 5 + B h/v); y./H < 1: u,-KInH + C;

Para Reynolds suficientemente elevado se tiene u*h/v > 80, en cuyo caso B = B, = 8.5.
Utilizando el modelo de Boussinesq propuesto anteriormente, la region central del flujo adopta el
perfil dado en (21) y el acoplamiento de la velocidad en la region logaritmica implica:

/2 1428 U/2 1 B
Uz 1gal O FEE i-lnd 26)
u* ] u* k H

1.E-01»—. ==

uA/UL

1E-02 T
1.E-03 1.6-02 h/H 1,601

Figura 2: Velocidad de friccién como funcién de la rugosidad relativa para paredes totalmente
rugosas.
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UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID
ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecénica de Fluidos Avanzada Examen final 04-07-2016

PRIMERA PREGUNTA

Las ecuaciones que determinan la evolucién de la estela bidimensional lejana de un cuerpo simétrico sometido a la corriente
uniforme, U, para un liquido de viscosidad cinemética v, son

Ou|, Ov 8u+ du 3(

—iH—r=0; UtV = — —W+V§E)
éz| By dr Oy Oy ’

dy

vélidas tanto para régimen laminar (—u'v’ = 0) como para régimen turbulento (v (du/dy) = 0).

Se trata de determinar el orden de magnitud del espesor & (z) de la estela lejana y el orden de magnitud del defecto de
velocidades @ = u — Uy < U, en los casos tanto laminar como turbulento. Para ello simplifiquen la ecuacién de cantidad
de movimiento adecuadamente y obtengan una relacién integral entre el defecto de velocidades i < U y la resistencia D

por unidad de envergadura del cuerpo.

SEGUNDA PREGUNTA
Las ecuaciones que gobiernan la capa bidimensional de conveccién libre de un fluido en torno a un obstaculo (longitud

caracteristica £), a temperatura Tp diferente de la del medio, y en ausencia de conveccion forzada, son

Ou Ov ou  Ou 0%u o9 08 9%
B'E-Fa—y—o, 'l.t.%'#-ﬁ%——_ﬁ(T—Tm)fmm‘f'U@, ua—l—va—y—a@,

con la difusitividad térmica a = k/pc, y 0 = (T — Tx) / (Tp — Two)-
Denominando g al valor caracteristico del flujo de calor en la pared del obstéaculo, se pide determinar el orden de magnitud
de la velocidad caracteristica u. y del nimero de Nusselt Nu = ¢f/k (Tp — Tx) cuando el nimero de Prandtl v/a es grande

frente a la unidad y cuando es pequeno. Recuerden que el ntimero de Grashof es Gr = BAT .03 /1.




SOLUCION
Primera pregunta

Como la velocidad u = U, + @ la ecuacién de la continuidad proporciona

L S
oz ' 8y 5 z’

mientras que la de cantidad de movimiento se simplifica de la forma

ou 0 — Ou
Uma—ay( u'v +u?9;), (1)

ya que los términos % (9i/dz) y v (0i/dy) son muy pequeiios comparados con Us (0@/0x). Multiplicando la ecuacion anterior

por dy e integrandola entre +00 y —oo se obtiene

" o [becti]
Uwaf_m e

de modo que

de esta ecuacion se deduce

b5, @)
En el caso laminar —wv’ = 0 y en la ecuacién de cantidad de movimiento (1) se tiene U (0u/0z) = v (8*u/8y*) de
modo que
3115 v
> 3
De (3) se obtiene
5 VI

y llevando este valor de 4 a la relacién (2) se obtiene

% [P IS TR
U~ - — —_—
v pUx V vz

En el caso turbulento, el término viscoso desaparece y ademés —u'v’ ~ 4%, de modo que de la ecuacion de cantidad de
movimiento (1) se obtiene U, (911/0z) = 8 (—uw/v') /8y ~ u*/d, lo que proporciona

Uss

T

s (4)

Las relaciones (2) y (4) permiten escribir

S I_x Dz i s 2
V Us pUZ’ 4 ¥ % px’

Segunda pregunta

Si el ntmero de Prandtl es grande, la capa térmica es muy delgada frente a la viscosa, pero los efectos de flotabilidad
son s6lo importantes en la capa térmica, que es donde tienen lugar los cambios de temperatura. En este caso el término de
flotabilidad y el viscoso deben ser del mismo orden, este ultimo evaluado en la capa térmica. Esto es:

Th 2
Vil = g B (T Too) fmw5T1
02 v

y de la ecuacién de la energia se obtiene
dr 1

—_—

£ VRePr’
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO

Mecanica de Fluidos Avanzada Examen Extraordinario 04.07.2016

Se desea analizar la evolucion aproximada de las magnitudes globales que caracterizan a una capa limite turbulenta
que se desarrolla sobre una placa plana alineada con el eje x, sometida a un flujo exterior de velocidad constante U,
en la direccion x. Especificamente, se desea describir la evolucion del espesor de la capa limite A, y de la velocidad
de friccion u”, asumiendo que en un punto de la placa, que se selecciona como origen de coordenadas x = 0, adoptan
respectivamente valores Ag y ug.

Las ecuaciones que proporcionan la evolucién de A y u* son la ecuacion integral de Karman y la de acoplamiento en
ausencia de gradiente de presiones:

v, d .

Fa(ﬂu ) =1
u 1 rAu”
—f=—£n(-—)+8’
u K Vv

con B" = 4.6. Para analizar la evolucién de la capa limite se definen las variables adimensionales:
i A
i=—

T
Se pide:

1) Escribir las ecuaciones y condiciones de contorno adimensionales que dan la evolucion de A y ii*. Determinar una
relacion de ligadura entre los valores iniciales Ay y uy. Obtener también, en funcion los parametros que aparecen en
el problema, el valor caracteristico de la longitud [, a lo largo de la placa en que se producen cambios de orden
unidad en alguna de las magnitudes A, "

2) Asumiendo que kU, /ug > 1, y utilizando la ecuacion de acoplamiento, demostrar que las variaciones a lo largo
de la placa de la velocidad de friccion adimensional " son mucho menores que las que experimenta el espesor
adimensional de la capa limite, A, comparando los valores de las derivadas dii*/dx y dA/dx. A la vista de este
resultado, simplificar las ecuaciones de evolucion de la capa limite, obteniendo, el valor simplificado de (dA/dx) .-
yde (du'/dx),—o como funcion de los pardmetros del problema.

3) Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior determinar, en funcion de x, las variaciones de A y de u*
en el entorno de x = 0.




Solucion

1) La relacion de ligadura entre A,, u{ es inmediata puesto que deben satisfacer la ecuacion de
acoplamiento:

U 1 Agitg
—f-=—zn( ovo)w M

Uy XK

Restando esta ecuacion de la de acoplamiento para valores arbitrarios de 4, u" se tiene:
U, (ug 1 Au*
S -1) = gin (g (1)
Ug \ U Kk \Apug

Introduciendo la adimensionalizacion sugerida en el enunciado en la ecuacion de Karman y en la
de acoplamiento modificada (1a):

Uy 1 d

i I (Adu*) =1 (2a)
- |

() = e (,_—* — 1) 2R)
Uy \u

) 2¢
¥i=1) A=+t =1 ( )

La ecuacion (2a) proporciona la longitud caracteristica a lo largo del eje x en que se producen
cambios de orden unidad en A"

U
icx~u—ga0 )

Definiendo ¥ = (u$/U,) - (x/4,), €l problema adimensional se escribe como:

1 a4
o E(&ﬁ") = (4a)
Aoh JKkUe (1 (4b)
In(Ai*) : (,,* 1)

(4¢)

dit* 1 " dA
g ik ®
dx 1+KUg 1 Adx
Uy u*

de modo que:

() -o(()")

Incorporando este resultado a la ecuacion de Karman:



x . =1 243
Log E. ("”e) L ™
dx

En consecuencia;:

- ~1 * * * *, 2
L) T (Ef;) -8 (d_ﬁ) w0 (di) - () ®)
dx £=0 d¥x /3¢ Uy dx/e-o U, dx /y—p kg \U,

3) La integracion de las expresiones aproximadas (7) alrededor de x = 0 proporciona:

A—4Ay upx

A~ 1+ % e 9a
i ™ 2
~ (er)—l I ug—u' (che)_l upx (9b)
u* =~1— = " — - ~ - i
Uy Uy Ug U.Ay

De acuerdo con (7) y (9b) las variaciones de #* de orden unidad se producen en distancias de orden
A%~ kU, /ug, de manera que las expresiones (9a), (9b) son validas para ujx/(U,A,) < kU,/u}, 0
bien (x/4,) K x(U,/u;)?
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERiA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO.
ETSIAE

Mecanica de Fluidos Avanzada Examen final 05-02-2015
La ecuacién de cantidad de movimiento que determina el movimiento turbulento de un liquido por un tubo

liso de radio R es

ru2

R ek =0

donde U es la velocidad media, —pu'v,. son los esfuerzos turbulentos, r es la coordenada radial, u, = /P

es la denominada velocidad de friccion, o velocidad aparente, con 7, el esfuerzo en la pared, p la densidad del
liquido y v la viscosidad cinematica. El gasto volumétrico que circula por el tubo es Q = wR2Uj, de modo que
el esfuerzo en la pared se puede escribir como 7, = (A\/8) pU3, siendo A el coeficiente de friccion de Darcy.

Sabiendo que AU R /v > 1, se pide:

1.- Significado fisico de cada uno de los términos de la ecuacién de cantidad de movimiento.

2.- Simplificar la ecuacién de cantidad de movimiento para distancias r ~ R y determinar el esfuerzo
turbulento en esta regién en funcién de u, y r/R. Indicar la zona de validez de la expresion de estos esfuerzos
turbulentos. Esta es la denominada zona del defecto de velocidades, en la que U — Uy ~ w,. Escriban la forma
de la solucién.

3.- Para distancias r cercanas a la pared, tales que R —r < R, la velocidad U ~ u,. Simplifiquen la ecuacién
de cantidad de movimiento en esta regién cercana a la pared, donde los esfuerzos viscosos y turbulentos son del
mismo orden y determinen el orden de magnitud del tamano de esta regién. Escriban también la forma de la
solucion en esta region.

4.- Mostrar que la ecuacién simplificada del apartado 2), cuando r/R — 1, tiende al mismo valor que la
ecuaci6n simplificada del apartado 3) para distancias, medidas desde la pared, grandes con respecto a su tamaiio
caracteristico. Determinar los esfuerzos turbulentos, en funcién de u., en esta regién intermedia denominada
zona logaritmica. Forma de la solucion en la region logaritmica.

5.- 5i la velocidad Uy = 1 m/s, el radio del tubo R = 0,5 m, la densidad del liquido p = 1000 kg x m™3 y la
viscosidad cinemética del liquido v = 107% m? /s, determinen el coeficiente de friccién de Darcy!, la velocidad
u, y el tamano caracteristico de la region cercana a la pared.

6.- Escriban la ecuacién de la cantidad de movimiento en forma integral entre dos secciones del tubo situadas

a 100 m de distancia y determinen la caida de presién entre estas dos secciones, para los datos del apartado 5).

LEl coeficiente de friccién de Darcy puede aproximarse por la relacién

574 V12
A=1,325 [zn(Renrg)] .

donde Re es el nimero de Reynolds basado en Uy y el diametro D del tubo.




SOLUCION

1.- El primer sumando ru?/R proviene del término de presiones, el segundo —u/vl. es proporcional a los
esfuerzos turbulentos y el tercer sumando vdU/dr es proporcional a los esfuerzos viscosos.

2.- Para r ~ R, la velocidad es del orden de Uy y los esfuerzos aparentes de Reynolds son wvl ~ u?, de

modo que los dos primeros términos son del mismo orden

2
PU o

— o glul g,

mientras que el ultimo término es
dU U{Jro

Yar TR
de modo que la relacién entre este tltimo término y los otros dos es
UU()/ R Ug a 14 <1
u? u, ) UpR )

De acuerdo con este resultado la ecuacién de cantidad de movimiento se reduce a

(1)

e r
/! = u? &
de modo que los esfuerzos turbulentos varfan linealmente con el radio, que se anulan en el centro del tubo pero
no se anulan en la pared, donde r — R, de modo que para distancias R — r < R la expresién anterior del
esfuerzo viscoso no es vélida.

Salvo en esta ultima region cercana a la pared, con y = R — r, la distribucién de velocidad es de la forma

U:Uo+u.F(%)‘

que es la ley del defecto de velocidades.
3.- En la zona cercana a la pared, donde U ~ u,, los 6rdenes de magnitud de los dos primeros sumandos
siguen siendo los mismos que anteriormente. El término viscoso es ahora

dU v

Yar® L

que comparado con los otros dos términos proporciona

v fle

1
2 ¥
u*

que es de orden unidad ya que los efectos viscosos han de ser tan importantes como el que mas, para que se pueda
imponer la condicién de velocidad nula en la pared. De la relaciéon anterior se obtiene la longitud caracteristica

de la region cercana a la pared £,
v

bo v —.
U
Como uR/v = (u./Us) (UpR/v) > 1, se tiene £, < R, de modo que /R — 1y la ecuacion de cantidad de
movimiento se reduce a
v, dUfus) _
w?  dyu/v)
donde y, = yu, /v es de orden unidad, lo mismo que U, = U/u.. La soluci6n es de la forma

=

(2)

Us = f(y+)-

4.- Cuando r — R, la ecuacién (1) se reduce a —u/v. = u2, mientras que la ecuacion (2) para yu. /v > 1 se

reduce —wv.. = u2. De modo que ambas soluciones coinciden y esta region (en la que yu. /v > 1 pero y /R« 1)
es de validez comtin. Las ecuaciones que determinan el campo de velocidades en esta region logaritmica son

(y) dF darfy

R) dy/R) My " w




lo que proporciona

1 1
F==in (%) +Ci; Uy = lnys+Ca,

siendo k la constante de Karman y €y y C3 dos constantes de integracion.
5.- El nimero de Reynolds basado en el diametro es

10°,

Re — Us2R _
v

con este valor del Reynolds, el coeficiente de friccién de Darcy es

-2
A=1,325 [In ( 0,74 )] = 0,018.

Re0?

- N [0.018
22 =/ — 0,047,
Us \/; 8

de modo que u, = 47mm/s. Del mismo modo, {. ~ v/u, = 107°/0,047 = 0,000212 m = 212 pm.

6.- La ecuacién de cantidad de movimiento en forma integral proporciona

La velocidad de friccién es tal que

(p1 —p2) wR? = Tp2nRL,

de modo que

A 2L AL ., 0,018 x 100 -
p1—p2= SpUO = QDPUU = 5 x 1000 x 1 = 900 Pa
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO.
ETSIAE

Mecéanica de Fluidos Avanzada Examen final 05-02-2015
Un cuerpo axilsimétrico esta sometido a una corriente uniforme U, (en la direccion del eje x de simetria) de
un liquido de densidad p. Aguas abajo del cuerpo se desarrolla una estela turbulenta (también axilsimétrica).

Las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento que determinan el flujo en la estela son

O(ru)  9(rvr) . Ou ou 10 —
ox e or =0 “az“‘"ar_rar( ru'v;),

donde r es la coordenada radial, u la velocidad media en la direccién del eje z, v, la velocidad media en la
direccién radial y —pu’v.. son los esfuerzos turbulentos.

En la estela lejana, donde el radio exterior 4 (x) de la estela es mucho menor que la distancia x al cuerpo
(6/x < 1), la velocidad media u difiere de U, en una cantidad & < Us. Ademaés en esta region, los esfuerzos
turbulentos son tales que u'v!. ~ 2. Se pide:

1.- Estimen el orden de magnitud de la velocidad radial teniendo en cuenta que u = Uy, + 1.

2.- Simplifiquen la ecuacién de cantidad de movimiento, de acuerdo con los érdenes de magnitud obtenidos
anteriormente.

3.- Integren, transversalmente a la estela, la ecuaciéon de cantidad de movimiento resultante de la simplifica-
cién, mostrando que existe una cantidad integral que se conserva.

4.- De los resultados de los apartados anteriores obtengan, a falta de constantes adimensionales, la variacién
del radio de la estela d (z) y de la velocidad # (x,0) = —u, () como funciones de x.

5.- Si a y b son las constantes (desconocidas) necesarias para determinar por completo § (z) y us(x),
respectivamente, y si la velocidad 7 es de la forma @ = —u, (z) f (n), con 7 = r/§, obtengan una relacién entre
las constantes a y b, supuesto que se conoce f (7).

6.- Teniendo en cuenta que la viscosidad cinemética turbulenta v7 es tal que ugd/vp = Rerp es una constante
conocida, y que —u'v.. = u2g (n), escriban la ecuacién y condiciones de contorno que determinan f (1), asi como

la relacién adicional que permite determinar a y b.

= Schees fo ViR W 8 s:».l;luu"‘

L I.L.L



SOLUCION

1.- Como u = U, + @, la ecuacién de la continuidad se escribe como

o(ri) | 9(rvn) _

o) 0,
ox ar
de modo que
o 3 2
-~ — = U~ Uu— K U
zr @ T

2.- La ecuacién de cantidad de movimiento puede escribirse en la forma

5,
_Ua_.']!: +Ur5T——;‘a—T (—ru—vr)‘

El orden de magnitud del primer sumando del primer miembro es

Uw@ 2 Uwu ]
Oz x

mientras que el segundo sumando es
i _6u @2
U!“_ ~Y—— N —

or Td xz’

de modo que la relacién entre ambos términos es

vy (0/0r) u?/x i<<1
Uoo (01/8z) Uxifz Us [

Como consecuencia de esto, la ecuacion de cantidad de movimiento se reduce a

Voot = 12 (yD), %)
y como ambos términos han de ser del mismo orden, se tiene
Uxii - '&_2
T it
de modo que se tiene la relacién s
% ~ % 2)

3.- Multiplicando la ecuacién (1) de cantidad de movimiento por rdr e integrando transversalmente, se tiene

a ™ H3 Sl
— Usctirdr = / d(—ru'v]) = (—rw'vf)  — (-ru'v]), =0,
dz Jo 0 &

de modo que

/ Ustirdr = —1I,
0

siendo I una constante relacionada con la resistencia del cuerpo. De esta ecuacién se tiene
Unid? ~ I. (3)

4.- De la ecuacion (2) se obtiene @ ~ U (§/x), que sustituido en (3) proporciona 63UZ2, ~ z1, lo que permite

1/3
5 (if)
]

determinar

que llevado a (2) proporciona

5.- De acuerdo con el enunciado se tiene

1/3 1/3
al Itre
5:—&(@) b U.s:’—b( 2:2 ) F




de modo que el radio de la estela crece como z'/? y el defecto de velocidad méxima decrece como z~%/3,

Dado que @t = —u, (z) f (r/8), la relacion integral se puede escribir como

[ U urdr = — mu_.;éz/ f(n)ndn = —1I,
Jo 0

siendo n = r/4. Dado que

Uy 1222\ I
2__ 2 o0 a2
ue _”b(x2 U4) e

permite escribir

o 1
[ @i = .

Supuesta conocida la funcién f (7). la integral anterior dara lugar a un valor e de modo que la relacién anterior
se reduce a aa?b = 1.

6.- Puesto que @t = —u, (z) f () y dado que

se tiene
a_ﬁ & du df i’l - gﬁ*’:_“’ . d
Uay = ~Voa |Gt 0+ 1] = T2 2t ) 40 |
Del mismo modo 2 u? =
10 s AR S 2 = usg dg Ys g dg
;5;( ) = = [rugg (m)] = ==+ 5 dn 5 \s i

donde w/v]. = u%g (n). Sustituidas las relaciones anteriores en la ecuacién de cantidad de movimiento, se tiene

U us df] _ui (g  dg
3 [ Fl )Hdn] 5 (_ dn
que puede escribirse en la forma
g+n2 - 2 lagrmy+nL| =0
dn  3b dn !
o bien
d 2
e =/},
s (ng) 3bd ( f) =
que puede integrarse una vez para obtener
_8.¢ g
AL
Dado que
au  VTUs df 4
o " = = —_—=
de modo que
1 df
g(n)= _R_E:r"d_n'

y por lo tanto, la ecuacién de cantidad movimiento integrada una vez queda para f (), en la forma

df aReT

ks [nf (m)] =
Eligiendo el parametro aRer/3b = 1, se tiene la relacién adicional para determinar a y b. La ecuacién diferencial
para f queda
i 1,
= = —nd = — s
7 ndn f=exp|—3n" ),



que ya cumple las condiciones de contorno

f — 0 cuandon — oo,

() =

/ £ (n)ndy =/ e Rd (i )2) =—e® 460 =1,
0 0

de modo que el valor de a citado anteriormente es la unidad y, por lo tanto,

Dado que

a’b=1,

que junto con
aRer/3b=1,

B o8 e S i)'“
ki RGT 4 - RBT i

proporciona
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO
ETSIAE

Mecanica de Fluidos Avanzada Examen Final 06.07.2015

Se desea analizar el flujo turbulento unidireccional establecido por un fluido incompresible de densidad p y
viscosidad cinemdtica v en un conducto de longitud infinita, definido entre dos superficies cilindricas concéntricas
que se denotan con los indices | y 2, teniendo radios respectivos ; = SRy 1, =R, con f < 1, f = 0(1), tal como
se muestra en la figura adjunta.

| :Tr1=BR

ot
1

N
’'w

Llamando u** = (u;? + fu3?)/(1 + B), siendo uj, u; respectivamente la velocidad de friccién en la pared 1y 2,
asumiendo que (1 — B)(u"2R/(Uyv)) > 1, con U, denotando un valor caracteristico de la velocidad media en el
conducto, se pide:

1) Establecer las ecuaciones y condiciones de contorno que proporcionan la evolucion del flujo medio, demostrando
que el gradiente axial de presiones d(P/p)/dx es uniforme en todo el flujo, d(P/p)/dx = d(P/p)/dx. Utilizando
las variables y; = r —ry, ¥, = r, — r, escribir la ecuacion diferencial y condiciones de contorno que gobiernan la
estructura turbulenta superficial establecida sobre cada una de las dos superficies cilindricas, para distancias
y1/(r; —=1;) < 1 de la superficie 1, e y,/(r; —13) < 1 de la superficie 2. Comparando ambas estructuras,
determinar la relacion uj/u; entre las velocidades de friccion que caracterizan el flujo superficial sobre ambas
superficies (3 puntos).

2) Obtener una primera integral de la ecuacion de cantidad de movimiento axial, en funcién de d(P/p)/dx.
Determinar la relacion entre el gradiente axial de presion y la velocidad de friccion media u* introducida mas arriba.
Expresar la integral de la ecuacion de cantidad de movimiento axial obtenida en este apartado en funcion de u* (2
puntos).

3) Determinar la distribucion radial del esfuerzo cortante turbulento —u'v'/u*? en la region exterior a las capas
superficiales de las paredes cilindricas, especificando el rango de coordenadas radiales que define dicha region
exterior (2 puntos).

4) Asumiendo que en la regién exterior a las capas superficiales la viscosidad turbulenta adopta un perfil
aproximadamente uniforme:

v = Cu'R(1 - ),

con C, siendo una constante que depende del valor de S8, obtener la ley de velocidad media en dicha region,
(U=U,)/u*, siendo U, el valor de la velocidad asociada a esta ley para r =7, = R. Obtener asimismo una
estimacion de la dependencia de la constante C, con f, comprobando que C; = 0(1) para 0 < # < 1 (3 puntos).




Solucién
1) Las ecuaciones para el flujo medio son:

oUu

.EE=O - U=U(@) (1)
6= 16‘P+1d (T_}_ BU)
~ péx rdr ik el )
1P  d [ —p\ V2 -7}
0——55?4'5(—12_)—'—?"“‘ (3)

Integrando con respecto a r la ecuacion de cantidad de movimiento radial se obtiene:

—fdp=t (4)

siendo P, la presion en r = r; = BR. Derivando la expresion (4) con respecto a x, teniendo en
cuenta que campo turbulento no depende de x, se obtiene:

1o 2o o 5)
pox pdx
Sustituyendo este resultado en la ecuacién de cantidad de movimiento axial:
1dP;, 1d o AU (6)
e ‘;Eﬁ;a(r("‘”’ ¥ Va_r))

Y dado que el campo medio de velocidad y de fluctuaciones turbulentas no depende de x, debe
ser dP,;/dx constante. Por tanto, de acuerdo con (5), dP/dx es uniforme en todo el flujo. Para
simplificar la notacion, llamaremos a este gradiente dP /dx.

En consecuencia, la ecuacion de cantidad de movimiento axial puede escribirse como:

i = 1dP+1d (T+ BU)
-9 Eﬁ rar\' "4V T ey (7

Las condiciones de contorno apropiadas para esta ecuacion son:
r=n=6gR: U=0,uv=0 (8a)
r=1,=R: U=0, u'v' =0 (8b)
Las ecuaciones y condiciones de contorno que gobiernan el flujo turbulento sobre cada pared, a
distancias cercanas a cada una de ellas son:



a) Pared 1, y; =r —ry, con y,/(r; — ;) < 1, y velocidades de fluctuacion v'; medidas en la
direccion y,. La ecuacion diferencial para el flujo en esta region toma la forma:

1dP d p——— aU,
0 — _____+ (__ Taaf ) 9
= u'v', + V—(,}y1 ©)
con condiciones de contorno:
y1=0: U=0, u'v’1=0 (IO)

La velocidad de friccion sobre la superficie 1, expresada en la variable y, viene dada por:

u? = v(52) (1

b) Pared 2, y, =1, — 1, con y,/(r, — 1) < 1, y velocidades de fluctuacion v', medidas en la
direccién y,. De forma andloga a la pared 1, se tiene:

1dP d P au,
0= —-——+—(—u'v' + v—) (12)
pdx  dy, ? dy,
con condiciones de contorno:
y2=0: U;=0, uv',=0 (13)

En este caso, la velocidad de friccion sobre la pared 2 se expresa en las variables superficiales de
acuerdo con:

up? = v(ﬂi) (14)

Las ecuaciones y condiciones de contorno para las dos capas superficiales son idénticas, con
idéntico término conductor, —dP/dx. Por tanto, la solucion de la capa superficial en ambas
superficies debe ser idéntica, U, (y,) = U,(y,), para y; = y,. En consecuencia:

u;Z - u;z - u*z (]5)
2) Integrando (7) respecto a r:
? - au R dP C,
-0y’ e | i . 16
( ”+"ar) 2pdx(r+f') {s)

siendo ¥ = r/R. Con la velocidad media descrita en la variable r, las velocidades de friccién en
las superficies 1 y 2 vienen dadas por:




au ou
SR R i AT, bR [
Sl "(ar),,:,,; S "(ar),.=,.2 (17)

Particularizando (16) parar = r; = BR y parar = 1, = R, e imponiendo (17), se tiene:

C
(p+)=-a+e) > G=-p (18)
Por tanto la integral de la ecuacion de cantidad de movimiento puede escribirse como:
el AT R dP B
1" R i SRR e 19
( uv+va?_) Zpdx(r 7"‘) W)
y en consecuencia:
*2
it B o b R L S (20)
2p dx p dx R(1-p)

Introduciendo el resultado (20) en (19):

=T ?E Ly (B/f_f) 21
(—uv +V6r)_u2_—(1—ﬁ) (21)

3) Dado que (1—pB)(u2R/(Uyv)) » 1, el esfuerzo viscoso solo es relevante en capas
superficiales alrededor de las paredes, de espesor v/u*. Por tanto, para distancias y;u"/v> 1
(i = 1,2) el esfuerzo viscoso es despreciable y podemos escribir:

-u'v'  (B/F-7) (22)
u?  (1-§)

que varia entre 1 para ¥ = f y —1 para 7 = 1. El rango de aplicacion de (22) viene dado por la
doble condicion y;u*/v> 1 (i = 1,2), o bien:

*R 1 w'R s §

ﬁ+(iv—) <<f<<1—( ) (23)

|

4) Asumiendo que en el exterior de las capas superficiales podemos considerar un perfil
aproximadamente uniforme de viscosidad turbulenta, v = C;u’R(1— ), introduciendo
—u'v' = w(dU/dr), la ecuacién (22) proporciona:

d U\ _ (B/F=7)
%(E) ~C.(1 - p)? &

Lo que implica que la velocidad media alcanza su maximo valor en la coordenada radial 7 =
\/E . Integrando (24):



U a1 U2 s
ut 2C,(1-p)?

(2BInF + 1 —72) (25)

Los perfiles radiales, fuera de las capas superficiales, del esfuerzo cortante turbulento (expresion
(22)) y de la velocidad media (expresion (25)), obtenidos para B = 0.5, se representan en la
figura 1. El primero puede considerarse exacto en tanto se verifique (23), mientras que el
segundo incluye la simplificacién de adoptar un valor aproximadamente constante para Cj.

La diferencia maxima de velocidad (U — U,) se obtiene en 7 = ,/B:

U—Uz):(ﬁinﬁ’-{-l—ﬁ) (26)

e ( w 2C,(1 - B)?

Puesto que el mezclado turbulento es el responsable de las diferencias (U — U,), esperamos
max (U — U,)/u* = 0(1). En consecuencia:

Con (BIng + (1 - pB)) 27)
T 20-p7

yresulta C; = 0(1) para0 < g < 1.

10

09

o8

0.7

0.6 0.6

. B 05
-1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 0.0 6.2 04 0.6 0.8 1.0

u'v /u? C(U - Up)/u*
Figura 1: Perfil radial del esfuerzo cortante de Reynolds (izquierda) y de la velocidad media en el exterior
de las capas superficiales para § = 0.5.

0.5

Aunque esta parte no se pide en el problema, una descripcion mas precisa de la viscosidad
turbulenta consiste en asegurar que se recuperan expresiones compatibles con la regién de
acoplamiento logaritmico en las capa superficiales:

%~ Ky (28)

siendo x = 0.41 la constante de Karman. Para el conducto de estudio, una expresion sencilla de
la viscosidad turbulenta compatible con (28) es:

(7‘: - ﬁ)(l - f) (29)
1-58

Con esta ley, el perfil de velocidad media en la zona turbulenta toma la forma:

v; = kRu*




U_UZ__]' A (ﬁ___-‘-Z) o 30
w 'Tcfar"-(f—a!?)(l—f)dr et

1-

que es valida en el rango dado por (23). En la figura 2 se representa el perfil de velocidad media
resultante.

0.8
0.8
0.7
0.6

0.0 1.0 2.0 30 W =-U)/uw

Figura 2: Perfil radial de la velocidad media en el exterior de las capas superficiales para f = 0.5,
obtenido con un modelo de viscosidad turbulenta compatible con la region de acoplamiento logaritmico
cerca de la paredes.

El valor de U, en (30) se fija en # = 0.99. Tal y como se observa en la figura 2, para f = 0.5, el
méaximo de velocidad difiere de U, aproximadamente en 3u*. Si se quiere compatibilizar este
nivel con el resultado obtenido al asumir la expresion simplificada de la viscosidad turbulenta
v, = C,u*R(1 — B) se obtiene C; =~ 0.09 = 0(1071).
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ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONAUTICOS

Mecéanica de Fluidos II Examen 21-06—08

a) Por un tubo liso de radio R circula un gasto volumétrico @) de un liquido de densidad p y viscosidad p, tal que el
nimero de Reynolds es muy alto. El coeficiente de friccién de Darcy, A, es una funcién del nmimero de Reynolds que

se supone conocida, de modo que A es un dato. Alternativamente, en lugar del gasto volumétrico @, se puede utilizar
la velocidad Uy = Q/7R2.

Teniendo en cuenta que la ecuacién de cantidad de movimiento es

r dpg — auv
i e =
que
PR i
v 8

y que el coeficiente de friccién Cy se puede escribir como

se pide:

1.- Determinar el esfuerzo en la pared del tubo, 7, y el gradiente de presiones dpg/dz.
2.- Determinar la velocidad de friccién, u..

3.- Esfuerzos turbulentos en la zona del defecto de velocidades (micleo central del tubo).

4.- Orden de magnitud del espesor de la capa cercana a la pared, donde los esfuerzos viscosos y turbulentos son del

mismo orden.

5.- Valor de los esfuerzos turbulentos en la regién logarftmica. "

b) La resistencia de una esfera que se mueve en el seno de un liquido a la velocidad constante U es proporcional a

uUa, siendo a el radio de la esfera y p la viscosidad del liquido, si el mimero de Reynolds del movimiento pUa/p < 1.

Supongan que una esfera de densidad p, y radio a se deja caer en el aire (de densidad p < p.) bajo la accién de la
gravedad. Admitan que el aire se comporta como un fluido incompresible en su movimiento alrededor de la esfera, y

que el nimero de Reynolds de este movimiento es muy pequeno.

Se trata de determinar, a partir de la ecuacién que determina la evolucién de la velocidad de la esfera, el orden de

magnitud de la velocidad U de cafda de la esfera y del tiempo caracteristico, t.; de aceleracién de la misma.

Por estimaciones de ordenes de magnitud en la ecuacién de cantidad de movimiento, mostrar que el movimiento del

aire alrededor de la esfera es casi estacionario, con lo que estd justificado que su resistencia es del orden de pUa.

Orden de magnitud del pardmetro ga®/v? (g aceleracién de la gravedad y v viscosidad cinemética del aire) para que

el mimero de Reynolds sea pequenio, como se ha supuesto.



SOLUCION
a).- El esfuerzo en la pared puede escribirse en las formas
1 oo
7 = 5CrpUg = 5pUG = pui,

de modo que, al ser A conocido, porque se conoce el mimero de Reynolds y el tubo es liso, se tiene

XNkien U A
Tp = =pU — =4/=.
p=ge X g =\g
Particularizando la ecuacion de cantidad de movimiento en r = R se tiene

o, B0 ) 0
dr /. _p

dr R R 4R R

Sustituyendo el valor de dpg/dx en la ecuacién de cantidad de movimiento, queda

v ww . pdll

R w2 u2dr

0,

ecuacién que puede escribirse en la forma

r wWo. . v (Ug)Qd(U/UD)

R TGk \w) aw/m)
de modo que en la zona central del tubo se reduce a
% = Ti,j:" =yl = %uf = %%U&.
Cerca de la pared del tubo la ecuacién toma la forma

donde y = R — r. que se reduce a

wvl  d(U/u)
u? d ('u,* y/ V)

de modo que el orden de magnitud de la zona en la que los esfuerzos viscosos y turbulentos son del mismo orden es

v v |8

I e

Uy U[) X )

En la ecuacién anterior, cuando y > v/u,., estamos en la zona logaritmica. y alli la ecuacién de cantidad de movimiento

anterior se reduce a

que es la zona de esfuerzos turbulentos constantes.

b).- La ecuacién del movimiento de caida de la esfera es

mé-{{:mg-ﬂ, con U=0 en t=0,

dt
donde
dU Us
m—— ~ pea®—= ; mg~ p.a*q; D~ pU.a,
dt ‘.
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UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONAUTICOS

Mecédnica de Fluidos I1 Examen 08-06—09

PRIMERA PREGUNTA

En el caso de gases calorificamente perfectos las variables de Riemann son

dx
a+u= R,y = Constante a lo largo de las lineas — = u + a,

y—1 dt

dx
jo—u= R_ = Constante a lo largo de las lineas d—j =u-—a.
N — ]

Mostrar que si R_ es constante en todo el campo fluido, las lineas caracterfsticas %’% = u + a son lineas

rectas. Sin embargo las lineas % = u — a, en general, no son rectas. Pongan un ejemplo en lo que esto

ocurra y den la velocidad u (z,t) y la velocidad del sonido a (z,t) para el ejemplo propuesto.

SEGUNDA PREGUNTA

La ecuacién de la cantidad de movimiento que describe la evolucién de una capa limite, puede escribirse en

la forma
o d dU, 0 O
= 1 = - L) 28 e N —oiad ok
5 [pU (U = Ue)] + 3 [PV (U = Ue)] + (pU — peUse) o ( pu'v! + p(’iy) ;

Se pide simplificar esta ecnacién para el caso de una capa limite incompresible sobre una placa plana alineada
con la corriente incidente, de velocidad U, constante. Deducir a partir de ella la ecuacién integral de Kdrman

correspondiente. Tengan en cuenta que

es el espesor de cantidad de movimiento, y

27y
cf= =
J Pe Ue2

el coeficiente de friccién.

Suponiendo una capa limite laminar cuyo perfil de velocidades es

v Y Yy
L <
T~ 5@ PP s =h
U Y
Fe =1 para 6(1‘} > 1,

se pide determinar 6 () ,J:_(;c) y ¢5 ().



SOLUCION
PRIMERA PREGUNTA
De las dos ecuaciones de los invariantes se obtiene

s 1
a:r}T(R++R_),

1
u=§(R+-R_).

Dado que R_ es constante en todo el campo fluido y como R, es constante a lo largo de las lineas i—": = u+a,
resulta que a lo largo de estas lineas tanto w como a son constantes y, por lo tanto, son lineas rectas de

pendiente u + a. Esta pendiente cambia de una linea R, a otra.

Las lineas % = u — a no son rectas porque aunque R_ es constante en todo el campo fluido, el invariante

R, va cambiando a lo largo de estas lineas y tanto u como a no son constantes.

Un ejemplo cldsico es un pistén en un tubo infinito con aire en reposo a ambos lados. Si se pone en
movimiento el pistén a velocidad constante hacia la izquierda, a la derecha del pistén se genera una onda
de expansién que es una onda simple en la que R_ = %ag =constante, siendo ag la velocidad del sonido

del aire en reposo (en el instante inicial).

La velocidad del sonido del aire en contacto con el pistén se obtiene de

2 2 y—1
?_lap—upz'}‘_lag = ap=agp-+

siendo u,, la velocidad del pistén (que es negativa para este ejemplo).

La caracteristica de ecuacién

o v+ 1
up+ap=? = z=|ap+ 5 W t,

y la trayectoria del pistén
T = upt,

i iE i = - S 28], 2a . a3
delimitan la regién en la que u = u, y a = a, = ap + L5=u,, salvo que —u, > 7o en cuyo caso la velocidad

del sonido se anula y la dltima caracterfstica serfa

2ag

t
=1

y entre esta caracteristica y la trayectoria del pistén hay una zona de vacio.
El otro limite de la expansién corresponde a la caracteristica

= agk

Entre t = 0 y la caracteristica anterior, el aire estd en reposo en las mismas condiciones que en el instante

inicial.




Entrex =apty z = (ag + :%iup) t (o en su caso z = —3—3”1-15) hay un abanico de expansién en el que

u+a=—,
* t

que junto con el invariante R_

2 2

W_Ia.—uzjag,

determinan u y a en funcién de x y de ¢.

La solucién de este ejemplo la pueden encontrar en la leccién 29 (Movimiento unidireccional no estacionario

de gases ideales).
SEGUNDA PREGUNTA

Por ser un fluido incompresible p = p. = constante. Para el caso de una placa plana U, es constante de

modo que % = 0. La ecuacién de cantidad de movimiento queda

9 o o ( — . U
Er-[pU(U—Ue)]—Fa[pV(U—Ue)]:a—y(“p’u‘l) “’r“,uay).

Multiplicando por dy e integrando entre cero e infinito se obtiene

a%,/om IpU(U—Ue)]dy+f0wd[PV(U—Ue)] =/0wd(—pW+u%)a

pero
]0 d[pV (U = Us)) = [pV (U = U)o — [pV (U = Us)]y =0,
yvaqueeny—ococesU=Uyeny=0es V=0.

Por otro lado

/md (“pwﬂﬁg) = (—pu’v’ +u6—U) - (—pﬁﬂt@) = —Tp,
Jo Ay 0 ) » % /g

ya que en y — oo tanto pu/v’ como p%g tienden a cero; yeny =0es pu/v =0y p (%)0 = Tp. En resumen

d$ JO '

Dividiendo por pU? se obtiene

d: o5 r U _ T
E./g E(I'E)dy‘pvz’

y utilizando las definiciones de 6 y ¢y se tiene

g 1

dz 2t



Con el perfil de velocidades lineal se tiene

ooU U 1 (5
6:/0 E(I_E)dy___é./; E(l—&-)d&:g:

de modo que

Tp M

pU2 — pU,é’

quedando la ecuacion

1d(pUeb/p) _ 1
6d(pUez/p)  pUeb’

y llamando Rex = pU.xz/p y Reb = pU.6/p, la ecuacién anterior se reescribe como

dReb i
dRex  Red’

que se integra, con la condicién Red = 0 en Rex = (), para dar

(Reb)* = 12 (Rez) =

El espesor de cantidad de movimiento queda

mientras que el coeficiente de friccién es

2u 1 1?_21\/}263:_1/\/5

e pUd pUgIE " "Rer 2/3  /Rex

En esta solucién el coeficiente 1/4/3 = 0.58, mientras que en la solucién de Blasius se obtiene 0.664, lo que

nos indica que el error cometido con este perfil de velocidades tan simple es del 13%.
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UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONAUTICOS

Mecéanica de Fluidos I1 Examen 18-09-09

1.- Una corriente uniforme U, de un liquido de densidad p y viscosidad p incide sobre una esfera
de radio a. El nimero de Reynolds del movimiento pU,a/u es grande. Se trata de estimar el orden
de magnitud del espesor § de la capa limite suponiendo que es laminar. Estimen también el orden
de magnitud del esfuerzo de friccién en la pared de la esfera y el orden de magnitud de la fuerza de
resistencia.

2.- Las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento para la turbulencia libre bidimensional
de un liquido son

oU oV U U 9, —
§+E_O’U—5‘E+Va_y_6_y(_u”)'

Hagan aplicacién al caso de una estela bidimensional lejana de un cuerpo simétrico sometido a una
corriente uniforme Uy, para determinar la variacién con x del espesor 6 de la capa y del defecto de
la velocidad U en y = 0.




SOLUCION

1.- Para estimar el orden de magnitud del espesor de la capa limite, el término viscoso de orden

Uss
“_67’

debe ser del mismo orden que el convectivo

o=,
a

lo que proporciona

El orden de magnitud del coeficiente de friccién se obtiene de

Uoo ,uva pra 9 1
~ J— ~ ——— . U "
TP p'l' 6 a }u p [>¢] pbrma,

de modo que la fuerza de friccién es del orden de

T roopitorms 501200 o 1
1~ Tpa” ~ pUla Tt

sin embargo, la fuerza de resistencia es mucho mayor ya que al ser un cuerpo romo, se desprende la

corriente y diferencia de presiones entre la parte frontal y la desprendida es del orden de pUZ, de
modo que la fuerza de resistencia es

E, ~ pUZa’.
La relacién entre ambas fuerzas es
Fy T
— ~ < 1,
F, pUxa

2.- En la estela bidimensional lejana la velocidad U puede escribirse como
U=Usx+U,

con U « Vv < Uy. Ademds, la resistencia (por unidad de longitud) es tal que

o0
~ D
Udy = ———=—-1.
/—oo PUsx

De la ecuacién de la continuidad se obtiene

8|
>l <




de modo que la de cantidad de movimiento se reduce a

ou 8

m% = a—y (—’Uf‘U") 3
Del escalado de esta ecuacion se tiene
U0 U?

T 6’
mientras que de la resistencia se tiene

U~ 1
De estas dos relaciones se obtiene

5 Iz o IU
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UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID
ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONAUTICOS

Mecéanica de Fluidos II Examen 29-06-11

Por un tubo infinitamente largo, de pared lisa y de didmetro D = 0,5 m, circula un gasto volumétrico
de agua Q = 0,60 m®s~!. La diferencia de presiones entre dos secciones situadas a 50 m de distancia
es de 5400 Pa. Se pide:

1.- Comprobar que el movimiento es turbulento (p = 1000 kgm =3, p = 1,14 x 1073 kgm~1s71).

2.- Determinar la velocidad de fricciéon u. definida como u, = /7,/p, siendo 7, el esfuerzo en la pared.
Para ello utilicen la ecuacién de la continuidad y la componente a lo largo del tubo de la ecuacién de
cantidad de movimiento en forma integral

= b 5 =

b

3.- Estimen el orden de magnitud de los esfuerzos turbulentos —pu'vy.

4.- Teniendo en cuenta que la ecuacion diferencial de la cantidad de movimiento a lo largo del tubo,

para un movimiento turbulento, se reduce a

2ru?
D

d
‘UFU;‘FV? =0,

donde r es la coordenada radial y U la velocidad media turbulenta, se pide:

= 4a.- Mostrar que los esfuerzos turbulentos varian linealmente con la distancia al centro del tubo,
en la mayor parte de la seccién del mismo donde U ~ Uy = 4Q/ wD?, excepto en una pequena

region cercana a la pared

» 4b.- Determinar el orden de magnitud del espesor de la capa cercana a la pared, en la que
los esfuerzos viscosos y turbulentos son del mismo orden. Tengan en cuenta que en esta region

U ~ uy.



SOLUCION

1.- La velocidad media que da el mismo gasto es

4Q  4x06

Yo=rpe = 7 % 0,52

|

=306
8

y el namero de Reynolds

~ pUpgD 1000 x 3,06 x 0,5 6
Re = . L = 1,34 x 10°.

Como el namero de Reynolds es mucho mayor que 3000, el movimiento en el tubo es turbulento.

2.- Con un volumen de control limitado por la pared del tubo y dos secciones (1 y 2) situadas a la
distancia L = 50 m, se tiene 7, = 0 en todas las superficies del volumen de control. La ecuacion de la
continuidad proporciona v; = vy y la de cantidad de movimiento

2

D
(p1 —p2) = = TP?TDLa

lo que proporciona

p1—p2) D
sz( 4L) zpuzﬁ

(p1 —p2) D 5400 x 0,5 m
l — == e ’]_ —_
e T T i e

3.- Los esfuerzos turbulentos son del mismo orden que el esfuerzo en la pared, de modo que —pu/v/, ~
7p = pu? = 1000 x 0,116% = 13,5 Pa.

resultando

4a.- En la region del tubo donde r ~ D los dos primeros términos de la ecuacién de cantidad de

movimiento son del mismo orden "
2rul
D

mientras que el altimo término es del orden de

dU  vlUy

V— ~ ——

dr D

2

%1

~uv, ~u

La comparacién entre ambos términos es

v(dU/dr) vUo/D _ v (Up\? _ (3,06/0,116)°
W'l u? UpD \ u, 1,34 x 106

=519x 1074 <« 1.

Con el resultado anterior se ve que el término viscoso es despreciable en esta region y la ecuaciéon de

cantidad de movimiento se reduce a

W, 9 7
u? D’

2ru’
D

—uvl=0 =

lo que nos muestra que los esfuerzos turbulentos son nulos en el centro del tubo y varfan linealmente

con r. En la pared u'v. /u? = 1, pero alli est4 solucién no es valida, ya que en la pared debe ser u'v.. = 0.

4b.- Cerca de la pared el término viscoso debe ser tan importante como el que més, para poder imponer
la condicién de contorno U = 0 en r = D/2. En esta region utilizamos la variable r = D/2 — y con




y < D y cuyo orden de magnitud se desea determinar. En esta regién la velocidad U ~ u,, de modo

que cada uno de los términos de la ecuacién de cantidad de movimiento son del orden de
2wl (D-2)u _ ,

D D .

2. auv dU  vu.

T
Wl ~ul v—=—r—n~ =
" dr dy §’

y para que los tres términos sean del mismo orden, el espesor § debe ser tal que

pus Mg v 1,14x10°6
i kel e

=95x%x10"% m.
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UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID
ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONAUTICOS

Mecénica de Fluidos II Examen 21-09-11

En la turbulencia libre las ecuaciones correspondientes al movimiento bidimensional toman la forma

du  Ov - Ou du d

5;+Ua—y=5§(—ﬂv i

En el caso de la estela lejana de un cuerpo bidimensional simétrico, la velocidad u difiere de la velocidad
exterior Uy en una cantidad @ < Uy (u = Uy + i) y las velocidades de fluctuacién turbulenta son
del mismo orden que @ (uv' ~ @?). Se pide mostrar que el espesor § (z) de la estela y el defecto de
velocidad en el eje de simetria, @ (z,0), varfan de la forma: § (z) ~ v/C1z v @ (x,0) ~ \/Ca/z, donde
C1 y Cy son dos constantes que deben determinar. Para ello se aconseja proceder del modo siguiente:

1.- Utilizando la ecuaci6n de la continuidad, estimen el orden de magnitud de la velocidad v en funcién
de @, d(z) y x.

2.- Con el resultado del apartado anterior, simplifiquen la ecuacién de cantidad de movimiento y estimen
el orden de magnitud de é (z) en funcién de i, Uy, v .

3.- Con la ecuacién de cantidad de movimiento simplificada, muestren que
+00
/ udy = —1I,
—00
donde I es una constante que se supone conocida. Deduzcan de esta ecuacién una nueva relacién entre

los 6rdenes de magnitud de @ y 4 (z).

4.- Con los resultados de los apartados anteriores, determinen las constantes C; y Cs.

» X




SOLUCION

1.- Dado que u = Uy, + @, la ecuacion de la continuidad resulta

T
o oy
de donde se deduce
i v & ﬁc‘i (z)
& 0(z) = 2

2.- Con u = Us + 1, la ecuacién de cantidad de movimiento toma la forma

O A

El orden de magnitud del primer sumando del primer miembro es

. O Usil

*0x &
mientras que el del segundo sumando, teniendo en cuenta el resultado del apartado 1, es

ou . d(x) & 8% Ui

”6_3;”“ z 0(z) = 3

de modo que el segundo sumando del primer miembro es despreciable frente al primero y la ecuacion
de cantidad de movimiento se reduce a
i 0 ; —
— = — (—u'v).
®ox Oy ( )
Como en esta tltima ecuacion los dos términos son del mismo orden, se deduce

Uk @ 8@)

W el
T §(x) x U

3.- Multiplicando la ecuacion de cantidad de movimiento por dy e integrandola a través de la estela se

tiene
d +o0 +oo
fily = ] d (~w7) =0,

dx =00 —0a

va que (PW) — 0 en y — *oo (fuera de la estela). Por lo tanto

+co
/ ddy = —I,
= ]

donde I es una constante. De la relacién anterior se obtiene: @d (x) ~ I.

4.- De las dos relaciones obtenidas anteriormente

i@) @0
T g 0

5~ o @0) vy

de modo que C; = [ /Uy y Ca = IUw.

i (z,0)6 (z) ~ I,

se deduce
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ESCUELA TECNICA SUPER’JOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO
MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA

FLUso TURBULENTS GASES

Mediante dos tuberfas del mismo didmetro D se suministra gas desde el punto O a los puntos A y B. Las
tuberfas tienen un tramo comin de longitud L > D, que une el punto O con uno intermedio M. A partir
del punto M la tuberfa se bifurca en dos tramos. El tramo que une M con A tiene una longitud L y el que
une M con B tiene una longitud L/2.

En el punto O se suministra el gas a la presién po y temperatura 7 conocidas, y se descarga en los puntos

A y B a la presién ambiente p,.

Se sabe:

a) El incremento de presién pg — p, ~ po.

b) El movimiento por los tubos es turbulento a altos mimeros de Reynolds, de modo que el

coeficiente de friccién de Darcy, A, es constante y conocido.
c) El pardmetro adimensional AL/D es muy grande (AL/D > 1).
d) La pared del tubo estd a temperatura T, constante y conocida.

¢) Para determinar el flujo de calor en la pared del tubo es aplicable la analogia de Reynolds, de

modo que el mimero de Stanton es S, = \/8.

f) Las fuerzas mésicas son despreciables.

Se pide:

1.1.- Simplificar la ecuacién de cantidad de movimiento como consecuencia de que AL/D > 1. Estimar el
orden de magnitud del mimero de Mach del gas por el tubo.

1.2.- Mediante la ecuacién de la energfa mostrar, por estimaciones de érdenes de magnitud, que la temper-
atura del gas coincide con la de la pared del tubo 7}, salvo en una pequeiia regién a la entrada del tubo,

cuyo orden de magnitud (relativo a L) se pide determinar.

2.- Haciendo uso de las simplificaciones del apartado 1, determinar el gasto de gas que circula por cada uno
de los tramos y la presion en la bifurcacién, pyr, admitiendo que la cafda de presion en dicha bifurcacion es

despreciable frente a la cafda a lo largo de las tuberfas.




SOLUCION

Las ecuaciones que determinan el movimiento turbulento a lo largo de un tubo son (véase capitulo XXIV
de los apuntes) ‘
G
pu= =,
du dp A s
P e 2D
d(h+ 3u? A e
L._z—). = —_— Cpr == (h+ -—HZ)] F
dx 2D 2
donde p, p, h = ¢T y u son la densidad, presion, entalpfa y velocidad del gas respectivamente (1" es la
temperatura y ¢, el calor especifico a presion constante); G es el gasto masico, A = wD?/4 el area del tubo

y  la coordenada a lo largo del tubo.
1.1.- Si AL/D > 1 el término convectivo de la ecuacién de cantidad de movimiento, referido al de friccion es

pu% AL D
O T e YT 1
Hou Hou L

de modo que el término convectivo es despreciable frente al de friccién. En consecuencia, el término del

gradiente de presiones debe ser del orden del de friccion, lo que proporciona
AL
Ape Setom?,
e

y como los incrementos de presion son del orden de la propia presion

resulta que el mimero de Mach es pequeno

e
M ~ X:E«L

De acuerdo con todo lo anterior, la ecuacién de cantidad de movimiento se simplifica a

y haciendo uso de la ecuacién de la continuidad se tiene
L (_(5)2
Pae ™ "2D \A/) °
1.2.- Dado que el niimero de Mach es pequeno, la relacion
412
LA ¥ S
h

permite despreciar la energia cinética frente a la térmica, de modo que la ecuacién de la energia se reduce a

dh A




Esta ecuacién se puede integrar. Sin embargo, al ser AL/D > 1, el término del segundo miembro es

dominante frente al del primer miembro

=N
=

¥y, en consecuencia, se tiene que
h =T = ¢,T,, obien T = 1.
Esto falla a distancias ¢ de la entrada en las que A/D ~ 10 bien (/L ~ D/AL < 1, es decir a distancias

muy pequefias frente a la longitud del tubo. En esta longitud £ se produce el cambio de la temperatura del

gas desde Tp a la temperatura de la pared 7.

Obsérvese que en esta misma distancia la caida de presién es del orden de pu?, despreciable frente a la cafda

a lo largo del tubo.

De todos modos, la ecuacién de la energfa puede escribirse en la forma

Td_TTp T ;(g que se integra para dar T — T, = (Ty — 1)) e‘é\“ﬁ‘

donde se ha impuesto la condicién T = Ty en = 0. En la ecuacién anterior puede observarse que T difiere

de Ty y de T, mientras 2‘\—5 ~ 1, lo que implica distancias & ~ 'X% < 1, como ya se habfa adelantado.

2.- Teniendo en cuenta que salvo en la regién inicial pequena la temperatura del gas coincide con la de la

pared, la ecuacién de la cantidad de movimiento, con p = P/R,T,,. queda

Jdp A G\*
P -5 (§)’

. Ax aye
;02 - C = B—RQTP (Z) "

donde C' es una constante de integracion.

que se integra para dar

Para el tramo comiin (de O a M) la presién en 2 = 0 es pg, de modo que la constante es C = p3, quedando
en este tramo comun

9 Az G %
p2 =Py — ERQTP (;’I) "

Particularizando esta ecuacién en la bifurcacion (x = L) donde p = pys, se tiene

AL G2
vh=rb- R (5) )

Para el tramo de M a A la presion es pyr en @ = 0 (se inicia el origen de z en la bifurcacion para cada uno

de los dos tltimos tramos), de modo que C = p_?u, quedando pare este tramo M-A

9 Az Gf'l 2
P =pir— o BT (7)

donde G 4 es el gasto mdsico por el tramo M-A. Al final del tramo, de longitud L, la presion es p,, de modo

que se tiene

AL PP
})g = pﬁf = 3R9'Tp (T) .




En modo andlogo, para el tramo M-B, cuya longitud es L/2 y el gasto G g, se tiene
AL Gs\?*
P g — 5p fteTe (“X‘) : (3)
Las ecuaciones (1), (2) y (3) junto la de continuidad en la bifurcacion
G =Ga+Gg, (4)

es un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas: G, Ga, G y pum; que permiten resolver el

problema.

De (2) y (3) se obtiene

(63)2:2 P —Pa :2(@3)2
A ¥RT,) " \A)

G = V2G4,

de modo que

que llevado a (4) proporciona
G = (1+V2)Ga,

de modo que

Sumando las ecuaciones (1) y (2) se obtiene

AL GNE  rGaN®
pi=p}- 3Rng [(g) s (7) ] ;

y sustituyendo el valor obtenido de G 4 en funcién de G, se obtiene

G 142 P — P2

PRGBS

y con el valor de G conocido se obtienen los valores de G4 y Gg

Ga 1 Py — P2

e \/2 (2+\/’§)\ BRTy

Gp_ 2 Pi—Pi
T e VBRI

Sustituyendo el valor de G/A en (1) se obtiene la presién en la bifurcacién

ou . |02V +(B)
Pa 2(2+\/§) '




ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIERIA AERONAUTICA Y DEL ESPACIO
MECANICA DE FLUIDOS AVANZADA

Fruso TuRRuEs™® Wauivos

La figura representa un cambiador de calor por el que circula un liguido de densidad, viscosidad, condnc-
tividad térmica y calor especifico constantes. Estd formado por una bomba ideal de potencia W constante,
una tuberfa circular de didmetro D, y un depésito de volumen mucho mayor que D?. El liquido sale del
depdsito por la seccién e y retorna al mismo por la seccién 4. Todo el conjunto es adiabatico excepto los
tramos 1 -2 y 3 — 4 de longitud L cada uno de ellos. El liquido se calienta en el tramo 1 — 2 cuyas paredes
tienen una temperatura 7, y se enfrfa en el tramo 3 — 4 cuyas paredes estdn a una temperatura T’s. ambas
conocidas y constantes y que cumplen (7, — T¥) /T, ~ 1. La longitud de los tramos de tuberia desde ¢ a
1y desde 4 hasta el depésito es despreciable frente a la longitud del resto. En la tuberfa (desde 1 a 4) el
movimiento es turbulento con coeficiente de friccién de Darcy, A, constante y tal que AL/D ~ 1. El tramo
2 — 3 estd aislado térmicamente y tiene una longitud L /2. Suponiendo que el sistema funciona en régimen

estacionario y en ausencia de fuerzas masicas se pide:

1.- Determinen la caida de presion entre las secciones 1 y 4 en funcién de la velocidad del liquido. Comparen

esta caida de presién con la energfa cinética del liquido.
2.- Determinen el caudal ) que circula por la tuberia en funcién de la potencia W de la bomba.

3.- Suponiendo que el calor ¢ por unidad de superficie lateral de tubo y por unidad de tiempo, en los tramos
1-2y 3 —4, estd dado por

A =
qg= gpvc (Ig—T},

donde T}, es la temperatura de la pared y c el calor especffico del liquido, escriban la ecuacién simplificada
de la energfa, teniendo en cuenta que en el movimiento de los liquidos es v? < ¢T. Tengan también en

cuenta el resultado del apartado 1.
4.- Determinen la temperatura del liquido en el depésito, Ty, v la diferencia de temperaturas Ty — T},

5.~ Calor, por unidad de tiempo, transferido al liquido en el tramo 1 — 2 en funcién de la potencia W de la

bomba y de las temperaturas 7, y T 7

[




SOLUCION

1.- la ecuacién de cantidad de movimiento para el conducto proporciona

s e L
ds(p+§v)_ 50"

pooban e Lay | s
(2+5#)=(2+37),- "

La condicién de contorno en 4 (s = 5L/2) proporciona

I W S
(2+37),= (2+27), - 7"

que relaciona la velocidad con las presiones en 1y 4. De la ecuacion anterior se obtiene

que se integra para dar

p1—pa _ SAL 1
%pvz 2D :

2.- La potencia de la bomba estd dada por

1 1
W=Q [(p+§pv2) — (p+§pv2) }
1 e
1 o
p+ Sl = Pd,

siendo pg la presién en el depésito. De acuerdo con esto se tiene

(p+lpv2) P o
e Rpati
2 h Q

Ademds, la condicién de contorno en 4 proporciona py = pq, de modo que sustituyendo en la ecuacién del

pero

apartado 1 se obtiene

Pl B 2

de modo que con Q = vwD?/4, se tiene

L(, ALY s 40Wp) [ 8W/p)
2 2D D2 D2 (1+ L)

1
3

5

y el caudal es

caf

o ™0 [_80W/p)
4 |(7D2(1+3%)

3.- La ecuacion de la energia es

d 1 q
Jo— h - 2 S w—
PUs ( +2U) ry’



pero h =T+ p/p y, dado que las variaciones de presién en distancias del orden de I, son del orden de pv?

(véase apartado 1) y que la energfa cinética es despreciable frente a la térmica, se tiene
d 1. dr
— (A4 =v? | = e—,
ds ( ) ds’

de modo que la ecunacién de la energfa, con la aproximacién anterior v con el valor de ¢, se reduce a

dTl A
E;-_E(TP—T).

4.- La integracién de la ecuacién anterior proporciona
As
I'=T,+ Ke 2,

donde la constante de integraciéon K debe determinarse de la condicién de contorno apropiada a cada caso.
La temperatura en 1 es la del depésito porque le bomba funciona en régimen ideal, de modo que 7 =T, v
en la descarga del depdsito también se conserva la entropfa, de modo que T = T, = T,. Por lo tanto, para

el tramo 1 — 2 se tiene 7T, = T, y T (s = 0) = Ty de modo que K = Ty — T, y la solucién queda

As

I'=T. 4+ (Ty—T,) e 20 ; vilida para el tramo 1 — 2.

Al final del tramo, en 2, donde s = L, la temperatura T es

AL

=T+ (Tqy—T.)e 2D,

En el tramo 2 — 3 el tubo est4 aislado térmicamente. de modo que la ecuacién de la energia queda

% =0 = T =1T,; valida para el tramo 2 — 3.

En particular se tiene T3 = T5.

En el tramo 3 — 4 vuelve a ser vilida la ecuacién

As

T=T,+ Ke 20
con T, = Ty y con la condicién T (s = s3) = T se obtiene
K = (Ty-Ty)es,
y la distribucién de temperaturas queda
T=Ts+ (1T - Ty) P al

En particular, en la seccién 4, donde s3 — s4 = —L, se tiene

Ty = Tf 4+ (T — Tf) f-.'_%.

Dado que la entalpia de remanso en 4 es ignal a la entalpfa de remanso en e y esta a su vez es la del depdsito,
resulta que Ty = T, = Ty, por ser despreciable la energifa cinética frente a la térmica y por ser el régimen
estacionario. Por lo tanto, la dltima ecuacién se puede escribir como

A

Td — Tf -+ (Tz — Tf) ¢ 2D,




que junto con
Ty =T+ (Ta~T.) e,

se pueden determinar las dos incognitas T y Ty Se obtiene

o3k
2d
Ty =Ty + (Te — Tf) -“—x_:a
14e 2d
i
AL
e 2d
Tz—Td+(T Tf)——'—"_"r.
14 e 24
5.- El calor pedido es
34 i
8= *er] qds = —pﬂucf ——ds = E—pvc (Tz —Ty),
por lo tanto

0 = pQe (Tz = Td) ;

Donde el valor de Q en funcién de W, y el de Tb — Ty en funcién de T, — Tf, estén dados més arriba.
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