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Mecánica de Fluidos Avanzada

Métodos Aproximados de Capa Límite
Laminar Compresible con Me~l

Benigno Lázaro Gómez

etsiae

UNIVERSDIDAD POLITÉCNICA DE MADRID. ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

ECUACIONES Y CONDICIONES DE CONTORNO
etsiae

Ecuaciones de la capa límite laminar compresible:

d(pu) , d(pv)

con:

ETSIAE-MUIA

dx
+

dy
= 0

d(puu) d(pvu) dP-+___/___'
dx dy dx dy \ dy¡

d(puh0) d(pvhQ) d ( dh0\ 1 - Pr d ( dhy
+ — = ir. A*-.- +—____—_r. /*•dx dy dy\ dy Pr dy\ dy.

-1

h0 = h+ u2/2 = cpT + u2/2 ; f- =1; | ^___

Pe

rk

T\3/2 1+Tsh/Te
T/Te + Tsh/Te'

L. _c .__ .__Ja-<V-, ex 1yü_V_-V.
da __x _s_c>__ JLaV-_Cv^_

Tsh = 110 /í (aire)

MECÁNICA DE FLUIDOS AVANZADA



ECUACIONES Y CONDICIONES DE CONTORNO

i.»:ni,-.::~JI

Para7_~300/(:

LA _C_Iq*~
p_

V-e

,3/4

etsiae

Ecuaciones del flujo exterior (l: coordenada a lo largo de línea de
corriente): ¿__^ _____*_) a ,. ¿.

adi.) i.p_ a*e ^ah0e^f ^H)-°
7/ ——— — — ____________ — / ) __________ «g n r~v— —•

Pe di di di Flujo exterior con conservacióndi

ds

Ti
U Uí>_SCa^

de magnitudes de remanso

= 0

Para la línea de corriente que limita a la capa límite, con l * x:

-(__) 1 dpe dhe

Pe dx dx
he + u2/2 = h0e

íIndependiente de „'

, ETSIAE-MUIA i
k — =»

MECÁNICA DE FLUIDOS AVANZADA

ECUACIONES Y CONDICIONES DE CONTORNO
E_¡n____

Condiciones de contorno:

a)y = 0:

U = 0, V = Vj,

, dT qp

3C-*4 C__V______ t¿-l h-i.C__V__A.te
b) y —» co; __«_-__> ttp_o

_ dh0

u -» ue; T -» 7. <-> /i0 -* /.Oe

c) x = x0:

etsiae

w(x0,y) = u0(y); /i0(_0-y) = h00(y)

ETSIAE-MUIA MECÁNICA DE FLUIDOS AVANZADA 4



ECUACIÓN DE KARMAN COMPRESIBLE

Integrando transversalmente la ecuación de continuidad y de cantidad
de movimiento, se obtiene:

ETSIAE-MUIA

dS2 , -. 1 due cf he vv-£+ (2 +H12 - Me2)-—e-S2 =Í +7T- —
dx ue dx 2 hp ue

x = x0, S2 = 6 20

MECÁNICA DE FLUIDOS AVANZADA

SOLUCIÓN PARA Pr =1. q_ = 0. v„ = 0

etsiae

etsiae

Para Pr = l,qp = 0 (pared adiabática), la ecuación de la energía se escribe
como:

d(puh0) d(pvh0) d_í dhQ\
dx dy 'dyV^dy

cuya solución es:

dh0
y = 0: —— =0; y -> co: h0 -* h,

dy

x = 0: h0 = hOe

h0 = hUe
V(x,y) o|>Ca--

Oe

Entalpia total uniforme en la capa límite y en el flujo exterior.

ETSIAE-MUIA MECÁNICA DE FLUIDOS AVANZADA 6



SOLUCIÓN PARA Pr = 1. o. = 0. _>_ = 0
etsiae

i_«:iii,«i.::--l

En consecuencia:

T
— = 1 + *_i_i

P_
Pe

y-\

H-V*

lu* J

21

-* Tp = T0e

-1

VUp;

Upj

-n3/4

I-i_'*

$-e_-]*v^f
ETSIAE-MUIA MECÁNICA DE FLUIDOS AVANZADA

£-lf^4*^)V.^r4
Pr'H-*

MÉTODOS APROXIMADOS CON Pr =1, qP = 0. yD = 0
etsiae

Si se aproxima el perfil de velocidad por una ley conocida:

u y
-=m. v =

Debe cumplirse:

siendo:

ETSIAE-MUIA

u /_(*)

fín-* «>)-»!; /'Oí -» oo) -» 0;...
Cívo k_-w e+ea__ *

P.¿>f <fa.
Poe dx '

S7=^

U-rVv»uaÁUs

í(l) = /i(l) + ^'52 •/_(-)

MECÁNICA DE FLUIDOS AVANZADA

¿^_»«t- <w.v/. _a vj--0 •-

con p0e = /i(70e) = pp, que no cambia con x. Proponemos: o-pe.a____- J_______X_\

_*_* -»r-_

y-*.. a¿___i-__p_ljcu



MÉTODOS APROXIMADOS CON Pr = 1. q„ = 0. _•„ = 0

E5n¡2___.

Con /(?j) prescrito, se pueden evaluar las propiedades de la capa límite:

etsiae

*(*4^)f6-£á*-f(*-f**,[i2*-rtr/)*

H12 - -=- — H12 I A,*_V

T„<5i q.f*..ug _______ __ /'(o) •4 = T(A, y-1

V__. Poeue
-Mi

ETSIAE-MUIA

t
fo. ,___--. C-VN c_

^\JLk_AAA___A_

MECÁNICA DE FLUIDOS AVANZADA

MÉTODOS APROXIMADOS CON Pr = 1. qP = O.Vp = 0

Multiplicando la ecuación de Karman por pe52ue/p0e se obtiene:

etsiae

flfl^.,|r+c**¿Hi- 'Z___Vl.-F.*-=l_í
(V - 1) • (2 + f/12)

Siguiendo la propuesta de Thwaites:

F(x,^-M¡)^a

__*AA_t_A—fA,
f-A'-C-A.--

rr_i_M2>i_.í-zÍM.V_

En el límite (y - l)M|/2 « 1 proponemos:

aV-^M2 | *a0 •(1 +cJ—^M2

hr^Af.) *V (i +Cft^-^w|

ETSIAE-MUIA MECÁNICA DE FLUIDOS AVANZADA

-%-r̂
_rí_iv V^1"

^ :_a_a__
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MÉTODOS APROXIMADOS CON Pr = 1. qD = 0. yD = 0
i.«:iik«.!:-?I __ —^m etsiae

Con a0 = 0.45, ¿0 = 6 siendo las constantes del método de Thwaites para
(y-l)M2/2 = 0. Las constantes Ca, C_ se pueden estimar al resolver
flujos tipo con f(j]) prescrito.

Ca puede obtenerse tras determinar TÍX.^M2} en el flujo de placa plana
(A, = 0) utilizando un perfil de velocidad prescrito: . , _ -,e^ tXy__ _¿ £

__T-F«__-<„*-^^}? 2 ^(o-^y1^2) )
Q*(y - 1>A_| V 7(0,0) V(y_1)M|/2_0

Por ejemplo, para perfil lineal de velocidad resulta T = 82, y se obtiene:

Ca * -0_f

De igual forma, C_ puede estimarse al analizar el flujo de punto de
remanso en el límite (y - l)M2/2 -» 0.

ETSIAE-MUIA MECÁNICA DE FLUIDOS AVANZADA H

MÉTODOS APROXIMADOS CON Pr = 1. qD = Q.yD = 0,
~ etsiae

W"

Para Cb-(y- l)M2/2 « 1, despreciando este término y multiplicando la
ecuación de Karman por i._0_1:

Pe *._.__-_,. _ A .-r-i^i .,-x;(^2>a0.(l+Ca

1-Ky-1)-C \ _o_x

Po_"_ ''-o
_!-*(ssf+ft^arfi+.

p0ed_v"e -*>--» \; " ~a 2

es decir:

que en el límite (y - 1)M_ /2 « 1 proporciona:

*•*(_?) +*?£(*+#)*>co^ c, 7¿-oa •• • '
ETSIAE-MUIA MECÁNICA DE FLUIDOS AVANZADA 12
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ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

Mecánica de Fluidos Avanzada Problema 04-11-2014
La capa límite viscosa sobre una placa plana sometida auna corriente uniforme de un líquido de velocidad __. esta dada

por la solución de Blasius. Si la corriente uniforme está auna temperatura 7__y la placa auna temperatura TP constante,
hay una capa límite térmica que responde a la ecuación

_T
pe u

'ai
—\ *•____

"'ato/"*-_*•
donde ti y_son las componentes de la velocidad obtenidas con la solución de Blasius. La densidad del líquido es p, el calor
específico es cyla conductividad térmica i La difusitividad térmica o=k/pc tiene las mismas dimensiones que la viscosidad
cinemática vy su cociente es el número de Prandtl Pr = u/a. Cuando el número de Prandtl es pequeño, el espesor de la
capa límite térmica es muy grande frente al de la capa viscosa, de modo que la velocidad del líquido en prácticamente toda
la capa límite térmica es [/__. Se pide:

1.- Simplifiquen la ecuación de la. capa límite térmica para el caso considerado Pr < 1. Indiquen la condición inicial y
condiciones de contorno para este problema.

2.- Muestren que existe solución de semejanza del problema. Obtengan la variable de semejanza y la ecuación diferencial
ordinaria que permite determinar la temperatura adimensional. Para obtener la solución, tengan en cuenta la similitud de
este problema con el problema de Rayleigh.

3.- Obtengan el flujo de calor en la placa en forma del número de Nusselt Nux.
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ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

Mecánica de Fluidos Avanzada Problema 10-11-2014
La capa límite viscosa sobre una placa plana sometida a una corriente uniforme de un líquido de velocidad í/__ esta dada

por la solución de Blasius. Si la corriente uniforme esta'a una temperatura J__ yla placa auna temperatura 7> constante,
hay una capa límite térmica que responde a lasolución de semejanza dad por laecuación

<Pe _,,,__^+Prf{v)-=0,

donde r¡ es la variable de semejanza de la solución de Blasius

mientras que la temperatura adimensional es

v = y
_____

2vx'

T - T__J J oc

Tp-Tr.

y/ (r/) es la función de corriente de la solución de semejanza de Blasius que es conocida. En particular se tiene /' '(0)=0.4696.
Cuando el número de Prandtl es grande (Pr » 1) la capa límite térmica es mucho más delgada que la viscosa, de modo

que la velocidad del líquido en la capa límite térmica se puede aproximar por su valor cerca de la pared. Teniendo esto en
cuenta se pide:

1.- Valor de la función / (n) en las proximidades de la pared (n < 1)

2.- Orden de magnitud de r¡ dentro del espesor de la capa límite térmica.

3.- Flujo de calor en la placa en términos del número de Nusselt .V__'

1Tengan en cuenta que
/•oc

/ exp (-C3/3) _< ~ 1,2829.
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ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

Mecánica de Fluidos Avanzada Problema 17-11-2014

El perfil de velocidad exteriora la capa límite del extradós de un perfil, en algunos casos puedeaproximarse por

0 < x< xQ : — =a—,
Vac -0

__ < _ <_t_ : — = a,

-i < - < c : 77-=a-(a-l) ,
í/oo c - X.

donde c es la cuerda del perfil conocida y a > 1 una constante también conocida. El perfil de velocidades anterior está dado

en al figura adjunta para a = 1,2, _0/c = 0,05 y x./c = 0,2. Consideren el flujo de un fluido incompresible.

14-i

Xo/c =0.05; x,/_ =0.2; a = 1.2

1.2 •

1 •

0.8 -
U./U

0.6 -i

0.4 -

0_ -

0 -

—I—' —•—
—,

¡

L_

____- ^-4 -*•/« «1 «

c 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Se pide:

1.- Determinar la distribución del coeficiente de presiones c~ (x) definido como 2 (pe —p~_) /pU^.

2.- Determinar el c- global del extradós.

3.- Determinar el cuadrado del espesor de cantidad de movimiento á_ utilizando el método de Thwaites, en cada uno de

los diferentes tramos del perfil de velocidades. Utilicen los datos dados más arriba.

4.- Obtener el valor del parámetro adimensional A(x/c).

5.- Posición del punto de separación, xs/c de acuerdo con el método de Thwaites.



SOLUCIÓN

El coeficiente de presiones es
_ 2(pe - Pqq) _ _ ÍUe

Cp~ Pui --1 V_k
que para cada uno de los tramos toma la forma

O<x<x0 : c_ =1- a2 í—j ,

x_ < x < x_ : Cp = 1 —a

x_ < x < c : Cp = l —

El valor medio del coeficiente de presiones está dado por

a —(a —1)
x — x_

C-Xi

Cp ció
1- ____

Lk.
_x = l

C7o V^oo
dx,

que puede escribirse como

lo que proporciona

_ 1 p/ x\2, 1 /-11 - lff . -.---íl2
Cp = 1 / I a— dx / a'dx / a - (a - 1) i

cJo \ ¡Boj cj cj0 [ C-X.
dx.

Cp =1_a^____j__(1+a+a)^1___.j.

La distribución de Cp y £p se da en la figura siguiente, donde puede observarse que Cp = -0,21.

1

Xq/c =0.05; x,/c =0.2; a = 1.2

0.8 -

0.6 -

0.4 -

0.2 -

0 -

-0.2 -

-0.4 •

-fl fi -

|
i{

5

11
i
1u |

C_ __p4—

„_J [ —i—

.

1
C 0 1 0.2 0.3 0 4 0

•V

5 0

re

6 0.7 0- 0 9 1

El espesor de cantidad de movimiento está dado por

á2 = <_ (zí)
_e(x¡) -|6 0,45i/c

L«-(*)J Ux[ue{x) /f/__]6

Para el pimer tramo x. = 0 y _e (x.) = u. (0) = 0, de modo que se tiene

re*.)''®-

- , , _2 0,45i/ / _«,
O < x < x_ : <>_ =

-6 l\ _ 0,45 VC Xq
Ux \UocJ J0 V."__y " 6a [/__ c 'JO \ X0y

que es constante en todo el tramo. Para el tramo intermedio se tiene x. = x_ y _e (x.) = __ (x) = _[/_, y, por lo tanto,

., 0.45 ve xQ 0,45i/ 1
Xq < X < Xi : 0_ =

0,45-- 1 fx 5 _ 0,45 t^ íx 5x0\

Para el último tramo x. < x < c, se tiene

<_ = ¿2 fai)

6o í/_, c

ya que i¿_ (x¡) /__ (x) = 1. En particular, en x = x_ se tiene

-_(*l) =
0,45 i/c /x_ 5xo

a í/~, \ c 6c

_e(x_)l 0,45i/c / u- \ Z"1 [__(x)
. "e (-) . í/oo Vi/, jC [=#]'_)



y dado que

la integral

resultando

o bien

«_(*)
__ -©•l-(x_/c) Ve.

x\ _ i - (xi/c) /•* r_e (x£[^H.)=W£
1 5 _e(x) 1~ (____

6(1-a)

T«[__ (x)
L_ __ t_

-.(ji)!" | 0,45i/.[l-(g./.)) In6

-_=-_(-_) _e(x) 6í/__(l-_)
«_(__)
. *_ (i) .

C-c-S __ _ 0-45 [1 - (»./.)] , 045 f1^i 5x0^ [l-(x»/c) -e(-l)
"c 6(1 - a) " l a Vc 6c 7 6(1 - a) j [ _e (x) J

que para x = x_ se recupera el valor de ¿_(x_) y donde la variación con x entra a través del término __"6. La representación

gráfica de -_í/o_/"c se da en la figura siguiente.

(-iPu/vc

0_>

0.8

0.7

0.6

05

0.4

0.3

0_

0.1

Ve =005; x,/_ =0.2; a = 1.2

... J

'

¡J-*
•"•"•pi...

-

— __ —.— —

1

0 0 1 0.2 0 3 0 4 0.

x>

5

c

0 5 0 7 0 s 0 9 1

El coeficiente adimensional A está dado por

A_-_•--_ _Uoe%d{ue/Uoo)
v ¿t ve d(x/c)

que para cada uno de los tramos toma la forma

0.45c xo í/__a 0.45
0<x<x0: A= — 2_____ = __= 0,075,

oaUao c xo 6

x0 < x < x_ : A = 0,

ya que en este tramo es due/dx = 0. Para el último tramo x_ < x < c, con

_(__/-/__) l-o
d{x/c) l-(xi/c)'

i6
-e(~l)

-_

ifi

se tiene

__ 0,45(1-q) í[l-(x./c)] f1/xi _5xo\ _ [1 - (x./c)] 1[-.(si)!6!
1- (ar_/c> 11 6(1-o) \a\c 6e ) 6(1 - a) ] [ ue (x) . f

La separación se produce cuando A= —0,09, que en este caso corresponde a x/c = 0,663, como puede observarse en la figura

siguiente.

Eligiendo el parámetro a = 1,116 el desprendimiento se produce al final del perfil (x = c) y Cp = —0,104.



xo/c =0.05; x_/c =0.2; a = 1.2



Cf.PfvL.r-iT.: -TtAioMTBS. ?cofe_e.w\ i*lU¡2ol*i

o,l Ai .,> _rí 0(. 0/6 »,* 4' í? * V_

C : Caa_u"C_i ___. oa.f f»' I i
I L £_»AO(A<i_.

__>-(.• v_-_._-k-\te

Oír %. _ 0,CxT: __i _r, ¿ U(üI
U__ __.

___>

* Te r-^1 <^*- v__<A_-_d __^-t_AJ_>r __ Jk_ __£*_ J__t-_vV-
d__ JO_tT_-_k_ d* i__- i_-c-^.\ .

0±X.£. >_ •. U*. _ y_
k_ " ^ Á_"

X._x_k_: u_. _
u__ ' Q-

M_K¿c __,____fQ-() x-y.
__>

a_ a,2

c •<*or' *yc =0,2.

c -<-i

1-LUj'o ¡/i_ofrvon_J<.Wí< i_k

L«j"*-_: ^^,Z+/2.[(_)-0,Z]
-1) ¿p¿*) - 2_>{a_-^_)

u__-
; -U 4_ .d__aA_v<-__-V_£c. ^fAOui-U^+^pU-1»^^^

-_| -^C*)-_ ^-f^X1

<-p-_l. 3K_f_. __i____ ck. L_s ^c_-___ ••

2.

trlnoT-o,^^.)

- a~ [/kMM4-2..--io-3 ^o.ix-Qfc(//__. +OiO_?r-r) ]
«V- -Q/s_2_- -c^r(^)to/o__í^]- , o,z_, >*.____

9>

c^ •éHv (¿tiL - f ^ex*.)dL%. -í (Wa*iéf]«&) t

¿4



*?" [_.) - ^-)T- °.^C-M*)-°#i^^r-r^)
m

^Rg)^ 0/0-2C

Cp® * -0,046

q¿-.-o#trM__-^-*it-4'^ - -<VWH

Y-

C_p _ -O, ^

X

*%l

^»>_r(__f^-* ^ . K- «•' C_*-t-Vy^"^-^)

S1) S. ^U/t--_-tW»_H

Í(u_-.á.) =o,^5^a_T
ct(U.-_,) =01HS-V?AA-"__-

d[^&1« ____?• __f«*- ^ dlL_3^V- __ __£ _?.
_A__s

____.Ûíx)
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ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

Mecánica de Fluidos Avanzada

Una placa plana mantenida a temperatura uniforme y constante Tp se expone a un flujo uniforme alineado conla placa
de un fluido incompresible caracterizado por velocidad y temperatura __,, 7_.

I/cojo.

ÍP.P.k) •*—*-

Las leyes que describen el campo de velocidady temperaturaen la capa límite que se forma sobre la placa plana se
aproximan mediante leyes lineales:

___. _ [y/h ° - y¡h - *
_/_. ~ l i y/h>i

conqp = -k(_dT/dy)y=0.

1 - y/hT 0 < y/hT < 1
0-i

N-»-

y/hT > 1

con 6 = (T —-_)/(7"p —r_,) ycon h, hT representando, respectivamente, los espesores totales del perfil de velocidad
y temperatura en la capa límite.

Determinar, para distintos valores de Pr - ficp/k, elvalor de número de Reynolds ReSl¡ = pUa3S3/fi basado en el
espesor de entalpia __:

J rfr u( t-tp\j f*> __ r-r„. _

como función de Pr y del número de Reynolds Rex = pU^x/p..

Determinar asimismo, como función de Pr y de Rex, el valor del número de Nusselt Nux:

Qpx

k(Tp - 7_)
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ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO. ETSIAE

Mecánica de Fluidos Avanzada Examen Parcial 12-11-2016

En la capa límite laminar de un líquido (densidad p. viscosidad p, calor específico cyconductividad térmica k), la corriente
exterior es de valor ue (x) conocida (y de valor característico __) y la temperatura exterior es T__ constante y conocida. La
pared tiene una longitud característica í y su temperatura es TP constante. Se sabe que el número de Prandtl, pc/k, es muy
glande, de modo que el espesor de lacapa límite viscosa, .„, es muy grande frente al espesor de la capa límite térmica, ST.
Se pide:

1. Determinen el gradiente de presiones en función de ue (x). Indiquen como debe ser la variación de ue (x) para que el
gradiente de presiones sea favorable.

2. Orden de magnitud de las velocidades longitudinal y transversal en la capa límite viscosa. Orden de magnitud del
espesor Sv de la capa límite viscosa.

3. Orden de magnitud del coeficiente de fricción definido como C¡ = 2rp/p__, siendo rp el esfuerzo en la pared.

4. Orden de magnitud de las velocidades longitudinal y transversal en la capa límite térmica. Orden de magnitud del
espesor de la capa límite térmica.

5. Orden de magnitud del flujo de calor en la pared en términos del número de Stanton: St= qp/ [puec(Tp - T__)].



SOLUCIÓN

1.- El gradiente de presiones está dado por
dpe due
-j- = -pue—
dx dx

Para que sea favorable, es necesario que dpe/dx < 0, lo que implica due/dx > 0.
2.- En la capa límite viscosa la velocidad longitudinal es u~ ue ~ uc, mientras que la velocidad transversal, de la ecuación

de la continuidad se tiene
Sv _,

v ~ uc — <K uc.

para obtener el orden de magnitud del espesor de la capa viscosa debe ocurrir que

du d2u pul uc Sv I p 1

ya que pvdu/dy ~ pudu/dx.

3.- El esfuerzo en la pared está dado por

(du\ uc uc t -c /_-

^""E '<«. ^

de modo que, de la definición de (7/ se tiene

Cr

ya que _r/<5. <S 1. En definitiva se tiene

De acuerdo con la ecuación de la continuidad se tiene

/Re

4.- En la capa límite térmica, de espesor mucho menor que laviscosa, lavelocidad longitudinal es, en primera aproximación,

Ítp\ 6t _~U= I —1_»~ttCJ- < uc,

u ~ uc\ÍRe—.

vi- ti— ~uc-/Re l-p-j •

Para determinar el orden de magnitud del espesor de la capa límite térmica, bastará con hacer que cualquiera de los términos

convectivos (los dos son del mismo orden) sea del orden del término de conducción; estoes:

dT d2T pc(Tp-Tx)^ /=-_> kjTp-T^) 6r __ p 1/3 R 1/2

5.- El flujo de calor en la pared está dado por

,(dT\ k(Tp-Tx) k(Tp-Tx) i k{Tv-Tx) 1/3 1/2
9P" UJy=o~~ «T « «r «

de modo que el número de Stanton queda

fc(rp-T„)Pr'^e'^ ^ _L____prl/3s_i/- __ Fr--/3 xñe-./2.
p_c_c(rp-T~_) /ic,s__-



ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

Mecánica de Fluidos Avanzada Examen Parcial 12.11.2016

Se desea describir, de forma aproximada, la capa límite que se desarrolla sobre una placa plana expuesta a un flujo
uniforme, compresible subsónico, caracterizado por un número de Mach sin perturbar M_, en un gas caloríficamente
perfecto que verifica:

Pr ~ 1, (y - i)M_ /2 « 1

La placa plana está aislada térmicamente y laviscosidad del gas puede aproximarse mediante una ley simplificada:

P, \TJ

l 1) Determinar el campo de temperaturas T/Te y de densidad p/pe en la capa límite como función de
((y - 1)M_ /2,u/u.). Siendo pP el valor de la viscosidad del fluido en y = 0, determinar asimismo la relación
Pp/pe como función de (y - l)A._/2.Aproximar las relaciones resultantes por expresiones lineales en (y - l)AÍ./2.

•_ 2) Suponiendo un perfil lineal de velocidades en la capa límite:

I"'» /(") =
r/ 0 < n < 1

->1

con i; = y/h{x), siendo h{x) el espesor total de la capa límite en la estación „, determinar el valor de la relación
¿_ ACÓ como función del parámetro (y - 1)M_/2, aproximando la relación resultante por una expresión lineal en
(y - 1)M_/2. Determinar asimismo el valor del coeficiente de fricción c¡ = 2.p/p_ u_ como función del número de
Reynolds basado en S2. peueS2/pe, y del parámetro (y - 1)M_/2, aproximando la relación resultante como función
lineal de este último parámetro.

_ 3) Utilizando la ecuación de Karman, determinar el valor de las relaciones S2/S2i y de Ctfcn, siendo __• y cfi
respectivamente los valores del espesor de cantidad de movimiento y del coeficiente de fricción en el límite
incompresible, obtenidos para el mismo valorde Re - peuex/pe cuando M_ -» 0.

*-!
4) Se pretende estudiar dos capas límites sometidas a gradiente de presiones. La primera corresponde a una capa límite
compresible subsónica, con Pr = 1, (y- l)A..c/2 « 1 y 2/((2 + W.2)(y - 1))~1, siendo Mec un valor
característico del número de Mach de la corriente exterior. Esta capa límite se desarrolla a lo largo de una pared con
coordenada 0 < x < l sobre la que el flujo exterior posee una distribución de velocidad __(_), con condiciones de
remanso dadas por la densidad y temperatura totales p0e,T0e.

La segundacapa límite se desarrollacon un flujo incompresible de densidad p y viscosidad p constantes, a lo largo
de una paredcon coordenada 0 < x¡ < l¡ sobre la que el flujo exteriorposee una distribución de velocidad U_.(-.)-

Escribir la ecuación de Karman que gobierna la evolución del espesorde cantidad de movimiento tanto para la capa
limite compresible como para la incompresible, adimensionalizando el espesor y la coordenada de la capa límite con
la longitud de cada placa, l y l¡, y lasvelocidades exteriores con lasexistentes al final de cada placa, u_(í) y -..(i.).

Determinar, razonándolo, las condiciones que deben cumplir las respectivas distribuciones de velocidad exterior
adimensional üe(x), „.,(„,), y los respectivos números de Reynolds del problema compresible e incompresible:

n Poe •«_(')•' - P-Uei(li)-1¡
Re = — , Re, = —

Po. P

para que la evolución adimensional de los espesores de cantidad de movimiento en ambas capas límites, S2(x) y
62¡(x¡), verifiquen:

!-_(_)--_,c*.)| y-1.., _,,
-_,(„,) 2



ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

Mecánica de Fluidos Avanzada Examen Parcial 12.11.2016

Se desea describir, de forma aproximada, la capa límite que se desarrolla sobre una placa plana expuesta a un flujo
uniforme, compresible subsónico, caracterizado por un número de Mach sin perturbar Me, en un gas caloríficamente
perfecto que verifica:

Pr * 1, (y - l)Af|/2 « 1

La placa plana está aislada térmicamente y laviscosidad delgas puede aproximarse mediante una leysimplificada:

__í_f4
p„ \TJ

1) Determinar el campo de temperaturas T/Te y de densidad p/pe en la capa límite como función de
((y - l)Mj/2,u/ue). Siendo pP el valorde la viscosidad del fluido en y = 0, determinar asimismo la relación
Pp/pe como función de (y —1)AÍ_/2. Aproximar las relaciones resultantes por expresiones lineales en(y —l)M|/2.

2) Suponiendo un perfil lineal de velocidades en la capa límite:

_=""' «o-fi
í? 0 <7] < 1

»>1

con n = y//i(„), siendo h(x) el espesor total de la capa limite en la estación x, determinar el valor de la relación
82/h{x) como función del parámetro (y —1)M_/2, aproximando la relación resultante por una expresión lineal en
(y - 1)M_/2. Determinar asimismo el valor del coeficiente de fricción Ce = 2xv/peu2e como función del número de
Reynolds basado en ó_, peueS2/pe, y del parámetro (y - 1)M_/2, aproximando la relación resultante como función
lineal de este último parámetro.

3) Utilizando la ecuación de Karman, determinar el valor de las relaciones S2/S2i y de Cf/cp, siendo __,- y c/¡
respectivamente los valores del espesor de cantidad de movimiento y del coeficiente de fricción en el límite
incompresible, obtenidos para el mismovalorde Re = peuex/pe cuandoM\ -* 0.

4) Se pretende estudiar dos capas límites sometidas a gradiente de presiones. La primera corresponde a una capa límite
compresible subsónica, con Pr = 1, (y- l)M_c/2 « 1 y 2/((2 + r/12)(y - 1))~1, siendo Mec un valor
característico del número de Mach de la corriente exterior. Esta capa límite se desarrolla a lo largo de una pared con
coordenada 0 < x < l sobre la que el flujo exterior posee una distribución de velocidad __(„), con condiciones de
remanso dadas por la densidad y temperatura totales poe,TQe.

La segunda capa límite se desarrolla con un flujo incompresible de densidad p y viscosidad p constantes, a lo largo
de una pared con coordenada 0 < x¡ < l¡ sobre la que el flujo exterior posee una distribución de velocidad -__(*.)•

Escribir la ecuación de Karman que gobierna la evolución del espesor de cantidad de movimiento tanto para la capa
límite compresible como para la incompresible, adimensionalizando el espesor y la coordenada de la capa limite con
la longitud de cada placa, / y /¡, y las velocidades exteriores con las existentes al final de cada placa, ue(.) y u-,-(i¡).

Determinar, razonándolo, las condiciones que deben cumplir las respectivas distribuciones de velocidad exterior
adimensional ü_(«),-e¡C~;)> y los respectivos números de Reynolds del problema compresible e incompresible:

Re-:
Po« '-«(O *í p-ue¡(l¡)-li

R_f =
Poe P

para que la evolución adimensional de los espesores de cantidad de movimiento en ambas capas limites, __(_) y
__.(_.), verifiquen:

|-2(„) - ___(_.)
o_iC-t.

~-M2ec « 1



Solución

1)Laecuación de laenergía para el flujo compresible en la capa límite con Pr = 1 es:

d d , _ d i dh0\ ...

Las condiciones de contorno para esta ecuación son:

dh0
y = 0: — = 0; y -» oo: h0 -> h0e

dy

x = 0: h0 = h0e Vy

La solución al sistema (l)-(2) proporciona:

^o - ^Oe

o bien:

T y-1 ,

-f£l

(2a)

(2b)

(3)

(4)

Además, dado quea través de la capa límite p/pe *> 1 y que (y - l)M2/2 « 1, podemos escribir:

_L =|1+IZlM:
Pe

/fp Í'T\
Pe v'e'y=o

2 "'e

La viscosidad en la pared toma la forma:

.3/4

Ue)

1N-1

=©::=(-^

-i-21zljfl "©
(5)

3/4

tel+-
3y-l

4 2
Mi

(6)

2) Introduciendo la ley de densidades obtenida anteriormente, y el perfil de velocidad
proporcionado en el enunciado, el espesor de cantidad de movimiento resulta:

¿L-r___(1_«).@_f1f1__=__J(l_rt
o bien:

rí(1-ft7V,«)ñ(„

El coeficiente de fricción se expresa como:

20 du/dy)y=0 _/pe~,ó_\_1 pP _2
c/ =

Pe".

_ _ /Pe__e___\ PP £2
\ u„ / uP hPe I Pe

Introduciendo los valores obtenidos anteriormente parapp/pe, 82/h, resulta:

-i

^la't»»^)

n(l-n)dn
(7)

(8)

(9)

(10)



3) La ecuación de Karman para este flujo adopta la expresión:

dS2 cf- =f; „=0:_2-=O

Introduciendo la expresión (10), teniendo en cuenta (y - í)M2/2 « 1 se obtiene:

^=Cf=Í¿{1 +0-0sLrLM°) Re~m~ 4(l +0.025^M|)/.e-1,-1/2
V-V 2 TV ~ ~ V31

Por tanto, asumiendo peuex/pe = pueix/p con(p,p, u_.) siendo los valores de densidad, viscosidad
y velocidad exterior que caracterizan al límite incompresible, resulta:

A-Í-Íi _2^i^+ 0.025-

(11)

(12)

(13)

con __¿, Cj. siendo los valores del espesor de cantidad de movimiento y coeficiente de fricción
correspondientes al límite incompresible. Para Me = 0.8:

°z cf
t4 = — * 1.0032
<52¡ Cfi

(14)

Dentro de las aproximaciones consideradas, el resultado (14) implica que la evolución del espesor
de cantidad de movimiento y del esfuerzo en la pared de una capa límite compresible subsónica
sin gradiente de presión es prácticamente idéntico al de una incompresible siempre que
peuex/pe = pueix/p.

4) La ecuación de Karman para el caso más general de flujo compresible con gradiente de
presiones es:

dS2 ,-j¿+ (2 +1._2 - M¡) 1 due
*-/-_="£j x = 0:__ = 0

u* dx 2

o bien, introduciendo la adimensionalizacion propuesta:

(15)

laf+o+M1 -v)a^i-^r'(^)¿ °6)
siendo f(_r¡) = u/ue, con n = y/hy f'Q = (df/d r?)-=0 ydonde el factor 2/((2+ tf12)(y - l)) ~l.
Además:

y-1

(f/o') =9(A'S~Me2)' Hl2 =Hl2 (lL2~M")
(17)

donde la dependencia con (y —1)M_ /2 desaparece en el límite (y —l)Mg/2 -» 0, y siendo:

=Gí) /o" =
pe_"f due/dx K-l ..T1'0"0 „ d*

) *1FPp V 2

La ecuación de evolución de la capa limite incompresible viene dada por:

(18)



donde:

con:

Haciendo:

ñi+ (Í+JW i^-fcj-.Ajj-) -L (l9)
dXi v %i dx¡ l \k /id__í_<

(•|/o).=-íUi). W12=Wi2a¡) (20)

/52i\2 pf%dujdx_ -2düei (21)
A¿ =l"n7J /í0 ~p " RGi' S2i~dx~

Reí = Re; üei(Xj) - -._(*) (22)

las ecuaciones (15)-(18) y (19)-(21) que definen respectivamente el problema compresible e
incompresible difieren en términos de orden (y —l)M_r/2 «1. En consecuencia podemos
escribir:

!______z_^____L____V «i (23)
su 2

Siendo Mec un valor característico del número de Mach parael caso compresible.
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Mecánica de Fluidos Avanzada Examen final 01-02-2016

PRIMERA PREGUNTA

Las soluciones de Falkner-Skan describen las capas límites que se forman sobre cuñas. El flujo potencial alrededor de una

cuña de ángulo itP da lugar a una velocidad de deslizamiento a lo largo de la pared de la forma _e (x) = Ax0^2~0\ donde
A es una constante. La capa límite viscosa sobre la cuña admite solución de semejanza con la variable

V = V
»_(»)

(2-0)v

siendo la función de corriente: i¡> = f (r¡) ^(2 - /3) ____(_); mientras que la velocidad está dada por u = ue (x)(df/dr¡). La

ecuación de cantidad de movimiento se reduce a una ecuación diferencial ordinaria de tercer orden, que permite determinar

/(n), que para valores pequeños de r¡ se tiene limf (r¡) = _n2 (_^í) _ . mientras que para valores muy grandes de nse
obtiene lira f (ti) = r¡.

--*oo

La ecuación de la energía, que permite determinar la distribución de temperaturas en la capa límite, también admite

solución de semejanza y se reduce a
d2e d0
_ + Pr/(7?)__. o,

donde 9 = (T - T__) / (T- - T__), siendo Tx la temperatura de la corriente exterior y Tp la temperatura de la pared, ambas

constantes. El número de Prandtl es Pr = pc/k.

Utilizando la ecuación anterior y los datos proporcionados sobre la función /(n), se trata de determinar el número de

Nusseit (o su equivalente, el flujo de calor en la pared) cuando el número de Prandtl es muy pequeño (Pr < 1). Observen

que para Pr -C 1, la capa límite térmica es muy gruesa comparada con la viscosa1.

SEGUNDA PREGUNTA

Refiriéndonos al problemaanterior de la contracción en el que la velocidad exterior puede asimilarse a la velocidad media

longitudinal a lo largo del eje de la contracción _._, de modo que _. (__ = 0) = í/_ y __ (__ = L) = CUo, la rejilla genera

un flujo turbulento débil y uniforme al inicio de la contracción, caracterizado por un nivel de energía cinética turbulenta

ko < í/, y una escala integral turbulenta .í0 ~ A_/2/e0i con _0 siendo el valor de la disipación turbulenta a la entrada
de la contracción. Suponiendo C » 1, de forma que k]/2/ (CU0) «: £to/L < 1, y asumiendo que es posible despreciar las
variaciones transversales de energía cinética turbulenta, se desea analizar su evolución a lo largo del eje de la contracción.

Para ello, partiendo de la ecuación de transporte de la energía cinética turbulenta en turbulencia libre

_ dk —r-rdui d
3dxj * J___ dxj

dk

dxjv% -B,

evaluar el orden de magnitud de los distintos términos que aparecen en la ecuación, simplificándola. Considerando asimismo

que en el flujo casi-unidireccional en la dirección x_ se verifica u'2 w u2 + -3* determinar la relación fc_/k_, siendo /c_ el nivel

de energía cinética turbulenta a la salida de la contracción.

'Tengan en cuenta que

íJo
r-*-Y'

sft



SOLUCIÓN

PRIMERA PREGUNTA

Como la capa límite viscosa es muy delgada con respecto a la térmica cuando Pr -c 1, la función / (r¡) puede aproximarse

por r?, con lo que la ecuación diferencial puede escribirse en la forma

que puede integrarse una vez para dar

de esta ecuación se deduce que

integrando de nuevo se tiene

d2e

_y+^
d£

"dr,

----p^JV

(-)-.-«

íJO

rK I |exp(--r,'Pr dr¡,

donde se ha impuesto la condición de contorno T = Tp en y = 0, lo que implica 0 = 1 en r¡ = 0. Para determinar la constante

K hay que imponer la condición de contorno T = T__ en y —¥ co, lo que implica 0 = 0 en r¡ —¥ co, mediante esta condición

se obtiene

K =
-1

/nexpí-In'P-)],,,'

ecuación que con c = r¡^/Pr/2, puede escribirse como

jfr.(-_í'*)]*-^jft-»(-3l*-VÍ
lo que proporciona

El flujo de calor está dado por

,10 H_ (x)

\dy)y=o•?P = -fc(^:) = "*(-i--__)__ 7¿. = -k(Tp-T°o)(^Z\dny _____/ dvJ„=0V (2-0)^

y sustituyendo el valor de ( 4^) = K—- v/2jfr se obtiene
V '/n=0 V

1P =
_(Tp-r__) / 2PrRex

x y*(2-í3Y

siendo Rex = xuc (x) /v. El número de Nusseit es

Nu =
QPx

k (T- - 7__) *(2-0)
y/PrRex.

SEGUNDA PREGUNTA

Si _i y _2 representan la coordenada axial y transversal en el eje de la contracción, la ecuación de la energía cinética

toma la forma
dk -w--i d ( dk \

«lo— = -«lo— + a_T "to— - £-c__ ax\ ax\ \ ax\)

Asumiendo que __• :_ __* + u$, resulta que k= _(u'2 + r/j2 + -32) «5 (2__2 J = ¡¡i, la ecuación anterior puede escribirse
como

£_*______ ____
C__ ¿__

_dfc
V___

El orden de magnitud de la viscosidad cinemática turbulenta es vt ~ -tov/^o, el de la velocidad ue ~ _"í/_, el de la

coordenada x, ~ L, el de ¡a energía cinética turbulenta A: ~ í_ y el de la disipación £ ~ £0 ~ A_ /<_o- Con estos órdenes de



magnitud se tiene: a_f_*ty ~ CU0k0/L; gf- ("tg^j ~ho^/L2; ye~_0 ~ kl,2/tto- Refiriendo los órdenes de magnitud
de los dos términos del segundo miembro al orden de magnitud del primer miembro se tiene

£.(**) __________
L CUo______

,1/2

«1,

«1,
a'fi-*? CL_ ¿t0

9*1

ya que aunque L/¿_o S> 1, el producto anterior todavía es pequeño, de acuerdo con lo citado en el enunciado. A la vista de

esto, la ecuación de la energía cinética turbulenta se reduce a

_>(___)
9x1

= 0,

que puede integrarse para dar

üik = -/_fc_,

que particularizada al final de la contracción, donde fi_ = CUq, proporciona la energía cinética turbulenta, /:_, en la salida

de la contracción
kL Uq 1

ko CUo C
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Para acondicionar el flujo en la sección de ensayo de túneles aerodinámicos se utilizan contracciones de flujo, que son
conductos con reducción de área de paso, caracterizados por su relación de contracción C, definida como la relación
entre el área de entrada y de salida de la contracción. Además de mejorar la uniformidad del flujo y disminuir el
posible nivel de fluctuación turbulenta, las contracciones también generan una reducción en el espesor de las capas
límites en las paredes de los túneles aerodinámicos.

Se desea analizar el efecto de una contracción sobre la capa límite que se desarrolla en sus paredes, suponiendo que
la capa límite es laminar. Consideraremos una contracción bidimensional (ver figura) construidaaguas abajo de una
rejilla de acondicionamiento de flujo, tras la que supondremos que la capa límite tiene espesor prácticamente nulo.

CUn

Entre el plano de la rejilla y la contracción se incluye un segmento inicial recto de longitud L/6 para garantizar la
uniformización del flujo tras la rejilla. A continuación se dispone la contracción con una pared de longitud L y una
relación de contracción C. Asumiremos que la evolución de la velocidad exteriora la capa límite puede describirse
mediante una ley lineal:

ue , . ~

siendox la distanciamedidaa lo largo de la pared de la contracción. Se desea determinarel espesorde la capa límite
que se obtiene en el plano de salida de la contracción („ = L) como función de la relación de contracción C y del
número de Reynolds a la entrada de la misma, Re0 = U0L/v,comparándolo con el que se obtendríasi el conductode
la contracción fuese totalmente recto (es decir si tuviese C = 1). Para ello:

1) Determinar el espesor de cantidad de movimiento ___/_ que se obtiene al final del tramo recto de longitud L/6
como función del número de Reynolds a la entrada de la contracción Re0. Determinar este espesor mediante la solución
de Blasius y compararlo con el obtenido aplicando el método aproximado de Thwaites.

2) Utilizando el método aproximado de Thwaites,determinarel espesorde cantidad de movimiento que se obtienea
la salida de la contracción, S2s/L, como función de Re0 y de la relación de contracción C:

S-f =f(Re0lC).
Obtener asimismo la relación entre el espesor de la capa límite a la salida de la contracción para una relación de
contracción arbitraria C y el que obtendría para C = 1, es decir si el conducto de la contracción fuese recto.

3) Teniendo en cuentaque para C » 1 la velocidadexterior se puedeaproximarmediante ue/U0 « _ x/L, utilizarel
análisis de Falkner-Skan para determinar en este límite el espesor de cantidad de movimiento a la salida de la
contracción, comparando el resultado obtenido con el proporcionado en el apartado anterior.



Solución

1) En el tramo de longitud L/6 la capa límite se desarrolla sin gradiente de presión y por tanto, de
acuerdo con la solución de Blasius:

(¥)2

(?)

0.4411

/.__ 6

Si se utiliza el método aproximado de Thwaites, resulta:

2
0.451

(1)

(2)
/._„ 6

que es suficientemente aproximado al resultado de Blasius y que utilizaremos para evaluar el
espesor de cantidad de movimiento al inicio de la contracción en la resolución del apartado 2).

2) La ecuación diferencial que proporciona la evolución del espesor de cantidad de movimiento
dada por el método de Thwaites es:

_|(|«í)- 0.45-J
Por tanto, estableciendo el origen de la coordenada x al inicio de la contracción:

O bien:

(3)

(4)

Para x/L = 1 se obtiene el espesor de cantidad de movimiento a la salida de la contracción:

(Sls\2 0.45 (C6 + C-2)

(__»'/ 6/.e0Ce C-l
(6)

La relación del espesor a la salida de la contracción referido al que se obtendría con el conducto
recto, con C = 1, es:

>2S C6 + C - 2 (7)

«l) C* 7(_-l)

La relación dada por la expresión (7) se representa en la figura 1. Obsérvese que para C » 1, se

obtiene __,/___(-) * 1/V7C.



1.00

>2S

Mi)

0.10

10

Figura 1: Relación entre el espesor de cantidad de movimiento al final de la contracción referido
al obtenido con un conducto recto de igual longitud de pared, como función de la relación de
contracción C.

3) Para C » 1 la expresión (6) proporciona, para x = L:

(¥í=
0.45 0.075

6Re0C Re0C
(8)

Asumiendo la solución de Falkner-Skan con m = 1 se obtiene un espesor de cantidad de
movimiento que es independiente de x:

0.085

c

/¿..A2 OM
\L ) " Ré_

(9)

Que es un 13% superior al espesor obtenido en el apartado anterior utilizando el método de
Thwaites.
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PRIMERA PREGUNTA

Lasecuaciones que determinan la evolución de la estela bidimensional lejana de un cuerpo simétricosometidoa la corriente

uniforme, £/__, para un líquido de viscosidad cinemática v, son

__A

válidas tanto para régimen laminar (-_'.' = 0) como para régimen turbulento (v (du/dy) «s 0).

Se trata de determinar el orden de magnitud del espesor S(x) de la estela lejana y el orden de magnitud del defecto de

velocidades ü = u - [/__ < £/__ en los casos tanto laminar como turbulento. Para ello simplifiquen la ecuación de cantidad

de movimiento adecuadamente y obtengan una relación integral entre el defecto de velocidades _ <g t/__ y la resistencia D

por unidad de envergadura del cuerpo.

du dv

dx dy
du du d .

UTx+Vd-y = d-y[

SEGUNDA PREGUNTA

Las ecuaciones que gobiernan la capa bidimensional de convección libre de un fluido en torno a un obstáculo (longitud

característica .), a temperatura Tp diferente de la del medio, y en ausencia de convección forzada, son

du dv _
dx dy ' •__.•$--»--«*•?*•$•

de de d2o

UTx+Vdy=Qdy-2'
con la difusitividad térmica a - k/prv y 0 = (T - r__) / (Tp - T-.).

Denominando _al valor característico del flujo de calor en la pared del obstáculo, se pide determinar el orden de magnitud

de la velocidad característica uc y del número de Nusseit Nu = qí/k (Tp - T~.) cuando el número de Prandtl v/a es grande

frente a la unidad y cuando es pequeño. Recuerden que el número de Grashof es Gr = ¡3ATfmx£3/v2.



SOLUCIÓN

Primera pregunta

Como la velocidad _ = _•__ + ü la ecuación de la continuidad proporciona

6_ dv _ .S

__ dy x

mientras que la de cantidad de movimiento se simplifica de la forma

IT dü d ( -_-, o_\ m

ya que los términos _(dü/dx) y _(dü/dy) son muy pequeños comparados con _/__ (dü/dx). Multiplicando laecuación anterior
por dy e integrándola entre +00 y —00 se obtiene

d f+°°
Uoofcl_ üdy =0--

de modo que

r+°° -a t D/ udy=-I=--jj-,
J-00 PUoo

de esta ecuación se deduce

ÜS ~ /. (2)

En el caso laminar -_V = 0 y en la ecuación de cantidad de movimiento (1) se tiene _?__ (dü/dx) = v (d2ü/dy2) de

modo que

I ó-2

De (3) se obtiene

y llevando este valor de 5 a la relación (2) se obtiene

Las relaciones (2) y (4) permiten escribir

-~ /—,
V l-'no

____= ______ /___=
i/i />_/__ V í/_

En el caso turbulento, el término viscoso desaparece y además -_V ~ ü2, de modo que de la ecuación de cantidad de

movimiento (1) se obtiene Ux (dü/dx) = d (-_'.') /dy ~ ü2/S, lo que proporciona

-_<, - (4)

/__T / Dx _ //__

Segunda pregunta

Si el número de Prandtl es grande, la capa térmica es muy delgada frente a la viscosa, pero los efectos de flotabilidad

son sólo importantes en la capa térmica, que es donde tienen lugar los cambios de temperatura. En este caso el término de

flotabilidad y el viscoso deben ser del mismo orden, este último evaluado en la capa térmica. Esto es:

rir^A.-* - _,~,tr-y4*.
y de la ecuación de la energía se obtiene

__,- __—

i ~ v/fl-TV



de modo que la velocidad característica es

y el número de Reynolds toma la forma

/3Ar/m_.

Pr

Re
1 /íAT/m_.3 Gr

V Pr'/Pr V v*

Sustituyendo este valor del número de Reynolds en la expresión de St se tiene

El flujo de calor esta dado por

y el número de Nusseit es

Si~(PrGr)-^.

_~_™_^Wr)1/4,

*-&-««*
Cuando el número de Prandtl es pequeño la capa térmica es grande frente a la viscosa, de modo que la flotabilidad está

actuando, en su mayor parte, fuera de la capa viscosa. En este caso el término convectivo y el de flotabilidad en la ecuación

de cantidad de movimiento deben ser del mismo orden, lo que proporciona

uc ~ y/0ATfmt,

mientras que el espesor de la capa térmica es, en este caso,

___ _____

l ~ VRePr Pr-^Gr-1'*.

El flujo de calor está dado por

lo que proporciona

.-•£•.-¥(*»*_*).

_V_. _____

kAT
Prl'*Gr1'*.
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La región cercana al borde de ataque de los perfiles aerodinámicos utilizados en ciertas aplicaciones se diseña de
manera que la distribución de velocidad exterior a la capa límite puede aproximarse mediante dos tramos lineales A
yBen la figura adjunta, donde x representa la coordenada alo largo de la pared del perfil, medida apartir del punto
de remanso anterior. K

El valor uA de la velocidad exterior donde se produce el cambio del gradiente de velocidad proporciona una velocidad
característica del flujo. Asimismo, el gradiente de velocidad en la zona de aceleración inicial define un tiempo
característico tA = (due/dx)A\ El perfil de velocidad exterior adimensional üe = ue/uA puede representarse en
función de la coordenada adimensional x = x/(uAtA):

_• = (1 + m(x - 1)

siendo m la relación entre los gradientes de velocidad exterior enlos dos tramos considerados:

(___/_„)B

0 <x < 1

x > 1

m =
(due/dx)A

Para una distribución lineal de velocidad exterior desde el punto de remanso, el método de Thwaites predice que la
capa limite adopta un espesor constante. En consecuencia, para una distribución como la representada en la figura, se
puede esperar que el espesor de cantidad de movimiento tenga un valor constante en la zona A. S2A, y tienda
progresivamente aotro valor constante en la zona £?, _2B_, si dicha zona tiene una extensión xsuficientemente' grande.

Se pretende obtener información de la evolución de la capa límite laminar que se desarrolla con una velocidad exterior
como la representada en la figura. Para ello:

1) Siendo 82 = 82/(uAtA): utilizar el método de Thwaites para demostrar que el espesor de cantidad de movimiento
en la zona A, S2A, adopta un valor uniforme, independiente de la coordenada x. Obtener asimismo el valor de 8¡A. y
ae -_s_ como función de ReA = uAtA/v y de! parámetro m.

2) Se desea analizar la evolución de ___. en el inicio de la región B, en el que el valor del espesor de cantidad de
movimiento se relaja progresivamente desde el valor 8¡A hasta el valor <5__ _obtenidos más arriba. Describir el proceso
de relajación del espesor de la capa límite en la zona £?, determinando la evolución de la variable de relajación:

Xab =

\s2 _ 52 I
|°2fi <_B-|

*__•»

en función de la distancia (x - 1) para (x- 1) > 0. Obsérvese que la variable de relajación debe tender a cero al
crecer (í - 1) ydefine la diferencia relativa entre el valor local del cuadrado del espesor de cantidad de movimiento
yel que adopta tras el proceso de relajación, 8¡Ba>. Demostrar que la relación xAB/\m - 1| es tan solo función de la
distancia modificada m(„ - 1).

3) De acuerdo con lo anterior, si mes de orden unidad la distancia de relajación escala con u^dUe/dx)'1. Esta
observación sugiere un método basado en una expresión algebraica, para el cálculo rápido del espesor de cantidad de
movimiento en capas límites sometidas agradientes favorables de presión arbitrarios. Asumiendo que el proceso de



relajación en estas capas límites es instantáneo, de manera que la capa límite se adapta en todo punto alas condiciones
locales del flujo, proponer una expresión para la determinación explícita del espesor de cantidad de movimiento como
función de la viscosidad y del valor local del gradiente de velocidad exterior due/dx:

due
v,-8¡ = 81

dx

Como paso previo, utilizar el análisis dimensional para escribir la relación anterior de la forma más compacta posible.

4) Se desea comparar los resultados obtenidos mediante el método propuesto en el apartado 3) con los proporcionados
por el método de Thwaites aplicados a la región cercana al punto de remanso anterior del flujo sobre un cilindro de
radio Rexpuesto a un flujo uniforme de velocidad _•_., en el que la velocidad exterior viene dada por:

_D_„ = lUraSen

siendo x la distancia sobre la pared del cilindro, medida a partir del punto de remanso enfrentado a la corriente
incidente. En particular el método de Thwaites proporciona los siguientes resultados en distintos puntos situados en
el intervalo 0 < x/R < n/4:

x/R Re • 82, Thwaites
0 0.0375

tt/6 0.0417

tt/4 0.0478

con /?_• = _*_././ v. Comparar, para las posiciones x/Respecificadas en la tabla anterior, los resultados proporcionados
por el método de Thwaites con los obtenidos mediante el método propuesto enel apartado 3).



Solución

1) El método de Thwaites proporciona la evolución del espesor de desplazamiento resolviendo
una ecuación diferencial ordinaria:

— (_.___/._ =0.45 _f

O bien, en variables adimensionales:

— (/?_•„-_-_) = 0.45Ü
dx

tsS
e

Para la zona A,x<l,se tiene:

ReAx664A m
0.45

2X -i, =
0.075

PeA

(1)

(2)

(3)

Que es uniforme, independiente de la coordenada x. En estaciones x » 1, suficientemente alejadas
de la interfaz entre las zonas Ay B, podemos esperar que la capa límite evolucione hacia un espesor
también constante, igual al que adoptaría empezando desde el punto de remanso con una evolución
de la velocidad exterior caracterizada por el gradiente de la zona B. En consecuencia:

y por tanto:

0 45ReA(mx)68iBm =-g^-(™*)6

822Bco

}2,A

°_Ba> —

m

1 0.075

m ReA
(4)

(5)

2) Teniendo en cuenta que, de acuerdo con (2), ReAS2A = 0.075, en la región B (x > l)se tiene:

S2_
_

2A

o bien:

que, al igual que (4), proporciona:

$h
-1_ m{ (l +m(„-l))°J

d2A h

Sis

(m-l)

_ 1 _ *._-,
»_,./ „.._ m *__

El proceso de relajación, descritopor la variabley_B> viene dado por:

_\SlB-82Ba\_ |m-l|
%AB (1 + m(í - 1))J2B

(6)

(7)

(8)



La relación xAB/\m —1|como función de la distancia modificada £= m(x - l) se representa en la
figura 1.

1.2

%AB
|m-l| 10

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 £ = m(A--l)

Figura 1. Relajación del espesor de cantidad de movimiento tras un salto en la pendiente de la velocidad
exterior.

Obsérvese que las distancias de relajación aumentan al disminuir el parámetro m, de manera que
param -* 0 el proceso de relajación no se acaba de completar debido a que la capalímite crece de
forma continua con x.

3) Con las magnitudes vy due/dx es posibleconstruir el cuadradode una longitud característica,
dado por v/{due/dx). En consecuencia, la expresiónpropuesta en el enunciado es equivalente a
la siguiente relación adimensional:

SjA due
v dx

= C (10)

Por otra parte, asumiendo que la relajación es instantánea, el valor del espesor de cantidad de
movimiento es el correspondiente a un flujo de puntode remanso conel valor localde la velocidad.

SIa =

Es decir:

0.075

Re.

Si 0.075

ulKduJdxY ul/bidujdx)]

81 =
0.075 v 0.075 v

du,
dx

due/dx

(11)

(12)

De manera que la constante C en la expresión (10) adopta el valor C = 0.075.

Una variante interesante de este método permite introducir información sobre el historial de la
evolución de la capa límite, sustituyendo el valor local del gradiente de velocidad por un valor
intermedio entre el valor local y el promediado desde el punto de remanso:



-? =
0.075 v

____.

dx
+ b

u,
(13)

Con a,b siendo coeficientes adimensionales tales que a + b = 1. Para a = 1,6 = 0, se recupera
la expresión (12). Para a = 5/6, b = 1/6 la expresión (13) es capaz de reproducir los resultados
del método de Thwaites tanto para el flujo de punto de remanso como sobre una placa plana sin
gradiente de presiones.

4) Aplicando la expresión (12) al flujo sobre la región anterior del cilindro se obtiene:

82 =
0.075 v

<-> Re (D-
0.0375

*_•-__ "'"" -©'
con Re = _/_././v. Para los valores de x/R indicados en el enunciado se tiene:

x n
0 <-<-
-«~4

x/R Re • S2, Thwaites Re-61(14)
0 0.0375 0.0375

tt/6 0.0417 0.0433

tt/4 0.0478 0.0530

Si se aplica la expresión (13) con a = b = 1/2 se obtiene:

Re
0.075

©-
©

sen („)'eos (ñ) + x_
R

0 <-<-
-fl-4

El método de Thwaites proporciona para el flujo sobre un cilindro:

lü^sen Qj __ =0.45 vilU^R j X 7T
_ens(_d_-,0<-<-

o bien:

(14)

(15)

(16)

-(I) -!!r{„-»«v,)[>-!-_)4--* _)]}• «í*. (,7)

La figura 2 muestra la comparación entre las expresiones (14), (15) y (17).

Para x/R = rr/4 el método de Thwaites proporciona Re •(82/R)2 = 0.0478. Por su parte, para
la misma distancia sobre la pared del cilindro, los métodos algebraicos de la expresiones (14) y
(15) proporcionan, respectivamente, Re • (82/R)2 = 0.0530 y Re •(62/R)2 = 0.0467.



0.10

Re • (ó.//.)2

0.08

0.06

0.04

0.02

0.00

—Thwaites

—Algebraico, expresión (14)

—Algebraico, expresión (15)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 x/R

Figura 2. Evolución del espesor de cantidad de movimiento en la región anterior de un cilindro de radio R
expuesto a flujo uniforme calculado mediante el método de Thwaites y con el procedimiento algebraico
propuesto en el apartado 3).
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ESCUELA DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO. EIAE

Mecánica de Fluidos Avanzada Examen 17-12-2014

Lasecuaciones que determinan la capa límite laminar incompresible sobre una placa plana, sometida a una

corriente uniforme de velocidad [/__ paralela a la placa y presión p__, son:

du dv

d-x + dy- = 0>
du du _ d2u
dx dy dy2'

se pide:

1.- Condiciones de contorno que hay que imponer a las ecuaciones anteriores.

2.- Utilizar el análisis dimensional para obtener la dependencia de la función de corriente1 t¡> (x, y) con el

número mínimo de parámetros del problema.

3.- Obtenida la forma de ip (i, y), detenninar _ (x. y) y v (x, y).

4.- Determinar, en función de x y demás parámetros del problema, el coeficiente de fricción en la placa. En

la expresión del esfuerzo en la pared aparece una constante adimensional que no es necesario calcular, pero si

deben indicar como se calcularía.

5.- Utilizando la formulación de Thwaites2, detenninar el espesor de cantidad de movimiento __ y comparen

la solución con la correspondientea la solución de Blasius (cuya constante adimensional es 0.664).

lLí función de corriente es tal que
5V>

dx'

2La formulación de Thwaites es
,2 0,47i/ fx .,



SOLUCIÓN

1.- Las condiciones de contorno son: u (x, 0) = 0; v (x, 0) = 0; _ (x, oo) = [/__ y u (0, y) = _/__.

2.- Si utilizamos como variable y/\fv en la ecuación de cantidad de movimiento es necesario escalar también

la velocidad transversal v con v/^/v. En esas condiciones las ecuaciones quedan

du d(v/y/v) _Q
dx d (y/Vv)

du ( v \ du d2u
-„- +

yJvUocX \ V VX

3.- LLamando r¡ = y^/U^/vx, se tiene ip = y/vU^x f (r¡), de modo que la velocidad u es

"r3x ' Vv-W 5(y/v^) d(y/y/U)2'
Del mismo modo, la función de corriente también debe escalarse con v^ como se indica a continuación

_*(__/_/__) ____ -Wv-Q
a (y/» ' yí &- "

Por lo tanto, tanto rp/^/v, como ./y^ y - son sólo funciones de x, y/\fv y [/__. Las únicas dimensiones básicas

son las de velocidad y longitud, de modo que el análisis dimensional proporciona

* -/ir.--..

dtp r—=—df dr¡ df
w=ar = V"U00x—-jr!- = -__-y-,

dy dr¡ ay dr¡

y la componente v de la velocidad es

di> 1 Vüao ( . df
c_ 2 V x \ _n

4.- El esfuerzo en la pared está dado por

du\ .. /d2f\

mientras que el coeficiente de fricción está dado por

c, _______ -_ ______ í/_!Z>\
7 f#__ v^WW._.o'

donde ____, = _/~_x/_-. La constante que hay que determinar es /"(0), que se obtiene como parte de la solución

del problema de Blasius. De la solución se obtiene 2/"(0) = 0,664.

5.- De acuerdo con la formulación de Thwaites se tiene

0,471/x.2 0,472/ r 5,
•3 =-_6-/ «-*'

"e JO Ua

o bien

.2 / 0,47 0,686

que comparado con la solución exacta (0.664) el error es del orden del 3%.
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ESCUELA DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO. EIAE

Mecánica de Fluidos Avanzada Examen 17—12-2014

Una corriente uniforme, velocidad £/__ y presión Po_, de un líquido de densidad p y viscosidad p se mueve, a

altos números de Reynolds, alrededor de un cilindro circular. La velocidad ue tangente a la pared del cilindro,

de acuerdo con la teoría de Euler, está dada por

Uc =2Uxsen (-J ,

donde i? es el radio del cilindro y x es la coordenada a lo largo de la pared del cilindro, medida desde el punto

de remanso situado aguas arriba.

Se pide:

1.- Determinar la distribución de presiones sobre la pared del cilindro.

2.- Utilizando el método de Thwaites, detenninar el espesor de cantidad de movimiento, ¿_ (-), y en particular

su valor en el punto de remanso.

3.- Determinar el parámetro, A(x), y en particular su valor en el punto de remanso.

4.- Obtengan el coeficiente de fricción. Para ello utilicen la correlación T (A) = (0,09 + A) ' .

5.- Muestren la variación con x del esfuerzo de fricción en la pared en el entorno del punto de remanso.

6.- Determinar, de acuerdo con los resultados anteriores, el punto de desprendimiento de la capa límite.



SOLUCIÓN

La distribución de presiones está dada por

1 2 1 „_
P+ S/M_ =Poo+ 2^í7oo.

de modo que el coeficiente de presiones está dado por

°*-^=*-(._)'-*-^(_)-
Con el método de Thwaites, el espesor de cantidad de movimiento está dado por

_, 0,45i/ fx | , 0.451/.. 1 f 5 /as\ , /_ \

^iiX "•dI° __ ___.(t)y.se"5 (_)*__•
Teniendo en cuenta que

r^(_)'_)--r^(_)«h_D]--jf[»--'(_)r'h(_)]-
y llamando _= eos (^), la mtegral anterior se reduce a

_C^(_)<(_)--jfa^«-t»---|<i-0+Í<'-<..
de modo que

.2 _ 0,451/-. [1 - eos (§)] - | [1 - eos3 (f)] + i [1 - eos
°2 2UX sen* (i)

______

*___ sen- '.jj;

Obsérvese que en la expresión anterior, para x =- 0, se tiene un cero partido por cero, pero en realidad el límite

es finito. En efecto

lim i sen ( —) > = —.
~-»ol \RJ i R-

de modo que

y, en particular,

aU"©'-®-.__•} »
Para determinar A se tiene

Slduc 2<5|_/_o /i\
X= T- = p cos(p 'v dx vR \R/

de modo que

A. 0,45 cs (|) [•-~_)1-i['-^(»)] +il'-"»,_)l. ,3,
v/t/ sen6 (gj

El valor de A en el punto de remanso se obtiene de la relación anterior, teniendo en cuenta (1) calculado más

arriba. Este valor es

"remanso =: ~T = -iU75.

El coeficiente de fricción está dado por

c ______ _.___Xr(A) = / 2" T(\)sen2{%)
' "* UA V0,45_/___. ^ _^ m _¡{l_ ^3 {f[)] +Ul_ ^5 (-)]'

de modo que
c =2X (A +0.09)0*62 sen2 (f)
' ^ y/[l-eos (f)] - §[1 - eos3 (f)] +_[l - eos* (*)]'



siendo Re = UocR/v y A(x/R) está dado más arriba. En las proximidades del punto de remanso A —*• 0,075;

sen2 (x/R) -¥ (x/R)2; y el denominador es la raíz cuadrada del resultado dado en (2): (x/R)3 /y/E, de modo

que tiende a oo cuando x tiende a cero. Sin embargo, el esfuerzo en la pared es

1,69 /x\--r1R) '

= ~C¡PUI =
2 0,845 (RR\ r-2 r„ /9\V 3.38 tt2 x

y/Re

que varía linealmente con x, ya que sen (x/R) -*> x/R cuando x/R —> 0.

El punto de desprendimiento conesponde a A_esp = —0,09. El valor de (-/#)____,, se puede obtener de la

ecuación (3) por iteración, así se tiene
(§) Grados (j¡) Radianes A

95 1.658 -0.025

100 1.745 -0.060

105 1.833 -0.112

Interpolando con los dos últimos valores se obtiene A_.esp = -0,09 cuando (x/R)deíp = 1,8 rad = 103°.
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ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO.

ETSIAE

Mecánica de Fluidos Avanzada Examen final 05-02-2015

Las ecuaciones que determinan la capa límite laminar incompresible sobre una placa, sometida a una corriente

exterior a la capa límite de velocidad [/_ = ax, son:

du dv _
dx dy

1La función de corriente es tal que

2La formulación de Thwaites es

du du

dx

U,

dy

dU,

dy

1 dpc d2u
p dx <)y¿

_____

dx p dx

se pide:

1.- Condiciones de contorno que hay que imponer a las ecuaciones anteriores.

2.- Utilizar el análisis dimensional para obtener la dependencia de la función de corriente1 ip(x,y) con el

número mínimo de parámetros del problema.

3.- Obtenida la forma adimensional de ip(x,y), que denominaremos como /, determinar _(x,y) y _(x,y)

en función de / y demás parámetros.

4.- Determinar, en función de x y demás parámetros del problema, el coeficiente de fricción en la placa. En

la expresión del esfuerzo en la pared aparece una constante adimensional que no es necesario calcular.

5.- Determinen la ecuación diferencial y sus condiciones de contorno, cuya solución permitiría obtener la

constante del apartado anterior.

6.- Utilizando la formulación de Thwaites2, determinar el espesor de cantidad de movimiento __.

a_

' dx'

«-¥_•*-



SOLUCIÓN

1.- Las condiciones de contorno son: u (x, 0) = 0; v (x, 0) = 0; u (x, co) = ax y _ (0, y) = 0.

2.- Si utilizamos como variable y/y/v en la ecuación de cantidad de movimiento es necesario escalar también

la velocidad transversal v con v/y/v. En esas condiciones las ecuaciones quedan

du d (v/y/v)
dx d (y/y/v)

= 0,

du ( v \ du o d u
U-^~ + -— „. , r-x = OTX +

xvi'- \ V ",

3.- LLamandor; = yy/a/v, se tiene V = xy/va f (n), de modo que la velocidad u es

cty f—dfdn df
u = —• = _vV_—— ~ -- —,

ay an ¿Jy an

y la componente v de la velocidad es

v_.-g___^/(r?)-xv^-|g =-V^/(")-
4.- El esfuerzo en la pared está dado por

'dx ' \y/vj d(y/y/v) ' Q(y/y/vf

Del mismo modo, la función de corriente también debe escalarse con y/v como se indica a continuación

_d(j>/y/P) v _ ¿MV-A/iT)
Wv^) ' v^ dx '

Por lo tanto, tanto i>/y/v, como ü/y7^ y - son sólo funciones de x, y/v'*' y _• Las únicas dimensiones básicas

son las de velocidad y longitud, de modo que el análisis dimensional proporciona

=• *($)»___-'*-£(&)w
mientras que el coeficiente de fricción está dado por

c,= *5_2/Ef*/1 pa2x2 x\ a \dn2/t¡=0

La constante que hay que determinar es /"(0), que se obtiene como parte de la solución del problema que

permite determinar / (n).

5.- Dado que r¡ = yy/a/, u = ax(df/dr¡) y v = —y/vaf (?;), se tiene

du df dv _ df
dx dn dy dn'

de modo que la ecuación de la continuidad se cumple automáticamente, como debe ser, ya que las velocidades

_ y v provienen de la función de comente. Por otro lado se tiene

___. - £_- ___ - 2 (*€
dx dx dx \dy

.3" _ /^Tr,_\-_d2/ /«__ 2 cd2f
Vdy- =-^fMaXdrfyv =-aXldr¡2'

_,-_-__ =_,___. (ax ^f F\ =i/az ------ a2x --Í
(i;2 ¿>y \_ dn2 y i// dn3 v dn3



de modo que la ecuación de cantidad de movimiento se reduce a

a2x

resultando

__v_f___
dn) J dn2 -0

3+'3Hí)+l-*
Esta ecuación hay que integrarla con las condiones de contorno

„ = 0: / = 0; df/dn = 0,

7] —• oc : df/dn-> 1.

La condición u = 0 en x = 0 se cumple automáticamente de la expresión de u. La solución de la ecuación

anterior proporciona el valor de /"(O), que en este caso es /"(O)—1.233.

6.- De acuerdo con la formulación de Thwaites se tiene

62 =^[xuUx=W_ 0,47i/ r

ü¡ Jo 6a
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ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

ETSIAE

Mecánica de Fluidos Avanzada Examen Final 05.02.2015

Se desea analizar el flujo laminar sobre un conjunto infinito de aletas planas de refrigeración de longitud L (figura
inferior izquierda) colocadas horizontalmente, con separación h en la dirección vertical, y sometidas a un flujo
incompresible de velocidad ___ (UmL/v» 1) en dirección alineada con las aletas,. Debido a la simetría de la
configuración, basta analizar el flujo sobre una de ellas, en el espacio 0 < y < h/2, donde y representa la
coordenada normal a la aleta analizada (ver figura inferior derecha). Sobre cada cara de las aletas se desarrolla una
capa límite en la dirección x cuyo espesor total denominaremos 8(x). Para maximizar la transferenciade calor, la
relación L/h se diseña de forma que 2_(_)/h < 1, de manera que los efectos viscosos en la línea de corriente
y = h/2 son despreciables.

Se pide:

1)Establecer las ecuaciones y condiciones de contorno quegobiernan el flujo en el canal entre aletas, escribiendo el
gradiente de presiones para la ecuación de cantidad de movimiento en dirección x en función de la velocidad en el
centro del canal, __(_). Dado que esta velocidad es desconocida, escribir asimismo la ecuación de continuidad
integral en el canal, entre x = 0 y x = x, para incluir una relación de ligadura adicional que permita cerrar la
descripción del problema.

2) Operando convenientemente sobre la ecuación de cantidad de movimiento en x, deducir para este flujo la
ecuación de Karman queproporciona la evolución delespesor de cantidad de movimiento 82 de la capa límite,

*-tf*(S(»-9)-*
como función de x, de u_(_), del coeficiente de fricción cAx) = y^jyde los parámetros _•__. yh.

3) Asumiendo queel perfil de la capalímite se aproxima mediante una ley lineal:

y

uc

_______

<-<

-

1 <T< 7".
h

28

determinar la ecuación diferencial que proporciona la evolución del espesor 8(xj. Integrar la ecuación diferencial y
obtener una expresión que permita detenninar la evolución a lo largo de la coordenada x del espesor de la capa
límite 8{x)/h, de la velocidad en el centro del canal _c(_)/___, y del coeficiente de fricción _/(„). Proporcionar la
evolución simplificada de estas magnitudes en la región en que 8(x)/h « 1. Determinar el valor máximo de la
relación entre la longitud de las aletas y su separación, (_/h)m£__, para el que la descripción obtenida en los
apartados 1) a 3) es válida.

u,
2>

____ í/_
>

«.(*).
-_»r

Pgj h/2

->



Solución

1) El flujo es casi unidireccional con vc/uc ~ S/L~(LUm/v)~1/2 « 1.Por tanto las variaciones
transversales de presión pueden despreciarse en la ecuación de cantidad de movimiento en x. En
consecuencia las ecuaciones que rigen el movimiento son:

du dv _ (1)

dx dy

du du 1 dpc d i du\ (2)ó / óu\

d~y\ ~dy/dx dy p dx dy\ dy)

donde pc(_) representa la presión en el centro del canal, y = h/2. Puesto que a lo largo de la
línea de corriente y = h/2,(v = $)y el fluido no experimenta efectos viscosos, la ecuación (2)
proporciona: pd__o__, Va_¿_ _X<_>- s^ -^ Y*-*--2-^ _^_pVT--v_>r

ldpc duc (3)

p dx dx

de modo que la ecuación de cantidad de movimiento se escribe como:

du dv duc d ( du\ (4)
M_r+w_r~uc-r- + _- v_-dx dy dx dy\ dy)

Las condiciones de contorno para resolver el sistema (1), (4) son:
y = 0: u = v = 0;

y = h/2: u = uc(_) , du/dy = 0, v = 0. (5)
x = 0: u(y) = í/^, 0 < y < h/2

El valor de la velocidad en el centro del canal uc(x) es parte de la solución a determinar. Por ello
es preciso introducir una ligadura adicional en el campo de velocidad, que se impone al
establecer la ecuación de continuidad integral en el canal para un volumen de control situado
entre x = 0 y x = x:

h/2 J U^h (6)
udy = ——í

2) La ecuación de Karman se puede derivar sumando al primer miembro de la ecuación (4) el
término —uc(du/dx + dv/dy) +uduc/dx —uduc/dx que es idénticamente nulo. Se
obtiene:

d r , x\ d f , ^ duc t . d ( du\ (7)-(u(U_-u))+-(.(uc-_))+-(uc-u) =--(,-)

Integrando en la dirección y:

-Jq (utuc-u))dy +—̂ iuc-u)dy =[V-)^7



Usando la ecuación (6), la segunda integral del primer miembro puede escribirse en función de
~c, h,-"_.. Además introduciendo el espesor de cantidad de movimiento S2, y el coeficiente de
fricción Cf',

1-fíI-K)^ TP - CfñPUc

la ecuación (8) se transforma en:

__W***T_-o_-«ut-_«
o bien:

dS? 1 du

dx ^_*((»-SH-.
Para la ley lineal de velocidad en la capa límite:

u

se obtiene:

<y y

_ °4sl
y &

i i<-<—
6 28

2v/du\ 2v „ fh/2(u/^ u\\. ¿>

Además, la ligadura (6) proporciona:

_._(/_ - _) = í/coh

y por tanto:

es decir:

1 du. 1 do

lí, dx (h —ó-) dx

Introduciendo las expresiones (13) a (15) en la ecuación de Karman (11) se obtiene:

55 dS v{h - S)ldS

6dx~+ 6(h-S)dx U^hS

S/h

S(l + 4S) _ 6v_
'dS =í =\2

_ (I"*) -__fc2

cuya integración proporciona:

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)



fh —S\ 5_> 6vL x

4ü +9ta(—)+í-. =(üpi o»)
Utilizando (14), la evolución de uc/Um toma la forma:

4(l-©",)~9,n©+5(£-1)=x^i <«>
El coeficiente de fricción viene dado por:

_____ _____ /-.-.-Y1 ______ /-_-_ _ iY"19 |P_? UnhKUnh) Umh\Um ) í2°)

con Uc/Uco dada por la expresión (19).

Para S/h « 1, desarrollando en serie la expresión (18) se obtiene:

Í/S\2 6vL x
2y s-x^i (2i)

que también se puede obtener al simplificar el integrando en (17) para el caso 6 « 1. En este
límite, la expresión (21) que da la evolución del espesor pierde la información de h:

S 12v __

x . i/™* x
-¿ * (3/.-,)-1/2 (22)

Dado que (svx/UJí2 - 0((S/h)2) « 1, la ecuación (19) implica:

u
c

í/_.

El esfuerzo de fricción para S/h « 1 adopta la expresión:

cf * (3Rex)-V2 (24)

Las expresiones (22) a (24) constituyen la solución obtenida de la ecuación de Karman para una
placa plana sin gradiente de presión y con perfil lineal de velocidad en la capa límite.

La máxima longitud de placa para la que el análisis es válido se obtiene al imponer que la línea
de corriente y —h/2 está libre de efectos viscosos. Esto equivale a imponer en la expresión (18)
ó" = h/2 en x/Lmax = 1. Se obtiene:

1 (23)

_). ______________ «o 13— (25)

La evolución del espesor total de la capa límite y del coeficiente de fricción para Reh = 3 • 103,
L/h = 50 se muestra en la figura 1.
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Figura 1. Evolución del espesor total de la capa límite y del coeficiente de fricción en la aleta
para Reh = 3 •103,L/h = 50, comparado con la evolución en la placa planaaislada.

El efecto de canal hace que la capa límite en la configuración de aletas crezca con x a un menor
ritmo de como lo hace la placa plana aislada. En consecuencia el coeficiente de fricción es mayor
también en la configuración de la aleta. El efecto es todavía mayor cuando el coeficiente de
fricción se define adimensionalizando el esfuerzo en la pared con la presión dinámica de entrada
\pül\, que es lo que permite comparar directamente con el caso de la placa plana aislada.
Utilizando la analogía de Reynolds para el flujo de calor adimensional se observa que la
configuración de canal en las aletas aumenta en número de Stanton con respecto a la
configuración de placa plana, intensificando el efecto de transferencia de calor.
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UNIVERSIDAD POLITÉCNICA DE MADRID

ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

Mecánica de Fluidos Avanzada Examen final: 06-07-2015

La capa limite viscosa sobre una placa plana sometida a una corriente uniforme de un liquido de velocidad U esta dada

por la solución de Blasius. Si la corriente uniforme esta a una temperatura T,__ y la placa a una temperatura Tp constante,

hay una capa limite térmica que responde a la ecuación

_T dT

lttfl_-+t,d£
d2T

= k

donde u y . son las componentes de la velocidad obtenidas con la solución de Blasius. La densidad del liquido es p, el calor

específico es c y la conductividad térmica k. La difusitividad térmica a = k/pc tiene las mismas dimensiones que la viscosidad

cinemática v y su cociente es el numero de Prandtl Pr = v/a. Cuando el numero de Prandtl es grande, el espesor de la capa

limite viscosa es muy grande frente al de la capa térmica, de modo que la velocidad del liquido en la capa límite térmica

varía linealmentecon y. Tengan en cuenta que el espesor de la capa límite viscosa es 5V ~ Xy/v/Ux. Se pide:

1.- Orden de magnitud del esfuerzo viscoso en la pared r_.

2.- Orden de magnitud de la velocidad u en la capa límite térmica.

3.- Orden de magnitud de la velocidad . en la capa límite térmica.

4.- Orden de magnitud del espesor St de la capa límite térmica.

5.- Orden de magnitud del flujo de calor en la pared qp.



SOLUCIÓN

1.- El esfuerzo viscoso en la pared es tal que

'du\ U_
.%J___o~MV

2.- En las proximidades de la pared, para y <§__„, la velocidad u está dada por

3.- La velocidad . se obtiene de la ecuación de la continuidad

___+£__._ai+ dy u'

lo que implica
USt v SlU
—- ~ — -+ _• ~ -i- — .
___ ¿T -u -

4.- El término convectivo de la ecuación de la energía es del orden

&T , &T\ frTST\ /%-___
pC\U^+V-dy-)^l)r\USv

mientras que el de conducción es
, d2T ,Tp - ^

Dado que ambos términos deben ser del mismo orden, se tiene

^V ~Pr-'Re-3'2 -*• ^-..e-

5.- El flujo de calor en la pared es

- __ -k (*£.) -_ fc-_-Z____ -_ *________kiíeV2.pri/3!
\°y/y=0 ST *

y el número de Nusseit es
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ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

ETSIAE

Mecánica de Fluidos Avanzada Examen Final 06.07.2015

Un cilindro circular de radio R se encuentra expuesto a un flujo laminar, uniforme, de velocidad í/- perpendicular a
su eje (ver figura adjunta). El fluido puede considerarse incompresible, con densidad p y viscosidad cinemática v.

(P,v)

l_
->

»»(-)

Suponiendo que el flujo verifica Re = 2/?_,_/v» 1, el módulo de la velocidad ideal sobre la superficie del cilindro
viene dado por:

_e(.) = 2üa,sen8,

con 6 = x/R siendo el ángulo azimutal medido respecto del punto de remanso anterior y siendo x la coordenada a
lo largo de la superficie del cilindro, tal como se muestra en la figura adjunta.

Se desea analizar el desarrollo de la capa límite que se establece sobre la superficie del cilndro cuando, para
controlar su evolución, se aplica una ley de succión vp(8) en la región cercana a 8 = ir. Debido a la simetría de la
configuración, el análisis puede restringirse al rango azimutal 0 < 8 < n.

1) Utilizando el método integral de Thwaites, demostrar que en la región cercana al punto de remanso anterior,
caracterizada por valores 6 = x/R « 1, el espesor de cantidad de movimiento 820/R es aproximadamente
uniforme, únicamente función del número de Reynolds Re. En esta región la velocidad exterior Ue(x) se aproxima a
la que se establece sobre una capa límite en la solución de semejanza de Falkner-Skan, con m = 1. Determinar la
evolución del espesor de cantidad de movimiento obtenida asumiendo la solución de Falkner-Skan equivalente,
820_FS/R, como función de Re y de x/R. Especificar la región de validez de ambas soluciones (3 puntos).

2) Determinar la coordenada azimutal 6_ del punto de separación sobre la superficie del cilindro dado por el método
de Thwaites, así como el valor del espesor de cantidad de movimiento en dicho punto, 82s/R, en función del
número de Reynolds Re. Determinar asimismo la relación 82s/820 (2 puntos).

3) En el intervalo 6_ < 8 < n se aplica succión de la capa límite. Teniendo en cuenta que en la separación laminar
el factor de forma verifica H12j! ~ 3.5, determinar la ley que describe, en función de la coordenada8, la evolución
del espesor de cantidad de movimiento ó_/-_o y ae 'a ntínima velocidad de succión |vp/í/-| necesaria para
garantizar que la capa límite se mantiene adherida sobre el cilindro (3 puntos).

4) Utilizando la ecuación integral de Karman y el métodoaproximado de Thwaites calcular, para 8 —7r/2, el valor
del coeficiente de fricción cf(jt/2), escribiéndolo en función del Reynolds local (-.-2/'/).-„/2- Comparar el valor
obtenidocon el equivalente a la solución de Blasius, comprobando que en 8 = n/2 la capa límite sobre el cilindro
responde aproximadamente a un perfil de Blasius (2 puntos).



Solución

1) La evolución del espesor de cantidad de movimiento de acuerdo con el método aproximado de
Thwaites viene dada por:

/¿_v2 _0.45 vf _0.45 (£sen^9')d9'\
W -RÜF) ÜÁe)d6 —rT\ senKd) ) W

Para 9 = x/R « 1, sen(9) « 9 y la expresión (1) proporciona:

&)=>- -ffi-ow*,-» (2)

que es uniforme con respecto a _. En la región de validez de (2) la velocidad exterior toma la
forma:

Ue x

-X"*2/? (3)

Esta ley corresponde a un perfil de Falkner-Skan Ue = Axm con m = 1 y A = 2_/_.//?. El valor
del parámetro de Falkner-Skan es /? = 2m/(m + 1) = 1. El espesor de cantidad de movimiento
en la solución de Falker-Skan viene dado por:

•Ws « r—-—rco.i)-to(,-/(„)_.._
* •_](_*.£.

= 0.292 • /.e"1/2 (4)

La solución de Falkner-Skan proporciona un espesor de cantidad de movimiento 6% superior al
dado por el método aproximado de Thwaites. La validez de la expresión (2) requiere x/R « 1 y
un Reynolds de la capa límite elevado, lo cual a su vez implica Re • (x/R)2 » 1. Esta última
condición justifica también la validez de la expresión (4).

2) Para valores arbitrarios de 6, antes del punto de separación, la integración de la expresión (1)
proporciona:

(S2\2 6 1 - (15/8) •cg_(0)[1 - 2cos2(8)/3 + ___4(_0/5]
(„) =25 -Re' sen6(9) (5)

De forma equivalente, introduciendo (2), se obtiene:

_5z_ _4_ {1 - (15/8) •cos(fl)[l - 2cos2(fl)/3 + eos4(fl./S]}1/2
-2o "V5"' sen3 (9) (6)

En el método de Thwaites el punto de separación viene dado por:



S^/dU,dUA

dx).

con As = —0.09. Introduciendo (5) en (7):

cos(0s){1 - (15/8) •cos(__)[l - 2 eos2(0s)/3 + cos4(0s)/5]}
sen6(6>_)

(7)

8 (8)

La solución exacta a la ecuación (8) proporciona 9S = 103.1°. Despreciando los términos en
___2(__), __s4(_s) se obtiene 0S = 103.0°.

El valor del espesor de cantidad de movimiento en el punto de separación se obtiene de (7):

(%) _- A"(*¥-) '=-^-Re~^ =0.397 •Re'* - %=0.630 •Re^2
\R ) sR2\dx A_ cos(0s) i?

Comparando el resultado anterior con el obtenido en el apartado 1:

^ = 2.30
520

(9)

(10)

3) El mínimo flujo de succión necesario para mantener la capa límite adherida es aquel que
establece una capa límite con coeficiente de fricción nulo en el intervalo 0_ < 0 < n. De acuerdo
con el método de Thwaites, esta condición implica A = X Para 9S < 9 < n. Esta condición
define la evolución del espesor de cantidad de movimiento en este intervalo:

Si (dUe/d8)Bs cos9s
_fs dUe/d9 cos9

-2 ¡cos9s
-2-=2.30 ;f
S20 J cos9

Además, imponiendo A = As para 0S < 0 < n, se tiene:

1 dS-, 1 d2UP _._», _2

dx 2/?
+

_2 dx (dUjdx) dx2
= 0

Con las condiciones impuestas, la ecuación de Karman en este intervalo se escribe como:

(11)

(12)

v- dS2 , ,S2 dUe£=-_!+(2+»._)t_r ^- =-¿-{tan9sen9 +2(2 +H12¡s)cos9}
Ucr, R

Finalmente, utilizando los resultados obtenidos en (9) y (11)

v„ 0.63
-p- = -—T;[tan9sen9 + 11 •cos9]
ÍX, Re1'2

cos9„

cc_0

(14)



Esta velocidad es negativa, indicando que se trata de una succión. La evolución con la
coordenada 0 del espesor de cantidad de movimiento y de la velocidad de succión se muestra en
la figura 1.

S2/5:20 t-Vp/UJ-Re1'2

Figura 1 Evolución del espesor de cantidad de movimiento (azul) y de la velocidad de succión (rojo) a lo
largo de la coordenada azimutal del cilindro.

4) EL coeficiente de fricción en 0 = rr/2 donde dUe/dx = 0 se obtiene de la ecuación de
Karman:

Cf,n/2 = 2\-A1Vdx )n/2

La expresión de Thwaites proporciona:

(dS2\Wt)*/2 •(-.)„/2 •2[—£J 2- 0.45mX/|)-/2

o bien:

r__&/Upó2\CM2=0AS(—1

La solución de Blasius proporciona:

/2

_ 0.664 _
cf,Blasius -—Tñ- Jjj~5j^

0.6642 fUeS2\- 0.441 (_Li)
-1

'Blasius

(15)

(16)

(17)

(18)

La relación entre ambos coeficientes es 1.02, y es igual a la relación de las pendientes de la
velocidad en la pared de ambos perfiles de velocidad, (d(U/Ue)/d(y/S2))y/S2=0. Además, la
derivada segunda en la pared es nula en ambos casos. Asimismo, (-V^e)y/__->co ~* L mientras
que para y/ó_ -» co todas las derivadas de la velocidad tienden a cero en ambos casos. Todo ello
implica que el perfil de velocidad en 0 = 7r/2 responde aproximadamente a un perfil de Blasius.
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UNIVERSIDAD POLITÉCNICA DE MADRID

ESCUELA DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

Mecánica de Fluidos II Examen final 16-01-14

Una placa plana bidimensional de longitud a, está sometida a una corriente uniforme de velocidad

Ux, presión po_ y temperatura Too, de un líquido de densidad p, viscosidad //., calor específico c y

conductividad térmica k constantes (número de Prandtl Pr = pc/k). La placa, cuya temperatura

es Tp constante, está orientada paralelamente a la dirección de la corriente incidente. El número de

Reynolds pt/_o_//_ muy grande, de modo que los efectos viscosos quedan delimitados a una capa límite

que supondremos laminar.

Las ecuaciones que permiten determinar las componentes de la velocidad u y v, y la temperatura T

del líquido en la capa límite son

du du dpe d2u
dx

du dv

ax ay
pu

dx •*%' '"W
dT dT , d2T

r^m+pvr-~dy-=kw

Se pide:

1.- Gradiente de presión exterior dpe/dx.

2.- Condiciones de contorno necesarias para determinar las componentes u y v de la velocidad.

3.- Condiciones de contorno adicionales para determinar la temperatura T.

4.- Orden de magnitud del espesor de la capa límite viscosa ...

5.- Orden de magnitud del esfuerzo viscoso en la pared rp.

6.- Orden de magnitud de la fuerza de resistencia D, por unidad de envergadura de la placa.

7.- Orden de magnitud del espesor de la capa límite térmica St-

8.- Orden de magnitud del flujo de calor en la pared qp.

9.- Suponiendo que la placa estuviese orientada perpendicularmente a la dirección de la corriente

incidente, estimar el orden de magnitud de la fuerza de resistencia D por unidad de envergadura de la

placa.

i/., ;>_-, 7_
•

a

__, ___

Figura sólo válida

para el último

apartado



SOLUCIÓN

1.- Como la corriente no viscosa alrededor de la placa plana es la no perturbada, la presión es pe= Poc,

de modo que dpe/dx = 0.

2.- En y = 0 es u = . = 0. En y —)• oo es _ = [/__ y en x = 0 es u = ___•

3.- En y = 0 es T = TP. En y -*• co es T = Tx y en x = 0 es T = Tx.

4.- El término convectivo es del orden pudu/dx ~ pvdu/dy ~ />_X/a, mientras que el viscoso es del

orden de pd2u/dy2 ~ pUx/S2. Par que ambos términossean del mismo orden es necesario que

<5_ / p 1
*-*_

a V pí/oc- Xñe

5.- El esfuerzo viscoso es

fdu\ pUoo pUco r=- P-oc
dy)y=o -. o -/fíe'

6.- La fuerza de resistencia por unidad de envergadura de la placa es

7.- El espesor de la capa límite térmica se obtiene de comparar el término convectivo pucdT/dx ~

pvcdT/dy ~ pUoocAT/a, con el de conducción de calor kd2T/dy2 ~ kAT/5T, y para que sean del
mismo orden, es necesario que

2 —
Ot »- ——-— -~ _

pUooC pe pUaC PrRe'

donde Pr = /¿c/_ es el número de Prandtl. De la relación anterior se obtiene

_r 1

2ka 2 k . a

a y/RePr'

8.- El flujo de calor está dado por

»--__*«£_ ~^~_-_-_-¿~_-___-v^_«:,
\dyjy=0 St a óT a

donde qpa/k (Tp —Too) es el número de Nusseit, Nu, que resulta ser

Nu ~ VP-ePr.

9.- Cuando la placa es perpendicular a la corriente incidente, esta se desprende en los bordes de la

placa y la contribución más importante a la resistencia es la de forma, de modo que

D ~ aAp ~ />_•_,_.
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ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONÁUTICOS

Mecánica de Fluidos II Examen 09-07-2014

La capa límite de Blasius es aquella formada sobre una placa plana sen_-infinita, situada paralelamente a una corriente

uniforme de valor í/~_ y sin gradiente de presiones. Las ecuaciones que la determinan son

du dv

ax dy

du du

puTx + pvdy- =^lW,
donde p y p son constantes. Se pide:

a) Orden de magnitud de la velocidad transversal, v, a la capa límite en función de su espesor S.

b) Orden de magnitud del espesor S (x) de la capa límite.

c) Orden de magnitud del esfuerzo en la placa, rp (1).

d) Utilizando la ecuación de la continuidad aplicada al volumen de control1 indicado en la figura, determinar el gasto

volumétrico, q, que abandona el volumen de control por su parte superior, en función del espesor de desplazamiento <$*.

e) Utilizando la ecuación de la cantidad de movimiento aplicada al mismo volumen de control, determinar rp (x) en

función del espesor de cantidad de movimiento ..

U

U

Las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento en forma integral, para un movimiento estacionario y en ausencia

de fuerzas másicas son

/ p(v —-_) •ñda= 0,

/ pv(v —__) •ñda = —/ pñdo + ¡ ñ•r'da.
JT. -_ -E

El espesor de desplazamiento está dado por

y el de cantidad de movimiento por

'La cara superior del volumen de control se extiende mas allá de la capa límite en la dirección vertical, tal como se muestra en la figura.



SOLUCIÓN

a) De la ecuación de la continuidad se tiene

__ v

b) Los dos términos convectivos, de acuerdo con la relación anterior, son del mismo ordeny delordende pU2/x mientras

que el término viscoso es del orden de pU/S2. Cómo en la capa límite ambos términos son del mismo orden, se tiene

S I P __ - [px
- ~ t —77-x y püx y pu

Conocido S, la velocidad transversal queda

v~uj
x y px

c) El esfuerzo en la placa es tal que

.-__ P»Vl
' " _ V x '

d) La ecuación de la continuidad en forma integral proporciona

/ p(u —U)dy+ I pvdx = 0,
.0 -0

lo que permite escribir

.= / vdx= I (U-u)dy =U (l -jj)dy =US'.
e) La ecuación de cantidad de movimiento en forma integral proporciona

roo fX _»_

p (u2 - U2) dy + pU vdx = - rpdx,
Jo Jo Jo

ya que la integral de las presiones es nula porque la presión es uniforme. A su vez de la ecuación de la continuidad se tiene

/ vdx = (U -u) dy,
Jo Jo

que sustituido en la de cantidad de movimiento proporciona

pI" {(u2 -U2)+U(U- _,)] dy=- f rpdx,
Jo Jo

de modo que

Jfv-_^Jfi(i-i)*._».,
y derivando con respecto a i se tiene

!__
d_TP = PU __•
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UNIVERSIDAD POLITÉCNICA DE MADRID

ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONÁUTICOS

________ _________ Examen 22-05-13
Mecánica de Fluidos 11

PRIMERA PREGUNTA

Un periü simétrico d. cuerda caauguio de acaque nulo, esta somecido auna cómeme uniíonne de
velocidad C/__ ypresión Poo de un líquido de densidad pyviscosidad p. El número de Reynolds del
movimiento pU^c/p es grande. Las ecuaciones que determinan la capa limite sobre el perfil (supuesta
laminar) son

____ +*-_.<).
dx dy

( du du\ dPc d2u
<>{UTx+Vdy-)=-te+<1dy-2\

donde pe es la presión exterior ala capa límite, que no varía con y. Se pide:

1.- Orden de magnitud de la velocidad transversal va la capa límite.

2.- Orden de magnitud del término convectivo ke la ecuación de cantidad de movimiento.

3.- Orden de magnitud del espesor de la capa límite.

4.- Orden de magnitud del esfuerzo en lapared del perfil.

5.- Orden de magnitud de la fuerza de fricción F¡ (por unidad de envergadura E) sobre el perfil.

SEGUNDA PREGUNTA

Por un tubo liso de diámetro Deinfinitamente largo, fluye un líquido de densidad pyviscosidad
cinemática _, con velocidad media en la sección de valor U. El movimiento es turbulento ya que el
número de Reynolds Re = UD/v es alto. La caída de presión entre dos secciones situadas a una
distancia Les tal que 2[P(x =0)-p(x =L))

pU2

Se pide determinar:

6.- Coeficiente de fricción de Darcy A.

7.- Velocidad de fricción u. relativa a U.

8.- Orden de magnitud del espesor (referido aD) de la capa en la que los esfuerzos viscosos yturbulentos
son del mismo orden.



SOLUCIÓN '

PRIMERA PREGUNTA

1.- De la ecuación de la continuidad se tiene

__« » _, v^uJ«u.
c S c

2.- Cadauno de los sumandos del término convectivo es del orden

dv, -X du v l/__

de modo que ambos son del mismo orden.

3.-El orden de magnitud del espesor de la capa límite se obtiene de hacer que el término viscoso, medido
con ., y el convectivo sean del mismo orden

-X t-O

lo que implica
P

C y pUooC y/Re"

4.- El esfuerzo enla pared está dado por \

__\ £_o (®%
"'-"W-."""* Re

5.- La fuerza de fricción, por unidad de envergadura del perfil, está dada por

SEGUNDA PREGUNTA

Ff pUlc
E~TpC~7pr

6.- Dado que la ecuación de cantidad de movimiento proporciona

p(x =0)-p(x =L) =f (IpC/2),
resulta que XL/D = 1,5, de modo que A= _,__}/_. = 0,015.

7.- Dado que el esfuerzo en la pared es

V8'
TP=ÍPU¿,

y que la velocidad de fricción se define como

resulta que

./rp-
__*

pV¿3 ,-.o

__.

u

f%

Tp = pU„

a/| =0,043.

--*> Iv? \ S

i
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UNIVERSIDAD POLITÉCNICA DE MADRID

ESCUELA DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

Mecánica de Fluidos II Examen parcial 20-12-12

Una placa plana semi infinita está a una temperatura Tp constante. La placa está sometida a una
corriente uniforme de un líquido con velocidad í/oo, presión p^ y temperatura Too, con ángulo de
ataque nulo.

Las ecuaciones que permiten determinar la capa límite viscosa laminar sobre la placa son

du dv du du d2u

_*+_»-°! pUdx-+pVdy-=»W
y, una vez conocidas u y .. se puede determinar la capa límite térmica mediante la ecuación

dT dT , d2T
pCU-dx- +paj"d¿ =kW

Mediante estimaciones de órdenes de magnitud, se pide:

1.- Variación del espesor de la capa límite viscosa _-_, con la coordenada x a lo largo de la placa.

2.- Variación con la coordenada x del coeficiente de fricción Cf = 2Tp/pf/¿,.

3.- Variación con x del espesor de la capa límite térmica 5t-

4.- Variación con x del flujo de calor en la placa qp.

5.- ¿Cual es el orden de magnitud de 6t cuando el número de Prandtl es grande?.



RESPUESTAS - VERSIÓN 2

Pl - Dos puntos P2 - Dos puntos P3 - Dos puntos

i- <5_ V - oo
2a.- Cf

JazX
3a.- St ~ x

Ib.- Sv ~ x 2b.- C; _%)- ST ~^/í/oo- r

©- 7le- __
y__

cf D___ 3c- .7
vxPt

ld.- __ vx

-oo

2d.- C¡
v

3d-- 5T ~ H_TP7
le.- Ninguna de las anteriores 2e.- Ninguna de las anteriores 3e.- Ninguna de las anteriores

P4 - Dos puntos P5 - Dos puntos

J-, qT •-. / l~_ 5a.- 8T ~ xPr-l'z4a-" k(tv-tx) \JUooPr
ih, Qp r_ ux 5b.- ST ~ Pr~1/2ff-4D-" fc(-_-T__) -ooPr

©w^-s/^ 5c.-.r~Pr-1v/Íf

4d- ATT^oT ~\/- Sd.^-Pr"1/3-/^
4e.- Ninguna de las anteriores 4e.- Ninguna de las anteriores
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UNIVERSIDAD POLITÉCNICA DE MADRID

ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONÁUTICOS

Mecánica de Fluidos II
Examen 17-09-08

Considérese la capa límite sobre una placa plana semi infinita de una comente uniforme, paralela a la
-W- Ar. --tatrbri TT m-_W- F1 fl-i^n « "n ItrmMn r\» *mjte*. ," *• ñ«*-»«l»<. ;•

La ecuación integral de Kánnán para la capa límite incompresible es

_+¿£>KH';
donde uc la velocidad exterior a la capa límite,

r]n*--)**'w-n(i--)*
son los espesores de desplazainiento yde cantidad de movimiento, respectivamente, y

2rP
Cf = plp'

es el coeficiente de fricción, siendo r- el esfuerzo en la pared. Se pide:

1.- Simplificar laecuación de Kármán para el caso considerado.

2.- Si la capa límite es laminar, muestren, por estimaciones de orden de magnitud en la ecuación de
cantidad de movimiento1, que

_ /____««

siendo a una constante.

3.- Suponiendo que la constante adel apartado anterior es conocida, determinar el espesor de cantidad
de movimiento .. terminen también la resistencia de la placa D(_) desde el origen hasta la posición
x.

Pa

SU

'Recuerden que tas ecuaciones de continuidad ycantidad de movimiento para una capa limite laminar de un Buido
incompresible son

*» . *» n du fi_ -Pe ____
• __;+__=0;'™_í+-~__-=---'+/xv-



I

SOLUCIÓN

1.- Como en este caso __ = U= constante, du./dx = dU/dx = 0 y la ecuación de Kármán queda

d0 1

d_ = 2C/-

2- De laecuación de cantidad de movimiento en forma diferencial se obtiene

pu2 pu 6 nr ,/-—
x S2 x \ pUx *^,w

Además

de modo que

*,-%-<*{&•
^__TT" ¿5 •

2r„

ñ

C,~ pU2 ~y pUx
S/__L

_»C • _ Vy-i"V3.- Con

de la ecuación de Kármán se tiene

•r—vjBS'

d9 1 a I p

_; = _c/ = _V^í7_'

que se integra, con . (0) = 0, paradar

o bien

Dado que

la resistencia es

IPX

0 = a\TT<V pu

x V pux

1 r_2 o IPPU3TP = rfPU =2V^-'

rA

.*.

D= í rpdx =ay/ppU3 í ^-_ =»vW

Obsérvese que

D .

/.tí2! X
= - = C/.

(.
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En una capa límite turbulenta sin gradiente de presiones, con una velocidad de succión/soplado constante y de

valor vs constante, la ecuación de cantidad de movimiento para la zona del defecto de velocidades es

i¿*-i_.*¿pr-iw-¿(--?),
donde y ~ A (espesor normalizado tal que u,A = Ue5\) y cuya solución puede escribirse en la forma

(1)

\A _,
(2)

donde u, = \¡Tp/p siendo rp el esfuerzo en la pared.
La ecuación de la cantidad de movimiento en la zona cercana a la pared (subcapa viscosa, buffer y zona

logarítmica), está dada por
dU d ( -¡-¡ dU\ m

vs— = — -_V4_— • (3)
dy dy \ dy J

Se pide:

1.- Integren una vez la ecuación (3) con respecto a y e introduzcan la velocidad de fricción. (1 punto).
2.- Escriban la ecuación del apartado anterior (apartado 1) en forma adimensional utilizando U+ = U/u, e

y+ = yu,/v como variables adimensionales, junto con vj —vs/u, y g = -u'v'/u2. (1 punto).
3.- Para y+ <g. 1, los efectos viscosos son dominantes frente a los turbulentos. Determinen U+ = U+ (y+,vj).

(1.5 puntos).

4.- Cuando y+ » 1, los esfuerzos viscosos son despreciables frente a los turbulentos. Obtengan los esfuerzos

turbulentos g = g (U+,vj). (1 punto).
5.- De la ecuación (1) con y/A <C 1 y de la ecuación (3) con y+ > 1, mostrar que existe una zona de validez

común de las soluciones F(%,vj) y U+ (y+,vf). Mostrar que esa zona de validez común es logarítmica yque,
en principio, la constante ks es distinta de la de Kármán como consecuencia de la existencia de vj. (3 puntos).

6.- Utilicen la teoría del camino de mezcla de Prandtl para modelizar los esfuerzos turbulentos. En esta teoría

vr = emvm, siendo .TO la longitud de mezcla y vm = £m \dU/dy\. Se pide determinar la longitud de mezcla

i+ —imu,/v en la región logarítmica, como función de vj e y+. (2.5 puntos).



ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

Mecánica de Fluidos Avanzada Examen Final 25.01.2017

La figura adjunta muestra una estela turbulenta plana, que se desarrolla a lo largo del eje x de un conducto 2D de...
variable, caracterizado por poseer flujo casi-unidireccional. El eje de la estela ydel conducto coinciden, de modo que
en la región de la estela la velocidad axial del flujo impuesto por el conducto de área variable puede considerarse tan
solo función delacoordenada axial, ue = u. (_), mientras que lavelocidad transversal asociada a lavariación deárea
del conducto verifica en su eje (y = 0), ve(x, 0) = 0. El origen del eje x se selecciona de manera que la longitud ._.
quecaracteriza lasvariaciones de lavelocidad ue y el desarrollo axial de la estela verifica L~x.

área

El defecto de velocidad media uc(x) = _«,(..) - ü(x, 0) existente en el eje de la estela (y = 0) verifica uc/ue « 1,
de modo que se trata de una estela lejana. El flujo medio en la región de la estela lejana puede describirse introduciendo
una pequeña perturbación (ü, v,p) al flujo irrotacional impuesto por elconducto (ue, ve, pe) sin el efecto delaestela:

ü _ ue 4 ü; v = ve + v; p = pe 4 p

Se desea analizarel desarrollo de la estela lejana. Específicamente:

1) Teniendo encuenta que cerca del eje del conducto(y - 0) la velocidad axial ue tan solo depende de x, escribir la
ecuación de continuidad para el flujo impuesto por el conducto (ue,ve,pe) en el entorno de su eje, expresando la
velocidad transversal ve(x, y) como función delacoordenada transversal y, así como del gradiente develocidad axial,
due/dx. Escribir asimismo laecuación de cantidad de movimiento axial para el flujo impuesto por el conducto en el
entorno desueje,determinando elgradiente axial de presiones (1/p) •(dpe/dx) como función deue(x)\%)

2) Asumiendo que laestelaturbulenta lejana es un flujo esbelto cuyaextensión transversal . verifica:

S/x « 1, Re = uc5/v » 1,

escribir las ecuaciones simplificadas de continuidad, cantidad de movimiento axial y transversal para las
perturbaciones del flujomedioen la estela(u, v,p). Estableciendo el balanceconvectivo-turbulento en la ecuación de
cantidad de movimiento axial, relacionar el cociente S/x con uc/ue, confirmando que la estela lejana es un flujo
esbelto que verifica S/x « 1. (yl

3) Definiendo la anchura de la estela en la estación x como ]____ üdy = -ucS, yasumiendo que el defecto de velocidad
decae rápidamente en la región exterior a la estela como para que se tenga /___, —(y_)_y - (yü)\™m = 0, integrar
transversamente la ecuación de cantidad de movimiento axial en la región de la estela para demostrar que se verifica:

-_(_)•-_(_)•-(_) =;4

Siendo A una constante independiente de la coordenada x. C. ^

4) Se desea explorar laposibilidad de quela estela turbulenta lejana que se desarrolla en el conducto de área variable
posea estructura de semejanza. Paraello se introduce el siguiente escalado:

ü = ue(_) •F(t_), -üT¡? = u2c(x)-G(n), r/ = y/-(_)

Incorporando estas expresiones en laecuación decantidad demovimiento para las perturbaciones asociadas a laestela
obtenida anteriormente y utilizando el resultado del apartado anterior, determinar la relación adicional que deben
verificar _-(_.), __.(;.) y S(x) para que laestructura de semejanza propuesta seaposible. C'O

5) Comprobar que las leyes ue~xa, S~xb, uc~xc , con a, b y c constantes, son compatibles con la estructura de
semejanza propuesta, determinando larelaciones b = b{a), c = c(á). Determinar asimismo si existe algún valor del
exponente a que caracteriza la velocidad en el conducto que verifique b = c, de manera que tanto el defecto de
velocidad uc como la anchura de laestela 8 tengan una evolución similar con la distancia x a lo largo del conducto.. 1)
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PRIMERA PREGUNTA

Las soluciones de Falkner-Skan describen las capas límites que se forman sobre cuñas. El flujo potencial alrededor de una

cuña de ángulo ir8 da lugar a una velocidad de deslizamiento a lo largo de la pared de la forma _e (i) = Ax*'1-2-0', donde
A es una constante. La capa límite viscosa sobre la cuña admite solución de semejanza con la variable

v = y\

siendo la función de comente: ip = f (n) X(2 - 3)uxue (_); mientras que la velocidad está dada por u = ue (x) (df /dn). La

ecuación de cantidad de movimiento se reduce a una ecuación diferencial ordinaria de tercer orden, que permite determinar

f(n), que para valores pequeños de _se tiene limf (r¡) = _r/2 (3^.) _ . mientras que para valores muy grandes de nse
obtiene lim f (n) = n.

r.->oo

La ecuación de la energía, que permite determinar la distribución de temperaturas en la capa límite, también admite

solución de semejanza y se reduce a
d26 de
- + Prf(n)-=0,

donde 9 = (T - T,__) / (Tp - T__), siendo T» la temperatura de la corriente exterior y Tp la temperatura de la pared, ambas

constantes. El número de Prandtl es Pr = pc/k.

Utilizando la ecuación anterior y los datos proporcionados sobre la función / (r¡), se trata de determinar el número de

Nusseit (o su equivalente, el flujo de calor en la pared) cuando el número de Prandtl es muy pequeño (Pr -C 1). Observen

que para Pr <C 1, la capa límite térmicaes muy gruesacomparada con la viscosa1.

SEGUNDA PREGUNTA

Refiriéndonos al problema anterior de la contracción en el que la velocidad exterior puede asimilarse a la velocidad media

longitudinal a lo largo del eje de la contracción _c_, de modo que ü_ (__ = 0) = U0 y -i (-1 = L) = CU0, la rejilla genera

un flujo turbulento débil y uniforme al inicio de la contracción, caracterizado por un nivel de energía cinética turbulenta

fco <£. Uq y una escala integral turbulenta <_o ~ fc_ /_o, con _<_ siendo el valor de la disipación turbulenta a la entrada

de la contracción. Suponiendo C » 1, de forma que klQ'2/ (CUQ) < lto/L < 1, y asumiendo que es posible despreciar las
variaciones transversales de energía cinética turbulenta, se desea analizar su evolución a lo largo del eje de la contracción.

Para ello, partiendo de la ecuación de transporte de la energía cinética turbulenta en turbulencia libre

_ dk_ _-i-rdüj_ d_ f dk_\
3dxj l 3dxj dxj \ dxj)

evaluar el orden de magnitud de los distintos términos que aparecen en la ecuación, simplificándola. Considerando asimismo

que en el flujo casi-unidireccional en la dirección xx se verifica uf = u'£ 4 _'32 determinar la relación ki/ko, siendo /.__ el nivel

de energía cinética turbulenta a la salida de la contracción.

'Tengan en cuenta que

Jo
-.2j ^

8 * =T-



SOLUCIÓN

PRIMERA PREGUNTA

Como la capa límite viscosa es muy delgada con respecto a la térmica cuando Pr <í_ 1, la función / (_) puede aproximarse

por n, con lo que la ecuación diferencial puede escribirse en la forma

_2. . „ d6_
'dn

que puede integrarse una vez para dar

de esta ecuación se deduce que

integrando de nuevo se tiene

_V+^- -*

*__•_, (_|*j.

t) -*•

-0

0=14/-/ |exp( --ifPr
1

</'/,

donde se ha impuesto la condición de contorno T = Tp en y = 0, lo que implica 0 = 1 en n = 0. Para determinar la constante

A" hay que imponer la condición de contorno T = T.» en y —> oo, lo que implica 0 = 0 en n —> oo, mediante esta condición

se obtiene

K =
-1

Jnexp(-i*Fr)]«_7'
ecuación que con c = r¡y/Pr/2, puede escribirse como

lo que proporciona

t) =*=-./:"
El flujo de calor está dado por

7T

2_V

ysustituyendo el valor de í ^ J = K= —J2^- se obtiene

-P =
k(Tp-Tx) ¡2PrRet_

x y*(2-iiy

siendo Rex = xue (x) jv. El número de Nusseit es

Nu =
QPx

k(Tp-Tx) t(2-/3)
y/PrRe~T.

ue (x)

SEGUNDA PREGUNTA

Si x_ y X2 representan la coordenada axial y transversal en el eje de la contracción, la ecuación de la energía cinética

toma la forma
—ñdüx d

__._ ' dx.i c__ \ dx\ '
dk

Asumiendo que u'2 s_ u'% 4 _§F, resulta que k= \ (u'2 + u'2 +u'2\ ss ¿ (2-'2) = _'2, la ecuación anterior puede escribirse
como

_________ 9 / ./•-
_>x_ 9ii \ __•_

El orden de magnitud de la viscosidad cinemática turbulenta es vt ~ ítaVkó, el de la velocidad ue ~ CUo, el de la

coordenada cr. ~ L, el de la energía cinética turbulenta fc ~ fc0 y el de la disipación e ~ £_ ~ k0 /(-m- Con estos órdenes de



magnitud se tiene: (J_.' ' ~ CUoko/L; ^- (í'tgjH ~ ¿to-o /L2; ys ~ eo ~ -o'V^to- Refiriendo los órdenes de magnitud
de los dos términos del segundo miembro al orden de magnitud del primer miembro se tiene

3*7:M_)
d(ü,k)

c-,
L CU,

«1,
¡.)

.1/2

-£-_- C£/0 .«, «1,

1.3/2

ya que aunque L/__o _> 1, el producto anterior todavía es pequeño, de acuerdo con lo citado en el enunciado. A la vista de

esto, la ecuación de la energía cinética turbulenta se reduce a

que puede integrarse para dar

d(üik)
dx¡

= 0,

uxk = U0k0,

que particularizada al final de la contracción, donde ü¡ = CUo, proporciona la energía cinética turbulenta, kj,, en la salida

de la contracción

kL UQ 1

k0 CUo C
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El flujo turbulento de Couette es un flujo uni-direccional que seestablece entre dos placas paralelas, alineadas según
el eje x, separadas una distancia 2H, que se mueven con una velocidad relativa U. Cuando el número de Reynolds
Re = 2HU/v es suficientemente elevado, el flujo se hace turbulento. Para analizarlo supondremos que la placa
inferior, que denotaremos con el índice (1), está ligada ai sistema dereferencia, mientras que lasuperior (2) sedesplaza
en ladirección del eje +x con velocidad U, tal como se muestra en la figura adjunta. El movimiento de lapared (2)
arrastra al fluido y genera un esfuerzo de fricción sobre dicha pared que trata de frenarla, mientras que sobre la
superficie (1) el fluido genera un esfuerzo de fricción que tiende a arrastrar la placa inferior en la dirección del
movimiento. Mediante una transformación de Galileo. es siempre posible elegir un sistema de referencia en el que el
flujo neto en la dirección x es cero. Como resultado, lapresión media sobre lasuperficie inferior, que llamaremos
p_, resulta ser constante paracualquier x.

Se pretende analizar el flujo turbulento de Couette con (u'/U)2
u' la velocidad de fricción. Para ello:

(2HU/v) » 1, en un canal de paredes lisas, siendo

1) Establecer las ecuaciones de continuidad y de cantidad demovimiento en las direcciones x,y, demostrando que el
gradiente de presión media en la dirección x, dp/dx, se anula en todo el flujo. Establecer asimismo las condiciones
de contorno apropiadas para laecuación de cantidad de movimiento en ladirección x.

2) Demostrar que elesfuerzo de fricción que el fluido ejerce sobre las superficies (1)y (2)es igual en valor absoluto
y de signocontrario, validando el resultado dp/dx = 0 para este flujo.

3) Utilizando las siguientes variables para describir, respectivamente, el flujo sobre lassuperficies inferior y superior

(l), asociada a superficie inferior (1): x_ = x; y1 - y; u¡ = u;

Zona (2), asociada a superficie superior(2): x2 = -_j y2 = 2H - y; u2 = U - u; v2 = -v

re-escribir la ecuación de cantidad de movimiento longitudinal para el flujo en cada zona, demostrando que en las
nuevasvariables el flujo medioobedeceexactamente a las mismasecuaciones y condiciones de contorno, y por tanto
„_ a ü2 para y. = y2. Utilizando este resultado determinar Uc, el valor de lavelocidad media del flujo enel centro
del canal, y = H, como función de la diferencia de velocidades establecida entre las superficies, U.

4) Demostrar asimismo que el flujo en cada una de las zonas introducidas más arriba incluye regiones de pared y
exteriores a lapared, dando las ecuaciones ycondiciones decontorno que rigen cada región, el rango decoordenadas
y, (i = 1,2) enque son válidas, y comprobando que existe, para cada zona, una región logarítmica de acoplamiento
entre las regiones de pared y las exteriores a las mismas. Comparando la ecuación diferencial que rige la región de
pared decada zona conlaque describe el flujo sobre tubos lisos, proponer el valor, para cada zona, de laconstante de
la región logarítmica escritaen coordenadas de pared.

5) Introducir para cada una de las zonas (1) y (2) la hipótesis de Boussinesq y demostrar que las viscosidades
turbulentas verifican:

17, = v

y i = y 2- vn = vt
dvv

dyx

dv tz

dy2
= 0

y_-H y2=H

6)A lavista deestos resultados, proponer una ley polinómica para las viscosidades turbulentas fuera de las regiones
de pared:



determinando el valor de las constantes A, B.

Utilizando el resultado obtenido, integrar la ecuación de cantidad de movimiento para obtener la ley de defecto de
velocidad (ít - U/2)/u" en la mitad inferior del canal, para v/u"H « y/H < 1.

7) Determinar la leyque proporciona la velocidad de fricción como función del número de Reynolds del flujo. Re:

U/2
-X = F( Re), Re = 2HU/v



Solución

1) Las ecuaciones para el flujo medio son:

dü

dx
u = u(y)

ldp d

pdx _y\ dy)
dü\

u-y{-P?+n=°
Integrando en la dirección transversal la ecuación (le) se tiene:

1 —- 1-p4.-=-Pl

(la)

(Ib)

(le)

(2)

siendo px la presióntanto en la pared inferiorcomoen la superior, donde v'2 = 0, que el enunciado
nos dice que no depende de x. Dado que los promedios temporales de la velocidad tampoco
dependen de x, la ecuación (2) implica:

ldp 1 _.p_

pdx p dx

En consecuencia la ecuación de cantidad de movimiento en la dirección x se escribe como:

= 0

,...2
d i dü\

-_—í —u'v' 4 v-r-1 = 0 -» -u'v'4 v—= u
dy \ dy/ dy

(3)

(4)

Siendo u*2 = v(du/dy)y=0 = v(du/dy)y=2H. Las condiciones de contorno apropiadas para (4)
son:

y = 0: ü = 0, -u'v' = 0

y = 2H: (_/- ü) = 0, -t_X' = 0

2) El tensor de esfuerzos viscosos del flujo medio viene dado por:

dü

?' = p

0

dü

"Ty

V'Ty u

(5a)

(5b)

(6)

Y dado que la normales exteriores a las superficies (1) y (2) son respectivamente ñt = /, n2 = —/,
se tiene:

T/i =P

0 .'—
dy

dü
v— 0

L dy
GMI)X-"••*

(7a)

y=0



'/2 =P

O y—
du-

dy r 0 i

0
-l

J y=2H

dü

VVTy

(du
í= —pu'2l

(7b)

de manera que la superficie (1) tiende a ser arrastrada por el fluido, mientras que la superficie (2)
tiende a ser frenada. Utilizando las expresiones (7a,7b), aplicando la ecuación de cantidad de
movimiento en forma integral al canal del flujo de Couette entre dos planos cualesquiera situados
en coordenadas x = constante, se comprueba que en este flujo se debe verificar dp/dx = 0.

3) Con las transformaciones sugeridas en el enunciado del problema, el flujo en la mitad inferior
de la pared queda descrito por las siguientes ecuaciones y condiciones de contorno:

_X^ +VÍ__Í =u.2
dy-t

y1 = 0: ü-i = 0, -u_ví=0

donde Uc es un valor a determinar como parte de la solución. Análogamente, para el flujo sobre la
pared superior se tiene:

du2
-u'v!, 4 u-P- = u*2l2i/2

dy2

y2 =0: u2 = 0, —u'2v2 = 0

(8a)

(8b)

(9a)

(%)

Las ecuaciones diferenciales y condiciones de contorno que rigen ambas mitades del flujo escritas
en las nuevas variables son idénticas. Por tanto debe verificarse:

3. =V2 U_ = __ (10)

En particular, en y_ = y2 = H , ux = u = Uc, mientras que i¿2 = U —u = U —Uc y la condición
(10) implica que:

UC = U-UC Uc = U/2 (11)

4) Dado que (u*/U)2(2HU/v) » 1, el flujo tanto en la región superior como en la inferior
presenta dos regiones claramente diferenciadas: una a distancias y_/A/ = 0(1), donde el esfuerzo
viscoso es despreciable y otra a distancias y¿u*/v = 0(1) donde es necesario retener el esfuerzo
viscoso. El acoplamiento entre ambas regiones exige la existencia de una tercera región que
simultáneamente verifique y¿//. « 1, y{u'/v » 1, donde la solución adopta un perfil
logarítmico:

Ui 1 y_i¿*
ViiT/v»-: —= -ln^—+C; )_/__«_.:

U K V

ü2 1 y2it"
y2u7v»l: - = -!n—+ C; y2/H « 1:

U* K V

u. 1 y.

ü2 i. y2 , _,— = -ln— + C¡
U* K H

(12a)

(12b)

La constante C que aparece en la descripción logarítmica de la ley de la pared para las regiones
inferior y superior es idéntica, puesto que la ecuación diferencial y condiciones de contorno que
rigen ambas regiones son también idénticas, iguales asimismo a las que describen la región de la
pared en tubos lisos. Por tanto debe ser C « 5.2.



La ecuación de cantidad de movimiento en las regiones inferior y superior del canal, fuera de las
regiones de pared viene dada por:

i..i ,,*2yx/H »v/Hu': -u'1v[ = u
/,,> _ .,«2y2/H » v/Hu': - u'2v'2 = u

5) Introduciendo la hipótesis de Boussinesq, se tiene:

(v+.._.)^- =i-*2; y1 =0:vn =0, %=• 0; y, =H: ü, =U/2
.—

(v + vc2) -r1 = u'2; y2 = 0: vt2 = 0, ü2 = 0; y2 = H: ü2 = U/2
dy2

Utilizando (10) y las ecuaciones (14a), (14b) se concluye que:

yx=y2 -> vtl = vt2

y en consecuencia:

y1=y2 = H
ííVm dv'n .2

dy1 dy2
= 0

(13a)

(13b)

(14a)

(14b)

(15)

(16)

6) Para la región inferior, la viscosidad turbulenta adimensional v£1 = vn/(u'H) verifica:

í yi n ~ n , 1 dVn n (l7)

Además en la capa logarítmica de la región 1 se tiene:

v//X_* « _! « 1: vtl = K^ (18)

Teniendo en cuenta (17) y (18) se propone:

v/Hu' « ._ < 1: vtl = *."_ (1 - __/2) ** A = -2B = K (19)

Con esta ley. la ecuación de cantidad de movimiento en la región inferior, fuera de la región de la
pared, se escribe como:

d /u. \ ií _

2Ü*

O bien:

____.____,ir _________________+ii ( __ \
u* lu* kj- __(l-f__/2) 2u* k V2-fJ

Para __ « 1 se recupera la ley logarítmica que aparece en (12a) con:

r> U 1, ro-.
Cl =2l?-K/n(2)

Asegurando el acoplamiento del perfil de velocidades en la zona logarítmica se tiene:

(20)

(21)

(22)



o bien, con C ¡- 5.2:

U/2 1 /u'2HU\-LT- =-ln(- )+C
U* K \U V J

Í//2 _ 1 / u* 2fí_/>
u' =ic nW/2 v >4 3.5

l.E-01

li'/t/

l.E-02

(23)

(24)

-4.0 -3.0 -1.0 0,0

(_ - l//2)/i_* l.E+03 l.E+04 l.E+05 l.E+06 l.E+07 2UH/v

Figura 1: Flujo de Couette turbulento con paredes lisas. Izquierda: perfil del defecto de velocidad.
Derecha: velocidad de fricción como función del número de Reynolds.

Aunque no se pide en el ejercicio, en el caso de que las paredes tengan rugosidad y el número de
Reynolds sea suficientemente elevado para que podamos considerar paredes totalmente rugosas,
la descripción es idéntica, excepto que el perfil de velocidad en la región cercana a la pared se
escribe como:

U. 1 ViyJh»V. -± =-ln^ +B(u*h/v); yjH «V.
XI K ti

ui 1, yi^r>— = -ln— + C1
U* K H

y2/h » 1: ^ =~lnT +B(.u'h/v);
11 K IX

u i y 2y2/H«l: -^ = -ln^ + C^
u K H

(25a)

(25b)

Para Reynolds suficientemente elevado se tiene u'h/v > 80, en cuyo caso B = Bm « 8.5.
Utilizando el modelo de Boussinesq propuesto anteriormente, la región central del flujo adopta el
perfil dado en (21) y el acoplamiento de la velocidad en la región logarítmica implica:

U/2 1 2H

u* k h

U/2 1 h
<-* S—=10.2--ln-

U* K H
(26)

Figura 2: Velocidad de fricción como función de la rugosidad relativa para paredes totalmente
rugosas.
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UNIVERSIDAD POLITÉCNICA DE MADRID

ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

Mecánica de Fluidos Avanzada Examen final 04-07-2016

PRIMERA PREGUNTA

Las ecuaciones que determinan la evolución de la estela bidimensional lejana de un cuerpo simétrico sometido a la corriente

uniforme, _/_., para un líquido de viscosidad cinemática u, son

du dv _
dx dy

du du _ d ( —¡-y du\
dx dy dy\' dy) '

válidas tanto para régimen laminar (-u'v' = 0) como para régimen turbulento (i> (du/dy) as 0).

Se trata de determinar el orden de magnitud del espesor S(x) de la estela lejana y el orden de magnitud del defecto de

velocidades ü = u- Ux «. í/__ en los casos tanto laminar como turbulento. Para ello simplifiquen la ecuación de cantidad

de movimiento adecuadamente y obtengan una relación integral entre el defecto de velocidades ü «: Ux y la resistencia D

por unidad de envergadura del cuerpo.

SEGUNDA PREGUNTA

Las ecuaciones que gobiernan la capa bidimensional de convección libre de un fluido en torno a un obstáculo (longitud

característica £), a temperatura Tp diferente de la del medio, y en ausencia de convección forzada, son

dvÜll du du d2u oe
dy=0; u"fx+v¥y- -/í(r-r-o)/«-+^; «£ +«5- °gp.

con la difusitividad térmica a = k/pcp y 0 = (T - Tx) / (TP - Tx).

Denominando _al valor característico del flujo de calor en la pared delobstáculo, se pidedeterminar el orden de magnitud

de la velocidad característica uc y del número de Nusseit Nu = qi/k (Tp - _7__) cuando el número de Prandtl i//a es grande

frente a la unidad y cuando es pequeño. Recuerden que el número de Grashof es Gr = 3ATfmx£3/v2.



SOLUCIÓN

Primera pregunta

Como la velocidad u = Ux 4 ü la ecuación de la continuidad proporciona

dü dv .i
— 4 — z= 11 =¡> v ~ u—

dx dy X

mientras que la de cantidad de movimiento se simplifica de la forma

*._.-_.t*H_)-
ya que los términos ü(dü/dx) y v(dü/dy) son muy pequeños comparados con Ux (dü/dx). Multiplicando laecuación anterior

por dy e integrándola entre 4oc y —oo se obtiene

de modo que

de esta ecuación se deduce

d f+°°
í/oo—- / üdy = 0,

dx Xa-

/. üdy = —I = —
pUx

ÜS ~ I. (2)

En el caso laminar -t_V = 0 y en la ecuación de cantidad de movimiento (1) se tiene t/__ (dü/dx) = v (d2ü/dy2) de

modo que

(3)

De (3) se obtiene

y llevando este valor de ó a la relación (2) se obtiene

Las relaciones (2) y (4) permiten escribir

ÍX v_
X ~ ó2 '

'-'__•

PUX D ¡U0
u ~

vx pUoo V - _

En el caso turbulento, el término viscoso desaparece y además -u'v' ~ ü2, de modo que de la ecuación de cantidad de

movimiento (1) seobtiene £/__ (dü/dx) = d (-_V) /dy ~ ü2/., loque proporciona

Uqq r "
X -

(4)

Ix Dx _ ¡lUr,
ri—\~fj2~' y "'r— » / —' ' ••' '"-'

Segunda pregunta

Si el número de Prandtl es grande, la capa térmica es muy delgada frente a la viscosa, pero los efectos de flotabilidad

son sólo importantes en la capa térmica, que es donde tienen lugar los cambios de temperatura. En este caso el término de

flotabilidad y el viscoso deben ser del mismo orden, este último evaluado en la capa térmica. Esto es:

- -c _ /3 (T - Too) fmx&T
9(T-Tx)f,m_ ,2

T

y de la ecuación de la energía se obtiene

-I-. 1
i ~ v-íeP-'
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ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

Mecánica de Fluidos Avanzada Examen Extraordinario 04.07.2016

Se desea analizar la evolución aproximada de las magnitudes globales quecaracterizan a una capa límite turbulenta
que sedesarrolla sobre una placa plana alineada con eleje x, sometida a un flujo exterior de velocidad constante Ue
en ladirección x. Específicamente, se desea describir la evolución del espesor de la capa límite A, y de la velocidad
de fricción u", asumiendo que en un punto de la placa, que seselecciona como origen de coordenadas x = 0,adoptan
respectivamente valores A0 y u0.

Las ecuaciones que proporcionan laevolución de Ay u' son laecuación integral de Karman y lade acoplamiento en
ausencia de gradiente de presiones:

__ d

i-s0-*'-1

Se pide:

Ue 1.
— = -ln
U K

con B' ~ 4.6. Para analizar la evolución de la capa límite se definen lasvariables adimensionales:
_ A

a=aX

Au*.
45'

_•«?_

1)Escribir las ecuaciones y condiciones de contornoadimensionales que dan la evolución de A y ü*. Detenninaruna
relación de ligadura entre los valores iniciales A0 y u¿. Obtener también, en función los parámetros que aparecen en
el problema, el valor característico de la longitud lcx a lo largo de la placa en que se producen cambios de orden
unidad en alguna de las magnitudes A, ü".

2) Asumiendo que KUe/u0 » 1, y utilizando la ecuación de acoplamiento, demostrar que las variaciones a lo largo
de la placa de la velocidad de fricción adimensional ü" son mucho menores que las que experimenta el espesor
adimensional de la capa límite. A, comparando los valores de las derivadas dü'/dx y dÁ/dx. A la vista de este
resultado, simplificar las ecuaciones de evolución de la capa límite, obteniendo, el valor simplificado de (dh/dx)x=0
y de (du'/dx)x=0 como función de los parámetros del problema.

3) Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior determinar, en función de x, las variaciones de A y de u'
en el entorno de x = 0.



Solución

1) La relación de ligadura entre A0, u*0 es inmediata puesto que deben satisfacer la ecuación de
acoplamiento:

_.___.____,+l, o»
-0 K \ V

Restando esta ecuaciónde la de acoplamiento para valores arbitrarios de A, u* se tiene:

M.__XViX (la)
u"o\W ') k \Ao~0

Introduciendo la adimensionalización sugerida en el enunciado en la ecuación de Karman y en la
de acoplamiento modificada (la):

xw-t-H (2c)
X = 0: A= ü* = 1

La ecuación (2a) proporciona la longitud característica a lo largo del eje x en que se producen
cambios de orden unidad en Aü*:

_„~£a0 (3)
"o

Definiendo x = {u*Q/Ue) • (x/A0), el problema adimensional se escribe como:

¿¿(¿-) =1 Ha)

*->-_KH
í-ft A-Ü--1 (4C)

2) Derivando con respecto de x la ecuación de acoplamiento adimensional (4b) se obtiene:

dü*_ 1 ü'dA
d_ ~ 1+__J_J_ Adx

(5)

u¿ u-

de modo que:

(_MSH((fVl_.
Incorporando este resultado a la ecuación de Karman:



En consecuencia:

___

dx

dá\ (dü'\
dx). * ' \~dT)x=0

W
dü'

"dT
<Ue\ V3
vi

(xV¡\ ^ (dá\ ^u¿ sdu'\
Uq) \dx)x=0~Ue' \dx)x=0

m_____Ljf___V
/cA0 \uj

3) Laintegración de las expresiones aproximadas (7)alrededor de _. = 0 proporciona:

A - A„ u0x

ü"-l-

¿-HÍ «-*

kUb

X US

XA_"0

KÍ/_

U.

-1

üeA0

(7)

(8)

(9a)

(%)

De acuerdocon (7) y (9b) las variaciones de ü" de orden unidadse producenen distancias de orden
Ax-kUJuq, de manera que las expresiones (9a), (9b) son válidas para u*Qx/{UeL0) « --_/-_, o
bien (x-/A0) « K(ue/uoJ2
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Mecánica de Fluidos Avanzada Examen final 05-02-2015

La ecuación de cantidad de movimiento que determina el movimiento turbulento de un líquido por un tubo

liso de radio R es
ra

li
dU _

v— =0,
dr

donde U es la velocidad media, -pu'v'r son los esfuerzos turbulentos, r es la coordenada radial, u, = y/rp/p
es la denominada velocidad de fricción, o velocidad aparente, con rp el esfuerzo en la pared, p la densidad del

líquido y v la viscosidad cinemática. El gasto volumétrico que circula por el tubo es Q —ttR2Uo, de modo que

el esfuerzo en la pared se puede escribir como tp = (A/8) pUfi, siendo Ael coeficiente de fricción de Darcy.
Sabiendo que XUqR/v » 1, se pide:

1.- Significado físico de cada uno de los términos de la ecuación de cantidad de movimiento.

2.- Simplificar la ecuación de cantidad de movimiento para distancias r ~ R y determinar el esfuerzo

turbulento en esta región en función de u, y r/R. Indicar la zona de validez de la expresión de estos esfuerzos

turbulentos. Esta es la denominada zona del defecto de velocidades, en la que U - U0 ~ -.. Escriban la forma

de la solución.

3.- Para distancias r cercanasa la pared, tales que R - r «: R, la velocidad U ~ u,. Simplifiquen la ecuación

de cantidad de movimiento en esta región cercana a la pared, donde los esfuerzos viscosos y turbulentos son del

mismo orden y determinen el orden de magnitud del tamaño de esta región. Escriban también la forma de la

solución en esta región.

4.- Mostrar que la ecuación simplificada del apartado 2), cuando r/R -> 1, tiende al mismo valor que la

ecuación simplificada del apartado 3) para distancias, medidas desde la pared, grandes con respecto a su tamaño

característico. Determinar los esfuerzos turbulentos, en función de _„, en esta región intermedia denominada

zona logarítmica. Forma de la solución en la región logarítmica.

5.- Si la velocidad U0 = 1m/s, el radio del tubo R = 0,5 m, la densidad del líquido p = 10Ü0 kg x m~3 y la

viscosidad cinemática del líquido u = 10~5 m2/s, determinen el coeficiente de fricción de Darcy1, la velocidad

u, y el tamaño característico de la región cercana a la pared.

6.- Escriban la ecuación de la cantidad de movimiento en forma integral entre dos secciones del tubo situadas

a 100 m de distancia y determinen la caída de presión entre estas dos secciones, para los datos del apartado 5).

'El coeficiente de fricción de Darcy puede aproximarse por la relación

donde Re es el número de Reynolds basado en Uq y el diámetro D del tubo.



SOLUCIÓN

1.- El primer sumando ru2/R proviene del término de presiones, el segundo -u'v'r es proporcional a los

esfuerzos turbulentos y el tercer sumando udU/dr es proporcional a los esfuerzos viscosos.

2.- Para r ~ R, la velocidad es del orden de U0 y los esfuerzos aparentes de Reynolds son u'v'r <•_ _,, de

modo que los dos primeros términos son del mismo orden

ru» —tt 2—— ~ U'v'r ~ u» i
i.

mientras que el último término es
dU uUo

Vdr~ R'
de modo que la relación entre este último término y los otros dos es

ul'o/R . (U0\2 - j
Hu, / UqR

De acuerdo con este resultado la ecuación de cantidad de movimiento se reduce a

_X =__^, (1)
de modo que los esfuerzos turbulentos varían linealmente con el radio, que se anulan en el centro del tubo pero

no se anulan en la pared, donde r -> R, de modo que para distancias R - r «. R la expresión anterior del

esfuerzo viscoso no es válida.

Salvo en esta última región cercana a la pared, con y = R-r,\a distribución de velocidad es de la forma

U=U0 +u,F (|) ,
que es la ley del defecto de velocidades.

3.- En la zona cercana a la pared, donde U ~ u,, los órdenes de magnitud de los dos primeros sumandos

siguen siendo los mismos que anteriormente. El término viscoso es ahora
dU uu.

V'dr _.

que comparado con los otros dos términos proporciona

-_./-C
1,

-;

que esde orden unidad yaque los efectos viscosos han de ser tan importantes como el que más, para que se pueda
imponer la condición de velocidad nula en la pared. De la relación anterior se obtiene la longitud característica

de la región cercana a la pared _c

£c~^.

Como u.R/v = (u„/Uo) (UQR/v) > 1. se tiene £c -C R, de modo que r/R -» 1 y la ecuación de cantidad de

movimiento se reduce a
. _ _X _ d(U/u.) _ ^ ^

u2 d(yu„/v)

donde y+ = yu,/v es de orden unidad, lo mismo que U+ = U/u». La solución es de la forma

-+ = /(. +)•

4.- Cuando r -> R, la ecuación (1) se reduce a -u'v'r = u_, mientras que la ecuación (2) para yu,/u » 1 se

reduce -u'v'r = u2,. De modo que ambas soluciones coinciden y esta región (en laque yu./u » 1pero y/R < 1)
es de validez común. Las ecuaciones que determinan el campo de velocidades en esta región logarítmica son

(I)
dF dU+ 1

d(y/R) -y+dy+~ k



lo que proporciona

Fl lln m +c . u Iíny +c2,
K \R/ K

siendo /. la constante de Karman y C_ y C2 dos constantes de integración.

5.- El número de Reynolds basado en el diámetro es

V

con este valor del Reynolds, el coeficiente de fricción de Darcy es

A = 1,325

La velocidad de fricción es tal que

__.

In
5.74

/iV'1

-2

= 0,018.

0.018
= 0,047.

de modo que __ = 47mm/s. Del mismo modo, £c ~ f/u, = 10 5/0,047 = 0,000212 m = 212pm.

6.- La ecuación de cantidad de movimiento en forma integral proporciona

de modo que

(pi -P2)ttR2 =tp2ttRL.

,2L _ AL
i? ~ 2D'

,,_-._ Ai. . 0,018 x 100
Pi-P2= _^o -¡7 = íTT^-X = S x 1000 x l2 = 900 Pa
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Un cuerpo axilsimétrico está sometido a una corriente uniforme Ux (en la dirección del eje x de simetría) de

un líquido de densidad p. Aguas abajo del cuerpo se desarrolla una estela turbulenta (también axilsimétrica).

Las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento que determinan el flujo en la estela son

d(ru) d(rvr) du du Id, ---_>
—5—^- + a =0; u„-+ "'•_- = --5- {-ru'v,) ,

ax dr ax ar r ar v

donde r es la coordenada radial, u la velocidad media en la dirección del eje x, vT la velocidad media en la

dirección radial y -pu'v'T son los esfuerzos turbulentos.

En la estela lejana, donde el radio exterior S(x) de la estela es mucho menor que la distancia x al cuerpo

(S/x < 1), la velocidad media u difiere de Ux en una cantidad ü «C Ux. Además en esta región, los esfuerzos

turbulentos son tales que u'v'r ~ u2. Se pide:

1.- Estimen el orden de magnitud de la velocidad radial teniendo en cuenta que u = Ux 4 ü.

2.- Simplifiquen la ecuación de cantidad de movimiento, de acuerdo con los órdenes de magnitud obtenidos

anteriormente.

3.- Integren, transversalmente a la estela, la ecuación de cantidad de movimiento resultante de la simplifica

ción, mostrando que existe una cantidad integral que se conserva.

4.- De los resultados de los apartados anteriores obtengan, a falta de constantes adimensionales, la variación

del radio de la estela S (x) y de la velocidad ü (x, 0) = —us (x) como funciones de x. -*> s_-__-*

5.- Si a y b son las constantes (desconocidas) necesarias para determinar por completo S(x) y _s (x),

respectivamente, y si la velocidad ü es de la forma ü = -us (x) f (n). con n = r/S, obtengan una relación entre

las constantes ay b, supuesto que se conoce / (n).

6.- Teniendo en cuenta que la viscosidad cinemática turbulenta vt es tal que usS/vt = Rct es una constante

conocida, y que —u'v'r = u2g (n), escriban la ecuación y condiciones de contorno que determinan / (//), así como

la relación adicional que permite determinar a y b.



SOLUCIÓN

1.- Como u = Ux 4 ü, la ecuación de la continuidad se escribe como

d(rü) d(rvT) _
dx dr

de modo que
u vr _ S
— ~ — => VT ~ _— <-S_ U.
X O X

2.- La ecuación de cantidad de movimiento puede escribirse en la forma

,rdÜ dü 1 - / —r-r\-U— + vr— = -— (-ru'v.) .
ax ar r ar s '

El orden de magnitud del primer sumando del primer miembro es

D__S

mientras que el segundo sumando es

dü Uxü
'«_- ~ .

ax x

dü _6 ü ü2

6

de modo que la relación entre ambos términos es

vr— ~ U--z
ar x o x

vT (dü/dr) ü2¡x ü
ux (dü/dx) uxü/x _/__

Como consecuencia de esto, la ecuación de cantidad de movimiento se reduce a

"«_§-.£<-•*?>. w
y como ambos términos han de ser del mismo orden, se tiene

Uxü ü2
x X

de modo que se tiene la relación
S ü

x U„.

3.- Multiplicando la ecuación (1) de cantidad de movimiento por rdr e integrando transversalmente, se tiene

d f°° r00
— / Uxürdr = / d(-rvlvl) = (-ruX)^ - (-ru'v'r)Q = 0,

de modo que

í
siendo / una constante relacionada con la resistencia del cuerpo. De esta ecuación se tiene

UxüS2 ~ /. (3)

4.- De la ecuación (2) se obtiene ü ~ Ux (S/x), que sustituido en (3) proporcionaS3UX ~ xl, lo que permite

determinar
/ r \ 1/3

que llevado a (2) proporciona

5.- De acuerdo con el enunciado se tiene

fOC

Uxürdr = —I,
'o

IU0 N1/3

TJTj • u> =b

(2)



de modo que el radio de la estela crece como x1/3 y el defecto de velocidad máxima decrece como x 2'3.

Dado que ü = —us (x) f (r/6), la relación integral se puede escribir como

/ Uxürdr =-UxusS2 / / (n) ndn =-I,
Jo Jo

siendo n = r/S. Dado que

permite escribir

,2 2,fIUxI2X2\1/3 2 /
=ab{—TxJ =a6-x'

/ f(v)
Jo

ndr¡ =
a2b'

Supuesta conocida la función / (7;), la integral anterior dará lugar a un valor o de modo que la relación anterior

se reduce a aa2b = 1.

6.- Puesto que ü = —ua (x) f (n) y dado que

se tiene

______ _ _______

dx 3 x '

dn dn dS Ir/

dx dS dx 3 x'

dü

dx
Ux— = -Ua

dus df dn
d^/(7?) +U>^

UqqUs

3 x
2/(,) +,|

Del mismo modo
1 d _ ——-. 1 - r , , ,1 _?<7 u _do m. /o dc\-— -r_X^ = - — n& . =--i 4 -f / = -f (^4 ^ ,
ror1 r dr L J r . dr/ d \r; di]/

donde u'v'r = ulg(n). Sustituidas las relaciones anteriores en la ecuación de cantidad de movimiento, se tiene

_______

3 x *>»+•„.]=-(§+!,•
que puede escribirse en la forma

2dfdg a

9+,1d7rTb 2nf(i])+if^ = 0,

o bien

_X>X|who,
que puede integrarse una vez para obtener

Dado que

de modo que

--S---

-j-- dü vTus df 2 1 \
-t^ = -T--=-—-==_s5(7.),

1 df
5(") = - ReTdi]'

y por lo tanto, la ecuación de cantidad movimiento integrada una vez queda para / (_), en la forma

df aReT
4

dn 36

Eligiendo el parámetro aRer/36 = 1, se tiene la relación adicional para determinar a y b. La ecuación diferencial

para / queda

— = -ndn

[nf(n)}=0.

f = exp[ --ir ) •



que ya cumple las condiciones de contorno

/ —> 0 cuando n —. oo,

'£)
.dí7. „_<_

Dado que
rOO roo

/ / (n) r]di, = / e~^'2d (r/2/2) = -e°° 4 e"0 = 1,
Jo -0

de modo que el valor de a citado anteriormente es la unidad y, por lo tanto,

a2b = 1,

que junto con

aReT/Zb = 1,

proporciona
/ ., x 1/3 / •* \ -2/3

ReT) \Re
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ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA Y DEL ESPACIO

ETSIAE

Mecánica de Fluidos Avanzada Examen Final 06.07.2015

Se desea analizar el flujo turbulento unidireccional establecido por un fluido incompresible de densidad p y
viscosidad cinemática ven un conducto de longitud infinita, definido entre dos superficies cilindricas concéntricas
que se denotan con los índices 1y 2, teniendo radiosrespectivos r_ = BR y r2 = R, con B < 1, B = 0(1), tal como
se muestra en la figura adjunta.

r

/ -2- >
A

V = BR r2 = R
*r__

/
7

X

u
_

>

Llamando u'2 = (u\2 4 Bu'22)/(l 4 B), siendo u\, u'2 respectivamente la velocidad de fricción en la pared 1y 2,
asumiendo que (1 —B)(u'2R/(U0v)) » 1, con U0 denotando un valor característico de la velocidad media en el
conducto, se pide:

1)Establecer lasecuaciones y condiciones de contorno que proporcionan la evolución del flujo medio, demostrando
que el gradiente axial de presiones d(P/p)/dx es uniforme en todo el flujo, d(P/p)/dx = d(P/p)/dx. Utilizando
las variables yx = r —r__ y2 = r2 —r, escribir la ecuación diferencial y condiciones de contorno quegobiernan la
estructura turbulenta superficial establecida sobre cada una de las dos superficies cilindricas, para distancias
3_/C_ _r_) « 1 de la superficie 1, e y2/(rx -r2) « 1 de la superficie 2. Comparando ambas estructuras,
determinar la relación u\/u'2 entre las velocidades de fricción que caracterizan el flujo superficial sobre ambas
superficies (3 puntos).

2) Obtener una primera integral de la ecuación de cantidad de movimiento axial, en función de d(P/p)/dx.
Determinar la relación entre el gradiente axial de presión y la velocidad de fricción media u" introducida más arriba.
Expresar la integral de la ecuación de cantidad de movimiento axial obtenida en este apartado en función de u* (2
puntos).

3) Determinar la distribución radial del esfuerzo cortante turbulento —u'v'/u*2 en la región exterior a las capas
superficiales de las paredes cilindricas, especificando el rango de coordenadas radiales que define dicha región
exterior (2 puntos).

4) Asumiendo que en la región exterior a las capas superficiales la viscosidad turbulenta adopta un perfil
aproximadamente uniforme:

vt * __„'R(1 - /?),

con C_ siendo una constante que depende del valor de B, obtener la ley de velocidad media en dicha región,
(- - U2)/u", siendo U2 el valor de la velocidad asociada a esta ley para r = r2 = R. Obtener asimismo una
estimación de la dependencia de la constante Cc con B. comprobando que Cc = 0(1) para 0 < B < 1 (3 puntos).



ucion

1) Las ecuaciones para el flujo medio son:

— = 0 -» _/ = _/(.) (i)
dx

ldP Id f i dU\\
0=-pTx +TTr[r{-u'v+^>) W

ldP d / —f\ .'2-i7I0= —— +-_(-»*) 2. (3)
pdr dr\ > r

Integrando conrespecto a r la ecuación de cantidad de movimiento radial se obtiene:

P —* ft7'2-V'
= -4.'2-

P J. r
I"2 V'°dr =^ (4)

siendo ?! la presión en r = r_ = /?/.. Derivando la expresión (4) con respecto a x, teniendo en
cuentaque campo turbulento no depende de x, se obtiene:

ldP _1 dPx
pdx p dx

Sustituyendo este resultado en la ecuación de cantidad de movimiento axial:

0 !.__!__ \—( (--^-¡ ,—)\pdx rdr\ \ drlj

(5)

(6)

Y dado que el campo medio de velocidad y de fluctuaciones turbulentas no depende de x, debe
ser dP1/dx constante. Por tanto, de acuerdo con (5), dP/dx es uniforme en todo el flujo. Para
simplificar la notación, llamaremos a este gradiente dP/dx.

En consecuencia, la ecuación de cantidad de movimiento axial puede escribirse como:

ldP 1 d ( i dU\\
°=-pTx+-rTr{r{-UV,+ Vl»)) <7>

Las condiciones de contorno apropiadas para esta ecuación son:

r = ri = BR: U= 0, _ÜV = 0 (8a)
r = r2 = R: U= 0, u'v' = 0 (8b)

Las ecuaciones y condiciones de contorno que gobiernan el flujo turbulento sobre cada pared, a
distancias cercanas a cada una de ellas son:



a) Pared 1, yt =r- r_. con 3_/p - r_) « 1, yvelocidades de fluctuación i/_ medidas en la
dirección y1# Laecuación diferencial para el flujo en esta región toma la forma:

ldP d df/_
0 = —- + — -u'v', + ' -p dx dyj V dy-_

con condiciones de contorno:

y- = 0: t/ = 0, u'v\ = 0

(9)

(10)

Lavelocidad de fricción sobre lasuperficie 1, expresada en lavariable y_ viene dada por:

(____u{2 = vi (11)

b) Pared 2. y2=r2- r, con y2/(r2 - r_) « 1, y velocidades de fluctuación v'2 medidas en la
dirección y2. De forma análoga a la pared 1, se tiene:

ldP d
0 = -4

p dx dy2

con condiciones de contorno:

-u'v'2 4 i
dí/_

>

dy2

y2 = 0: U2 = 0, u'v'2 = 0

(12)

(13)

En este caso, la velocidad de fricción sobre la pared 2 se expresa en las variables superficiales de
acuerdo con:

u22= v(dJh
\dy2

(14)
y2=0

Las ecuaciones y condiciones de contorno para las dos capas superficiales son idénticas, con
idéntico término conductor, —dP/dx. Por tanto, la solución de la capa superficial en ambas
superficies debe ser idéntica, __.(y__) = -_(y2), paraya = y2. En consecuencia:

u_2 = u"2 = u*2

2) Integrando (7) respecto a r:

r_—— dU\ R dP / C.
< dr) 2p dx\ f

(15)

(16)

siendo f = r/R. Con la velocidad media descrita en la variable r, las velocidades de fricción en
las superficies 1 y 2 vienen dadas por:



«i2-»M_x_,< u;2=u'2=-CL_ o')
Particularizando (16) para r = r1 = BRy para r = r2 = fl, e imponiendo (17), se tiene:

(f+j)--(l+C_) - <*--*
Por tanto la integral de la ecuación de cantidad de movimiento puede escribirse como:

/ dU\ R dP i B\ (m

y en consecuencia:

RdP, . ldP 2u*2
wz = -z--r.il-fi) - --r- =2pdxK HJ pdx R(l-B)

Introduciendo el resultado (20) en (19):

dU\ ,2{B/f-f)

(18)

(20)

— ^="-2ií^r

3) Dado que (1 -B)(u,2R/(U0 v)) » 1, el esfuerzo viscoso solo es relevante en capas
superficiales alrededor de las paredes, de espesor y/u*. Por tanto, para distancias y(u*/v» 1
(i = 1,2) el esfuerzo viscoso es despreciable y podemos escribir:

_gg (/?/• ~f) (22)
u-2 * (1-/?)

que varía entre 1 para f = B y -1 para f = 1. El rango de aplicación de (22) viene dado por la
doble condición y(u*/ y » 1 (i = 1,2), o bien:

u"/?\-1 /u*/?>"tuR\

^+(-) « f « 1 -
(23)

4) Asumiendo que en el exterior de las capas superficiales podemos considerar un perfil
aproximadamente uniforme de viscosidad turbulenta, i_ * £tU*R(l —fi% introduciendo
-u'v' = vt(dU/dr), la ecuación (22) proporciona:

d_(U_\ (B/f-f) (24)
df\w) Ct{l-BY

Lo que implica que la velocidad media alcanza su máximo valor en la coordenada radial f =
y[p . Integrando (24):



_!______. - _______________
u* ~2Ct(l-B)2 (2filnf 4 1 - f2) (25)

Los perfiles radiales, fuera de las capas superficiales, del esfuerzo cortante turbulento (expresión
(22)) y de la velocidad media (expresión (25)), obtenidos para B = 0.5, se representan en la
figura 1. El primero puede considerarse exacto en tanto se verifique (23), mientras que el
segundo incluye lasimplificación de adoptar un valor aproximadamente constante para Q.

La diferencia máxima de velocidad (_/ - U2) se obtiene en f = J~B:

fU - U2\ {filnB 4 1-/?)
max

u* 2-.C1-/-)2
(26)

Puesto que el mezclado turbulento es el responsable de las diferencias (U - _"2), esperamos
max (U - U2)/u* = 0(1). En consecuencia:

Cf
(BlnB + (l-B))

2(1- By

y resulta Ct = 0(1) para 0</?<l.

yt * /sy¿u

(27)

0.6 0.8 1.0

__(í/ " -_)/_*
Figura I: Perfil radial del esfuerzocortantede Reynolds (izquierda) y de la velocidad media en el exterior
de las capas superficiales para B = 0.5.

Aunque esta parte no se pide en el problema, una descripción más precisa de la viscosidad
turbulenta consiste en asegurar que se recuperan expresiones compatibles con la región de
acoplamiento logarítmico en las capa superficiales:

(28)

siendo k = 0.41 la constante de Karman. Para el conducto de estudio, una expresión sencilla de
la viscosidad turbulenta compatible con (28) es:

.(•-/?)(l-f)
1-B

vt w kRu

Con esta ley, el perfil de velocidad media en la zona turbulenta toma la forma:

(29)



[/-_•, 1______ r i¿
U* " J_ J f(f-

(j3-f2)
B)(l~r)

df (30)

que es válida en el rango dado por (23). En la figura 2 se representa el perfil de velocidad media
resultante.

f 1.0

W - u2)/u-

Figura 2: Perfil radial de la velocidad media en el exterior de las capas superficiales para B- 0.5,
obtenido con un modelo de viscosidad turbulenta compatible con la región de acoplamiento logarítmico
cerca de la paredes.

El valor de U2 en(30) se fija en f = 0.99. Tal y como se observa en lafigura 2, para B= 0.5, el
máximo de velocidad difiere de __ aproximadamente en 3t_*. Si se quiere compatibilizar este
nivel con el resultado obtenido al asumir la expresión simplificada de la viscosidad turbulenta
yt * Ctu*R(l - B) se obtiene Q * 0.09 = OCIO"1).
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ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONÁUTICOS

Mecánica de Fluidos II Examen 21-06-08

a) Por un tubo liso de radio R circula un gasto volumétrico Q de un líquido de densidad p y viscosidad p, tal que el

número de Reynolds es muy alto. El coeficiente de fricción de Darcy, A, es una función del número de Reynolds que

se supone conocida, de modo que Aes un dato. Alternativamente, en lugar del gasto volumétrico Q, se puede utilizar

la velocidad t/_ = Q/irR2.

Teniendo en cuenta que la ecuación de cantidad de movimiento es

rdpo dU

-2l¿-pU'V'r+P^ = 0'

que

UoR4»i,
u 8

y que el coeficiente de fricción C¡ se puede escribir como

<H=2(i
se pide:

1.- Determinar el esfuerzo en la pared del tubo, rp, y el gradiente de presiones dpo/dx.

2.- Determinar la velocidad de fricción, _„.

3.- Esfuerzos turbulentos en la zona del defecto de velocidades (núcleo central del tubo).

4.- Orden de magnitud del espesor de la capa cercana a la pared, donde los esfuerzos viscosos y turbulentos son del

mismo orden.

5.- Valor de los esfuerzos turbulentos en la región logarítmica.

b) La resistencia de una esfera que se mueve en el seno de un líquido a la velocidad constante U es proporcional a

pUa, siendo a el radio de la esfera y p la viscosidad del líquido, si el número de Reynolds del movimiento pUa/p <_!_ 1.

Supongan que una esfera de densidad pe y radio a se deja caer en el aire (de densidad p -C pe) bajo la acción de la

gravedad. Admitan que el aire se comporta como un fluido incompresible en su movimiento alrededor de la esfera, y

que el número de Reynolds de este movimiento es muy pequeño.

Se trata de determinar, a partir de la ecuación que determina la evolución de la velocidad de la esfera, el orden de

magnitud de la velocidad U de caída de la esfera y del tiempo característico, íc; de aceleración de la misma.

Por estimaciones de ordenes de magnitud en la ecuación de cantidad de movimiento, mostrar que el movimiento del

aire alrededor de la esfera es casi estacionario, con lo que está justificado que su resistencia es del orden de pUa.

Orden de magnitud del parámetro ga3¡v2 (g aceleración de la gravedad y . viscosidad cinemática del aire) para que

el número de Reynolds sea pequeño, como se ha supuesto.



SOLUCIÓN

a).- El esfuerzo en la pared puede escribirse en las formas

tp = 2CfPUo = g-^o =P«2.

de modo que, al ser A conocido, porque se conoce el número de Reynolds y el tubo es liso, se tiene

A ,.n u» IX

T*=8PU° y <7o = V8-

Particularizando la ecuación de cantidad de movimiento en r = R se tiene

dpo 2 / dU\ 2tp A 2 2pu_
dx R \ndr Jr=R R ARr " R

Sustituyendo el valor de dpo/dx en la ecuación de cantidad de movimiento, queda

r u'v'r v dU

R u2 u2 dr

ecuación que puede escribirse en la forma

lUo\2d(U/Uo)
7? _2 U0R\u»J d(r/R)

de modo que en la zona central del tubo se reduce a

donde y = R- r. que se reduce a

R u2 ^UVr~ RU'~ R&U°'

Cerca de la pared del tubo la ecuación toma la forma

u'v'r v dU

u2 __ dy

X_u-K_ d(U/u.) =
d(u,y/v)

de modo que el orden de magnitud de la zona en la que los esfuerzos viscosos y turbulentos son del mismo orden es

* «, £_ V A

En la ecuación anterior, cuando y S>-/_*, estamos en la zona logarítmica, y allí la ecuación de cantidad de movimiento

anterior se reduce a

1 =-=0 =>_'__. = «i.

que es la zona de esfuerzos turbulentos constantes.

b).- La ecuación del movimiento de caída de la esfera es

m——=mg —D. con U = 0 en í = 0,
dt

donde

dU 3U< 3 n rrm~ü ~ P<*a T~ ' rng~ pea g ; D ~ pUca,
dt tr
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UNIVERSIDAD POLITÉCNICA DE MADRID

ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIEROS AERONÁUTICOS

Mecánica de Fluidos II

PRIMERA PREGUNTA

En el caso de gases caloríficamente perfectos las variables de Riemann son

2 dx
a + u = __+ = Constante a lo largo de las líneas — = _ 4 a,

7 —1 dt

Examen 08-06-09

2 dx
o —u = R- = Constante a lo largo de las líneas — = u —a.

7—1 dt

Mostrar que si R- es constante en todo el campo fluido, las líneas características ^ —u + a son líneas
rectas. Sin embargo las líneas ^ = u —a, en general, no son rectas. Pongan un ejemplo en lo que esto
ocurra y den la velocidad u (x, t) y la velocidad del sonido a (_, t) para el ejemplo propuesto.

SEGUNDA PREGUNTA

La ecuación de la cantidad de movimiento que describe la evolución de una capa límite, puede escribirse en

la forma

.
d dUe dg [PU (U - Ue)\ 4 fy \pV (U - £/_)] 4 (PU - PeUe) ^ - ¿ (-PUV 4,-dU

Se pide simplificar esta ecuación para el caso de una capa límite incompresible sobre una placa plana alineada

con la corriente incidente, de velocidad Ue constante. Deducir a partir de ella la ecuación integral de Kármán

correspondiente. Tengan en cuenta que

*=!"£-. K)*
es el espesor de cantidad de movimiento, y

Cf =

el coeficiente de fricción.

2tp

PeUr

Suponiendo una capa límite laminar cuyo perfil de velocidades es

U y y
W = TT\ Para TT\ - 1'Ue o (x) 6 (x)

se pide determinar . (x), __X) y Cf (#) •

U y

k=i para m>1.



SOLUCIÓN

PRIMERA PREGUNTA

De las dos ecuaciones de los invariantes se obtiene

a=l^-(R+ +R_),

_=i(ñ+-fí_).

Dadoque R- es constante en todo el campo fluido y como R+ es constante a lo largo de las líneas -^ = u+a,
resulta que a lo largo de estas líneas tanto u como a son constantes y, por lo tanto, son líneas rectas de

pendiente tí + o. Esta pendiente cambia de una línea R+ a otra.

Las líneas _f == _ —_ no son rectas porque aunque /?_ es constante en todo el campo fluido, el invariante
R+ va cambiando a lo largo de estas líneas y tanto u como a no son constantes.

Un ejemplo clásico es un pistón en un tubo infinito con aire en reposo a ambos lados. Si se pone en

movimiento el pistón a velocidad constante hacia la izquierda, a la derecha del pistón se genera una onda

de expansión que es una onda simple en la que i?_ = rry-o ^constante, siendo _o la velocidad del sonido

del aire en reposo (en el instante inicial).

La velocidad del sonido del aire en contacto con el pistón se obtiene de

2 2 7-1
-av -up = -ao =>• a„ = ao H -—up,

7 -1 p ' 7—1 ' 2 K

siendo up la velocidad del pistón (que es negativa para este ejemplo).

La característica de ecuación

x ( 7+1 \,
Up 4 ap - - => x - I a0 H r— up 1 í,

y la trayectoria del pistón

X = Upt,

delimitan la región en la que _= _~ y a = ap = ao 4 -^-p, salvo que —up > -^ en cuyo caso la velocidad
del sonido se anula y la última característica sería

2a0
x = -í,

7-1

y entre esta característica y la trayectoria del pistón hay una zona de vacío.

El otro límite de la expansión corresponde a la característica

x = a^t.

Entre í = 0 y la característica anterior, el aire está en reposo en las mismas condiciones que en el instante

inicial.



Entre x = üqí y x = (ao 4 -^-p) t (o en su caso x = —rz^-í) hay un abanico de expansión en el que

x

ii + a--,
c

que junto con el invariante i__

2 2
-o - u = -ao,

7—1 7—1

determinan _ y a en función de x y de í.

La solución de este ejemplo la pueden encontrar en la lección 29 (Movimiento unidireccional no estacionario

de gases ideales).

SEGUNDA PREGUNTA

Por ser un fluido incompresible p — pe = constante. Para el caso de una placa plana Ue es constante de

modo que ^f- = 0. La ecuación de cantidad de movimiento queda

pero

d_
dx

[PU (U -Ue)\ 4̂ [PV (U -Ue)} =|- {-pu>v> 4¿j¡£) .

Multiplicando por dy e integrando entre cero e infinito se obtiene

¿ jf b- (- -nal*+jf-. v<- -e-1 =jf-(-/_- +/.f),

/•oc

/ d[pV (t7 - C/e)] = [pV (Í7 - __)]„ - \PV (U - l_)]0 = 0,
./o

ya que en y —> oo es U = Ue y en y = 0 es V = 0.

Por otro lado

rd{-pu'v,+f%)=(-puv+/i^)00- (-/wv+/tf)o="rí"
ya que en y —» oo tanto pu'v' como p^- tienden acero; yen y= 0es /ni'.' = 0y/i(-g7) = rp. En resumen
se tiene

Dividiendo por pU2 se obtiene

d f°°
— [PU(U-Ue)]dy = -Tp.

dxjQ Ue\l ue)dy Pi¡r
y utilizando las definiciones de 0 y cf se tiene

d.0 1

d^ = 2Cf-



Con el perfil de velocidades lineal se tiene

Tp = U

de modo que

quedando la ecuación

dU flUe d (U/Ue uUe

°y)y=Q 6 . d(y/¿) .0 6

TP ____ t¿
pU¡ PUe6'

1 d (pUeS/u) u
6 d (pUex/p) pUe8'

y llamando Rex = pUex/p y Red = pUe6/p, la ecuación anterior se reescribe como

dReS 6

dRex ~ ReS'

que se integra, con la condición ReS = 0 en Rex = 0, para dar

6 2V7-(ReS)2 = 12 (Rex)

El espesor de cantidad de movimiento queda

_ V_-ex

9 1/V.

¡_ V-__-'

mientras que el coeficiente de fricción es

2p
c¡ =

p x _ 1 vRex _ l/v/3
— -" 3"7 _^" == _-~

pí/e- pi7ex. .Rex 2v/3 \ÍRex

En esta solución el coeficiente l/v/3 = 0.58, mientras que en la solución de Blasius se obtiene 0.664, lo que

nos indica que el error cometido con este perfil de velocidades tan simple es del 13%.
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Mecánica de Fluidos II Examen 18-09-09

1.- Una corriente uniforme _/__ de un líquido de densidad p y viscosidad p incide sobre una esfera
de radio a. El número de Reynolds del movimiento p-Z-ca/p es grande. Se trata de estimar el orden
de magnitud del espesor 6 de la capa límite suponiendo que es laminar. Estimen también el orden
de magnitud del esfuerzo de fricción en la pared de la esfera y el orden de magnitud de la fuerza de
resistencia.

2.- Las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento para la turbulencia libre bidimensional
de un líquido son

®L ____.« n• U— V— - —(-~\
dx dy dx dy dy^ ''

Hagan aplicación al caso de una estela bidimensional lejana de un cuerpo simétrico sometido a una
corriente uniforme _/,___., para determinar la variación con x del espesor 6 de la capa y del defecto de
la velocidad U en y = 0.



SOLUCIÓN

1.- Para estimar el orden de magnitud del espesor de la capa límite, el término viscoso de orden

Un

debe ser del mismo orden que el convectivo

u2
p—,

a

lo que proporciona

s 1 "
a y pUocü

El orden de magnitud del coeficiente de fricción se obtiene de

-__ pUoo pU^a 2 / p
tp~ P—c . ~~. Puo,p'H 6 a V /_ H"~yPUxa-

de modo que la fuerza de fricción es del orden de

_-> 2 rr2 2 I PF¡ ~ Tpa ~ pu^a
pUooa'

sin embargo, la fuerza de resistencia es mucho mayor ya que al ser un cuerpo romo, se desprende la
corriente y diferencia de presiones entre la parte frontal y la desprendida es del orden de p(7¿, de
modo que la fuerza de resistencia es

FP ~ pUla2.

La relación entre ambas fuerzas es

FP~\Jpl^a^1-

2.- En la estela bidimensional lejana la velocidad U puede escribirse como

con Ü -a \/u'v' < -X- Además, la resistencia (por unidad de longitud) es tal que

f° Üáy =
J-00

De la ecuación de la continuidad se obtiene

D_
pUa

-r, —

x 6'



de modo que la de cantidad de movimiento se reduce a

»4_-¿(-w)
Del escalado de esta ecuación se tiene

Ujj Ü2
x 8

mientras que de la resistencia se tiene

U6~I.

De estas dos relaciones se obtiene

_ <n* 4/ —— ; Ü ~ ♦ / -
Un x
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Mecánica de Fluidos II Examen 29-06-11

Por un tubo infinitamente largo, de pared lisa y de diámetro D —0,5 m, circula un gasto volumétrico

de agua Q = 0,60 m3s~l. La diferencia de presiones entre dos secciones situadas a 50 m de distancia

es de 5400 Pa. Se pide:

1.- Comprobar que el movimiento es turbulento (p = 1000 kgm , p = 1,14 x 10 kgm ls1-3 ,-U-l'.

2.- Determinar la velocidad de fricción u, definida como tí, = \Jrp¡p, siendo tp el esfuerzo en la pared.
Para ello utilicen la ecuación de la continuidad y la componente a lo largo del tubo de la ecuación de

cantidad de movimiento en forma integral

/ p (. —t_) •ñda = 0; / pv(v—vc) •ñda = —I pñda 4 / ñ •r'da.
,/E -E - E - E

3.- Estimen el orden de magnitud de los esfuerzos turbulentos —pu'v'r.

4.- Teniendo en cuenta que la ecuación diferencial de la cantidad de movimiento a lo largo del tubo,

para un movimiento turbulento, se reduce a

2r«_ -
-D~-U^ • dr

dU
. —= 0,

donde r es la coordenada radial y U la velocidad media turbulenta, se pide:

4a.- Mostrar que los esfuerzos turbulentos varían linealmente con la distancia al centro del tubo,

en la mayor parte de la sección del mismo donde U ~ Uu —4Q/ttD2, excepto en una pequeña

región cercana a la pared

4b.- Determinar el orden de magnitud del espesor de la capa cercana a la pared, en la que

los esfuerzos viscosos y turbiüentos son del mismo orden. Tengan en cuenta que en esta región

C/~u».



SOLUCIÓN

1.- La velocidad media que da el mismo gasto es

4Q 4x0,6 m

Uo = ^ =V^otf =3'067'
y el número de Reynolds

Re = pUpD = 1000 x3,06 x0,5 1Qc
p 1,14 x 10--3

Como el número de Reynolds es mucho mayor que 3000, el movimiento en el tubo es turbulento.

2.- Con un volumen de control limitado por la pared del tubo y dos secciones (1 y 2) situadas a la

distancia L —50 m, se tiene __ = 0 en todas las superficies del volumen de control. La ecuación de la

continuidad proporciona v\ = v2 y la de cantidad de movimiento

(Pi-/_)—— = tpttDL,

lo que proporciona

resultando

_ (pi-p2)D _ 2Tp — ^ —pU, ,

(Pl-p2)D / 5400x0,5 n_.ft™
U* =y—JpTT ~=V4x1000x50 =°'U6 7"

3.- Los esfuerzos turbulentos son del mismo orden que el esfuerzo en la pared, de modo que —pu'v'r ~

Tp = pul = 1000 x 0,1162 = 13,5 Pa.

4a.- En la región del tubo donde r ~ D los dos primeros términos de la ecuación de cantidad de

movimiento son del mismo orden
Iru2 — 2
-— ~ u'v'T ~ut,

mientras que el último término es del orden de

dU uU0
v— ~ .

dr D

La comparación entre ambos términos es

v(dU/dr) vUo/D _ v fU0\2 _ (3,06/0,116)2 ___ ^ ^1Q__4 ^ .
u'v'T tij U0D\utJ 1,34 x 106

Con el resultado anterior se ve que el término viscoso es despreciable en esta región y la ecuación de

cantidad de movimiento se reduce a

2ru2,
- U'v'r - o => u'f =?fD uí D

lo que nos muestra que los esfuerzos turbulentos son nulos en el centro del tubo y varían linealmente

con r. En la pared u'v'r/u2 —1, pero allí está solución no es válida, ya que en la pared debe ser u'v'T = 0.

4b.- Cerca de la pared el término viscoso debe ser tan importante como el que más, para poder imponer

la condición de contorno {/ - 0 en r _ D/2. En esta región utilizamos la variable r = D/2 —y con



y « D y cuyo orden de magnitud se desea determinar. En esta región la velocidad U ~ _., de modo
que cada uno de los términos de la ecuación de cantidad de movimiento son del orden de

2ru2 (D-2y)ul 2 dU dU vu,
~lT = d "u*; **"** "dF =~vH~"*-•

y para que los tres términos sean del mismo orden, el espesor 8 debe ser tal que

v u. v 1,14 x 10~6
u. 0,12

= 9,5 x 10~6 m.
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En la turbulencia Hbre las ecuaciones correspondientes al movimiento bidimensional toman la forma

du dv 8u du d ,
7T + a~ = ° ¡ u _T + ~ _- = ^r (-u'v').dx dy dx dy dyy '

En el caso delaestela lejana deuncuerpo bidimensional simétrico, lavelocidad udifiere de lavelocidad
exterior [/__ en mía cantidad ü < LX (_ = [/__ + _) y las velocidades de fluctuación turbulenta son
del mismo orden que ü (u'v' -_ _-). Se pide mostrar que el espesor _(x) de la estela y el defecto de
velocidad en el eje de simetría, ü(x, 0), varían de la forma: 6(x) ~ y/C^ y 2(x, 0) ~ y/C\Jx, donde
C\ y C2 son dos constantes que deben determinar. Para ello se aconseja proceder del modo siguiente:

11.- Utilizando laecuación de lacontinuidad, estimen el orden demagnitud de la velocidad ven función
de _, <5 (x) y x.

2.- Con el resultado del apartado anterior, simplifiquen laecuación de cantidad de movimiento yestimen
el orden de magnitud de 6(x) en función de tt, _/__ y x.

3.- Con la ecuación de cantidad de movimiento simplificada, muestren que

/ üdy = -I,
J—oo

donde / es una constanteque se supone conocida. Deduzcan de esta ecuación una nueva relación entre
los órdenes de magnitud de ü y 6 (x).

4.- Con los resultados de los apartados anteriores, determinen las constantes C_ y C2.

K.

> x



SOLUCIÓN

1.- Dado que _ = _/_o + ü, la ecuación de la continuidad resulta

dü dv _
dx dy

de donde se deduce . . .
ü v . 6 (x)
— ~ _, . => . ~ _ .
x 5 (x) x

2.- Con u - ./oo 4 -, la ecuación de cantidad de movimiento toma la forma

dü dü d

El orden de magnitud del primer sumando del primer miembro es

IX ^
dÜ UraÜ

'oc ~
'dx x

mientras que el del segundo sumando, teniendo en cuenta el resultado del apartado 1, es

dü _-(x) ü _2 Uooü
v— ~ u Y7~\ ~ — ^ 'dy x o (x) x x

de modo que el segundo sumando del primer miembro es despreciable frente al primero y la ecuación

de cantidad de movimiento se reduce a

dü d

Como en esta última ecuación los dos términos son del mismo orden, se deduce

Uooü Ü2 5(x) ü
._ —.— _^ ~ .

x 8(x) X C/oo

3.- Multiplicando la ecuación de cantidad de movimiento por dy e integrándola a través de la estela se

tÍene d r+oo r+oo
SL üdy= d{-u'v') = 0,
OX _/_oo J —oo

ya que (—_'_') -4 0 en y -> ±oc (fuera de la estela). Por lo tanto

üdy = -I,

donde / es una constante. De la relación anterior se obtiene: ü8 (x) ~ /.

4.- De las dos relaciones obtenidas anteriormente

_(x) tt(x,0)
<-—'

X Uoo

se deduce

; _(x.0)tf(x)~-,

de modo que C_ = 7/í/__ y C_ = /C/qo-
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ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA YDEL ESPACIO
MECÁNICA DE FLUIDOS AVANZADA

fLUTo TVj5_e»0v_>--V- -rAStTS

Mediante dos tuberías del mismo diámetro D se suministra gas desde el punto Oa los puntos Ay B. Las
tuberías tienen un tramo común de longitud L> D, que une el punto Ocon uno intermedio M. Apartir
del punto Mla tubería se bifurca en dos tramos. El tramo que une Mcon Atiene una longitud Lyel que
une M con B tiene una longitud L/2.

En el punto Ose suministra el gas a la presión pu y temperatura T0 conocidas, y se descarga en los puntos
A y B a la presión ambiente p„.

Se sabe:

a) El incremento de presión po - pa ~ Po-

1>) El movimiento por los tubos es turbulento a altos números de Reynolds, de modo que el
coeficiente de fricción de Darcy, A, es constante y conocido.

c) El parámetro adimensional XL/D es muy grande (XL/D » 1).

d) La pared del tubo está a temperatura Tp constante y conocida.

c) Para determinar el flujo de calor en la pared del tubo es aplicable la analogía de Reynolds, de
modo que el número de Stanton es Sta = A/8.

f) Las fuerzas másicas son despreciables.

Se pide:

1.1.- Simplificar la ecuación de cantidad de movimiento como consecuencia de que XL/D > 1. Estimar el
orden de magnitud del número de Mach del gas por el tubo.

1.2.- Mediante la ecuación de la energía mostrar, por estimaciones de órdenes de magnitud, que la temper
atura del gas coincide con la de la pared del tubo TP, salvo en una pequeña región a la entrada del tubo,
cuyo orden de magnitud (relativo a L) se pide determinar.

2.- Haciendo uso de las simplificaciones del apartado 1, determinar el gasto de gas que circula porcada uno
de los tramos y la presión en la bifurcación. pM, admitiendo que la caída de presión en dicha bifurcación es
despreciable frente a la caída a lo largo de las tuberías.



SOLUCIÓN

Las ecuaciones que determinan el movimiento turbulento a lo largo de un tubo son (véase capítulo XXIV
de los apuntes)

G

(m=A'
du dp X 2

pu— 4 — = -^pjP« .
dx dx 2D

_-(?.+|_2j _^
dx 2D

CpTp-(h+^u2
donde p, p, a » c^T y uson la densidad, presión, entalpia y velocidad del gas respectivamente (T es la
temperatura ycp el calor específico apresión constante): Ges el gasto másico, A=7rD2/4 el área del tubo
y x la coordenada a lo largo del tubo.

1.1.- Si XL/D » 1el término convectivo de la ecuación de cantidad de movimiento, referido al de fricción es

pu'%- pu2/L Dí_dx_ __ __-__ ~_ < 1.
4pu2 fjpu2 AL

de modo que el término convectivo es despreciable frente al de fricción. En consecuencia, el término del
gradiente de presiones debe ser del orden del de fricción, lo que proporciona

AL 2

y como los incrementos de presión son del orden de la propia presión

Ap XLpu2 XL 2 ,
p D p D

resulta que el número de Mach es pequeño

M~X|«1.

De acuerdo con todo lo anterior, la ecuación de cantidad de movimiento se simplifica a

dp X 2
d_ = -W •

y haciendo uso de la ecuación de la continuidad se tiene

dp_ _A_ /£
Píte= W \A

1.2.- Dado que el número de Mach es pequeño, la relación

2

~ M* < 1,U • f2 ^
h

permite despreciar la energía cinética frente a la térmica, de modo que la ecuación de laenergía se reduce a



Esta ecuación se puede integrar. Sin embargo, al ser XL/D » 1, el término del segundo miembro es
dominante frente al del primer miembro

y, en consecuencia, se tiene que

_//__
dx I)

W Í<-pTP ~ h) XL
<C 1.

h = c„T = cpTp, o bien T = Tp.

Esto falla a distancias £de la entrada en las que X£/D ~ 1o bien t/L ~ D/XL < 1, es decir a distancias
muy pequeñas frente a la longitud del tubo. En esta longitud _se produce el cambio de la temperatura del
gas desde 7. a la temperatura de la pared Tp.

Obsérvese que en esta misma distancia la caída de presión es del orden de pu2, despreciable frente a la caída
a lo largo del tubo.

De todos modos, la ecuación de la energía puede escribirse en la forma

dT Xdx

T-Tr, 2D
, que se integra para dar T - Tp = (7. - Tp) e~_5,

donde se ha impuesto lacondición T _= T0 en x = 0. En laecuación anterior puede observarse que T difiere
de 7b yde Tp mientras ^ ~ 1, lo que implica distancias f -_ J2- < i. como ya se había adelantado.

2.- Teniendo en cuenta que salvo en la región inicial pequeña la temperatura del gas coincide con la de la
pared, laecuación de la cantidad de movimiento, con p= P/RgTp. queda

_ríp A
P~r~ — —~zrzRnT,

<\ 2G'\

dx" 2D*9±P\A) '
que se integra para dar

-•-c-swír
donde C es una constante de integración.

Para el tramo común (de O a M) la presión en x = 0 es p0, de modo que laconstante es C= pg, quedando
en este tramo común

P2=P5-^_V_ _)'•
Particularizando esta ecuación en la bifurcación (x = L) donde P = pm, se tiene

2 2 AL„ _ [G\2PM=Po--rjR9TP(j) . (1)

Para el tramo de M a A la presión espM en x = 0 (se inicia el origen de x en la biñircación paracada uno
de los dos últimos tramos), de modo que C = p2M, quedando pare este tramo M-A

donde Ga es elgasto másico por el tramo M-A. Al final del tramo, de longitud L, la presión es p_, de modo

G, ^2

que se tiene

2 XL (GA\*
Pa = Pm (2)



En modo análogo, para el tramo M-B, cuya longitud es L/2 y el gasto GB, se tiene

2 2 XL (Gfí\2

Las ecuaciones (1), (2) y (3) junto la de continuidad en la bifurcación

G = GA 4 Gb,

(3)

(4)

es un sistema, de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas: G, G.4. GB y pM\ _•» permiten resolver el
problema.

De (2) y (3) se obtiene

de modo que

que llevado a (4) proporciona

de modo que

___A2 _ o(ÚlzA^ «(Ga_ o I ___ __. 1=2,

A) ~H#VJ V.4

GB = V2GA,

G= (l + \/2)GA,

r G • r Gv/5C'.4 = —l=i v.i_3 -
l + v/2' 1 + v-'

Sumando las ecuaciones (1) y (2) se obtiene

„- - .,2
ALñ =vl--^RgTv f)2n^y

y sustituyendo el valor obtenido de GA en función de G, se obtiene

G 14V7- Po ~ Vi

* ./2(- + >/2P ->K-ip

y con el valor de G conocido se obtienen los valores de Ga y Gb

1
_____

.4

Gb_
A

Po - P«

2Í2 4v7-) >r) /í"7''

v/2

2 2 + v-

Po ~ P«

*_/J p)\ #*

Sustituyendo el valor de G/A en (1) se obtiene la presión en la bifurcación

PM

Pa \

i+v^)2+tex2
2 (_ 4 s/2



ESCUELA TÉCNICA SUPERIOR DE INGENIERÍA AERONÁUTICA YDEL ESPACIO
MECÁNICA DE FLUIDOS AVANZADA

F_.__fD T_P-&ü__í_t_ U"c__i_<_>S

La figura representa un cambiador de calor por el que circula un líquido de densidad, viscosidad, conduc
tividad térmica y calor específico constantes. Está formado por una bomba ideal de potencia Wconstante,
una tubería circular de diámetro D, y un depósito de volumen mucho mayor que D3. El líquido sale del
depósito por la sección e y retorna al mismo por la sección 4. Todo el conjunto es adiabático excepto los
tramos 1- 2y3- 4de longitud Lcada uno de ellos. El líquido se calienta en el tramo 1- 2cuyas paredes
tienen una temperatura 7_, yse enfría en el tramo 3-4 cuyas paredes están a una temperatura 7), ambas
conocidas y constantes y que cumplen (Tc - 7» fTc ~ 1. La longitud de los tramos de tubería desde e a
1y desde 4hasta el depósito es despreciable frente a la longitud del resto. En la tubería (desde 1a 4) el
movimiento es turbulento con coeficiente de fricción de Darcy, A, constante y tal que XL/D ~ 1. El tramo
2-3 está aislado térmicamente y tiene una longitud L/2. Suponiendo que el sistema funciona en régimen
estacionario y en ausencia de fuerzas másicas se pide:

1.- Determinen la caída de presión entre las secciones 1y4en función de la velocidad del líquido. Comparen
esta caída de presión con la energía cinética del h'quido.

2.- Determinen el caudal <_ que circula por la tubería en función de la potencia W de la bomba.

3.- Suponiendo que el calor qpor unidad de superficie lateral de tubo y por unidad de tiempo, en los tramos
1 - 2 y 3 - 4, está dado por

q=\pvc(Tp-T),
donde Tp es la temperatura de lapared y c el calor específico del h'quido, escriban la ecuación simplificada
de la energía, teniendo en cuenta que en el movimiento de los líquidos es v2 « cT. Tengan también en
cuenta el resultado del apartado 1.

4.- Determinen la temperatura del líquido en el depósito, Td. y ladiferencia de temperaturas T2 - Td.

5.- Calor, por unidad de tiempo, transferido al líquido en el tramo 1- 2 en función de la potencia Wde la
bomba y de las temperaturas Tc y Tf.

4
L

3

e

1

7)\
X L

2



SOLUCIÓN

1.- la ecuación de cantidad de movimiento para el conducto proporciona

que se integra para dar

Ta\p +2V ) 2DL •

-A-P 2
P+ l»>

2 jx

La condición, de contorno en 4 (s = 5L/2) proporciona

Xs_
2D'

v2.

P , 1 2
L 4 -- £+¿-2

>P ' 2" J4 VP 2 y,

que relaciona la velocidad con las presiones en 1y 4. De la ecuación anterior se obtiene

SAL •>

pi —P4 _ SAL
1__„2 :="2t7 1.

2.- La potencia de la bomba está dada por

W = Q
1 , 1 .

p+rJrr^,
pero

i
p 4 -p. = p^

siendo p__ la presión en el depósito. De acuerdo con esto se tiene

W

Q
P+ñPV ] =Pd

Además, la condición de contorno en 4 proporciona p4 = Pd, de modo que sustituyendo en la ecuación del
apartado 1 se obtiene

1 9 W 5AL 2

de modo que con Q = vrtD2/á, se tiene

y el caudal es

1 / 5AL\ 3 4(W/p) _
— I 1 -I I v = __;— - =2 V 2P J 7r£>2

ttD2 ;(H7p)

8(W7p)

7T
SAL'£2(1 + W

Q =
^2 (i+m

3.- La ecuación de la energía es

ds\ 2 rk



pero h- cT 4p/p y, dado que las variaciones de presión en distancias del orden de Lson del orden de pv2
(véase apartado 1) y que la energía cinética es despreciable frente a la térmica, se tiene

d fu ] 2\ dT_XXHa-
de modo que la ecuación de la energía, con la aproximación anterior y con el valor de _, se raluc

_•_.____

ds ~ 2D'-¿.(.-I.

4.- La integración de la ecuación anterior proporciona

T = Tp + Ke-TT>:

e a

donde la constante de integración K debe determinarse de la condición de contorno apropiada a cada caso.
La temperatura en 1es la del depósito porque le bomba funciona en régimen ideal, de modo que 7_ = Te y
en la descarga del depósito también se conserva la entropía, de modo que I_ = T,._ = Td. Por lo tanto, para
el tramo 1- 2se tiene Tp = Tc y T(s = 0) = 7_ de modo que K= Td - 7_ y la solución queda

7 = Tc 4 (Td - 7_) e~*f) • válida parael tramo 1-2.

Al final del tramo, en 2, donde s - L, la temperatura 7_ es

-_=T_4(T_-rc)_--_\

En el tramo 2- 3 el tubo está aislado térmicamente, de modo que la ecuación de la energía queda
dT
— = 0 => T = 2_ ; válida para el tramo 2 - 3.

En particular se tiene 7_ = T2.

En el tramo 3-4 vuelve a ser válida la ecuación

T= Tp + Ke-&.

con Tp = Tf y con la condición T (s = _3) = 7_ Se obtiene

K= (T2-Tf)e&,

y la distribución de temperaturas queda

T=7) 4 (T2 - 7>) e*^.

En particular, en la sección 4, donde .s.3 —34 —-L. se tiene

_4 = -> + (__-2})e-__\

Dado que la entalpia de remanso en 4es igual a la entalpia de remanso en eyesta asu vez es la del depósito,
resulta que 7_ = 2_ = Td, por ser despreciable la energía cinética frente a la térmica y por ser el régimen
estacionario. Por lo tanto, la última ecuación se puede escribir como

r¿ _-_> + (__-_>) _-__•,



que junto con

T2 = Tc + (Td-Tc)e-&,

se pueden determinar las dos incógnitas T2 y T__. Se obtiene
XI,

e 2_

Td = Tf + (Tc - T}) XL '

1-fe S3

_A¿

T2 =Td +(Te-Tf) ~C_vl-
1 4e 2d

5.- El calor pedido es

/•'' , 7TÜ2 fL dT . 7TX. 2 , .
Q = nD qds = —rPvc / '3~ás = ~_T~pvc "2 ~ d>'

Jo 4 ./o as '*

por lo tanto

e = PQc(T2-Td).

Donde el valor de Qen función de W. yel de T_ - Td en función de Tc - 7>, están dados más arriba.
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