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Capfitulo 1

Tema II. Sucesiones de numeros reales.

1. Definicién y conceptos basicos.

Empezaremos la seccidn con una primera subseccién en la que definiremos el concepto de sucesion y estable-
ceremos una serie de conceptos basicos que nos permitiran realizar el estudio de las mismas.

1.1. Definicion de sucesion. En primer lugar, vamos a dar una definicién de sucesion sobre la que se sus-
tentaran todos los resultados que se van a exponer a lo largo del tema.

Definicion 1.1. Se llama sucesion a toda aplicacion que vaya del conjunto de los niimeros naturales N a cual-
quier conjunto W no vacio. Es decir, una sucesion es una aplicacion de la forma:

a. N — W
H

n — a,=an).

En funcion de los elementos que conformen el conjunto W podemos hablar de sucesiones de niimeros naturales (si
W = N), de sucesiones de niimeros enteros (si W = Z), sucesiones de niimeros racionales (si W = Q), sucesiones
de niimeros reales (si W = R),...

La imagen del conjunto N por la aplicacién a sera un conjunto {a,},cny C W; a los elementos de dicho con-
junto es a los que se les llama términos de la sucesién. Debemos destacar que estos elementos estan ordenados del
mismo modo que el conjunto N de los nimeros naturales, es decir, a; es el primer elemento de la sucesion, a, es el
segundo elemento,... y asi sucesivamente.

Observacion 1.1. En nuestro caso, entenderemos por sucesion a un conjunto infinito de niimeros reales inde-
xados, es decir, sabemos cudl es el primero, el segundo, etc. Bdsicamente existen dos formas de otorgar un valor
numérico a cada uno de los indices: a través de una expresion analitica o relacionando, de alguna forma, un tér-
mino con términos anteriores. En los siguientes ejemplos ilustramos estas dos posibilidades.

Ejemplo 1.1. Consideremos la sucesion de niimeros reales {x,},en, dada por:
(2 x, =n*+9.5.

Observamos que la expresion anterior nos permite obtener de forma directa el elemento x,, de la sucesion que se
corresponde con un determinado indice n.

Ejemplo 1.2. La conocida sucesion {a,},cn de Fibonacci, es un ejemplo de sucesion que podemos definir de
forma recurrente mediante la siguiente formula:

3) a=0, a=1, a,=a, +a,, n>2

En este caso, es necesario, para obtener uno de los elementos de la sucesion, disponer de los dos elementos ante-
riores. Por lo tanto, si queremos saber el valor del término a3, debemos construir todos los anteriores. No ocurria
esto con el ejemplo anterior, pues el término x33 se obtiene sin mds que realizar la operacion 332495,

Formalicemos las ideas anteriores en dos definiciones:
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Definicion 1.2. Definicion de sucesion mediante el método analitico . En este caso se representa la sucesion
mediante una féormula que proporciona cada término de la sucesion en funcion de su orden dentro de ella. Es decir,
que la variable que aparece en la formula estd definida en el conjunto de los niimeros naturales, sustituyendo en
ella un cierto valor n, obtendremos el término n-ésimo de la sucesion. La formula que da lugar a la sucesion se
denomina término general de la sucesion.

Observacion 1.2. El método analitico se suele emplear de forma muy frecuente, ya que simplifica mucho el
manejo de las sucesiones. Sin embargo, también plantea limitaciones en algunos casos, ya que hay muchas suce-
siones que no siguen un patron que pueda expresarse de esta forma.

Ejemplo 1.3. Por ejemplo, dada una sucesion mediante su término general a, = 2n — 2, entonces, pode-
mos hallar cualquiera de sus términos sin mds que sustituir n por el niimero natural correspondiente, en el caso
particular del séptimo término, a; =2 -7 -2 = 12.

Ejemplo 1.4. Son ejemplos de sucesiones definidas mediante el método analitico las siguientes:

n3
= {x,},en> CcONX, = m.
= {x,},en> conx, =log(n”).
sen(3n)

= {x,},en> cOnX,

n n
(1+ l) .
n
Definicion 1.3. Definicion de sucesion mediante el método recurrente . Consiste en describir cada uno de
los términos de la sucesion en funcion del término o términos precedentes.

= {x,},en> CONX,

Observacion 1.3. Generalmente, se dispone de una formula para hallar los términos, pero se necesita co-
nocer el anterior o anteriores a uno dado (y normalmente necesitamos dar explicitamente el primer o primeros
términos de la sucesion). A diferencia del método descriptivo, aqui no es necesario escribir todos los términos de
la sucesion, ya que existe una formula para hallarlos y sélo necesitamos escribir algunos de ellos.

Ejemplo 1.5. Como ejemplo de este método, podemos escribir la sucesion a; = 3, a,, = an_lnz, n> 1. Es
decir, los primeros términos de la sucesion serian 3, 12, 108, 1728, ...

Ejemplo 1.6. Dos ejemplos de sucesiones muy importante que se definen por recurrencia son las llamadas
progresiones aritméticas y geométricas:

= Progresiones aritméticas. Dada una sucesion de niimeros reales {a,},cn, se dice que es una progre-
sion aritmética si cada uno de los términos se puede hallar sumando una cantidad fija (que se denomina
diferencia de la progresion aritmética) al témino anterior. Es decir, que si la diferencia es d, entonces ten-
dremos que a, | = a, + d. Las progresiones aritméticas pueden ser crecientes, decrecientes o constantes
en funcion de la diferencia d:
e Sid > 0, entonces la progresion es estrictamente creciente, ya que cada término serd estrictamente
mayor que el anterior a,.; = a,+d > a,.
e Sid <0, entonces la progresion es estrictamente decreciente, ya que cada término serd estrictamente
menor que el anterior a,; = a,+d < a,.
e Sid =0, entonces la progresion es constante, ya que cada término es igual al anterior a, | = a,+d =
a,.
= Progresiones geométricas. Dada una sucesion de niimeros reales, se dice que dicha sucesion es una pro-
gresion geométrica si cada término es igual al anterior multiplicado por una constante (que se denomina
razoén de la progresion geométrica). Es decir, que si la razon es r, entonces tendremos que a, = a,_,r. En
funcion del valor de la razon de la progresion se pueden dar los siguientes casos:
e Sir > 1, entonces tendremos que |a,, || > la,|. La progresién geométrica es creciente en valor
absoluto.
e Sir < 1, entonces tendremos que |a, || < |a,|. La progresion geométrica es decreciente en valor
absoluto.
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e Sir =1, entonces tendremos que a, | = a,. La progresion geométrica es constante.

1.2. Clases especiales de sucesiones. En el conjunto de las sucesiones son especialmente importantes las
Ilamadas sucesiones mondétonas; distinguiremos las sucesiones mondtonas crecientes y las sucesiones mondtonas
decrecientes. También es necesario estudiar la posible acotacion de sucesiones, tanto superior como inferior. Vamos
a definir todos estos conceptos.

Definicion 1.4. Clases especiales de sucesiones.

s Una sucesion {a,},en Se dice que es mondtona creciente si para todo niimero natural n se cumple que
a, < a,,1. Y se dice que es estrictamente creciente si se cumple que a, < a, .

= Una sucesion {a,},cn se dice que es monotona decreciente si para todo niimero natural n se cumple que
a, > a,,. Y sedice que es estrictamente decreciente si se cumple que a, > a, ;.

= Una sucesion {a,},cn se dice que estd acotada superiormente si existe un nimero M tal que para todo
niimero natural n se cumple que a, < M.

= Una sucesion {a,},en se dice que estd acotada inferiormente si existe un niimero m tal que para todo
niimero natural n se cumple que a,, > m.

» Una sucesion {a,},cn se dice acotada si estd acotada superior e inferiormente.

= Una sucesion {a,},cn Se dice que es no acotada si para cualquier niimero positivo M existe un niimero
natural ny € N tal que |xn0| > M.

Observacion 1.4. A la vista de la definicion anterior, es evidente que el concepto de acotacion de una suce-
sion es equivalente a la acotacion del conjunto formado por los elementos de la sucesion. Esto es, una sucesion
{a,},en es acotada superiormente (inferiormente) si'y solamente si el conjunto {a,, a,, a3, -, a,, -} es acotado
superiormente (inferiormente).

Ejemplo 1.7. Consideremos la sucesion {a,},cn definida mediante el método analitico con término general
de la sucesion:

@) a,=1.
n

Se tiene que
» Es una sucesion acotada superior e inferiormente:

©) 0<l<i wnen

S

» Es una sucesion estrictamente mondtona decreciente:

1 1
6 ->—— VneN.
© n n+l1 "

Ejemplo 1.8. Consideremos la sucesion {a,},cn definida mediante el método analitico con término general
de la sucesion:

n
n+1

@) a, =

Se tendra que (la demostracion se deja como ejercicio al alumno):
= Es una sucesion acotada superior e inferiormente:

"_<1, VneN.
n+1

» Es una sucesion estrictamente monotona creciente:

®) 0<

n <n+1,
n+1 n+2

C)) Vn € N.
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1.3. Algebra de sucesiones. A continuacion definiremos cuatro clases de operaciones bésicas que se suelen
dar con sucesiones: la suma, el producto, el cociente de sucesiones y la multiplicacién por un escalar.

Definicion 1.5. Operaciones con sucesiones. Dadas dos sucesiones {x,},en, {Vn}nen ¥ un niimero real r, se
define:

= La suma de sucesiones como una sucesion {z,},en tal que z,, = x, + y, (andlogo para la diferencia de
sucesiones).

= El producto de sucesiones como una sucesion {z,} ey tal que z,, = x,, - y,.

= Supongamos que la sucesion {y,},en estd formada por términos no nulos (y, # 0 Vn € N), se define el
cociente de la sucesion {x,} ey ente {¥,} ,en como una sucesion {z,},en tal que z,, = );—"

= La multiplicacién de la sucesion {x,},en por un escalar r € R como la sucesion {z, }n;N tal que z, =
reX,

» El logaritmo de una sucesion de términos positivos {x,},en como la sucesion {z,},cy tal que z,
log(x,,).

= Dado un niimero real a 'y una sucesion {x,},cn, Se define la potencia de a elevado a {x,},cn como la
sucesion {z,} e tal que z,, = a*r (siempre y cuando tenga sentido).

» La sucesion {x,},en elevado a {y,},en como la sucesion {z,},ey tal que z,, = X"

2. Convergencia de sucesiones.

Con los conceptos que hemos definido en la seccidén anterior, podemos presentar ahora las nociones de limite
y convergencia de una sucesion. Estos conceptos seran de capital importancia en el estudio de las sucesiones y
continuidad. Comencemos entonces definiendo lo que se entiende por limite de una sucesion.

2.1. Limite de una sucesion.

Definicion 1.6. Limite de una sucesion. Dada una sucecion {a,},en:

= Diremos que tiene limite L € Ry lo denotaremos por a, — L o por lim a, = L, cuando se verifique la

h—00
siguiente condicion:
(10) Ve>0 IN=N(e)eN tq. Va>N, |a,—L|<e
o, equivalentemente:
an Ve>0 IN=N(e)eEeN tq. Va>N, a,€ E(L,e).
= Diremos que tiene limite infinito (o que tiende a infinito) y lo denotaremos por a, — oo o por lim a, = 0
n—o0
cuando:
(12) VM >0 IN=NM)eN tq. V>N, a,>2M.
= Diremos que tiene limite menos infinito (o que tiende a menos infinito) y lo denotaremos por a,, - —o 0
por lim a, = —oo cuando:
n—0oo0
(13) VM >0 IN=NWM)eN tq. Vn> N, a,<-M.

Observacion 1.5. Las definiciones anteriores formalizan, desde el punto de vista matemdtico, la idea de limite:

Una sucesion tiene limite L cuando los elementos de la sucesion estdn tan cerca como nosotros queramos de
[ sin mds que tomar indices lo suficientemente grandes.
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En los siguientes ejemplos veremos como aplicar la definicién matematica de limite. En la practica no em-
plearemos esta definicién pues resulta complicado trabajar con ella y echaremos mano de las herramientas que
detallaremos posteriormente.

Ejemplo 1.9. Consideremos la sucesion {x,},en con término general:
(14) X, =
La sucesion anterior tiene limite cero. Para verlo, comprobemos la condicion de limite (10):

(15) Ve>03IN=N(e)eNtqg.Vn>N

l—O|<e.
n

Dado un niimero positivo € arbitrario, lo que tenemos que hacer es encontrar un niimero natural N de forma que,
a partir del indice N, todos los elementos de la sucesion sean mds pequerios que €. Por un lado, dado cualquier
niimero natural N, se tiene que Yn > N:

11
16 |—|s—.
(16) " N

Por lo tanto, si dado un € > 0 encontramos un niimero natural N tal que % < €, habremos demostrado que el 0 es
el limite de la sucesion. Podemos tomar, por ejemplo:

17 N = E[é] +1,

por definicion de la parte entera, E [%] +1> é y, entonces, % <e.

Ejemplo 1.10. Consideremos la sucesion {x,},cn con término general:
_ 2
(18) X, =n".
La sucesion anterior tiende a infinito. Para verlo, consideremos un niimero arbitrario M > 0y encontremos un

niimero natural N a partir del cual los elementos de la sucesion sean tales que n?> > M Vn > N. Por ejemplo,
dado un niimero positivo arbitrario M, podemos tomar N = E[\/ M ] + 1.

Ejemplo 1.11. Consideremos la sucesion {x,},cn con término general:
(19) x, = (1"

Observamos que, dependiendo de la paridad de n, la sucesion anterior se comporta de la siguiente forma:

1 n =2k,
0 xn:{ -1 n=2k-1.

En funcién del tipo de limite que tenga una sucesion, definimos:

Definicion 1.7. Sucesién convergente. Dada una sucesion {a,} ey, diremos que es una sucesion convergente
si existe L limite de la sucesion con |L| < .

Definicion 1.8. Sucesion divergente. Dada una sucesion {a,} ey, diremos que es una sucesion divergente si
es convergente a +00 0 —co.
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Definicion 1.9. Sucesion oscilante. Dada una sucesion {a,},cn, diremos que es una sucesién oscilante si no
es ni convergente ni divergente.

Ejemplo 1.12. A la vista de las definiciones anteriores, se tiene que:
., 1
» La sucesion x,, = — es convergente.
n

= La sucesion x, = n® es divergente.
» La sucesion x,, = (—1)" es oscilante.

2.2. Propiedades de las sucesiones convergentes. A continuacién pasamos a enunciar un resultado que nos
garantiza la unicidad del limite de una sucesion en el caso de que exista.

Proposicion 1.1. (Sobre la unicidad del limite) Sea {x,},cn una sucesion de niimeros reales. Si {x,}, es
convergente se tiene que su limite es unico.

Ejemplo 1.13. Consideremos la sucesion {x,},en con término general:
201 x, = cos(nr).

La sucesion anterior no tiene limite. Para demostrarlo, es suficiente con observar que, dependiendo de la paridad
de n, se tiene que:

1 n=2k,
@) "={—1 n=2k-1.

Si existiese el limite este tendria que ser tinico.

Una propiedad muy importante de las sucesiones convergentes es que son acotadas:

Proposicion 1.2. (Acotacion de las sucesiones convergentes.) Sea {a,},cn una sucesion convergente con li-
mite L, se tendrd entonces que {a,},cn €s una sucesion acotada.

Observacion 1.6. Resulta evidente que una sucesion divergente nunca puede ser acotada.

En este punto veremos que, pasando al limite, las desigualdades validas para los elementos de sucesiones con-
vergentes se convierten en las desigualdades correspondientes para los limites de estas sucesiones.

Proposicion 1.3. (Paso al limite en desigualdades 1). Si partiendo de un cierto niimero N los elementos de
una sucesion convergente {x,},cy satisfacen la desigualdad x,, > b (x,, < b), entonces el limite de esta sucesion
x satisface también la desigualdad x > b (x < b).

Observacion 1.7. Los elementos de una sucesion convergente {x,},cn pueden verificar la desigualdad es-
tricta x,, > b, pero al mismo tiempo, el limite x puede ser igual a b. Por ejemplo, si x, = % entonces x, > 0, pero
lim x, =0.

n— 00

Como consecuencia de la Proposicién anterior, tenemos los siguientes corolarios:

Corolario 1.1. (Paso al limite en desigualdades II). Si, partiendo de un cierto niimero, los elementos x, y y,
de sucesiones convergentes {x,} ,en € (¥, ) nen satisfacen la desigualdad x,, < y,, entonces sus limites verifican la

10
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misma desigualdad:

(23) lim x, < lim y,.

n—oo n—o00

Corolario 1.2. (Paso al limite en desigualdades Ill). Si todos los elementos de una sucesion convergente
{x,},en Se encuentran en el segmento [a, b], entonces el limite x de esta sucesion se hallard también en este
segmento.

La proposicidn siguiente desempefia un papel fundamental en varias aplicaciones.

Proposicion 1.4. (Paso al limite en desigualdades IV). Sean {x,},en ¥ {2, }1en SUcesiones convergentes que
tienen limite comuin a. Supongamos, que, partiendo de un cierto niimero natural N los elementos de una sucesion
{¥n}nen satisfacen las desigualdades x,, < 'y, < z,. Entonces, la sucesion {y,},cn converge y tiene limite a.

. . . |
Ejemplo 1.14. Veamos cémo podemos emplear el resultado anterior para demostrar que la sucesion { - }neny
n

con k € N, es convergente con limite 0. Por un lado, es claro que, para cualquier niimero natural k se verifica la
siguiente desigualdad:

24 n<nk, vneN,
por lo tanto:

25) o<t <l wien
nk

IA
S |-

Ahora, hemos visto al comienzo de este tema que la sucesion con término general - es convergente a 0y es evidente
que la sucesion constante O es convergente a 0, entonces, aplicando el resultado anterior:

(26) lim — =0, VkeN.

n—oo p

2.3. Algebra de limites. Indeterminaciones. A continuacién pasamos a demostrar una serie de resultados
relacionados con la convergencia de operaciones realizadas con sucesiones convergentes.

Proposicion 1.5. (Convergencia de la suma de sucesiones convergentes). Sean {x,},en Y {V,},en dos suce-
siones convergentes con limites x e y respectivamente. Entonces, la sucesion suma es convergente con limite la
suma de los limites:

(27) {xn}n€N+{yn}nEN > X+

Observacion 1.8. Se tiene un resultado andlogo para la convergencia de la diferencia de sucesiones conver-
gentes.

Proposicion 1.6. (Convergencia del producto de sucesiones convergentes). Sean {x,},en Y {¥n}nen dos su-
cesiones convergentes con limites x e y respectivamente. Entonces, la sucesion producto es convergente con limite
el producto de los limites:

(28) {xn}nEN ' {yn}nEN - X ).
11
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Proposicion 1.7. (Convergencia del cociente de sucesiones convergentes) Sean {x,},en Y {Vn}nen dos su-
cesiones convergentes con limites x e y respectivamente con y # 0. Entonces, la sucesion cociente {x,},cn entre
{¥.},.en s convergente con limite el cociente de los limites:

(29) {xn}nEN/{yn}nEN - X/y'

Observacion 1.9. En la proposicién anterior, la hipétesis y # 0, nos garantiza que, a partir de un cierto
indice, los elementos de la sucesion {y,},en son también distintos de cero. Por lo tanto, tiene sentido el cociente
(28) a partir de ese cierto indice.

Proposicion 1.8. (Logaritmo de una sucesion convergente). Sea {x,},cn una sucesion convergente con limite
x > 0. Entonces el logaritmo de la sucesion es también convergente con limite el logaritmo del limite:

30) {log(x,)} — log(x).

Observacion 1.10. De forma similar a lo que ocurria en la proposicion sobre la convergencia de sucesiones
convergentes, la hipotesis sobre el limite de la sucesion, x > 0, nos garantiza que, a partir de un cierto indice
los elementos de la sucesion son también estrictamente positivos. Por lo tanto, a partir de ese cierto indice, tiene
sentido aplicar la funcion logaritmo.

Observacion 1.11. La proposicion anterior no es mds que una consecuencia, tal y como veremos en la seccion
de continuidad de funciones reales, de la continuidad de la funcion logaritmica. Hemos hecho mencion explicita a
esta propiedad pues la emplearemos en algunos de los ejercicios.

Proposicion 1.9. (Potencias de sucesiones). Sean {x,},en Y { ¥} nen dos sucesiones convergentes con limites
X e y respectivamente, con x > 0. Entonces la sucesion de {x,},cy elevado a {y,},cn €s convergente con limite x”:

(31) {x" = x*.

Observacion 1.12. Como consecuencia de la proposicién anterior, se desprende que la potencia de un nii-
mero real positivo a una sucesion convergente, es convergente, con limite el niimero elevado al limite de la sucesion:

(32) {a*} — a”.

Observacion 1.13. Indeterminaciones. Al operar algebraicamente con sucesiones que tienen limite, existen
casos de indeterminacion, en los que el posible limite de la sucesion resultante no queda determinado en funcion
de los limites de las sucesiones de partida, sino que depende, también, de como tiendan éstas a sus limites. A
continuacion presentamos cuales son estas indeterminaciones:

1.

Nk L D

1.

En una seccion posterior veremos algunas de las técnicas mds comunes para tratar estos casos de indeterminacion.

3. Criterios de convergencia y calculo de limites.

En la seccidn anterior hemos definido el concepto de limite de una sucesion y hemos visto algunos ejemplos de
cémo demostrar que un nimero es limite de una sucesion. En esta seccidn veremos una serie de resultados que nos
proporcionaran herramientas para demostrar la convergencia y encontrar el limite de ciertas clases de sucesiones.

12
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3.1. Convergencias basicas. Hay unas cuantas sucesiones basicas importantes cuyo conocimiento facilita
muy a menudo el estudio de otras. Este es el caso de las siguientes sucesiones:

.Para0<a<1,d" - 0.
n
. <1+l> - e.
n

1
2
3. Paraa >0, y/a - 1.
4. {/; - 1.
log(n)
>
n

La demostracidon del segundo apartado es complicada y no la detallaremos, sin embargo, con los conocimientos

que tenemos hasta ahora, si podemos realizar la demostracion de las cuatro restantes:

5. 0.

1 Por un lado:

1

1\*
(2)

Ahora, puesto que 0 < a < 1, se tiene que é > 1y, entonces, <£>n — 00, de donde se deduce el resultado.
3 Ademas:

(33) a" =

n log(a)
(34) lim v/a = lim V9 = [im e n = ¢ = 1.

n—>o0 n—oo n—oo

4 Comprobemos que x,, = {/ﬁ — 1 tiene limite 0. De la expresién que define a x,, se obtiene que n = (1+x,,)";
desarrollando esta potencia por la férmula del binomio de Newton, se obtiene que:

()= (1 )me (5 )i ()
(5)+(3)%

= 1+ %n(n — )x2.

3
I

(35)

\%

Por lo tanto se cumple que:

36) 0<x,< \/E
n

de donde, aplicando la regla del Sandwich, obtenemos el resultado.
5 Es una consecuencia inmediata de la anterior, ya que:

(37) Jim 2"

n—o00 n

= lim log(y/n) = log(1) = 0.
n—oo

3.2. Sucesiones mondtonas. Comenzaremos la seccion estudiando un caso particular de sucesiones, las su-
cesiones mondtonas. Para ello, tendremos en cuenta el siguiente teorema fundamental.

Teorema 1.1 (Convergencia de sucesiones monétonas.). Sea {x,},cn Una sucesion de niimeros reales:
» Si la sucesion es mondtona creciente y acotada superiormente, entonces es convergente, siendo el valor
del lite @ = sup{x, : n € N}.
» Si la sucesion es mondtona decreciente y acotada inferiormente, entonces es convergente, siendo el valor
del limite p = inf{x, : n € N}.
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Observacion 1.14. Una sucesion convergente puede ser no monétona. Por ejemplo, la sucesion {x,},en con
n

término general x,, = converge y tiene el cero por su limite. Claramente, no es una sucesion monotona pues

los signos de los elementos de la sucesion se alternan.
Veamos a continuacién algunos ejemplos de sucesiones cuyos limites se hallaran empleando el teorema central

de esta seccion. Ademas, a través de estos ejemplos, nos vamos a familiarizar con el procedimiento general para
hallar limites de sucesiones dadas por formulas recurrentes.

Ejemplo 1.15. Consideremos la sucesion {x,},cy definida de forma recurrente de la siguiente forma:
(38) x| = V2, X, =v2+x,_;, Vn>2,

Para resolver esta clase de ejercicios realizaremos los siguientes pasos:

1. Comprobamos la condicion necesaria, esto es, en el caso de que exista limite ¢ de la sucesion, éste tiene
que ser la solucion de la ecuacion algebraica resultante de tomar limites a ambos lados de la formula de
recurrencia:

@ Jim xy = /2 5

de donde, c tiene que cumplir la siguiente ecuacioén algebraica:

(40) c=V2+c=>c2=2+c.

En el caso de que la ecuacion resultante no tenga solucion, la sucesion no serd convergente, si la ecuacion
tiene solucion, tenemos que pasar al segundo paso. En nuestro caso, las soluciones de la ecuacion son:

1+414+8
41) c=%’

como nuestra sucesion es de términos positivos, la tinica solucion viable es:

1+414+8
(42) c=%=z.

Hemos demostrado entonces que, en el caso de que la sucesion sea convergente, su limite serd 2.
2. Veamos ahora que, efectivamente, la sucesion es convergente. Para demostrar la existencia del limite de
la sucesion {x,},en, demostraremos que esta sucesion es creciente y acotada superiormente.
» Es una sucesion monétona creciente. Vedamoslo por induccion:

. Paran:lsetieneque\/zs V2+ \/5

o Supongamos que se cumple que x; < x;,q, entonces:

(43) X S Xp1 B X +2 S X1 23 VX +2 < VX +2,

de donde deducimos que x; 1 < X; .
Puesto que se cumplen las dos condiciones necesarias para poder aplicar el principio de induccion,
deducimos que la sucesion es mondtona creciente.

» Es una sucesion acotada. Al ser una sucesion monétona creciente, en el caso de que sea convergente,
los elementos de la sucesion serdn siempre menores que el limite. Por lo tanto, un buen candidato
para cota superior, es el 2. Veamos que los elementos de la sucesion estdn acotados por 2 empleando
el principio de induccion:
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e Para n =1 se tiene trivialmente que \/5 <2
e Supongamos que x; <2, entonces:

44) X, <22 x,+2<4=2>4/x, +2<2,

de donde, x;,; < 2.
En base al principio de induccioén, deducimos que la sucesion estd acotada superiormente por 2.

Ejemplo 1.16. Consideremos la sucesion {x,} ey definida de forma recurrente de la siguiente forma:
45) x =V3, x,=3x,,. Vn>2.

Al igual que en el ejemplo anterior, seguiremos los siguientes pasos:

1. Comprobemos la condicion necesaria. Supongamos que existe limite ¢ de la sucesién {x,},cn, entonces,
si tomamos limites en la formula de recurrencia:

49 Jim xa = /3 i

el supuesto limite ¢ tendrd que cumplir la siguiente ecuacion:
@7 c=\/3c=>c2=3c=>c=0(56=3.

Esto es, en el caso de que la sucesion sea convergente, su limite serd 0 0 3.

2. Veamos ahora que, efectivamente, es una sucesion convergente, para ello, veremos que es una sucesion
monétona creciente y acotada superiormente.

» Es una sucesion monotona creciente. Para demostrar la monotonia de la sucesion emplearemos el
principio de induccion:

e Para n =1 se cumple trivialmente ya que x| = \/§ <1/3V3=x,.
o Supuesta la desigualdad x,. < x; 1, es fdcil comprobar que x| < X ,». En efecto:

(48) X S Xpyp = 3% S 3xp41 = V33X S V33X D Xy < X
Xk+1 v
Xk+2

El hecho de que el primer término de la sucesion sea \/5 y que la sucesion sea mondtona creciente,
implica que el 0 nunca podrd ser el limite de la sucesion, siendo el 3 el valor del mismo en el caso de
existir.

= Esuna sucesion acotada superiormente. Veamos, empleando el principio de induccion, que la sucesion
es acotada superiormente por 3:
e Para n = 1 se cumple trivialmente, ya que \/5 <3
o Supuesto que x;, < 3, se tendrd que:

(49) 3x, <9 = \3x, <3

_—
Xk+1
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En resumen, hemos visto que la sucesion es monétona creciente y acotada superiormente, por lo tanto,
convergente, siendo el valor del limite 3.

Ejemplo 1.17. Consideremos la sucesion de niimeros reales {x,},en definida por recurrencia de la siguiente

forma:

2xn_1 + 3xn_2 + 1
5 2

(50) x1=1, x,=2 y x,= Vn > 2.

Al igual que en los ejemplos anteriores, empecemos comprobando la condicion necesaria. Supongamos entonces
que la sucesion es convergente con ¢ como valor limite. Si tomamos limites en la formula de recurrencia anterior:

2 lim xn—l + 3 lim Xn_z + 1
n— 00

s —- n—-oo
6D Jim %, = ; ’

obtendremos que el supuesto valor del limite, c, tendrd que ser solucion de la siguiente ecuacion algebraica:

2c+3c+1
(52) c=—.
5
La ecuacion anterior no tiene solucion, por lo que llegamos a una contradiccion que viene de suponer que existe
limite de la sucesion. Concluimos entonces que la sucesion no es convergente.

Observacion 1.15. En los ejemplos considerados hemos empleado el siguiente procedimiento que se usa
frecuentemente para buscar el limite de una sucesion.

1. Primero comprobamos la condicién necesaria. En el caso de que exista limite, éste debe ser solucion de
la ecuacion algebraica resultante de tomar limites a ambos lados de la expresion de recurrencia. En el
caso de que la citada ecuacion algebraica no tenga solucion, la sucesion no podrd ser convergente, si
tiene solucion, aiin no hemos terminado pues debemos comprobar si la sucesion es convergente.

2. Una vez comprobada la condicién necesaria, pasamos a demostrar la existencia de limite, para ello, se
suelen emplear los resultados para sucesiones monétonas, pues esta clase de sucesiones lo son.

3.3. Criterio de Stolz. En muchos casos, para investigar la convergencia del cociente { ? } nen de sucesiones
n
{x,}hen Y (Y0} aens Puede resultar util la siguiente Teorema:

Teorema 1.2. Teorema de Stolz. Dadas dos sucesiones de niimeros reales {x,},en Y {Yn}nen SUpongamos
que se cumplen una de las dos condiciones siguientes:

= {¥,}.en €5 mondtona creciente estrictamente con lim y, = oco.

n—oo
= {x,},en es monétona decreciente estrictamente y nlingo X, = nll)r{.lo vy, =0.
Xn = Xy

Entonces, si existe el limite lim =L =y para l finito o infinito, se tiene que:
n—0o0 yn - yn—l

(53) lim 2 = jfm 2 Xn=l

n—o00 yn n—o00 yn - yn—l

Ejemplo 1.18. Consideremos la sucesion de niimeros reales {a,},cn, donde:

(54) a, =%,

Claramente, la sucesion anterior se puede expresar como el cociente de las siguientes:
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x, = n>

(35)

Y, = n'.

La sucesion {y,},en €S mondtona creciente y divergente a +oo, por lo tanto, estamos en condiciones de aplicar el
criterio de Stolz:

2 2
—x, —n—=1 _
(56) Hman:]imﬁzlimmzﬁmwz' _ 2=l
n—oo n—co y, n—o y, =¥, 1 n—co pn! —(n - l)' n—oo (I’l - 1)' (l’l - l)

Ejemplo 1.19. Consideremos la sucesion de niimeros reales {a,} e, donde:

(57) a, = .

Apliquemos el criterio de Stolz considerando:

— no
xn - Zi:] L
(58)
2
Y, = n-.
Claramente, la sucesion {y,},en €s monotona creciente 'y divergente a infinito, por lo tanto, estamos en condicio-
nes de aplicar el criterio de Stolz:

X X, —X Z” i— '?_11' n 1
(59) lim a, = lim =2 = lim —~—"=! = |im 2= ==L _ =-.
n—co n—coy,  n—ooo Yy —Y. g n—oo  p2 —(n—1)>2 n—oo 2n — 1 2

Ejemplo 1.20. Consideremos la sucesion de niimeros reales {a,},cn con término general:

n
(60) ay = o
Apliquemos el criterio de Stolz con:

x, = n,
(61)

Yo = 2°
Se tendra entonces que:
62) T Rk ek S SRS SN

Vn = Vuel on _ on—1 2}1—1(2 -1 on—1 ’

por lo tanto, por el criterio de Stolz:

Loono_
(63) ’}Lrg o = 0.

Ejemplo 1.21. Consideremos la sucesion de niimeros reales {b,},cn con término general:

a1+a2+...+an

(64) b, =
n

con {a,},en convergente al valor a. Entonces la sucesion { b, } e de los valores aritméticos medios de los elemen-
tos de la sucesion {a,} ey es convergente al mismo limite a. En efecto, si ponemos x,, = a; +a,+...a,yy, =n
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. ., 2 . Xp—Xp—
(es evidente que la sucesion {y,},en es mondtona creciente y no acotada), entonces ”—y"‘ = a, y puesto que:
n~ Vn—-1
L Xn T X1 p
(65) lim ——— = lim a, = q,
n—00 yn — yn_l n—00

. s . ., X .
entonces existe el limite de la sucesion {y—" Ynen Y es igual a a.
n

Observacion 1.16 (Sobre la discretizacién de la regla de 1'Hopital.). En cursos anteriores, el lector ya ha
estudiado la regla de I'Hopital para la resolucion de indeterminaciones del tipo E y g. A grandes rasgos, dicha
regla relaciona la existencia del limite del cociente de dos funciones con la del limite del cociente de sus derivadas:

1. Indeterminaciones del tipo g.

!
(66) lim f(x)=0. lim gx) =0, lim 22 = 1| = 1m & =,
x=Xg ) x=xg g'(x) x=xo g(X)
2. Indeterminaciones del tipo g
!
(67) lim £(x) = oo, lim g(x) = co, lim 102 = | = 1im L& =4,
X=Xg X=Xo x=xo g'(x) x=xo g(x)

En nuestro caso, en lugar de funciones, tenemos sucesiones. Ahora bien, recordemos que una sucesion de nii-
meros reales es en realidad una aplicacién definida del conjunto de los niimeros naturales N con valores en R:

X:N — R
(68)

n — X =x,
Por lo tanto, si queremos aproximar formalmente la derivada de la funcién X en el punto n:

X(n+ h)— X(n)

(69) X'(n) = 7

La aproximacion anterior serd mds precisa cuanto mds pequeiio sea h y puesto que X solo estd definida en el
conjunto de los niimeros naturales, se tendrd que el valor mds pequerio de h que podremos tomar serd h = 1.
Veamos entonces como seria la regla de I'Hopital empleando la aproximacion anterior en las derivadas:

s

. Xy . X X(n+1)— X(n) . Xyl — Xy
(70) m 2 = lim = = i 2P DT AW ey It T e
n—co y, n—o0 Y (n) n—oo Y(n+1)—Y(n) n—co y =y,

3.4. Criterio del Sandwich. Para el estudio de una sucesion {x,},cn frecuentemente podemos proceder
tratando de encajarla entre dos sucesiones {u,},en Y {U,}hen Cuyos limites u y v son conocidos. Es decir, si:

(71) u, <x,<v
para cada n, entonces, si sabemos que x,, tiene limite, resulta

(72) u< lim x, <v.

n—00

Esta informacioén es ya util, pero si ademds u = v, entonces es seguro que {x,, },cn tiene limite y

(73) lim x, =u=v.
n—oo

Veamos a continuacion una serie de ejemplos en los que se empleara esta propiedad.
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Ejemplo 1.22. (Acotacion del valor del limite de una sucesion empleando el criterio del sandwich). Conside-
remos la sucesion de niimeros reales {x,},cn con término general:

1 1 1 1
74 =—+ + o+ .
4 n n n+l n+2 2n—1

La sucesion anterior es decreciente y tiene todos los términos positivos, por lo tanto, es acotada y convergente.
. . . 2 . — n — .
Ahora, si consideramos las sucesiones {u,},en Y (U, },en cOn términos generales u, = g Yun=1 resulta fdcil

observar que u, < x, < v, Vn € N. Puesto que u, y v, convergen, respectivamente a % v 1, resulta que:

(75) < limx, < 1.

n—00

N =

En resumen, aunque hemos podido acotar el valor del limite de la sucesion {x,},cn, este argumento no nos ha
servido ahora para saber cudl es el limite de {x, },en, pero al menos tenemos alguna informacion sobre él.

Ejemplo 1.23. (Obtenciéon del valor del limite de una sucesion empleando el criterio del Sandwich). Consi-
deremos la sucesion de niimeros reales {x,} ,en cuyo término general es el siguiente:

n
(76) x,=Vn2+n.
. . ” . n n )
Consideremos las sucesiones {u,},en Y (U, } hen cON términos generales u, = \/2ny v, = V2n?, es claro que:

(77) Von < V2 +n < Vonl,
Pero:
lim,_ o, V2n = (lim,_, . V/2){im,_ o v/n) = 1,

lim,_ o, V/2n% = (lim,_, o ¥/2)(1im,_ o, 4/m)(lim,_, o /n) = 1,

de donde deducimos que la sucesion {x,},cn es convergente con lim,_,  x, = 1.

(78)

3.5. Resolucion de ciertos tipos de indeterminaciones. En esta subseccion analizamos coémo resolver cier-
tos tipos de indeterminaciones a través de una serie de ejercicios y resultados tedricos.

Ejemplo 1.24. (Limite del cociente de polinomios en n.) Veamos cémo podemos resolver el siguiente limite:
-1
a,n’ +a, nP= -+ an+a

(79) lim —2 —
n=> b+ b, nd=" + .-+ bin+ by

, cona, ¢O,bq #+0.

Este tipo de limite presenta una indeterminacion de la forma % pero es de muy sencilla resolucion. Se toma el
mdximo de los exponentes del numerador y el denominador p 'y q. Llamémosle M 'y dividamos numerador y deno-

minador por n™.

apn”+ap_1np_l~-~+aln+a0

a,n? +ap_1n”_1 - +an+a

’ ’ M
lim —2 = lim - =
n—oo bqntl + bq—lnq_l + o+ bn+ by  nooo bynitby nil 4 4bintby
M
n
(30)
nP nP! n 1
~ lim ap-ar + Ap_ 1737 + -+ ara + a0
n—00 1

nd nd= n 1
bysar +bg1 o3 + -+ big + by
Distinguimos los siguientes casos:
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1. Sip> q,y, porlo tanto, M = p, el limite anterior se reduce a:

1 1 1
ap+ap_1; + ---+a1np—_1 +00;

(81) lim —
nooop Loy

q pp—a

1 1 1
g—Upgrt T T b + by

Este limite, ahora, ya no es del tipo 2 puesto que el limite del numerador es a, # 0y el limite del
denominador es 0. Por lo tanto, la sucesion diverge: si a, - b, > 0, a +o0, y si por el contrario a, - b, <0,
divergerd a —oo.

2. Sip < qy, porlotanto, M = q, el limite queda:

1
p—1 yq—p+1

1 1
+a +---+a1nq—_l+a0E

a L
D na-p

(82) Jim 1 1 1
bq + bq—l; + - +b1nq—_] +b0n_’l

De nuevo se ha resuelto la indeterminacion. En este caso, se tiene que el limite del numerador es igual a
0, mientras que el limite del denominador es b,. Por lo tanto, si p < g, el limite es igual a 0.
3. Finalmente, si p = q = M, tendremos que el limite es:

1 1 1

. ap+ap_1;+---+a1’w—_1+a0n—p

(83) lim T . T
n—00

bq + bq—l; + -+ blF + b()ﬁ

i

Y de nuevo se resuelve la indeterminacion, teniendo en este caso que el limite es igual a 5
14

Veamos cémo aplicar la técnica expuesta de forma tedrica en el ejercicio anterior en un ejercicio menos tedrico.
Ejemplo 1.25. Calculemos el limite de la sucesion {x,},en, donde:

23 +3n+1

84
(&4 *n nt+1

En este caso, el mdximo de los exponentes del numerador y del denominador es 4, por lo tanto, debemos dividir

por n*:
273 | 3n 1
(85) g 204341 T 04040 _
e I R N Y
n4 }’l4

Ejemplo 1.26. (Limite del cociente de funciones logaritmicas.) Calculemos el siguiente limite:

log(3n* + 4n*> - 5
(86) lim [08G" +4n" —5)
n>co log(n?+n+1)

En este tipo de limites, también del tipo g, se utiliza una estrategia similar al ejemplo anterior, se saca factor
comiin la mdxima potencia de n, en este caso:
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log(3n* + 4n? — 5) log(n*(3 + % — 2)) log(n*) +log(3 + = — )
lim 5 = lim N = lim 1 1
roe lognt ) mme qog(n2(1 4 -4+ ) "7 log(n?) + log(1 + + + )

4log(n)+logB+-5—3)
n n

4log(n) + log(3 + ,:iz - ’15—4)

= lim = lim log(n)
(87) "= 2log(n) + log(l + 5 + =) "~ 2logn+log(1+;+75)
log(n)

dlogtn) | 1086+
I I
— lim og(n) og(1n> _ = 440 _
"0 log(ny 108U+, +55) 240

log(n) log(n)

Ejemplo 1.27. (Limite del cociente de potencias de n). Calculemos el siguiente limite:

n+1 n
(88) fim 2 +3
n—oo 5n—1 +3n

En este caso el limite se calcula dividiendo numerador y denominador por el niimero con la mayor de las bases
elevada an (2, 3y5), resolviéndose otra indeterminacion g En este caso concreto, debemos dividir por 5":

g 2\ 4 (2"
. 2n+1+3n . 5—n+5—n . 2(5 + 3
(89) lim — = lim ——— _
n—oo §n=1 430 nooo 5771 3 nooeo | 4 (3 n
5n 5n 5
Como % <ly % < 1 se tendrd que (%)" y (%)" tienden a O cuando n — oo. Por lo tanto, en este caso, tenemos que
el limite anterior es igual a:

o

(90) +0 .

+0

=

Ejemplo 1.28. (Resolucion de indeterminaciones multiplicado y dividiendo por el conjugado). Calculemos el
siguiente limite:

1) lim Va2 +n+1- V2 —n—1

n—oo

En este tipo de limites en los que intervienen raices cuadradas y la indeterminacion es de tipo oo — oo suele ser iitil
multiplicar y dividir la expresion por la suma de los mismos términos, de forma que en el numerador se deshacen
las raices (suma por diferencia = diferencia de cuadrados: (a + b)(a — b) = a - bz):

lim \/n2+n+1—\/n2—n—1

n—oo

(Wrrtn+1=Vr2—n-DWri2+n+1+ V2 —n-1)

= lim
(92) e \/n2+n+1+\/n2—n—1
2 2 242
. n“+n+l—-m —-n-1) , P 2
= lim = lim = =1.
N i+ 1+ V2 —n—1 T \/"2+’2‘+] +\/”2"2"1 Vi1
n n
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Observacion 1.17. Sobre las indeterminaciones en forma de potencia. Supongamos que tenemos dos suce-
. P . Y
siones {x,},en € {Va}.en cOnvergentes 'y que queremos calcular el limite de la sucesion {x)"},en, sabemos que
este limite serd indeterminado en los siguientes casos:

» Caso 0°.
» Caso oo*.

= Caso 1%.

La resolucion del ultimo tipo se realizard empleando un resultado que veremos posteriormente. Para la resolucion
de las dos primeras suele emplearse la siguiente técnica:

93) xﬁ" — elog(xf;") = eVn log(x,)

y, entonces:

(94) Hm xﬁn = elimn—mo Yn IOg(xn)’
n—oo

con lo que se reducen al cdlculo de lim,,_, ., y,log(x,), que es del tipo 0 - oo y que suelen ser mds fdcil de abordar.
Ejemplo 1.29. (Resolucion de indeterminaciones aplicando logaritmos). Calculemos el siguiente limite:

1
95) lim (2 + 3") 72 Togtr 1)

n—oo

Este limite, de la forma o° es de muy dificil solucién si se ataca de forma directa. Es mucho mds sencillo calcular
el logaritmo del limite, y después recuperar el resultado.

N S L log(2 +3")
im M3+ 210g D) = |im +3M)32kgrtD) = fjm —— 7
log(nl—>1 00(2 37)Fzlortrel) nl—>1 oolog((2 37)eztosh) nl—>1 © 3+ 2]0g(n +1)

log(3"(3%+1)> _ nlog(3) +log(5 + 1)

(96) = lim = lim

n—co 34+2log(n+1) n-o  3+4+2log(n+1)

2
. nlog(3) log(5; + 1)
= lim =00+ 0 =00,
n—oo 3+ 2logn+1) 3+2logn+1)

ya que:
97) lim —"— = lfm —X— = lim — !

= = = 0
n— log(n) n—oo ! log(n) "7 log(\"/;) log(1)

n

Por lo tanto:

1
1 [ —
(98) lim (2 4 3") 72 1ogtiD) = log(lim, (243" I2OLED) _ oo _
n—oo
Veamos a continuacién un resultado que nos resultara de utilidad para la resolucién de indeterminaciones del
tipo 1%°.

Proposicion 1.10. (Resolucion de indeterminaciones tipo 1%°). Consideremos dos sucesiones de niimeros

reales {x,},en € { Y, ) nen tales que lim x,=1lconx,#1Vn>nyylim = +o0. Entonces que:

n—00 n—00 yn

(99) lim x;," = eliMr—eo Yal¥a=1)
n—o0
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Ejemplo 1.30. (Ejemplo de resolucion de indeterminacion 1%°.) Consideremos la sucesion de niimeros reales
{a,},en con término general:

Vn?+2n !
(100) a,=| — | .
n?—1
Por un lado:
Vn?+2n ! w4 2n\ 2

(101) — ’

n?—1 n—1

2

de donde resulta evidente que las sucesiones con término general x,, = nn2+_21n ey, = g estdan en las hipotesis del

resultado anterior por lo que:

(102) lim
n—oo

n?—1

n 2
B Ii nfn +2n_1 . n(2n+1)
( Vn + 2)1) —e My, o0 2( n2—1 — ehmn—>oo 22—1) — e.

4. Ejercicios del tema.

Ejercicio 1.1. (Cdlculo de limites de sucesiones definidas por el método recurrente.) Demostrar si las siguien-
tes sucesiones son convergentesy, en el caso de que lo sean, calcular sus limites.
2y,_1+3
1. y1=1eyn=%,paran>l.

21 +3y,0 + 1
2.y=Ly=2ey,= In-1 5y"2 , paran> 2.

3.y1y=V3ey,=+3+y,_, paran> 1.

4. y1=2eyn=l yn_1+yi>,paran>l.

2 ) n—1
n
5. yy=5ey,= myn_l, paran > 1.
2
V,_ +4
6. yy=3ey, =2 paran> 1.
! " 3(21yn—1 )
+ V-1
7. yy=3ey,= ———, paran> 1.
: 3 +yn—1
8 y1=10ey,=10- ,paran > 1.
n—1
2
yo_, +10
9. y1=5ey,= "111 , paran > 1.
3Yno1
10. yy=1ley, = —"— paran> 1.
1 Yn 1 +yn_1 p
Ejercicio 1.2. Calcular los siguientes limites.
1. lim —=
n—oo l()g(n)
lo
2. lim 28
n—o0o n
ny/n—1
3.

lim ———
n—oo log(n)
log(3n® + 4n — 5)
m —-
n—oo log(n)
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6. imL+ieli Ly p L
"nsw2 48 16 S+l

7. lim na™", cona € (0, 1).
n—0oo

)

Ejercicio 1.3. (Indeterminaciones — de cocientes de polinomios o potencias de n) Calcular los siguientes

0
limites:
V2+n—-1
1. lim Tn
n—oo n
nt 302+ 1
2. lim ——
n—co n5+3n+2
p n* +3n+ 1
3. lim

" s an e 3
Vi3 +2n+ Vn2 +3
y 3n+1
n
5. 1fm St 7.
n—oo 51 — 4
3"+ (=2)"
6. lim ——M ——
n—oo 3n+1 +( 2)n+1
. 4" + cos(nrx)
7. lim

n—oo ghtl — gep(n! %).

4. lim

n—o00

Ejercicio 1.4. (Indeterminaciones oo — ) Calcular los siguientes limites:

1. lim \/n2+n+1—\/n2—n—1.

n—oo

2. lim Vn2+n—n.

n—oo

3. lim (Vn+ —\/Z)\/”JZ“I.

Vn+a—+y\n+b

4. lim , donde a, b, ¢ y d son niimeros reales tales que ¢ # d.

= Jire—ntd

Ejercicio 1.5. (Indeterminaciones 1%°. Niumero e) Calcular los siguientes limites:

Ejercicio 1.6. (Indeterminaciones oo? y 0°. Logaritmos) Calcular los siguientes limites:
L lim (R’ +n )2n+1
n—oo

2. lim (2+3 )m_

n—oo

.1
3 J‘l&(ﬁ)
4. 1im H !
e L 2K24 1
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Ejercicio 1.7. (Indeterminaciones empleando la regla de Stolz) Calcular los siguientes limites:

n .
. i
1. lim E —.
n—co 4= n?
i=

2. lim

n—>oo

n! '
14+2V2+3V3+ - +ni/n
. .

3. lim

n—oo 2” 2
4. lim l [(a + l) + e 4 (a + n-l ) ] siendo a un niimero real.

n—oo n n n

log (;’—T)

5. lim ——~.

nLoo 2n—1 .

n

6. li zk=1 k+1

7. 1
n— oo log(n)
1 1 1 2 1 3 1\"
1<1+—> +2<1+—) +3(1+—> +---+n(1+—>
, 1 2 3 n
8. lim .
n—oo l’l2
. log(1) +1og(2) + -+ + log(n)
9. lim .
n—oo nlog(n)
1 1 1
_+_+...+_
10. lim Vi V2 ﬁ.

n— 00 \/E

Ejercicio 1.8. Calcular los siguientes limites:

1. lim .
n—oo log(n)
ny/n—1
2. lim ———
n—oo log(n)
log(3n® + 4n — 5)

1m
n—oo log(n)
!
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