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Capfitulo 1

Tema III. Series de nameros reales.

Este tema est4 dedicado al estudio de las series. La idea de fondo es analizar si es posible sumar una cantidad
infinita de nimeros. Definiremos las nociones de serie convergente, divergente y oscilante, estableciendo en pri-
mer lugar las condiciones para la convergencia de una serie de nimeros reales. De las distintas operaciones que
es posible efectuar con series de niimeros reales, estudiaremos la suma y el producto por un escalar. Prestaremos
especial atencion a una clase particular de series de ntimeros reales, la series de términos positivos, para las cua-
les enunciaremos algunos criterios de convergencia, exclusivos de este tipo de series de nimeros reales. Con el
objetivo de estudiar las series que no sean de términos positivos, introduciremos dos nuevas clases de series, las
series absolutamente convergentes y las series alternadas. Hasta este momento el problema considerado sera deter-
minar el cardcter de la serie (convergente, divergente, etc.). Un problema distinto es, en el caso de que la serie sea
convergente, determinar el valor de la suma de la serie, que s6lo trataremos en casos muy particulares.

1. Definicion de serie.

Comenzaremos la seccion introduciendo el concepto de serie de niimeros reales, para lo cual, serd necesario que
establezcamos una serie de conceptos previos tales como la sucesion de sumas parciales asociada a una sucesion.

1.1. Suma parcial de una sucesion.

Definicion 1.1. Suma parcial. Sea {x,},cn una sucesion de niimeros reales, definimos la sucesion de sumas
parciales {S, },en, de la siguiente forma:

n
(1) S,=xi+x+ . +x,= ) X
i=1

Ejemplo 1.1. Consideremos una progresion geométrica {a,},cn, donde:
2 a,. =a,r (r#l).

La sucesion de sumas parciales asociada {S,},cn, €5:

3) Sn=a1+a2+...+an=2a,-.
i=1
Ahora bien:
S, = a+ar+ar’+.. +ar,
4)
rS, = ar+art+ar+..+art,

y si restamos las expresiones anteriores:

S (1 -rS, =a; —a;r"t



Calculo I.
Centro Universitario de la Defensa.

Por lo tanto, S, =

Observacion 1.1. Acabamos de obtener la expresion para la sucesion de sumas parciales de una progresion
geométrica. En general esto no serd siempre posible. Por ejemplo, no es fdcil encontrar una expresion para la
. . . o1
sucesion de sumas parciales asociada a la sucesion {; }nen-

Sin embargo, dada una sucesion de sumas parciales {S,},en, Siempre es posible encontrar la sucesion aso-
ciada {x,},en, Ya que:
(6) x,=S,—-S,_1, VYneN.

Ejemplo 1.2. Supongamos que la sucesion de sumas parciales {S,},en asociada a una cierta sucesion
{a,},en tiene como término general:

1
@) S,=2- >
Se tiene entonces que
1 1 1 1 2-1 1
(8) an=Sn_Sn—l_2_ﬁ_ +2n—1=2n—1_ﬁ= on =§7
esto es, la sucesion de sumas parciales asociada a la sucesion de término general a,, = % esS,=2- %

1.2. El concepto de serie de niimeros reales.

Definicion 1.2. Serie de niimeros reales. Dada una sucesion de niimeros reales {x,},cn, definimos la serie
asociada, que denotaremos por Z,‘:’zl Xy, como el limite de la sucesion de sumas parciales:

[e] n
©9) D X =1im S, = lim )" x;.
n—-oo n—oo
k=1 k=1
En el caso de que exista el limite anterior, lo llamaremos suma de la serie.

Ejemplo 1.3. La serie asociada a una progresion geométrica {a,},en, con a, = ajr" (r # 1), es:

aq

o0 - <17
0 s g @=L T I
(10) o= Jim S, =lim —m——=1 o,
k=1
A, r<-—1.

Observacion 1.2. Hemos obtenido la expresion para la suma de una serie geométrica. No siempre serd posible
obtener una expresion para la suma de una serie. De cara al andlisis de la convergencia de una serie, debemos
tener recursos que no requieran la obtencion de la sucesion de sumas parciales.

1.3. Algebra de series.

Definicion 1.3. Operaciones con series de nitmeros reales. Supongamos que tenemos dos series de niimeros

(o] (o]
reales Z Xey 2 Vi Definimos:

k=1 k=1
[se] [se] [0e]

w Suma: Zxk+ Zyk = Zxk+yk,
k=1 k=1 k=1

(o) (o) [¢o]
= Resta: Zxk - Zyk = Zxk - Vi
k=1 k=1 k=1
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oo [Se]
= Multiplicacion por un escalar: A Z X, = Z Axy.
k=1 k=1

2. Tipos especiales de series.

En esta subseccion describiremos los tipos de series mas importantes que nos podemos encontrar en los ejer-
cicios.

2.1. Series de términos positivos. Las series de términos positivos, como su propio nombre indica, son de
la forma:

(11) D X
k=1

con x;, > 0, Vk € N. Las series de términos positivos tienen una caracteristica muy especial, la sucesién de sumas
parciales es mondtona creciente:

n+1

n
(12) Sp1 =%, 28, =D x;. VneN.
k=1 k=1

Ejemplo 1.4. Son ejemplos de esta clase de series los siguientes:

2}1
(17
1
“ (log(m)"

n—(3—cos(£)).

T

3
Il
—_

T

n

T

3
Il
—_

Observacion 1.3. La convergencia de esta clase de series se estudiard mediante una serie de criterios que
nos ayudaran a estudiar la acotacion superior de la sucesion de sumas parciales.

2.2. Series alternadas. Son series cuyos términos son alternativamente positivos y negativos (por eso se
Ilaman alternadas). Tienen la siguiente expresion:

(13) Y (~Day,
k=1
donde {a,},ecn €5 una sucesién de términos no negativos (a, > 0, Vi € N).
Ejemplo 1.5. Son ejemplos de series alternadas las siguientes:
< 1
. —Hk—,
kgl( ) k+1
O et
- -1 k 1_,
Zi( i
= 1
- -1 k+1 -
Z{( ) k3 +1

Observacion 1.4. Existe un criterio para estudiar la convergencia de esta clase de series en funcion de la
sucesion {a,},en-
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2.3. Series armonicas. Son series de nimeros reales que tienen la siguiente expresion:

oo [00]
(14) Yox=Y
k=1

k=1

cona € R.

Ejemplo 1.6. Son ejemplos de series arménicas las siguientes:

. Z%m:-z).

Observacion 1.5. La convergencia de esta clase de series depende del pardmetro a.

2.4. Series geométricas. Son series en las cuales cada uno de los términos se obtiene multiplicando el an-
terior por una constante:

M

(o)
(15) X, = Zalrk,
k=0

donde r € R se le llama razén de la serie geométrica. Son un tipo muy especial de series para las cuales es posible
obtener una expresion para el término general de la sucesidn de sumas parciales:

k

1

n+1)

n
1_
(16) Sn=2xk=al(—r, Fe
k=1

1—r
Ejemplo 1.7. Son ejemplos de esta clase de series los siguientes:

k
=0 2

[oe]
1 . L. . P P 1
. Z —, es una serie geométrica en la cual el primer término es ay = 1 y la razén es r = 3
0

[oe]

. Z 2, es una serie geométrica en la cual el primer término es ay=1ylarazonesr=2.
k=0

o0
. Z 24—k, es una serie geométrica en la cual el primer término es a; = % ylarazonesr = 41—1.
k=1

Observacion 1.6. La convergencia de esta clase de series quedard determinada en funcioén de la razon r.
3. Convergencia de series.
En esta subseccion definiremos el concepto de convergencia para una serie de niimeros reales.

3.1. Series convergentes, divergentes y oscilantes. Supongamos que tenemos una serie de ntimeros reales

o0
Z X, hemos visto que, por definicion, una serie no es mas que el limite de la sucesién de sumas parciales:
k=1
00 k
(17) Y x; = lim S = lim Y x,,
=l k— o0 k—o0 =l
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por lo tanto, tienen sentido las siguientes definiciones.

Definicion 1.4. Serie convergente. Diremos que una serie es convergente, cuando la sucesion de sumas par-
ciales {S,},en Sea convergente.

Definicion 1.5. Serie divergente. Diremos que una serie es divergente, cuando la sucesion de sumas parciales
{S, }en Sea divergente.

Definicion 1.6. Serie oscilante. Diremos que una serie es oscilante, cuando la sucesion de sumas parciales
{S,},.en sea oscilante.

Observacion 1.7. El estudio de la convergencia de una serie no es inmediato y, en ocasiones, es necesario
emplear criterios sofisticados.

Ejemplo 1.8. Una serie cuya convergencia se puede estudiar de una forma relativamente simple, es la serie
geométrica:

(18) > apr,

(19) Sn=a1

En funcion de la razon r, sabemos que:

» |r| < 1, la serie es convergente.
» r > 1, la serie es divergente.

n r < —1, la serie es oscilante.

Ejemplo 1.9. Consideremos los siguientes ejemplos de series geométricas:

(s
. 2 op €S convergente, la evolucion de la sucesion de sumas parciales es la siguiente:
k=0
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2

188

186

[Se]

k=0

1\F . . . .o
. Z (—§> es convergente, la evolucion de la sucesion de sumas parciales es la siguiente:

[e5]

i 1

P
=
w» T T

°
L4 ® ]
°

| | L L L
2 5 B 8 El 10

. Z 2 es divergente, la evolucion de la sucesion de sumas parciales es la siguiente:

k=0

10
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Preo2®
T

500 T T

500 — =

400 -

S 300 - al
W

200 — =

100 - =

o]

. Z(—Z)k es oscilante, la evolucion de la sucesion de sumas parciales es la siguiente:
k=0

T2
1200 T : T
1000 - l

g00 =

” L ]
200 o |
®
—— % ——~ ]
*
200 - -
-400 — —
®
500 | 1 I | | I 1 | I
1 2 3 4 5 1 7 8 4. 10 1
n
3.2. Series absoluta y condicionalmente convergentes.
o0
Definicion 1.7. Serie absolutamente convergente. Una serie de niimeros reales Z X, es absolutamente con-
] k=1
vergente cuando la serie formada por los valores absolutos sea convergente:
[se] (o]
(20) Z X, es absolutamente convergente | < 2 |x, | es convergente
k=1 k=1
(o)
Definicion 1.8. Serie condicionalmente convergente. Una serie de niimeros reales 2 x; es condicionalmente
k=1

convergente cuando es convergente pero no absolutamente convergente.

Ejemplo 1.10. Consideremos los siguientes ejemplos:

11
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o (—DF
. Z es absolutamente convergente.

0 k
(=D - .
. es condicionalmente convergente (lo veremos mds adelante).

3.3. Propiedades de las series convergentes. Una de las propiedades mas importantes de las series conver-
gentes que nos ayudard a determinar si una serie es convergente es la siguiente:

o]

Proposicion 1.1. (Condicion necesaria para la convergencia de una serie.) Si la serie Z X, es convergente,

k=1
entonces la sucesion {x; };en — 0.

Ejemplo 1.11. La serie:

2

o
k
21 —_—
@D Z; 5k2 + 300k

2

es divergente, ya que ———
B YA S 1300k

1
- #0.
—>5;é

Otra propiedad importante que nos ayudard a determinar si una serie de términos no positivos es convergente
es la siguiente:

Proposicion 1.2. Una serie absolutamente convergente es convergente.

Ejemplo 1.12. La serie:

e k
o) 3D

es convergente, ya que:

(23) >

. P 1
es convergente por tratarse de una serie geometrica de razon 3 <1

34. Algebra de series convergentes.

oo [o0]
Proposicion 1.3. = Sean 2 Xy Z Vi, dos series convergentes. Entonces, dados dos niimeros reales
) k=1 k=1
a,p €R, laserie:
(6]
(24) D axi+ By

k=1

es convergente.

12
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NRRE

[s] (o) [s] [s]
= Sean Z Xy Z Yy, dos series tales que Z X es convergente y Z ¥, es divergente. Entonces la serie
k=1 k=1 k=1

[+
Z Xk + yk,
k=1

k=1
(25

es divergente.
Ejemplo 1.13. La serie:

(26)

i3"+1

k
k=1 2
es divergente, ya que:

27)

C3FHl w3V, v I
Z; 2k _kg{<§>+k§2_k’

- convergente
divergente

ademds, el término general de la serie no tiende a cero

4. Criterios de convergencia para series.
En esta subseccioén veremos como analizar la convergencia de los tipos més importantes de series que hemos
descrito en una subseccidn anterior.

4.1. Criterios de convergencia para series alternadas.

o0
Proposicion 1.4. Criterio de Leibniz para series alternadas. Si los términos de una serie alternada Z( —Dka X
verifican las condiciones:

k=1
= a,.1 < a, Vn €N (mondtona decreciente),

= lim g, =0.

n—0o0
oo
Entonces la serie 2(—1)kak es convergente.
k=1

(e
Ejemplo 1.14. » La serie Z(—l)k % es convergente, ya que:

1 1 =
° < -, VneN,
n+1 n
e lim l =0.
n—0oo ]/cl)o
k
w La serie —H*—"— e5 conver, ente, ya que:
1;( Ve gente, ya q
. ntl < n ,VneN,
2m+1)2—-1" 2n2 -1
e lim =

13
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4.2, Criterios de convergencia para series armonicas.

Proposicion 1.5. Consideremos la serie arménica:

o0
(28) k%,
k=1
Entonces:
o0
n Sia <1, la serie Z k™% es divergente.
k=1

(s
» Sia> 1, laserie Z k™% es convergente.
k=1

Ejemplo 1.15. Veamos a continuacion algunos ejemplos:
o0

= La serie Z 1 es divergente, ya que es armonica de pardmetro a = 1.
k=1 k
[s]

» La serie Z % es convergente, ya que es armonica de parametro a =2 > 1.
k=1

4.3. Criterio de convergencia para series geométricas. Recordemos que una serie geométrica es aquella
para la cual cada uno de los términos se puede obtener a partir del anterior multiplicando por la razén:

[e3]

(29) Y ark.

k=0

Para esta clase de series, ya hemos obtenido una expresion para el término general de la sucesion de sumas parciales:
1= rn+1 1 n+1

’
(30) Sn=a 1—r _all—r_all—r’

r#1.
En funcién de la razén r, sabemos que:

= |r| < 1, la serie es convergente.
= r > 1, la serie es divergente.

= r < —1, la serie es oscilante.
Ejemplo 1.16. Veamos algunos ejemplos:

[00]
1 1
" 1;) o es convergente (r = 5 < 1),

(o8]
. Z 2k es divergente (r =2 > 1).
k=0

[oe]
" Z(—Z)k es oscilante (r = =2 < —1).
k=0
14
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4.4. Criterios de convergencia para series de términos positivos. Por si mismas, las series con términos
positivos se encuentran con frecuencia en aplicaciones. Ademas, su estudio preliminar facilita el estudio de las
series con términos de cualquier signo (una serie absolutamente convergente, es convergente).

[00] (o)
Proposicion 1.6. Criterio de comparacion para series de términos positivos. Sean Z Pr Yy Z pl’( dos series

k=1 k=1
con términos positivos. Se tiene que:

[oe] (s8]
m Sip, < p,’c, Vk € N, entonces, la convergencia de Z p,’C implica la de Z Dk
k=1 k=1

[s0] [s9)
m Sip, < p,’c, Vk € N, entonces, la divergencia de Z Py implica la de Zp;c

k=1 k=1
p (s} [ee]
Si existe 1im —If = L < oo, entonces, la convergencia de 2 p;c implica la de Z Dy

" Py k=1 k=1
[ee] o0

.. . D . . . .
Si existe 1im —I,( = L < oo, entonces, la divergencia de Zpk implica la de z pl’c.
n—o0 p
k k=1 k=1

[e+] o0
n Si Dhet1 —, Yk € N, entonces, la convergencia de Z pl’C implica la de Z Dk
Pi Dy k=1 k=1
p Prsi < -
n Si aady < —T, Vk € N, entonces, la divergencia de Zpk implica la de 2 p]'(.
Dk Py k=1 k=1
o0
Ejemplo 1.17. . 2(3" —sen(n))"!. Puesto que —1 < sen(x) < 1, es evidente que:

n=1

(€2)) 3"—1<3"—sen(n) VneN.

Por lo tanto:

1 1
32 0< < .
(32) 3n —sen(n) 3"-1

Ahora bien, se puede comprobar empleando induccion que 3" — 1 > 3"~1. Con lo cual:

1 1 1 1
33 < > < .
(33) 3n—1 3n-1 3n —gsen(n) 3n-1

[oe]

La serie Z 7 esuna serie geométrica de razon % por lo tanto es convergente. Empleando los criterios
n=1 3{, . ’

de comparacion, se sigue el resultado.

[s]

Z 2 + cos(n)

. Puesto que —1 < cos(x) < 1, resulta:
n

n=1

34) 2+cos(n)>2—1_l

n n n

(s
Ahora bien, la serie Z — es divergente y, entonces, empleando los criterios de comparacion se sigue que
© k=1
Z 2 + cos(n)

n

la serie es divergente.

n=1

15
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(69
1 . . . 1 1
. Z —. Para cualquier niimero natural n > 2 se tiene que n" > n’ por lo tanto — < - de donde se
n n n
n=1

[Se]

. 1 . .
deduce, comparando con la serie Z - la convergencia de la serie.

n=1
[60]
Proposicion 1.7. Criterio del cociente o de D'Alembert. Sea z X una serie de términos positivos. Si existe
. . ’ . k:1
el siguiente limite
x
(35) lim =< — 4,
k—o0 Xy
entonces:
[60]
w Si A< 1, laserie z X, es convergente.
k=1

[60]
w SiA> 1, laserie z X, es divergente.
k=1
» Si A =1, el criterio no permite llegar a ninguna conclusion.

[s9)

h
Ejemplo 1.18. . Z 2— Apliquemos el criterio del cociente:
rRCs
X n+1 112
(36) lim 2L = Jim —2 ' yim —2 o<1

o x, e (4 DIP 2T e (n 1)
Por lo tanto, la serie es convergente.

o0
1)! —n!
. Z (nt Dl-n! 43! n Apliguemos el criterio del cociente:

n=1
lm Xpyl lim n+2)!=(n+1)! 4"
nmeo x, e 4t (n+ 1) —n!
37) - Iim n+ D! (n+2)—-1] 4n
n—oo 4n+l nl[n+1-1]
12
= Do
n—00 n
Por lo tanto, la serie es divergente.
[60]
Proposicion 1.8. Criterio de la raiz o de Cauchy. Sea z X, una serie de términos positivos. Si existe el si-
k=1
guiente limite
(38) lim {/x; = A,

k— oo

entonces:
= SiA<1, laserie 22":1 X es convergente.

» SiA> 1, laserie 312 | x es divergente.

16
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» Si A =1, el criterio no permite llegar a ninguna conclusion.

[So]

Ejemplo 1.19. - )

n=2

39 Jim, %= Jim,

. Empleemos el criterio de la raiz:

S
(log(m)"

=0<1
log(n)

Observamos que el limite es menor que 1, por lo tanto, la serie es convergente.
(o] 2
n

. Z n—2 Apliquemos el criterio de la raiz:
(n+ 1)

n=1

1
" " n o\

i e - 1 ~ 1im [(—2)
nE?o Xn nggo (n+ 1)n2 nl»rgo [ n+1 ]

(40)
1\ 1
. no\" ,
= hm( ):hm — ) ==-<1.
n—oo \n+ 1 n—oo \ 14 1 e
n
En vista del resultado, la serie es convergente.
(69
Proposicion 1.9. Criterio de Raabe. Sea Z Xy una serie de términos positivos. Si existe el siguiente limite
k=1
X
1) lim k(1 -=22L) = A
k—o0 Xy
entonces:
(o]
n Si A> 1, la serie Z X, es convergente.
k=1
[ee]

n Si A< 1, laserie Z X, es divergente.
k=1
» Si A =1, el criterio no permite llegar a ninguna conclusion.

Observacion 1.8. A este criterio se recurre, principalmente cuando no decide el criterio del cociente.

Ejemplo 1.20. . Z ; Apliquemos el criterio de Raabe:
= n?—n
P Xn+1 . n?—n
limn{1- = limn({l-————
n—00 X, n—oco m+1)2—-m+1)

2
. n“—n
= limn(1-
n—00 n+n

. 2n
= limn
n>co \ n2+n

(42)

En consecuencia, la serie es convergente.

17
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Ejemplo 1.21. Estudiemos, la convergencia de la siguiente serie:

o |
“43) Z nn+1)

k=1

Si analizamos la convergencia empleando el criterio del cociente:

1

(ntD(n+2) . nn+1) n

(44) lim = = lim =1,
n—oo 1 nsoeo (n+1)(n+2) nocon+4?2
n(n+1)
el criterio no decide. Aplicamos el criterio de Raabe:
N S
(45) lim n|1 - £DE2) =limn<1— n ):lim —2>1
n— oo 1 n— oo n+2 n—oo n +
n(n+1)

Se tiene entonces que la serie es convergente.

Ejercicio 1.1. Estudia la naturaleza de las siguientes series alternadas.

1
n+n

L Y (=1

n=1

18
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Ejercicio 1.4. (Convergencia de series empleando los criterios de comparacion) Estudia la naturaleza de las
siguientes series aplicando el criterio de comparacion:

LY L

nn

8

3
Il
—_

1

!.

Mg

3
Il
—_

2" 4+ 3"
n2 4 log(n) + 5"
n+1
(n+2)n!’

8181 M 8

5. 007 +2n+ 273,
n=1
Ejercicio 1.5. (Convergencia de series empleando el criterio del cociente) Estudia la naturaleza de las si-
guientes series aplicando el criterio del cociente:

L. Z (n|)2
(n+ 1! —n!
2. Z 4—}1

log(n) + 1

n

=1 \V/n+log(n)+2

4. nix", (x> 0).
n=1
Ejercicio 1.6. (Convergencia de series empleando el criterio de la raiz) Estudia la naturaleza de las siguientes
series aplicando el criterio de la raiz:

- 1
- z; (og(m)”

> %(n+1)"2
2 [(5)

n=1

4.i ( )"(x>0).

E_]erc1c10 1.7. (Convergencia de series empleando el criterio de Raabe) Estudia la naturaleza de las siguientes

series aplicando el criterio de Raabe:
[s]

1.21

2
n2n n

2.22 ,donde H,=Y¥1_ 1.

3.2 135 -@n=1)
S246- .. 202+ D)
|
4.y L , (x> 0).

Hx+Dx+2)...(x+n)

Ejercicio 1.8. (Convergencia absoluta) Estudia la convergencia y convergencia absoluta de las siguientes
series alternadas

2n* + 1
1. '—
Z( R
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3. Z( 1)n+1n+1

n=1

Ejercicio 1.9. Estudia, segiin los valores del pardmero real x el cardcter de las siguientes series de niimeros
reales:

o (x +2)"
1. 2 )
n+2

2n—1

2. Z( 1)"2n —

2n—1
Z n+1 x
no=ol

n X n
4 Z{nﬂ <2x+1> X # =12
o (0"
> Z ‘(1 +4x2)
( 1)n+1
6. 2 G Y2

-4 2
72( 4 >n(n+1)'

nl
w1 (X —2)"
8. 2( b nn+1)
n+1(x+1)
% Z( D nn+ 1)

10. 24 " (x+1)".

Ejercicio 1.10. Estudia el cardcter de la serie

(69
y <4” +1 > o
n=0 3"

seguin los valores del paramero real positivo x. Calcula la suma de la serie para x = 1/4.
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