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Capfitulo 1

Calculo integral en una variable.

La importancia del célculo integral en numerosas aplicaciones geométricas, fisicas y de distintas ramas de la
ingenieria conduce a distintos problemas que seran abordados en el presente tema. Por una parte, el calculo de
primitivas de funciones para el que se presentaran distintos métodos analiticos. Ademads, el calculo de integrales
definidas, que nos permitird abordar cuestiones como el cilculo de longitudes de arco de curva, areas y volimenes
de revolucion o valor medio de una funcién en un intervalo. Finalmente, veremos algunos métodos numéricos para
la aproximacién de integrales definidas.

1. La integral indefinida.

En esta seccion veremos los conceptos mas importantes relacionados con la integral indefinida.

1.1. Funcién primitiva.

Definicion 1.1. Funcién primitiva. Una funcion F(x) se denomina funcién primitiva (o simplemente primitiva)
de una funcion f(x) sobre un intervalo (a, b), si en cualquier punto del intervalo (a, b), la funcion es diferenciable
vy tiene derivada F'(x) igual a f(x).

Observacion 1.1. Se define, andlogamente, la primitiva de una funcién f(x) sobre la recta infinita y una
semirecta abierta.

Ejemplo 1.1. La funcién F(x) = V1 — x? es la primitiva de la funcién f(x) = ——X__ sobre el intervalo

V1-—x2

—x
V1- x2.

Ejemplo 1.2. La funcién F(x) = sen(x) es la primitiva de la funcion f(x) = cos(x) sobre la recta infinita
(=00, ), puesto que en todo punto x de la recta infinita (sen(x))’ = cos(x).

(=1, 1), puesto que en cualquier punto x de este intervalo (V1 — x2)' =

Ejemplo 1.3. La funcion F(x) = log(x) es la primitiva de la funcion f(x) = 1 sobre la semirecta abierta
X
1

x > 0, puesto que en todo punto x de esta semirecta, (log(x))' = =.
X

Observacion 1.2. Si F(x) es primitiva de la funcién f(x) sobre el intervalo (a, b), entonces, obviamente, la
funcion F(x)+ C, donde C es una constante cualquiera, es también primitiva de la funcion f(x) sobre el intervalo
(a, b).

Logicamente, surge la pregunta, como estdn relacionadas entre si varias primitivas de una misma funcion f(x).
Para responder a esta cuestion tenemos el siguiente teorema fundamental.

Teorema 1.1. Si Fi(x) y F,(x) son cualesquiera primitivas de la funcion f(x) sobre el intervalo (a, b), en-
tonces, en todo este intervalo, F|(x) — F,(x) = C, donde C es una constante. En otras palabras, cualesquiera dos
primitivas de una misma funcién pueden diferenciarse solamente en una constante.

Corolario 1.1. Si F(x) es una de las funciones primitivas de la funcion f(x) sobre el intervalo (a, b), entonces
cualquier primitiva G(x) de la funcion f(x) sobre el intervalo (a, b), tiene la forma G(x) = F(x) + C, donde C es
una constante.

Ejemplo 1.4. Consideremos la funcion f(x) = cos(x) en R, es claro que, entonces, todas las funciones de la
forma F(x) = sen(x) + C, con C una constante, son primitivas de la funcién cos(x) en R.
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1.2. Integral indefinida.

Definicion 1.2. Integral indefinida. El conjunto de todas las primitivas de una funcion dada f(x) sobre el
intervalo (a, b) se denomina integral definida de la funcion f(x) y se denota por el simbolo:

(1) / Fxdx.

El signo / se denomina signo de integral, la expresion f(x)dx se llama expresion subtintegral (integrando) y la
propia funcién f(x), funcion subintegral (integrando).

Observacion 1.3. Si F(x) es una de las funciones primitivas de la funcion f(x) en el intervalo (a, b), entonces
se tiene que:

(@) / f()dx =F(x)+C,

donde C es una constante cualquiera.
Ejemplo 1.5. Se tiene que:

3) x=V1-x2+C,

[
1—x2
en el intervalo —1 < x < 1, puesto que la funciéon F(x) = V1 —x2 es una de las primitivas de la funcién

f(x) = —— X sobre dicho intervalo.
1 —x2

Ejemplo 1.6. Se tiene que:

4) / cos(x)dx = sen(x) + C,

sobre toda la recta real R, puesto que la funcion F(x) = sen(x) en una de las primitivas de la funcion f(x) = cos(x)
sobre toda la recta real.

1.3. Propiedades fundamentales de la integral indefinida. Ante todo, sefialemos dos propiedades que se
desprenden directamente de la definicién de integral indefinida:

1. i'/ fo)dx = f(x)dx.
dx
2. / 4 pxydx = F(x) + C.
dx

La primera de las propiedades significa que los simbolos d y / se reducen mutuamente si el simbolo de la dife-
rencial esta delante del simbolo de la integral. La segunda de las propiedades significa que los simbolos f yd se
reducen mutuamente si el simbolo de la integral esta delante del simbolo de la diferencial, pero, en este caso, hay
que adicionar a F(x) una constante arbitraria C. Para demostrar la primera propiedad, es suficiente con considerar
la diferencial en ambos miembros se la férmula (2) y tener en cuenta que:

5) diF(x) = F'(x)dx = f(x)dx.
X
Para demostrar la segunda propiedad, es suficiente con completar la igualdad:
d
(©6) d_F () = f(x)
X

en el miembro izquierdo de (2).
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Las propiedades siguientes suelen denominarse propiedades lineales de la integral:
3. / Lf(x) £ g(x)]dx = / f(X)dx £ / g(x)dx.
4, / [Af(x)]dx = /1/ f(x)dx (A1 € R constante).

Ya que las primitivas de una misma funcién pueden diferenciarse solamente en una constante, entonces, para
demostrar la propiedad tercera, basta con demostrar que si F(x) es primitiva de f(x) y G(x) es primitiva de g(x),
entonces la funcién F(x)+ G(x) es primitiva de la funcién f(x)=+g(x). Lo tltimo se desprende directamente de que
la derivada de la suma de funciones es igual a la suma de las derivadas de estas funciones, es decir, [F(x) £ G(x)]" =
F'(x) £ G'(x) = f(x) + g(x). Andlogamente se demuestra la cuarta propiedad. En este caso, se emplea la igualdad
[AF(x)] = AF'(x) = Af(x).

1.4. Tabla de las integrales indefinidas fundamentales. Se tiene la siguiente tabla de las integrales defini-
das fundamentales:

1. 0dx =C.
2. ldx=x+C.
3. x%dx = Jlr lx"+1 +C (a #-1).
4. % = log(|x]) + C (x % 0).
ax
5. Ydx = +CO0O<a#).
log(a)
6. efdx=¢e"+C

sen(x)dx = —cos(x) + C.

;

8. cos(x)dx = sen(x) + C.
9. ( d(x = _ / (1 + (tan(x))?)dx = tan(x) + C (x # % + nz, donde n € Z).
cos(x
O d<x 2 / (1 + (cot(x)))dx = = cot(x) + C (x # zn, donde n € 2).
sen(x
11. L:arcsen(x)+C(con—<l<x<1).
V1—x2
12. 1 +x 5= arctan(x) + C.
X
13. _dx =log(lx + Vx2x 1)+ C.

X<+
dx 1l <|1+x

- 2 BUr=x

14, |)+C(|x|7é1).

~

1.5. Métodos fundamentales de integracion. En esta seccion analizaremos los métodos fundamentales de
integracion para determinar la integral indefinida de una funcién.

1.5.1. Integracion por cambio de variable. El cambio de variable es uno de los procedimientos mas eficaces
de integracidn. Se basa en la siguiente afirmacion elemental:

Sea t = ¢(x) una funcién definida y diferenciable en un conjunto A, siendo B el conjunto de los valores de
esta funcioén:

) ¢: ACR— BCR.

Luego, sea que para toda funcion g(r) existe la funcién primitiva G(¢) sobre el conjunto B, es decir:
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®) / g(dt =G@) + C.

Entonces, sobre todo el conjunto A, para la funcion g(¢(x))@’(x) existe la funcién primitiva y es igual a G(¢(x)),
es decir:

€)) / g(p(x)¢' (x)dx = G(¢(x)) + C.

Para demostrar esta afirmacion es suficiente emplear la regla de diferenciacion de la funcién compuesta:

(10) %[G@(X))] = G'(p(x)¢’ (x)

y tener en cuenta que, segiin la definicién de la primitiva, G’ () = g(¢). Ahora, supongamos que se necesita calcular
la integral:

(11) /'fqu

Es algunos casos se logra escoger, como nueva variable, una funcién diferenciable ¢ = ¢(x) tal que tiene lugar la
igualdad:

12) () = g(gp(x)) (x)

con tal que es falcil integrar la funcién g(¢), es decir, calcular la integral:

(13) ‘/ (Ot = G(t) + C.

La afirmacion demostrada anteriormente permite escribir la siguiente formula para la integral (11):

(14) /'fumx=cwu»+c

Este procedimiento de clacular la integral (11) se denomina integracién por cambio de variable.

Naturalmente, este procedimiento no se aplica a toda integral, ademas, cabe subrayar que la eleccidon correcta
de la sustitucioén depende, en modo considerable, de la habilidad del que calcula.

Ejemplo 1.7. Calculemos la siguiente integral indefinida:

(15) / cos(2x)d x.

Para calcular la integral anterior, podemos hacer la sustitucion mds simple t = 2x, dt = 2dx. Como resultado de
este cambio, obtenemos:

(16) / cos2x)dx = / % cos(t)dt = % sen(t) + C = % sen(2x) + C.

8
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Ejemplo 1.8. Calculemos la siguiente integral:

dx
a7 / x+a

Podemos calcular esta integral empleando la sustitucion t = x + a, dt = dx. En este caso obtenemos:

(18) / dx =/ 9t log(i) + C = log(Ix +a) + C  (x % —a).
xX+a t
Ejemplo 1.9. Calculemos la siguiente integral:
(19) / €™ sen(x)dx.
Podemos calcular esta integral haciendo la sustitucion t = cos(x), dt = — sen(x)dx. En este caso obtenemos:
(20) / ™ sen(x)dx = —/ ddt = —e' + C = =™ 4 C.

Ejemplo 1.10. Calculemos la siguiente integral:

100

t
@1) arctan(x)) 7

1+x2
Para calcular esta integral es conveniente hacer la sustitucion t = arctan(x), dt = liiz. En este caso obnemos:

(arctan(x))'° 100 1101 (arctan(x))'0!

22 ——— dx= tdt=—+C=—7F"7"T""—+C.
@2 T+ 101 101

Ejemplo 1.11. Calculemos la siguiente integral:

(23) / LA
cos(x)
Para hallar la sustitucion que permite calcular esta integral, la escribimos en la forma:
24) / dx_ _ / cos(x)dx _ / cos(x) dx.
cos(x) (cos(x))? 1 — (sen(x))?
donde podemos realizar la sustitucion t = sen(x), dt = cos(x)dx. En este caso obtenemos:
dx dt 1 1+1¢ sen(x) + 1
25 = =21 (‘—|>+C=l Sy § el
(25) _/ cos(x) / 1-2 2 B\T=S B\T= sen(x)
Ejemplo 1.12. Calculemos la siguiente integral:
dx
(26) / EE—
(x2+a?)2
Para realizar esta integral podemos realizar la sustitucion trigonométricat = arctan(ﬁ), x = atan(t), dx = a(dﬁ.
cos(t

En este caso obtenemos:

(27) / _dx Lz/ cos(t)dt = Senz(t) +C= tan(®) +C= d +C.
a

(x2 + az)% a a?4/1 + (tan(?))? a?\/x2 + a?
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Ejemplo 1.13. Calculemos la siguiente integral:

(28) / E
(a? = x2)2

Para realizar esta integral podemos realizar la sustitucion t = arc sen(i), x =a-sen(t), dx = a-cos(t)dt. En este
caso:

(29) / dx _ l/ dr _ tan(?) 4 C= 1 sen(t) fCo x LC
a? (cos(1))?

(@ - xz)% a? a? v/ 1 — (sen(?))? a’ya? — x2

Ejemplo 1.14. Calculemos la siguiente integral:

(30) / W/ E ax.
a— X

Para calcular esta integral podemos efectuar la sustitucion 2t = arc COS(E), x = a-cos(2t), dx = —2a - sen(2t)dt.

En este caso:
/ A\ dx = —4a / (cos(t))2dt
a—x

—4a / (% + %cos(Zt)) di

= —2at-— Za/ cos(2t)dt
(31)
= —2at—a-sen(2t) +C

= -—a lmccos(§)+ 1- (3)2] +C

1.5.2. Integracion por partes. Entre los métodos mas eficaces de integracion, figura el método de integracion
por partes. Se basa en la siguiente afirmacidn:

Supongamos que las funciones u(x) y v(x) son diferenciables sobre un conjunto A y, ademas, existe la primitiva
de la funcién v(x)u’(x) sobre ese conjunto. Entonces, sobre el conjunto A existe también la primitiva de la funcién
u(x)v' (x), siendo valida la siguiente forma:

(32) / u(x)v' (x)dx = u(x)v(x) —/ v()u’ (x)dx.

Observacion 1.4. La formula de integracién por partes anterior, se suele escribir también de la siguiente
forma:

(33) / udv = u(x)v(x)—/ vdu,

para la que existen distintas reglas nemotécnicas.

Para demostrar que la afirmacién es valida, escribamos la férmula para la derivada del producto de dos funcio-
nes u(x) y v(x):

(34) [u(x)v(x)]" = u(x)v'(x) + u’ (x)v(x).
10
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Multipliquemos la igualdad anterior por dx y tomemos la integral de ambos miembros de la igualdad obtenida.
Ya que, segiin la condicion, para todos los elementos x del conjunto A existe / v(xX)u' (x)dx y / [u(x)v(x)]'dx =
u(x)v(x) + C, entonces, para todos los elementos x del conjunto A existe también la integral f u(x)v' (x)dx con tal
que es valida la férmula (32).

Observacion 1.5. La formula de integracion por partes (32), permite sustituir el problema de calcular la
integral f udv por el de calcular la integral f vdu. En algunos casos concretos esta integral se calcula si dificultad.

Veamos a continuacién una serie de ejemplos de aplicacidn de la integracion por partes para calcular la integral
indefinida.

Ejemplo 1.15. Calculemos la integral:

(35) / x"log(x)dx (n# —1).

n+1
Si definimos u = log(x), dv = x"dx, se tiene entonces que du = ldx yuv= x+ T Por lo tanto, empleando la
x n

formula de integracion por partes:

(36) / x"lo (x)dx—""+1 log(x) — — / Wy = X (10 (x)_L)JrC
g = T Y T L D Tari VYT '

Ejemplo 1.16. Calculemos la siguiente integral:

37 / x - arctan(x)dx.

x2
yv= = Por lo tanto:

Si definimos u = arctan(x), dv = xdx, se tiene que du = I 5
+ x

/ x - arctan(x)d x x—zarctan(x) _1 / X dx
2 2 1+ x2

1 A+xH-1

x
= —arctan(x) — = —dx
) 2 1+ x2
(38)
2
= %arctan(x)—%/ dx+%/ 1f—xx2
x>+ 1

= > arctan(x) — % +C.

Ejemplo 1.17. Calculemos la siguiente integral:

(39 / e cos(bx)dx.

Primeramente, tomemos u = e°*, dv = sen(bx)dx. Obtenemos que du = ae®dx, v = —@. Aplicando la
formula de integracion por partes tenemos, si llamamos I = f e cos(bx)dx, que:

ax b
(40) I= %n(x) - % / ™ sen(bx)dx.

Para calcular la dltima integral, volvamos a aplicar la formula de integracion por partes, considerando, esta vez,

11
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u = e, dv = sen(bx)dx. Obtenemos que du = ae®, v = —%bx) y:
e™sen(bx) a a?
41) I= — ¢ cos(bx) — ﬁl'

De este modo, integrando I dos veces por partes, hemos obtenido, para la integral I, una ecuacion de primer
orden, cuya solucion es:

acos(bx) + bsen(bx) ,,
a? + b? e
La préctica muestra que la mayoria de las integrales que se calculan mediante integracion por partes se pueden
dividir en tres grandes grupos:

(42) I=

1. El primer grupo incluye las integrales cuya funcidn subintegral comprende, como factor, una de las fun-
ciones siguientes: log(x), arc sen(x), arc cos(x), arctan(x), (arc sen(x))?, log(¢p(x)), ... Para calcular las
integrales del primer grupo, hace falta emplear la férmula de integracion por partes considerando en ella
u(x) igual a una de las funciones anteriormente mencionadas.

2. El segundo grupo incluye las integrales del tipo:

/ (ax + b)" cos(cx)dx,
(43) / (ax + b)" sen(cx)dx,

/ (ax + b)"e“*dx,

donde a, b, ¢ son constantes y » es cualquier nimero natural positivo. Las integrales del segundo grupo se
calculan aplicando n veces la formula de integracidn por partes, considerando en cada vez, u(x) = (ax+b)
elevado a la potencia correspondiente. Después de toda la integracion por partes esta potencia disminuye
en la unidad.

3. EL tercer grupo incluye las integrales del tipo:

/ e™ cos(bx)dx,

/ e™ sen(bx)dx,
(44)

/ sen(log(x))dx,

/ cos(log(x))dx.

Al denotar cualquiera de las integrales de este grupo por I, realizando dos veces la integracion por partes,
componemos una ecuacion de primer orden para I.

Naturalmente, los tres grupos mencionados no incluyen todas las integrales, sin excepcion, que se calculan
mediante integracion por partes. Veamos a continuacién un ejemplo que no entran dentro de ninguno de los grupos
anteriormente enumerados, pero que se calcula mediante el método de integracion por partes.

Ejemplo 1.18. Calculemos la siguiente integral:

_ xdx
N = / (cos(x))?’
12
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dx

Esta integral no figura en ninguno de los tres tipos mencionados. Sin embargo, si consideramosu = x, dv = —( R
cos(x

obtenemos du = dx, v = tan(x). Aplicando la formula de integracion por partes:

x-tan(x)—/ sen(x)dx

cos(x)

(46) x - tan(x) +/ M

cos(x)

I = x - tan(x) —/ tan(x)dx

= x-tan(x) + log(] cos(x)|) + C.

1.5.3.  Integracion de funciones racionales polinomicas. Veamos c6mo se calculan la integral indefinida de
funciones racionales polinémicas, es decir, integrales de la forma:

e

47
“n 0

dx,

donde P(x) y O(x) son polinomios en la variable x. Por ejemplo:

443 102
48) / 3x* —4x° — 19x° + 9x + Ide‘
x3=2x2-5x+6

Puesto que las integrales que estudiaremos en las siguientes subsecciones seran reducidas a integrales de funciones
racionales polinémicas, es muy importante tener claro como integrar este tipo de funciones, que por otro lado, es
completamente algoritmico.

1. El primer paso es saber si podemos realizar la divisién del numerador del integrando P(x) entre el deno-
minador del integrando Q(x). En otras palabras, si el grado de P(x) es mayor o igual que el grado de Q(x).
Si es posible realizar la division, tal y como ocurre en el ejemplo anterior, haremos la divisidn y, entonces:

P(x) R(x)
(49) — =C(x)+ ,
O(x) O(x)
donde, si la division esta bien hecha, el grado de R(x) es menor estrictamente que el grado de O(x) y C(x)
es un polinomio. En el ejemplo propuesto:
4443 _ 1042 _
(50) 3x" —4x” — 19x +9x+10=3x+2+ x—2 .
x3—2x2-5x+6 x3—-2x2-5x+6
Empleando la linealidad de la integral, tenemos que:
P(x) R(x) R(x)
on dx=/ C(x)+—dx=/ C(x)dx + dx.
O(x) O(x) O(x)
La integral del polinomio C(x) es inmediata, quedando solamente la integral de una funcién racional po-
lindémica en la cual el grado del numerador es estrictamente menor que el grado del denominador. En el
ejemplo:
4 4.3 _ 1042 _
/ 3x" —4x” — 19x +9x+10=/ 3x 424 x—-2
x3—-2x2-5x+6 x3—2x2-5x+6
(52)

3x2 / x=2
=—=+2x+ .
2 x3-2x2-5x+6

13
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(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

14

2. Cuando no sea posible efecturar la division, continuaremos estudiando las raices del denominador, distin-
guiendo cuatro situaciones posibles. Las tres primeras tienen un tratamiento similar, mientras que para la
ultima existe un método especifico (Hermite-Ostrogradski).

a)

b)

c)

Todas las raices son reales y simples: En el ejemplo propuesto las raices del denominador son 1, 3
y —2, con multiplicidad 1. Hacemos la descomposicion en fracciones elementales que, en el ejemplo
queda:

x—2 _ A + B + C
—2x2—-5x+6 x—1 x-3 x+2

Efectuando operacmnes podemos calcular los coeficientes A, By C, que, en el ejemplo son A = E’
B = E yC = _E' Finalmente, integramos las fracciones elementales, siendo inmediato este Gltimo
paso, sin més que recordar la derivada de la funcién logaritmo neperiano.

Todas las raices son reales, algunas multiples (puede haber raices reales simples). Por ejemplo, el de-

nominador del integrando de:

/ x> —x-1 Xox—x-1

(3 = x)(x = 2)}
tiene por raices x = 0 (doble), x = 1 (simple) y x = 2 (triple). Hacemos la descomposicién en frac-
ciones elementales:

- -x-1 _A
x

(3 —x2)(x -2

+ 2 + - c,Lb , £ , F

x2 -1 x=2 (x-22 (x-2)
esto es, para raices simples se sigue el mismo procedimiento que hemos hecho en el punto anterior
y, para raices mdltiples, se emplean tantas fracciones con numerador indeterminado como la multi-
plicidad de la raiz, con denominador en grado creciente desde 1 hasta la multiplicidad de la raiz. Es
importante fijarse que, ademas de los términos logaritmicos que aparecen por las raices simples, tam-
bién aparecen términos racionales por las raices reales multiples, ya que:

1-m
/ / (x—a)_mdx_—(x_a) , m# 1.
(x—tx)’”

En el caso en el que tengamos raices complejas simples (puede haber raices reales simples y/o multi-

ples). Por ejemplo:
/ 8x% + 6x +6
dx
x3-3x2+7x-5

Puesto que el denominador es x?=3x?+7x -5 = (x— 1)(x* = 5x+5), tiene raices complejas simples,
realizamos la descomposicidn en fracciones elementales:

8x% +6x+6 A Mx+ N
= + ,
x3=3x247x-5 x—-1 x2-2x+5

esto es, para raices reales se procede de la misma manera que anteriormente y, para cada una de las
raices complejas simples, se pone una fraccién con numerador un polinomio de grado 1 con coeficien-
tes indeterminados. Calculamos los coeficientes e integramos las fracciones elementales. Apareceran
integrales relativas a las raices reales simples (términos logaritmicos), integrales relativas a las raices
reales multiples (términos logaritmicos y racionales polindmicos) y integrales relativas a las raices
complejas simples, que dardn lugar a la suma de una parte logaritimica y una actotangente. Para la
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(39

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

d)

integracion de este ultimo tipo de expresiones, por ejemplo:

/ 3x+ 19

——dx,

x2-2x+5
comenzamos preparando para que el numerador sea la derivada del denominador (parte logaritmica)
mas una constante dividida por el mismo denominador (parte arco tangente). En el ejemplo:

3x+19 3 2x =2 22
——— dx== ——dx + _.
x2—-2x+5 2 x2—-2x+5 x2—-2x+5
La primera integral es inmediata:

3 2x —2 3 5
= — = dx==1I -2 5),
2/ Z v a3 X 2og(x x+5)

restando solamente la segunda integral para terminar este caso. Prepararemos el denominador para que
tenga la apariencia de la suma del ndmero real 1 mas una potencia cuadrada:

/ dezﬂ Lzllarctan(x_l>,
x2=2x+5 2 —1)\2
(s

integral que resulta ya inmediata.
Contiene raices complejas miltiples (puede haber raices reales simples y/o multiples y raices comple-
jas simples). Por ejemplo,

x+1 X
(2 +x+1)2 7

en este caso, el procedimiento, conocido como el método de Hermite-Ostrogradski, es distinto al em-
pleado en los casos anteriores. El método de Hermite-Ostrogradski permite reducir el caso de las raices
multiples al de las raices simples. Aunque el método se aplica para cualquier tipo de raices (reales o
complejas) para el caso de las raices reales multiples no es imprescindible ya que, en esa situacion,
es posible utilizar la técnica descrita en apartados anteriores, aunque €sta no sirve para el caso de las
raices complejas multiples.

P(x)
o(x)

necesitamos considerar los polinomios: D;(x) que es el maximo comun divisor entre Q(x) y su deri-

vada Q'(x) y Dy(x) = g((xx)).
1

Sea

una funcién racional con el grado de P menor que el grado de Q. Para utilizar este método

El calculo de D;(x)y D,(x) es sencillo si suponemos que ya hemos factorizado Q(x). Asi, suponiendo
que:

O(x) = M,,(x — z)" (x = 2)" == (x — 2;)",
entonces:

D (x) = M, (x — z)) }(x — z,)27 oo (x — 2, )% !

15
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(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

16

Dy(x) = (x — z)(x — 2) -+ (x — zp).

Con estas notaciones es posible encontrar polinomios A(x) y B(x) tales que el grado de A es menor
que el grado de Dy, el grado de B es menor que el grado de D,, y que cumplen:

P(x) _ < A(x) >’ N B(x)
0x) \D;(x) Dy(x)’

donde la tilde en (A/D;)’ denota la derivada. Los polinomios A y B pueden determinarse utilizando
para ello polinomios con coeficientes genéricos que se calculan de forma concreta en cada caso a través
de la ecuacion (67). Aunque es posible dar una demostracidn de este hecho, en la préctica, lo utilizare-
mos en casos concretos, donde de forma efectivamente se comprobard la validez del enunciado antes
formulado.

Como consecuencia de la ecuacion (67), integrando:

P(x)dx= A +/ B(x) dx.
0™ T D) D

Debemos observar que D, solamente tiene raices simples, por lo que el célculo de /

reduce a los casos estudiados.

Ejemplo 1.19. Calculemos la siguiente integral:

1
/ —(x2 FETE dx.

En este caso el polinomio del denominador ya estd factorizado, pues no existen raices reales de
X2 +1=0. Asi que, en esta ocasion:

Di(x)=(x*+1)% Dyx)=(*+1)

Y, entonces,

/ 1 AX> + Bx*+Cx+ D Ex+F
dx = X
(x2 4 1)3 (x2+ 1) x2+1)

Para calcular los coeficientes desconocidos, derivamos la igualdad anterior:
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/ 1 _ (AP + B>+ Cx+D '+Ex+F
(x2+1)3 (x2 +1)2 (x2+1)
_ 3Ax2+23x+C_4x(Cx+Ax3+Bx2+D)+Ex+F
(x2+1)? (x2+1)° (x2+1)
= ;<C+2Bx+3Ax2+3Ax4+2Bx3+Cx2
2 3
(x +1)
72
(72) —AxD+4Ax* +4Bx>+4Cx?)
+Ex5+Fx4+2Ex3+2Fx2+Ex+F>
= %(Exs+(F—A)x4+(2E—ZB)x3+(3A—3C+2F)x2
(x2+1)
+(2B—4D+E)x+C+F>,
obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones:
E =0
F-A =0
2E-2B = 0
(73) 3A-3C+2F = 0
2B-4D+E = 0
C+F = 1,
cuya soluciones A=3/8§=F, B=D=E =0y C = 5/8. Por lo tanto:
3 3
(74) / L gy = 3X 45 +/ 3 = 3X 05X 3 tan(x),
(x2+1)3 8(x2 +1)2 8(x2+1) 8(x2+1)2 8

1.5.4. Integracion de funciones trigonométricas. En genral, para el calculo de primitivas de funciones que
involucren funciones trigonométricas (circulares o hiperbélicas), es necesario tener ciertos conocimientos sobre
trigonometria circular e hiperbélica.

1. Integracion de funciones racionales trigonométricas. Comenzamos estudiando integrales de funciones
racionales trigonométricas, esto es, integrales del tipo:

(cos(x))* + (sen(x))® + 33

(75) ,
1 + cos(x) + (tan(x))?

que, de manera general, seran denotadas por:
(76) / R(sen(x), cos(x))dx.

Una posible forma de abordar este tipo de integrales es la siguiente:

a) Siel integrando es una funcién impar en sen(x), recomendamos el cambio de variable t = cos(x). Esto

es, Si:

77 R(—sen(x), cos(x)) = —R(sen(x), cos(x)),

17
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(78)

(79)

(80)

81)

(82)

18

entonces, realizamos el cambio de variable t = cos(x):

dt = —sen(x)dx,
t =cos(x) =
1 — =1 —(cos(x))* = (sen(x))>.

b) Sielintegrando es una funcién impar en cos(x), recomendamos el cambio de variable ¢ = sen(x). Esto
es, si

R(sen(x), — cos(x)) = —R(sen(x), cos(x)),

entonces, realizamos el cambio de variable ¢ = sen(x):

dt = cos(x)dx,
t =sen(x) >
1 - =1 - (sen(x))* = (cos(x))>.

¢) Si el integrando es una funcién impar en sen(x) y cos(x) (equivalentemente, par en sen(x) y cos(x)),
recomendamos el cambio de variable ¢t = tan(x). Esto es, si:

R(—sen(x), — cos(x)) = R(sen(x), cos(x)),

entonces, realizamos el cambio de variable ¢t = tan(x):

-

x = arctan(x),
o dt
dx = 142
2 _ 2 _ 1
= tan(x) = 1 1+t =1+ (tan(x))” = —(cos(x))z’
1
(cos(x))? = ——.
2‘2
(sen(x))> = 1 — (cos(x))? = )
L 1412

d) En cualquiera de los casos ya comentados y en los que no se correspondan con ellos, recomendamos

probar con el cambio de variable ¢ = tan (i ):
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-

x = 2 arctan(?),

24
14122

(Sen(g))z _ 1 —cos(x)

(cos(%))2 " 1+4cos(x)’

2 _ X\\2
t —(tan(z))

(83) t= tan(g) ..

(1 + cos(x)t* = 1 — cos(x) = cos(x)(1 +1*) =1 — 1>,

1—72

cos = —)

) 1412

2t
sen = .
[ sen(x) 1 +12

Ejemplo 1.20. Para calcular la integral:

dx
84) / sen(x)’

. . . x
emplearemos el cambio de variable universal (t = tan (5 > )y, entonces:

2dt
dx 1+12 dt | <x>|
= —_— = —l =l - .
(85) / sen(x) / 2t2 / ; og(|t]) + k = log < tan > ) +k
1+1

2. Integracién de funciones de la forma sen™(x) cos”(x). Para este tipo de integrales es posible realizar los
cambios de variable descritos en el punto anterior. Ademas, en ciertas ocasiones, puede resultar util acor-
darse de que:

(86) (sen(x))? = w (cos(x))? = w
Ejemplo 1.21. Para calcular
(87) / (sen(x))?(cos(x))*dx,

emplearemos las relaciones trigonométricas antes mencionadas:

(88) / (sen(x))2(cos(x))2dx = / 1_Cgs(2x) ! +C(2’S(2x) dx = % / 1 — (cos(2x))2dx.
Puesto que:
(89) (cos(2)? = 12D,

la integral se reduce a una integral inmediata.

19
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3. Integracion de funciones de la forma sen(mx) cos(nx). Para calcular este tipo de integrales es recomenda-
ble acordarse de las llamadas transformaciones de sumas en productos:

cos(x £ y) cos(x) cos(y) F sen(x) sen(y),

(90)

sen(x = ) sen(x) cos(y) £ cos(x) sen(y).

Empleando de forma apropiada las relaciones anteriores, es posible calcular las integrales de funciones de
la forma sen(mx) cos(nx).

Ejemplo 1.22. Calculemos la siguiente integral:
©n / sen(7x) sen(3x)d x,
para ello, de las anteriores relaciones, se obtiene:
92) 2 sen(x) sen(y) = cos(x — y) — cos(x + )

y, por lo tanto:

93) / sen(7x) sen(3x)dx = %/ cos(4x) — cos(10x)dx = % <

sen(4x) 3 sen(10x) k.
4 10

1.5.5. Integracion de funciones irracionales. Otra clase de integrales son las denominadas integrales irra-
cionales, esto es, integrales en las cuales el integrando es una funcién irracional. La mayor parte de las veces se
realiza un cambio de variable que las reduce a integrales del tipo racional polinémico o trigonométricas.

m r
1. Integrales de funciones del tipo R(x,x ", ..., xs). Con el objeto de transformar la integral dada en una in-
tegral de una funcién racional polinémica, se sugiere el cambio de variable x = ¥, donde k es el minimo
comin miultiplo de los denominadores, k = m.c.m.{n, ..., s}, y de esta forma eliminamos los denomina-
dores.

Ejemplo 1.23. Calculemos la siguiente integral:

(94) / v
Vx4l

para ello, observamos que la variable x aparece elevada a % y % y, entonces, con el cambio de variable
X = 14, dx = 4t3dt, resulta:

\/} ) £
(95) / ———dx = / — 48dr = 4/ dt.
V341 3 +1 B+1

Despues de integrar la funcion racional polinomica, obtenemos:

o6 [ o= (Vo oV 4 1)
Va+r 3

20
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2. Integrales de funciones del tipo R <x, (Zj:s ) L <:;C:3 ) s ) . Para resolver esta clase de integrales se

suele realizar el cambio de variable:

97) k= ax + b,
cx+d
donde k es el minimo comin miltiplo de los denominadores, eliminando de esta manera las potencias
racionales y convirtiendo la integral en una integral del tipo racional polindémico.
Ejemplo 1.24. Calculemos la siguiente integral:
Vx+4
(98) / dx,
X
para ello, consideraremos el siguiente cambio de variable:
(99) x+4=1=dx =2t

Se tiene que:

Vx+4 t 2
100 dx = —2tdt =2 dt,
(100) / x x / 2 -4 / 12

integrando la funcion racional polinomica resultante:
x+4-2
)) rE

(101) / Vx+4dx=2<\/x+4+log(—
x Vx+4+2

3. Otros tipos de integrales irracionales. Tan solo mencionar, para terminar esta pequefia introduccién al
célculo de integrales indefinidas, otros tipos elementales de transformaciones que permiten calcular cier-
tos tipos de integrales irracionales. Estas transformaciones se basan en las relaciones fundamentales de la
trigonometria circular e hiperbdlica:

(102) (cos(x))* + (sen(x))*> =1, (cosh(x))> — (senh(x))* = 1.

Ejemplo 1.25. Calculemos la siguiente integral:

(103) / 1 — x2dx,

para ello, efectuaremos el cambio de variable x = cos(t), dx = — sen(t)dt, resultando:

(104) / V1-x2dx=- / (sen(t))’d1.

La integral anterior es fdacilmente calculable empleando integracion por partes o bien empleando que:

1 — cos(2¢)

(105) (sen(1))? = >
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1.5.6.  Funciones con primitiva no expresable como combinacion de lineal de funciones elementales. En las
secciones anteriores hemos presentado algunas técnicas elementales para el cilculo de primitivas de ciertos tipos
de funciones. Existen ademés distintas funciones cuya primitiva no se puede expresar como combinacion lineal de
funciones elementales, por ejemplo:

(106) / sen() 4. / cost) / X dx, / L i,
X X log(x)

Los ejemplos anteriores corresponden con integrales que aparecen con bastante frecuencia en las aplicaciones. Por
ejemplo, en la distribucidén normal o de Gauss, se trabaja con integrales del tipo:

x 2
(107) / e dt
—o0

y como acabamos de mencionar, no es posible expresar una primitiva del integrando como combinacién lineal de
funciones elementales. En consecuencia, es necesario desarrollar técnicas que permitan el calculo aproximado de
este tipo de integrales.

2. La integral definida.

El célculo integral fue desarrollado para resolver el problema de hallar el drea encerrada por una curva. Utili-
zando un lenguaje propio de esta asignatura podemos formular el problema del siguiente modo: dada una funcién
continua en un intervalo [a, b], se trata de obtener el drea sombreada de la figura siguiente, que se conoce como
area bajo la curva.

En esta seccion estudiaremos el célculo de areas de regiones planas como una aplicacion de la integral defini-
da. Este concepto tiene ademas numerosas aplicaciones que se pueden extender al célculo de volimenes de sélidos
de revolucioén, de areas de cuerpos de revolucidon, de momentos de inercia, etc. Se trata, entonces, de un nimero
muy elevado de aplicaciones para la ingenieria mecanica.

2.1. Sumas de Riemann. Consideremos una funcién f : x € [a, b] C R — R real de variable real acotada

y no negativa en el intervalo [a, b] tal y como se representa en la siguiente figura:
Y,

Nos planteamos calcular el area delimitada por la grafica de la funcién f(x), el eje X y las rectas verticales
x=ayx=h.

Para obtener una aproximacion del area, definimos una particion &, del intervalo [a, b], como una coleccion
finita de puntos &, = {x,, ..., x,} tales que:

(108) a=xy<x;<..<x,=0>b
y dividimos el 4rea bajo la curva en n rectingulos mediante lineas verticales en los puntos de la particién, como se

muestra en la siguiente figura:
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Obtenemos una aproximacion del area al sumar las areas de todos los rectangulos, donde la base del rectangulo

r-ésimo es la longitud del sub-intervalo [x,_;, x,], que denotamos por:

(109) Ax,=x,—x,_1, r=1,...,n
Para cada sub-intervalo, consideramos un valor x; arbitrario tal que:
(110) xXF€lx_,x], r=1,...,n

y construimos la suma:

(111) S(P f) =Y [(xDAX,,
r=1

Ilamada suma de Riemann, que se corresponde con la suma de las areas de los rectangulos que tienen longitud de
la base Ax, y altura f(x}).

Definicion 1.3. Suma de Riemann. Dado un intervalo [a, b], una particion de dicho intervalo &, y una funcién
f : x €la,b] C R — R real de variable real acotada en [a, b, se define la suma de Riemann de f en [a, b] de la
siguiente forma:

(112) S(P f) =Y [(DAX,. donde x} € [x,_j.x,].
r=1

Definicion 1.4. Funcién integrable. Dado un intervalo [a,b] C R, una coleccion de particiones {P,},en ¥
unafuncion f : x € [a,b] € R — R real de variable real acotada en [a, b, se dice que f(x) es Riemann-integrable
en el intervalo [a, b] si existe el siguiente limite, independientemente de la eleccion de los puntos x € [x,_;,x,]:

n—oo

(113) lim S(Z, /) = lim Y f(x})Ax,.
r=1

Si existe el limite anterior, este se le denomina integral definida de f en [a, b], o integral de Riemann, y se denota por:

b n
(114) / f(odx = lim D F(xDAX,.
a © =

Observacion 1.6. Debemos tener en cuenta las siguientes observaciones:

» Cuando n — oo, mds dreas de rectdngulos se suman y, por lo tanto, mejor se aproxima el drea bajo la
curva.

» La definicion de integral de Riemann es vdlida para funciones con signo arbitrario, no es necesario que
la funcion sera no negativa (ver la siguiente figura).
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y
y=fx)
0|l a b X
B
(a)
)4
y = fx)
0| a b X
(b)

= En el caso de la funcion de la figura anterior con la integral definida se calcula el drea algebraica:

b
(115) / f(x)dx = drea(A) — drea(B).
a
Ejemplo 1.26. Dado un intervalo [a, b] arbitrario, consideremos la funcién constante f(x) = 1.
Ya

f(x)=1

P x

a b

Para el intervalo [a, b] anterior, definamos la siguiente coleccion de particiones:

(116) P, ={xp, ..., %, },
k(b—a . b—a
donde xo = ay, Vk=1,....,n x, =a+ ( ) (resulta evidente que, en este caso, AX, = X, — X,_; = R
n
Vr =1,...,n). Veamos como construir la suma de Riemann asociada a la funcién:
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n
Z FGDAX,,  xp € [x,_y,x,]

S(A. f) =
r=1
(117) o . b—a
= ;1 ;
= 1(b-a).

En este caso particular, es evidente que la funcion es Riemann integrable, ya que, se puede demostrar que, para
cualquier particion del intervalo [a, b, la suma de Riemann correspondiente es siempre igual a (b — a) y, por lo
tanto, existe el limite:

b
(118) / Idx = lim S,(%, f) = (b - a).

A continuacién pasamos a demotrar un resultado fundamental que nos garantiza que cualquier funcién continua
es Riemann-integrable.

Teorema 1.2. Dado un intervalo [a, b] y una funcion f : [a,b] C R — R continua en [a, b], se tiene que f es
Riemann-integrable en [a, b] (toda funcién continua es Riemann-integrable).

Teorema 1.3. (Propiedades bdsicas de las funciones integrables 1.) Se tienen las siguientes propiedades de
las funciones Riemann integrables:

1. Aditividad con respecto a la funcion. Sean f,g : [a,b] C R — R dos funciones integrables en [a, b], se
cumple que:

b b b
(119) /(f(x)+g(x))dx=/ f(x)dx+/ g(x)dx.

2. Aditividad con respecto al intervalo. Sea f : [a,c] C R — R una funcién integrable en los segmentos
[a,b] y [b,c], con a < b < c. Entonces, f es integrable en [a, c] y, ademds, se cumple que:

c b c
(120) / f(x)dxz/ f(x)dx+/ f(x)dx.
a a b

3. Monotonia con respecto a la funcion. Sean f,g : [a,b] C R — R dos funciones integrables en [a, b]
tales que f(x) < g(x), Vx € [a, b, se cumple que:

b b
(121) / Foodx < / s(dx.

4. Monotonia con respecto al intervalo. Sea [ : [a,c] C R - R una funcion integrable tal que f(x) > 0,
Vx € [a,c] ysea b € R tal que a < b < ¢, se cumple que:

b c
(122) / f(x)dx < / f(x)dx.

Teorema 1.4. (Propiedades bdsicas de las funciones integrables II). Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si f : [a,b] C R — R es una funcion integrable en [a, b, entonces también serd Riemann integrable en
cualquier sub-intervalo [a’,b'] C [a, b].
2. Si f : [a,b] C R — R es una funcion integrable en [a, b] tal que, Vx € [a, b], f(x) > 0, entonces:

b
(123) / f(x)dx > 0.

25



Calculo I.
Centro Universitario de la Defensa.

3. Si f y g continuas en [a, b] son tales que f(x) > g(x),Vx € [a, b), entonces el drea de la region compren-
dida entre las grdficas de [ y g es la integral de (f — g) entre ay b:

b
(124) Area =/ (f(x)—g(x))dx.

y = gx)

4. Sea f : [a,b] C R — R una funcion integrable en [a, b], entonces:

b a
(125) / f(x)dx = — / f(x)dx.
a b

5. Sea f : [a,b] C R — R una funcion integrable en [a, b], entonces:

(126) /a f(o)dx =0.

Observacion 1.7. Es comiin, en problemas relacionados con la fisica, que ciertos resultados se expresen en
forma integral. Puesto que determinar las unidades de una cierta magnitud fisica es una cuestion de gran impor-
tancia, veamos como se comportan las unidades con respecto a la integral. Dada una funcion f : [a,b] CR - R
Riemann integrable en [a, b] con unidades [ f], dependiente de la variable x con unidades [x], desde la definicion
de integral definida se tiene que:

b n
(127) / fGodx = lim 3 FGe)Ax,,
a © r=1

entonces, las unidades de la integral son:

b
(128) [/ de] =[f1-[x].

2.2. Resultados fundamentales del calculo integral. En esta seccion veremos de alta importancia desde el
punto de vista teérico y practico. En primer lugar, una relacién entre derivacion e integracion. Ademas, la Regla
de Barrow permite evaluar una integral definida si conocemos una primitiva del integrando, sin tener que recurrir
a las sumas de Riemann.

Teorema 1.5. (Teorema fundamental del cdlculo integral.) Sea f : [a,b] C R — R una funcion real de
variable real continua en [a, b]. Entonces, la funcion:
F:[a,b)j]CR — R

(129) x
x — F(x)=/ f(dt,
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es derivable en el intervalo [a, b] y se cumple que:

(130) F'(x)= dd—x [/ f(t)dt] = f(x).

Observacion 1.8. Debemos tener en cuenta las siguientes observaciones:

» El Teorema Fundamental del Cdlculo integral afirma que, bajo ciertas hipotesis, la derivacion y la inte-
gracion son operaciones inversas.

» Ademds, para cualquier funcion f : [a,b] C R — R continua en [a, b], siempre es posible calcular una
primitiva. Dicha primitiva (F(x)) se obtiene realizando la siguiente integral definida:

(131) F(x) = /X f@tdt.

Teorema 1.6. (Regla de Barrow.) Sea f : [a,b] C R — R una funcién continua en [a, b] y sea F(x) una
primitiva de f en [a, b], entonces:

b
(132) / f(x)dx = F(b) — F(a).

Observacion 1.9. La Regla de Barrow nos permite calcular la integral definida de una funcini f, empleando
una primitiva de dicha funcion sin tener que recurrir a las sumas de Riemann.

Ejemplo 1.27. Calculemos:

4
(133) / (2x + 3)dx.
1
Para ello, apliqguemos la Regla de Barrow cona =1, b =4, f(x) =2x+ 3y F(x) = x> + 3x:

4
(134) / 2x+3)dx=F#) - F(1) = [x2+3x]‘1‘ =28 -4 =24
1

Ejemplo 1.28. Calculemos las siguientes integrales:
- [ ean [_3]3 SHEEAL
2 3, 3 3 3
Ydx [-17*_ (-1 -1\ 1
[4-R-3)-3)-4

/ % sen(0)do = [— cos(&)]o - (- cos< )-( cos(0)) = 1.

3

0 2
+1 1

—2x g T —1 o2 Lo

/_1 edx = Fe | =3 (=)

-/Zﬂ—[ln( )]2 1n3—ln2=1n%.

Observacion 1.10. Es conveniente recordar las siguientes relaciones trigonométricas:

= sen(x) sen(y) = l[cos(x —y) —cos(x + y)].

—10

= cos(x) cos(y) = =[cos(x — y) + cos(x + y)].

—b

= sen(x) cos(y) = E[sen(x —¥) +sen(x + y)].

Ejemplo 1.29. Veamos la siguiente igualdad:

i
(135) I = z/ sen<m> sen
I Jo l
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Esta propiedad indica que las soluciones de la ecuacion de Schrodinger para una particula en un pozo de potencial
unidimensional de longitud I, dadas por:

_ 2 nrwx
(136) W, (x) = \E sen <T)

son ortonormales (ortogonales y normalizadas). En efecto:

/I[ ((m—n)n'x) ((m+n)7rx>]
cos | ———= ) — cos [ ————= )| dx
o I ]

2[ / <(m—n)7rx> ! ((m+n)7rx>]l
= = sen - sen [ ————— =0.
I |{(m=n)rx [ (m+nrx I 0

= Si m = n entonces:

i i ,
(138) 122/ sen’ <@> dx:zl/ [1—cos<2nﬂx)] dx:l [x—Lsen<2nﬂx)] =
! 0 ! 12 0 / l 2nrx I 0

Teorema 1.7. (Regla de Leibniz.) Sea f : [a,b] C R — R una funcién continua y u(x), v(x) dos funciones
derivables con valores en [a, b]. Entonces:

= Sim # n entonces:

SN

(137)

v(x)
(139) G(x) = f(dt
u(x)

es derivable en [a, b] y:

(140) G'(x) = f(v(x) - V' (x) = f(u(x)) - u'(x)
Ejemplo 1.30. Calcular G'(x), siendo

0
G(x) = / i cos(t)dt =  G'(x)=cos(0)- 0" —cos(x?) - 2x = —2x cos(x?).

2

(141) G(x) = /x A+2dt = G'(x)=1+x%)-2x — (1 +sen’(x)) - cos(x).
sen(x)
/exl , 1.
G(x) = —dt > G'(x)=—e"=1.
1 t ex

2.3. Aplicaciones de la integral definida. En esta seccion veremos las aplicaciones mas importante de la
integral definida de funciones reales de variable real.

2.3.1. Cdlculo de dreas de regiones planas. En esta seccién veremos como calcular el area de regiones planas
determinadas por funciones reales de variable real.

1. Sea f : [a,b] C R — R una funcidén real de variable real. El area de la region delimitada por x = a,
x =b,y =0y y= f(x) viene determianda por la siguiente integral definida:

b
(142) A=/ |f(x)| dx.
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2. Dadas dos funciones f, g : [a,b] C R — R reales de variable real, el area de la region delimitada por las
curvas y = f(x) e y = g(x) viene determinada por la siguiente integral definida:

d
(143) A= / /() — g(0)] dx,
€1

supongando que f y g se cortan en los puntos (¢, ¢;) y (d;, dy).

Ejemplo 1.31. Para calcular el drea entre la curva y = sen(x), x =0, x =2z y y = 0, efectuamos:

2z ] 2z
/ | sen(x)|dx = / sen(x)dx + / —sen(x)dx = [— cos(x)]g + [cos(x)],zr” =
(144) 0 0 ™

—cos() + cos(0) + cos(27) — (—cos(x)) = 4.

Ejemplo 1.32. Para calcular el valor del drea de la region limitada por las curvas y = 6x — x> y y = x> — 2x,
tenemos en cuenta que los cortes se producen en los puntos (0,0) y (4, 8):

4 4 64
(145) A=/ |6x—x2—x2+2x|dx=/ |—2x2+8x dx = 3
0 0

Ejemplo 1.33. Calculemos el drea de la region plana delimitada por la elipse:

(146) i =,

donde a y b son niimeros reales positivos. Por ejemplo, en el caso particular a = 4y b = 2 tenemos la siguiente
grdfica:

Entonces, por un lado:

2 2
(147) y2=b2<1—x—>:y=ib 1-X.
a? a?
Por lo tanto, para calcular el drea de la elipse, debemos determinar el drea de la region delimitada por las curvas

i 2 / 2
y=by/1- x_2 ey=b\/1- x_2 Dichas curvas se cortan en los puntos (—a,0) y (a,0) y, entonces, el drea de la
a a
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elipse es:

a 2 2
(148) A=/ b\/l—x—2+b\/1—x—2 dx =2 / by/1 - /\/ x2dx 2””; = zab.
_a a

2.3.2. Cdlculo de la longitud del arco de una curva.

el

Yy

a f. f b

Sea f : [a,b] C R — R una funcidn real de variable real continua y diferenciable en [a, b]. La longitud del
arco de curva y = f(x) desde x = a hasta x = b, viene dada por:

b
(149) L= / 1+ (f'(x))2%dx.

La justificacion de esta férmula, con la ayuda de las sumas de Riemann es la siguiente: Sea &, = {a = t; < t] <

. < t, = b} una particién del intervalo [a, b]. En el gréafico anterior se puede que, para cualquiera de los subinter-
Valos [tj 1»1;], tenemos un tridngulo rectangulo, de catetos Ay; = f(;) — f(1;_;) y At; = 1; —t,_;. La longitud del
arco comprendido entre t;_; y t;, puede ser aproximado por la hipotenusa del tridngulo rectangulo antes mencionado:

(Ay;)?
(150) AL, = \/(A1)? + (Ay)? = At;q] 1 + o

Aplicando el teorema del valor medio del célculo diferencial, a la funcién f en el intervalo [¢;_;, ],

oy 2 L= ) _ Ay,
(151) e i vt

donde c; € (t;,_;,1;). Por lo tanto, podemos aproximar la longitud A L; mediate:

(152) AL; = At/ 1+ (f"(c)?,

donde c; es un punto del intervalo (¢;_;, ;) y, por lo tanto, la longitud total poderia ser aproximada por:

(153) D A1+ (e
i=1
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Ejemplo 1.34. Para calcular la longitud de arco de una pardbola semicibica ay* = x> entre el origen de
coordenadas y el punto de abscisa x = 5a, debemos resolver la siguiente integral definida:

S5a S5a 5a
(154) L= 1+(f’(x))2dx=/ \/1+9—xdx=/ \/4a+9xdx=ﬁa_
0 0 4a 0 4(1 27

2.3.3. Cdlculo del drea de una superficie de revoluciéon. Nos ocupamos aqui del area de una superficie de
revolucion .S que engendra la curva y = f(x) para x € [a, b], al girar alrededor del eje X. Dicha area viene dada por:

b
(155) S = 27r/ FOOVT + (f/(x))? dx.

La justificacion de la férmula anterior se realiza de una forma similar a la que hemos realizado en el caso del
célculo de la longitud del arco de una curva, con la salvedad de que, ahora, en lugar de aproximar la longitud de
la curva mediante la suma de las longitudes de los segmentos que unen los puntos asociados a las particiones, se
aproximar4 la superficie mediante la suma de las 4reas de los troncos de cono asociados a cada una de las particiones.

Ejemplo 1.35. Calculemos el drea A de la superficie que engendra, al girar alrededor del eje X el arco de la
curva:

(156) y=aCh<§)

que se obtiene para x € [0, c]:

¢ c
27t/ acosh<£> 1 + senh? <£)dx:27ta/ cosh? <§>dx.
0 a a 0 a
2 2o (2] s ().
2 a a/lo 2 a

A
(157)
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2.3.4. Cdlculo de voliimenes de revolucion (eje X)..

X
v Vi
R(x) = Vx
0 X 4 @ >
(@
y

3

(b)

Empleando las sumas de Riemann, tal y como se detallaba en la subseccién anterior, se puede demostrar que:
(158) AV = z(R(x))*Ax.

Por lo tanto:

b
(159) Volumen = / (R(x))*dx.

En el caso particular de la figura (b), el volumen del sélido de revolucién viene dado por:

4 4 214 2
(160) V=/ n(\/z)zdx=ﬂ/ xdx=7r[x—] =ﬁ<4_>=g,[,
0 0 2 2

0

Observacion 1.11. La férmula para el cdlculo de voliimenes de revolucion (eje X) se puede generalizar para
calcular el voliimen que se genera al revolucionar el drea comprendida entre dos funciones y = f(x) e y = g(x)
alrededor de la recta y = K :
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En este caso, la formula para la obtencion del volumen serd:

b
(161) Volumen = n/ (Ig(x) = K1* = [f(x) — KI?) dx

2.3.5. Cdlculo de voliimenes de revolucion (eje Y)..

Yy y

Empleando las sumas de Riemann, tal y como lo haciamos en la subseccion correspondinete al cilculo de la longi-
tud de una curva, se puede demostrar que:

(162) AV = n(R(»))*Ay.

Por lo tanto:

b
(163) Volumen = / 7(R(»))’dy.
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En el caso particular de la figura (b), el volumen del sdlido de revolucién viene dado por:
4 2 -174 -1 -1
(164) V=/7r 2 dy=an || can (- :4n(—1+1):3n.
1 y -1, -1 -1 4

2.3.6. Cdlculo del valor medio de una funcion en un intervalo.

Definicion 1.5. Valor medio de una funcion en un intervalo. Sea f : [a,b] C R - R una funcién continua
en el intervalo [a, b], se define el valor medio de la funcion f(x) en el intervalo [a, b] como:

b
/ f(x)dx
(165) f=2
b—a

Ejemplo 1.36. Calculemos el valor medio de la funcion f(6) = sen(0) en el intervalo [0, %]:

(166) 7= }/5 sen(6)d0 = L - cos@))? = 2 (—cos(Z) +cos) = 2
0 z T 2 T

2 2

Ejemplo 1.37. La temperatura de una barra delgada situada en el intervalo [-2,2] es T(x) = 4 — x> en C,
veamos entonces cual es la temperatura media en la barra:

2
/ (4—-x*dx
— _2 1

x32
T: = - 4_x——
2-(=2) 4 3.,
{aen _ lg_B,g 8 _lye 16 _132_8 Cm
T4 3 377 4 3743 3 m
8
= 2 C
3

2.4. Las integrales impropias. En esta seccién trabajaremos con las integrales impropias y sus principales
propiedades.

Definicion 1.6. Integrales impropias de primera clase o integrales infinitas. Sea a un niimero fijo y supon-

N
gamos que existe / f(x)dx paratodo N > a. Se define la integral impropia:
a

+o0

N
(168) f(x)dx = lim / f(x)dx.
N—-+o0 a

a

Se dice que la integral impropia converge si este limite existe y es finito (es decir, si es un niimero), y en caso
contrario que diverge. Andlogamente, se define:

(169) /‘a f(x)dx = lim /af(x)dx.
—o00 N——co N

Ejemplo 1.38. Calculemos las siguientes integrales impropias:
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teo . N1 . 1y _ 11
(170) Liax= lim Lix= lim [——] — lim [—— + —] -
| x2 No+oo [;  x2 N-o+oo L x11 N-+oo L N 1
Esta integral impropia converge y vale 1.
/+00 1
. —dx:
1 X
+o0 1 N 1
a71) / —dx= lim —dx= lim [ln(x)]{V = lim (In(N) - In(1)) = +oo0.
1 X N-o+too [1 X N -+ N-+o00

Esta integral impropia diverge.

Definicion 1.7. Integrales impropias de segunda clase. Sea [ : [a,b] C R — R una funcion real de variable
real que presenta una discontinuidad de salto infinito en algiin punto del intervalo. Se define la integral impropia
de segunda clase como la integral definida:

b
(172) / Foodx.

Donde:

» Si el punto de discontinuidad estd el extremo inferior del intervalo:

b b
(173) / f(x)dx = lim / f(x)dx.
a N—at [N

» Si el punto de discontinuidad estd en el extremo superior del intervalo:

b N
(174) / fGdx = lim_ / F(x)dx.

» Si el punto de discontinuidad estd c estd en el interior del intervalo, ¢ € (a, b):

b c b
/f(x)dx /f(x)dx+/ f(x)dx
b

N
lim / f(x)dx+ lim f(x)dx.
N—em a M — C+ M

(175)

Ejemplo 1.39. Calculemos las siguientes integrales impropias de segunda especie.

35



Calculo I.
Centro Universitario de la Defensa.

y
A
yz_l
Vx
Area =2 — 2Va
1_
> X
0 1
-

! ' !
(176) / —dx = —dx = lim —dx =2.
0 +/x 0 4/x N=0 N y/x
El drea bajo la grdfica de la funcion es finita y vale 2.

1
- / ! dx:
0 1—x

Y
A | . 1
/y_l_x
1
> X
0 1
=
| N
(177) / dx = lim dx = +oo
o l—x N-1- fg 1-—x

La integral diverge. El drea bajo la curva no estd acotada.

36



Célculo I.
Centro Universitario de la Defensa.

3
. ——dx:
/O (x_1)2/3 X

- (x _ 1)2/3

=) | <=

3 1 J 1 1 J 3 1 J
——dx= | ———dx+ | ——
/0 TRV /0 -1 /1 CE I

N P
= lim/ ————dx+ lim / ————dx
N-1- /o (x—1)2/3 M—1* J (x—1)2/3

(178) i G0, G2 DT
N-1- 1/3 0o M-It 1/3 M
. (N _ 1)1/3 _ (_1)1/3 i (2)1/3 _ (M _ 1)1/3
Nol1- 1/3 1/3 M-1+| 1/3 1/3

=L i3va=3+312

1/3

3. Meétodos numéricos de integracion.

En esta seccién veremos como aproximar numéricamente el valor de una integral definida

b
(179) / f(x)dx.

Dicha aproximacion tiene utilidad cuando no se conoce una primitiva de la funcién f o cuando f sélo se conoce
en puntos x; dados (tabla numérica o resultados experimentales). La idea geneal es utilizar los valores conocidos

b
f(x;) y aproximar el valor de / f(x)dx por una combinacién lineal
a

(180) > AP f(x),

i=0
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donde los coeficientes AE”) deberan ser determinados previamente.

Naturalmente se cometera un error que denotaremos por R, (f) de modo que

b n
(181) / fydx =Y A" F(x)+ R(f).
a i=0
De forma general, una expresion de la forma (180) se dice una formula de cuadratura. Los puntos x;,i = 0, ---, i,

distintos, se llaman nodos o puntos de cuadratura y los coeficientes AE") coeficientes de cuadratura o pesos de la
formula.

El problema bésico de la integracion numérica es la eleccién de los nodos para que el error R, (f) sea lo mas
pequefio posible para una amplia clase de funciones. Una nocion particularmente util para medir el error de una
formula de cuadratura es el llamado grado u orden de precision.

Definicion 1.8 (Grado de una férmula de cuadratura). Se dice que una féormula de cuadratura es de orden m si
(182) R,(x*)=0, k=0,1,-,m,

es decir, si todos los polinomios de grado < m son integrados exactamente con dicha formula.

En esta seccién nos centraremos basicamente en las formulas de cuadratura de tipo interpolatorio-polinémico,
es por ello, que comenzaremos con una breve subseccidon en la introduciremos dicho concepto.

3.1. Interpolacion polinémica de Lagrange. Los resultados de la teoria de interpolacion son una parte ba-
sica de la teorfa constructiva de funciones, de los métodos de integracion numérica y del tratamiento numérico de
ecuaciones diferenciales mediante operadores discretos.

En un sentido amplio, se entiende por interpolacién de Lagrange el proceso de encontrar una funcién que toma
valores dados en puntos dados. Si también se especifican valores para alguna de las derivadas de la funcién se
denomina interpolacién de Hermite.

Asi el planteamiento general de la interpolacion de Lagrange supone dados (n+1) puntos distintos xg, x;, -+, X,
de un intervalo [a, b] y (n + 1) valores cualesquiera f(xg), f(xy), ---, f(x,). Se supone dado también un conjunto
de funciones L C €[a, b] y se trata de encontrar una funcién p € L que en los puntos xg, x{, -+, X,, tome, respec-
tivamente, los valores f(xg), f(x;), ==+, f(x,):

(183) peL, pix)=f(x),i=1,-,n

Observacion 1.12. No se supone, de momento, que los puntos xgy, x|, , X, sean equidistantes, ni siquie-
ra que se numeren en su orden de magnitud. También se utiliza la notacion f(x;) por referencia al caso comiin
en que tales valores correspondan a los de una funcion definida en el intervalo [a, b] que contiene a los puntos
Xg, X1 *** » X,, (llamados nodos de interpolacion). Esto no es asi, en general, de modo que el conjunto de valores
{(x;, f(x;)) : i=1,---,n} es, en realidad, una tabla:

xiHXO\xl\'x\

TG | FGo) | FGep | | fx) |

Sea 9, el espacio de polinomios de grado menor o igual a n
(184) P={p: xeR—>p(x)=a0+a1x+a2x2+---+a,,x", a, €R,0<i<n}.

La interpolacion polinomica de Lagrange es un caso particular del problema en el que se considera como espacio
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L el espacio de polinomios &,. Se plantea del modo siguiente: dados (n+ 1) puntos distintos xq, xq, -+, X, y (n+1)
valores asociados cualesquiera f(xg), f(x;), ---, f(x,), encontrar p, € &, tal que:

(185) p(x)=f(x;), i=0,1,--,n.
Antes de pasar al caso general, estudiemos el problema para el caso particular de los polinomios de primer grado, &, .

Ejemplo 1.40 (Interpolacién polinémica de Lagrange de primer grado.). Supongamos entonces que L C
G la, b] es el espacio de polinomios de grado < 1, es decir, el conjunto de las funciones de la forma

(186) p(x) =ag+ayx, aya €R.

El problema de la interpolacion polinomica de Lagrange es equivalente a encontrar los coeficientes ay,a; € R
tales que

(187) ag+ayx; = f(x), i=1.n,

y equivale a encontrar la recta p(x) = ap + a;x que pasa por los puntos (xq, f(xg)), (x1, f(x1)), ===, (x,,, f(x,)). El
problema (187) es equivalente también al sistema de ecuaciones lineal:

1 xo f(x0)
X, f(x,)

Analicemos los casos dependiendo del niimero de nodos de interpolacion:

= Si n = 0 (solamente se tiene un nodo de interpolacion) entonces
(189) a0+a1x0 = f(xo)
nos da ag = f(xg) — a;xg de modo que todo polinomio p(x) = a;(x — xg) + f(xg), a; € R es solucion.

Esto traduce el hecho conocido de que por un punto pasan infinitas rectas.
» Sin =1 (dos nodos de interpolacion) se tiene el sistema:

ag+a;xyg = f(xp)
(150) ap +ayx; S(xp).

Como x( # x, el sistema tiene solucién uinica (ay, a;) que nos da:

(191) pe) = 2D gy BT L

1 — X
(xp — x1) (x1 = x)

lo que concuerda con que por dos puntos distintos pasa solamente una recta.
n Sin > 2 setendrd el sistema (188), es decir:

p(xg) = ag+axg = flx)
(192) plx) = aytax; = f(x))
P(xn‘) = ;10 tax, = ]'((xn)~

Las dos primeras ecuaciones de (192) son las mismas que las de (190) y, por lo tanto, nos determinan p
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por la formula (191). La verificacion de las ecuaciones 2, 3, ..., n implica que:
(193) plx;) = f(x), i=2,,n,
siendo p la recta (191). Estas condiciones serdn satisfechas si 'y solo si los puntos (x;, f(x;)), i =2, .,n

estdn alineados con (xy, f(xq)) y (x, f(x1)). En caso contrario no existe solucion.

Pasemos entonces a estudiar el caso general en el cual estamos interesados en buscar un polinomio p,, de grado
n (p, € &,) que cumpla el sistema de ecuaciones

(194) pax) = f(x), i=0,1,-,n.

El polinomio que se busca es de la forma:

(195) p(X)=ay+a;x+-+ax", ag R, i=0,..,n,

donde los coeficientes ay, ay, ..., a, son las incognitas del siguiente sistema lineal:
pa(xg) = agt+aixg+-+axy = f(x)

(196) Pn(‘x1) = ay+apx -!-"'+anx’]1 = f(?Cl)
P(x,) = aytax,+--+ax, = f(x,).

Se puede demostrar que el sistema lineal anterior tiene una tinica solucién puesto que el determinante de la matriz
de coeficientes es no singular.

Es evidente que el calculo del polinomio p, puede hacerse resolviendo el sistema lineal (196). Este método
no es recomendable puesto que existen procedimientos alternativos mas sencillos. Estudiaremos a continuacion la
férmula de Lagrange para obtener este polinomio (tinico) aunque no directamente en la forma ay +a;x + --- +a,x".

3.1.1. Formula de Lagrange para el polinomio de interpolacion. El resultado de existencia y unicidad del

polinomio de interpolacién asegura la existencia y unicidad de los polinomios / ("), (k=0,1,...,n) de grado < n,
verificando:
(197) (") =640 i=0,1,.,n, k=0,1,...,n.

El polinomio l;{") se llama polinomio fundamental de Lagrange de grado n. Como x; # x;, i # j, se tiene de manera
inmediata:

(x = xg)(x = x1) =oo (X = X (X = Xpyq) o (X — X,)
(e = x)(xg = x7) =+ (g = Xp_ ) (Xp = Xgeyp) -+ (g = xn)7

(198) 1" =

que escrbimos en la siguiente forma abreviada:

n
(x—x;)
(199) "= T —=%. k=01...n
(x — x;
j=0
J#k
Es inmediato entonces que el polinomio p,, de interpolacion relativo a los nodos x, xy, ..., x,, y alos valores f(x),
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f(xy), ..., f(x,) esta dado por la siguiente formula de Lagrange:
n
(200) Pa) = D FxI ().
k=0

3.2. Férmulas de cuadratura de tipo interpolatorio-polinémico. En la seccion anterior hemos visto c6-
mo se puede aproximar una funcién f por un polinomio de interpolacién p,. Légicamente, al substituir f por p,
se comete un error que sera tanto mas facil de controlar cuanto mas regular sea la funcién. La idea para obtener
formular de cuadratura serd reemplazar la integral

b
(201) / f(x)dx
por

b
(202) /pn(x)dx.

Existen dos razones basicas para ello:

= La integraciéon de polinomios es muy simple.
= QOcurre frecuentemente que las funciones que se integran sélo son conocidas experimentalmente en un
conjunto de (n + 1) puntos xy, Xy, ..., X,.

Har4 falta entonces, fijar el grado del polinomio. Aqui, supondremos que los puntos x, X1, ..., x,, son dados, de
formaque x5 < x| < ... < x,,. Sea p,(x) el tinico polinomio de grado < n que interpolaa f en los puntos x;, es decir:

(203) pu(x)=f(x), 0<i<n, p,€R,.

b

b b
Como ya hemos dicho, aproximamos la integral / f(x)dx por p,(x)dx. Inmediatemante vemos que / p,(x)dx

a a a
representa efectivamente una férmula de cuadratura. En efecto, utilizando la férmula de Lagrange para p,(x) se tie-
ne:

(204) Pax) = Y FxI" (),

k=0

donde l,in)(x) es el k-ésimo polinomio de Lagrange de grado < n tal que l;{")(xi) =64, 0<ik<nm
n
(x —x;)
(205) = T —=. k=01...n
. (xk - xj)
Jj=0
j#k

En consecuencia

b b n
(206) / f(X)dx = / padx = Y A fxp),
a a i=0
donde
b
(207) A" = / 1" (x)dx.
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Asi pues los coeficiente de la formula de cuadratura anterior estin completamente determinados por los extremos
del intervalo de integracidn y por los puntos de interpolacién. Asi mismo los coeficientes son independientes del
integrando. Cualquier formula de cuadratura del tipo anterior se dice de tipo interpolatorio-polinémico.

Ejemplo 1.41 (Férmula del trapecio simple.). Sin =1, xy = ay x; = b. Se obtiene:

(208) P = e @)+ G0 f0)

y como

(209) ab%dx= abi’;::‘gdx=b;“,
se tendrd la férmula

@10) / 1= 221+ o,

conocida como la formula del trapecio simple (por aproximar el valor de la integral por el drea de un trapecio).

El siguiente teorema nos da una condicion equivalente a la definicidén que permite caracterizar las férmulas de
cuadratura de tipo interpolatorio-polindmico y obtener los coeficientes, sin necesidad del calculo de las integrales
de los polinomios de Lagrange.

n

Teorema 1.8. Una formula de cuadratura Z AE") f(x;) de (n+1) puntos es de tipo interpolatorio-polinémico
i=0
si y solamente si es al menos de orden n, es decir, si es exacta al menos para polinomios de grado < n.

Como corolario del teorema anterior tenemos:

n

Corolario 1.2. Para obtener los coeficientes de la formula Z Agn) f(x;) de tipo interpolatorio-polinomico

relativa a los puntos xg, xy, ..., X, y al intervalo [a, b] es suﬁcientézr(")esolver el sistema lineal:
! -~y " pitl _gitl

@211) g(;Ai xkz/a xldx = ————, i=0.1...n,

siendo las incognitas Aﬁ{”, AE,”), Aﬁ,n)

Ejemplo 1.42 (Férmula de Poncelet (o punto medio).). Consideremos el caso mds simple en el que n = 0,

a+b . . L. .. ..
Xo = T En este caso el sistema lineal se reduce a una tinica ecuacion explicita:

212) Ag=b-a.

Asi, se tiene la formula:

a+b)

b
213) / f()dx =~ (b—a) f ( :
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conocida como la formula del punto medio o de Poncelet (donde se aproxima el valor de la integral por el drea de
un rectangulo).

Ejemplo 1.43 (Férmula de Simpson.). Consideremos el caso en el que n = 2, xo = a, x| = %b yxy =b.

En este caso, tendremos que resolver el sistema:

AO + Al + A2 = b—a)
a+b b — &
(214) aAO + ) Al + bAz = 3 -
2 (a+b)° 2 b -
A A b"A, =
a~Ag 2 1t 2 3
cuya solucion es
215) Ag=Ay =229 4 =20-0),
6 3
Asi, se tiene la formula:
b b—a a+b
16) feodx = 222 [ f@+4f (52 ) + )]
a

conocida como la formula de Simpson simple.

Observacion 1.13. En la prdctica, y cuando el intervalo de integracion es grande, suele ser mds ventajoso
el uso de las conocidas como formulas de cuadratura compuestas. La idea fundamental de este tipo de formulas
consiste en dividir en intervalo grande en varios subintervalos de tamaiio mds reducido, aplicar en cada uno
de ellos una formula de cuadratura simple, y sumar las aproximaciones para todos los subintervalos (utilizando
las propiedades de linealidad de la integracion). De esta manera se tienen, por ejemplo, la formula del trapecio
compuesta o la formula de Simpson compuesta, muy utilizadas en la prdctica.

4. Ejercicios del tema.

Ejercicio 1.1. Calcula las siguientes integrales:

log(2 2 _
L dx 8. / 0g(2x) dx 16, / 24 Tx—1
5x —2 10g(4x)3x x3+%c2—x—1
) 3 dx 9. / sen(x)’ dx 1. / 33x +23x+1
m v/cos(x) X0 +2x% +2x+ 1
1/ 2 3 3
N / % " 0. / xlog(x) dx 18. / X(3x° + 14)> dx
X 5
4. / X dx 11 / log(x) dx 19 / 5x+6 dx
Vx+1 / 17x
20. — dx
12. xsenx dx ;
5./ xVx—1dx / V6x2 +8
arctan(x)
; 13. sen(x)? d 21. / —_—
6. / X2 dx / (x)” dx 1+ x2
x—1 2
14. —— dx 22. sec(x tan(x) dx
7./ x(5x2 = 3)" dx / 2—x=2 / ) )
x dx 3
15. - 23. cos(x) sen(x)’ dx
/ G- D+ 12 / () sen)
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24, [ 27 dx 25. L ax 2% | —L  ax
e¥+1 9a* +4a=>

Ejercicio 1.2. Calcula las siguientes integrales impropias

1 3 00 2
1./de 3./ ! 5./ X" ix
0 \/; 0 X — 2 1 x3 =+ 2
s [, 4 / —L_ax 6. / X2~ dx

o -1 e x(log(x)) —co

Ejercicio 1.3. Calcular el drea de las siguientes regiones:
2

1. La regién limitada por las curvas y = x> e y = x> — x en el intervalo [0, 1].
2. La region limitada por la curva y = x> —4xyel eje X.

3. La region limitada por la curva y = sen(x) y el eje x en [0, 2x].

4. La region limitada por y =3x ey = X3 +2x%

Ejercicio 1.4. Calcula las siguientes longitudes de arco:

1. La longitud del arco de curva de la grdfica de la funcion f(x) = 2X\/; cuando x recorre el intervalo
[0, 1].

3
2. La longitud del arco de curva de la grdfica de la funcion f(x) = 1+ 6x2 cuando x recorre el intervalo
[0, 1].

3
3. La longitud del arco de curva de la grdfica de la funcion f(x) = (1 + x)2 cuando x recorre el intervalo
[0, 1.

Ejercicio 1.5. Calcula los siguientes voliimenes de revolucion:

1. Elvolumen del solido S que se forma al girar alrededor del eje OX la region bajo la curva 'y = x>+ 1en
el intervalo [0, 2].

2. Elvolumen del soélido generado al girar alrededor del eje OX el recinto comprendido entre la pardbola
y=x2ylarectay=x.

3. El volumen del soélido engendrado al girar alrededor del eje OX el recinto limitado por la curva y =
A+ x> ylas rectas y=0y x = 1.

4. El volumen del solido generado al girar alrededor del eje OX la region limitada por la la pardbola
y=2x—x2ylarectay:—x+2.

Ejercicio 1.6. Calcula las siguientes superficies laterales:
1. El area lateral que se genera al revolucionar alrededor del eje OX la grdfica de la funcion y = 1 + 6x
cuando x recorre el intervalo [0, 1].
2. El drea de la superficie de una esfera de radio r.
3. El drea lateral de un cono circular recto cuya base tiene radio r y cuya altura es h.
4. El drea lateral de un cilindro de radio r.
Ejercicio 1.7. Calcula:
1. La derivada de las siguientes funciones:

<3 4 4
a) G(x) = / tan(?) dt. b) G(x) = / log() dt. c) Gx) = /1 1%; dr.

0s(x) x

2. Los mdximos y minimos de las siguientes funciones:

@) G(x) = / T e b) G(x) = / (P =34 2)d1,
0 0



