() ~ CONTROL MEDIANTE MODELOS
EN VARIABLES DE ESTADO
.

CONTROLABILIDAD

L) INTRODUCCION

* Influencia de la entrada en el valor del estado.

+ Objetivo: dada una trayectoria en el espacio de estado, plantearse
si existe una entrada capaz de generarla.

* Abordar si existe algin motivo por el que algunos estados no
puedan alcanzarse mediante la accién de las entradas.

+ El estudio de la controlabilidad de un sistema determina qué puntos
del espacio de estado son alcanzables actuando sobre las entradas
del mismo.

» Situaciones:

— Dado un sistema, un estado inicial y un estado final, se desea
determinar la existencia de una entrada que lleve al sistema entre
ambos estados en un tiempo finito.

— Si un sistema no es controlable (no todos los puntos del espacio de
estado son alcanzables por la accion de las entradas), determinar qué
puntos son alcanzables partiendo de un estado inicial dado.
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8 CONTROLABILIDAD
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B CONTROLABILIDAD

DEFINICIONES
|

e Def.1:

— Se dice que un punto del espacio de estado de un
sistema x,, es controlable desde el estado x, en [ty,t;]
si existe una entrada u definida en el anterior
intervalo, tal que transfiera el estado del sistema
desde x,en t;a x, en t;.

e Def. 2:

— Se dice que un punto x, del espacio de estado de un
sistema es controlable desde x, si y so6lo si para todo
t, existe un t, finito, tal que x, es controlable desde x,
en [ty,t,].
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Ol CONTROLABILIDAD
DEFINICIONES

e Def. 3:

— Se dice que un punto x, del espacio de estado de un
sistema es controlable en [t,,t,] si y s6lo si para todo
Xo, X; €S controlable desde X, en [ty,t;].

e Def. 4:

— Se dice que un punto X, del espacio de estado de un
sistema es controlable si, para todo estado inicial, X,
y para todo t,, existe un t, finito, tal que x, es
controlable desde x, en [t,,t;].

e Def. 5:

— Un sistema se dice controlable si todos los puntos de
Su espacio de estado son controlables.

#  CONTROLABILIDAD DE
SISTEMAS LINEALES

Partiendo de la solucion de la ecuacion de estado, si fijamos x(t;) y X(to), el
problema consiste en saber si existe u(t) que cumpla esta ecuacion:

X(1) = 4t )x(t) + [ (6, 7IB(u(r)d

Prescindiendo de la evolucién libre debido a condiciones iniciales no nulas

gue no depende de la entrada, la controlabilidad dependera
exclusivamente del término:

Por lo que la controlabilidad esta en
()= [, 0By NN e
gty B(t) = A(t)yB(t)




51 CONTROLABILIDAD DE

SISTEMAS LINEALES
.

Un sistema con una ecuacion de estado:

X(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

es controlable en [t,,t,] si y s6lo si su gramiano de controlabilidad, W(t,,t;),
definido como:

Wt t) = [ 9(t, BB ()¢ (1, DJu(e)d e

es no singular.

() | CONTROLABILIDAD DE SISTEMAS
LINEALES INVARIANTES

El sistema de dimension n con ecuacion de estado:

X(t) = Ax(t) + Bu(t)

es controlable siy solo si la matriz de controlabilidad Q, definida por:

Q=B AB AB ... A"'B]

es de rango méaximo, es decir, n.

07/11/2013



8 EJEMPLO

Dado el sistema:
200 10
Xt) =10 1 3|x(t)+|0 2u(t)
4 0 3 05
La matriz de controlabilidad:

102 0 4 0 s

Q=|0 2 0 17 12 62 rango(Q) =3 istema

controlable
0 5 4 15 20 45

12 4
Ql[o 0 12} rango(Q,) =3 = Sistema controlable con u,
0 4 20

00 0
Q,=|2 17 62| rango(Q,)=2 = Sistema no controlable conu,
5 15 45

8 BASE DEL SUBESPACIO

CONTROLABLE
|

» Los vectores columna de Q generan el
espacio controlable.

* Luego una posible base se puede obtener
eligiendo r,, vectores columna linealmente
independientes. Siendo rg, el rango de Q.

» Esta particularidad resulta muy util a la
hora de obtener el subsistema controlable
de un sistema de partida que globalmente
no es controlable.
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5  SEPARACION DEL SUBSISTEMA

CONTROLABLE
.

X(t) = Ax(t) + Bu(t)
x(t) = TX(t)
0] [A. A, Fa(t)} Bl % Gmensons, Ganga®)
)zb(t) 0 Abh )A(h(t) 0 R
%, (t) = A%, (1) +B,u(t)

T= [Ta Tb] T, Basedelsubespacio controlable (r, columnasde Q1.i.)

T, n-r, vectoresque juntoconT, sean Li.entresi

[ ~ SEPARACION DEL SUBSISTEMA

CONTROLABLE I

TG e

u() 5 Of(a I X, 3 oY
] Al
i X, f X, c E
; A SzE
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() EJEMPLO

POLITECNICA

10 4 3
Xt)=]0 1 —4|x(t)+|-1u(t)
00 2 1

3 7 15
Q_{l -5 13} rango(Q)=2<3 Sistema no controlable
1 2 4

Base del subespacio controlable:

0 -2 0 Sistema controlable:
3 7 3 7 1] s o o
T,=|-1 -5| = T=|-1 -5 0 A=T ATLl) ] X X,
1 2 1 2 0 . 0 -2
Ay 7]

R

EJERCICIO

Elegir un minimo nimero de entradas que hagan al sistema controlable:

u1(t) 2 X1(t) U, (t) (t)
s+4 4
1| %) 1% ® I
s+4 s+1 y(t)
U, (t) 1
s+4 X, (t)
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L) SOLUCION

| |-4 0 0 0fx]| (200 0fuy
| |0 -4 0 0|Xx . 110 0|y,
Xq 1 1 -4 0fx| |00 1 Ofu,
X, 0 0 2 -1|x] [0 0 0 Oju,

2 00 -8 0 0 32 o0 0 -128 0 0 rango(Q) = 4
Q- 110-4-4 0 16 16 0 -64 -64 O
- 001 3 1 -4 -24 -8 16 144 48 -64 Sistema controlable
000 O 0 2 5 2 -10 -54 -18 42

La dltima columna de B son todos ceros por lo que la entrada u, no influye en
la controlabilidad. Luego el sistema es controlable con u,, u, y u,

L] SOLUCION

2 -8 32 -128
1 -4 16 4
Con u,(t = rango =3 Sistema no controlable
O Q= S oy ga | T90Q)
0 0 5 -54
00 0 O
1 -4 16 - .
Conu,(t) Q,= 0 1 8 a8 rango(Q,) =3 Sistema no controlable
0 0 2 -18
00 O 0
00 O 0
Con u,(t = rango =2 Sistema no controlable
(O Q=] T, 16 el ™M99Q)
0 2 -10 42
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SOLUCION

-8 0 32 0 -128 0
DA A rango(Q,,) =4 Sistema controlable
—24 -8 144 48 90(R:2) =

20
11
Conu,(t)yu,(t) Q,= 00 3 1
00 0 O 5 2 -54 -18

#  CONTROL MEDIANTE MODELOS
EN VARIABLES DE ESTADO

OBSERVABILIDAD




L) INTRODUCCION

« Objetivo: conocer el estado de un sistema a
partir de la evolucion de la entrada y de la salida
que ésta genera.

* Es unaidea complementaria a la controlabilidad.

» EI motivo principal se debe a que en muchos
casos no nos resultara posible acceder a la
medida de las variables de estado:

— No siempre corresponderan con magnitudes fisicas
medibles.

— No siempre, aln siendo propiedades fisicas
medibles, se tendra acceso para colocar los sensores
0 instrumentos imprescindibles.

L INTRODUCCION I

u(t) 5 y(t) Variables de estado: y(t)ey(t)
— 2 —>
s+2s+2 El sistema es observable
u® 3 ke yo i[l,i)_iil_i
s+1 1 s+10 s+2) s+ls+2 s+2
$+2 | X,(t) Se comporta como un primer

orden y no es observable. Se
impide la observabilidad al
existir una calcelacion de polo-
cero.
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Ol OBSERVABILIDAD

DEFINICIONES
.

o Def. 1:

— Se dice que un punto x, del espacio de estado es observable en
[to,t1] si, siendo éste el estado inicial en el instante t;, X,=x(t,), el
conocimiento de la entrada u(t) en el intervalo [t,,t;] y de la
salida y(t) en el mismo intervalo permite determinar que el
estado inicial del sistema en el instante t; es x,.

¢ Def. 2:

— Se dice que un punto del espacio de estado, x,, es observable
si, siendo éste el estado inicial para un instante inicial t,
cualquiera, existe un intervalo de tiempo finito [t,,t,], tal que el
conocimiento de la entrada u(t) en el intervalo [t,,t;] y de la
salida y(t) en dicho intervalo permite determinar que el estado
inicial es x,.

i OBSERVABILIDAD

DEFINICIONES
A
e Def. 3:

— Un sistema es observable en [t,,t;] cuando
todos los puntos del espacio de estado son
observables en [t,,t,].

e Def. 4:

— Un sistema es observable si todos los puntos
del espacio de estado son observables.
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#  OBSERVABILIDAD DE

SISTEMAS LINEALES
e

Un sistema definido por las ecuaciones:

X(t) = At)x(t) + B(t)u(t)
y(t) =CO)x(t)+ D(t)u(t)

es observable en [ty,t,] si y s6lo si la matriz V(t;,t,) conocida como
gramiano de observabilidad y definida como:

V(t,t) = [ (7, 6)CH () t)u(e)d T

es no singular.

(] ' OBSERVABILIDAD DE SISTEMAS

LINEALES INVARIANTES
A

Dado un sistema de orden n definido por las ecuaciones:
X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
es observable si y solo si la matriz de observabilidad P, definida por:
C
CA
P=| CA?
CA;nfl

es de rango méaximo, es decir, n.
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EJEMPLO

30 2 2 0 0
x(t)=|0 1 0]|x(t)+Bu(t) 01 2
0 2 3 P= g g 2 rango(P) =3 = Sistema observable
200
y(t) = x(t) 18 8 24
01 2 0 17 18
[2 0 0]
Conséloy,(t) C(t)=[2 0 0] = R=/6 0 4| rango(R)=3 = Observable
(18 8 24|
0 .
Conséloy,(t) C(t)=[0 1 2] = P,=|0 5 6| rango(P,)=2 = NoObservable
0 17 18

O SUBESPACIO NO

OBSERVABLE
|

Dado un sistema lineal invariante de orden n definido por las ecuaciones:
X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

El conjunto de puntos del espacio de estado tales que tomados como estado
incial ante entrada nula, la salida del sistema es permanentemente nula y
denominados no-observables, forman un subespacio vectorial que se denomina

subespacio no-observable.

Base del subespacio no observable:

n-r, vectores l.i. ortogonales a las filas de la matriz P

Siendo r; el rango de la matriz P

07/11/2013
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& EJEMPLO

302 o 1 2
X(t)=|0 1 0 |x(t)+Bu(t)
02 3 P=/0 5 6| rango(P)=2<3 = NoesObservable

0 17 18
y®)=[0 1 2Jx(t)+Du(t)

P, matriz formada por las r;, filas L.i. de P: P _B ; ﬂ

Dimension del subespacio no observable: n—r, =1

Base del subespacio no observable: Px=0

A 1
012 0 vV, =V, =0

v, |= = i x=|0
0 56 0 v, cualquier valor 0

2
V3

[ ~ SEPARACION DEL SUBSISTEMA

OBSERVABLE
A

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) x(t) =TX(t)

)A(a(t) _ Aaa Aab P(a('[)}+ éa utt %, AL G Subsistema observable de
|:)2b(t):| |: 0 A:J )A(b(t) éb t) dimension rp (rango(P))

a} %, (1) = AL, (1) +B,u(t)
y(t) =C,%, (t)

x> X

ym—KaO{
b
T, Basedel subespacio no -observable
T

a

T4 v,| Vo ffilaslideP
A v, n-r, filasque junto conv, sean L.i.

T=|T, T
[ 2 b] r, vectoresque junto con T, sean L.i.entre si

07/11/2013
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ki ~ SEPARACION DEL SUBSISTEMA

OBSERVABLE I
(N
: |
| PP e
u(t) 5 Oxa [ X, g O y()
A, 5 |
| A |
LEom IR
i Ay S i

8 EJEMPLO

1 0 O 4
x(t)=|0 1 O|x(t)+Buf(t) p—|10
3 -35 N 20

yO=[4 -2 2Jx@)

4 -2 2
T'=|10 -8 10| = T=

0 0 1

ocoluw|N

| ‘|
O"“"Ho’ -
Pwlow|k

Subsistema observable: ”

-2 2
-8 10| rango(P)=2<3 = NoesObservable
-38 50

0 1 0
A=T?AT=| -5 6 0

-05 05 1

C=CT=[1 0 0]

~ ~ 0 1 R
Lok A ek

07/11/2013
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() EJERCICIO

Dado el sistema definido por el modelo en variables de estado siguiente:

| |-2 0 0fx| |1

/= 0 =1 0 |X[+|/0u

X 0 0 -1fx| |O
Xl

y= 1 0]x

X3

Determinar:
1. La observabilidad del sistema.
2. La base del subespacio no-observable, si existe.

L] SOLUCION

C 1 1 0
P=|CA|=|-2 -1 0| rango(P)=2 = Sistema No Observable
CA? 4 1 0

Dimension del subespacio no observable: 3-2=1

A 0
1 10 0 v, +V, =0

v, | = = v=|0
-2 -1 0 0 -2v,-v,=0

v, 1

3

07/11/2013
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A EJERCICIO

u,(1)
X (1) %0 %O
4O o o —
] %0 v (0)

1. Calcular para a=1, b=2, c=3 y,(t) e y,(t), siendo x,(0)=x,(0)=x3(0)=1 y u,(t)=u,(t)=0 el
estado.
2. a, by c para que cualquier estado pueda ser observado:
a. Leyendo sélo la salida y,(t).
b. Leyendo ambas salidas.
3. Conuy(t) y uy(t), a, b, y c para que pueda alcanzarse el estado x,=1, X,=1, X3=2 a partir
de condiciones iniciales nulas.
4. Utilizando so6lo u,(t) a, b y ¢ para que puedan alcanzarse los siguientes estados a partir
de condiciones nulas:
1. Xx=1, X,=2, X3=1
2. X171, %=1, X5=2

#  SEPARACION DE LOS SUBSISTEMAS
CONTROLABLE Y OBSERVABLE

ot ) =T A=T*AT & =cT
y(t) = Cx(t) + Du(t) X(t) =TX(t) !

Subsistema controlable y observable

0| [A, o A, oTz®] [8,

AO| (A A A A RO 18| 5, A, B, ¢

)A(c(t) 0 0 Acc 0 Xc(t) 0 Subsistema controlable:

% 0 0 A, A,l*%®] |0 A 3 X

%4 (t) Ae A % {Xxb Pﬁa Ao} Fa} K, 0}
f(a(t) A Ay B,

. . %, (t) Subsistema observable:

yo=[¢, 0 ¢ o 2o [+ o0 emaob 5
Ac v v Aaa Aac Ba [é é ]
Xd(t) Xa,XC 0 A 0 a c

T, y T, vectores columna base del subespacio controlable

T=T, T, T. T
USSR T, YT, vectores columna base del subespacio no - observable

T, conjunto de vectores columna que con T,, T, y T, forman una base del espacio total

07/11/2013
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#  SEPARACION DE LOS SUBSISTEMAS
CONTROLABLE Y OBSERVABLE ||

|
T:[Ta Tb Tc Td]

Ne° vectores columna de T, = dimension del subespacio controlable y observable
N° vectores columna de [T, T,] = dimension del subespacio controlable (rg)

Ne° vectores columna de [T, T.] = dimensién del subespacio observable (rp)

g MODELOS DE ESTADO Y

MATLAB
A

>>a=[010;-4-24;-100]; %Definicion matriz A
>>ph=[0 4 1]’ %Definicion matriz B
>>c=[1/2 0 O], %Definicion matriz C
>>d=0; %Definicion matriz D
>>[n,d]=ss2tf(a,b,c,d) %Conversion modelo de estado en F.T.
>>[aa,bb,cc,dd]=tf2ss(n,d) %Conversion F.T. en modelo de estado.

La conversion de funcion de transferencia en modelo de estado proporciona
una forma de representacion del sistema correspondiente a una variacion de
variables de fase (forma candnica controlable).

“Ayy v T8 —d —a — 1
1 0 0 0 0 0

A= : R : : : B:E c=[o0 - 0 b - b b
o 1 o o o ol €=l n , b by]
o - 0 1 0 0 0
o - 0 0 1 0 0

07/11/2013
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5 MODELOS DE ESTADO Y

MATLAB

‘) s uo | elle Rl el | v

- l b ol
v(t) 2=-202+y

v=-20z+Yy

H,

>>g1=0.4;

>>ag2=[0 1; 0 -2]; bg2=[0 1007]’;

>>cg2=[1 0]; dg2=0;

>>ah2=-20; bh2=1; ch2=-20; dh2=1;

>>0% Modelo de estado de s ay:
>>[agsy,bgsy,cgsy,dgsy]=feedback(ag2,bg2,cg2,dg2,ah2,bh2,ch2,dh2,-1)

g MODELOS DE ESTADO Y

MATLAB
A

>>0% Modelo de estado derayy:
>>[a,b,c,d]=cloop(agsy,gl*bgsy,cgsy,gl*dgsy,-1)
>>[n,d]=ss2tf(a,b,c,d)

>>0% Matriz de controlabilidad:

>>(q=ctrb(a,b)

>>rank(q)

>>0% Matriz de observabilidad:

>>p=0bsv(a,c)

>>rank(p)

07/11/2013
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& EJEMPLO

s Sl e
e e o]

Cuando hay mas de una entrada:

>>A=[0 1 -25 -4]; ss2tf(A,B,C,D,u) devuelve las

zz(B;[[i é 8 i]] funciones de transferencia para
>>D=[0 0: 0 0] la entrada u;

>>[num,den]=ss2tf(A,B,C,D,1)
>>[num,den]=ss2tf(A,B,C,D,2)
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