2 Diferenciabilidad

2.1 Diferencial en un punto

Notacién. Dados espacios normados E, F', denotamos por L(E, F') el conjunto de las aplica-
ciones lineales acotadas, es decir T : E — F' lineales con ||Tv|| < C'||v|| para alguna constante C'.

Definicion 57. Sean: FE,F espacios normados, un punto xo € ¥ y un abierto U C E entorno
de xy. Decimos que f: U — F es diferenciable en xq si existe T € L(E, F) tal que:

h—0p 17l

El limite en esa formula significa lo siguiente: para todo € > 0 existe un § > 0 tal que

|.f(zo + h) — f(z0) — Th|
Al

0<|h]| <d = <e, (12)

de donde: ||h|| < = || f(zo+ h) — f(xg) —Thl <elh|.
Primeras propiedades:
a) T es Unica si existe, en cuyo caso se llama diferencial de f en zg y se denota (df),.
b) Si f es diferenciable en xy entonces es continua en x.
c) Toda T € L(E, F) es diferenciable en todo punto y coincide con sus diferenciales.
d) Si f es constante entonces es diferenciable en todo punto con diferencial nula.

Demostracion de a). Sean Ty,T» cumpliendo (11). Definimos 7' = 17 — Ts, que es lineal y tal
| Th||

que lim, 5 (Th)/[h|| = 0r. Dado € > 0 tomamos & > 0 tal que 0 < ||h] <& = Il <e
A cada vector unitario w le asociamos h = (§/2) w, que cumple ||h|| < §, y entonces:
o Tl _ 10AT@I _ GRITEL _
17l 1(6/2) wll 6/2
es decir [|T(w)| < e para todo € > 0, luego | T'(w)|| = 0 y, como esto ultimo se cumple para

todos los vectores unitarios w, tenemos T'=0 y 11 = Ts.

Demostracion de b). Sea T' = (df ),,. Tomamos el valor d; tal que se cumple (12) con € = 1:

1/ (2o + 1) = f(x0) — (df )y 1

de donde:
Ial < 61 = [If(zo+h)=f(zo)ll = || [f(zo+h)=f(z0)=(df )aoh] + (df)xoh || < (L+T]) |-

Para cuaquier otro € > 0 definimos § = min{d;, ¢/(1 + ||T||)} > 0 y tenemos:
Bl <6 = [If(zo+h) — flzo)l <e,

y queda visto que f es continua en xg. ]

29



Importante. En el caso especial E =R"™ y F = R™, sabemos que todas las normas en E son
equivalentes y lo mismo para F' (apartado 1.11). En este caso, pues, tanto la diferenciabilidad
de f en xg como la diferencial (df)s, son independientes de qué normas se elijan en £ y en F.

Por supuesto, no toda aplicacién continua en xg es diferenciable en x(: la diferenciabilidad es
una propiedad estrictamente més exigente que la continuidad.

Caso particular: £ = FF = R. Cada T € L(R,R) estd dada por una constante real m, de
manera que 7'(h) = mh para todo h € R. Dado un entorno U de z( en R, una funcién f : U — R
es diferenciable en xg si y s6lo si existe una constante real m tal que:

0 — lim f($0+h)—f($o)—mh‘ B f(wo+h) — f(wo)
a a h

lim

h—0 h h—0

f(xo+h) — f(20)

es decir si y sélo si }Lir% existe y es igual a m. Esto equivale a que f sea
%

derivable en zy con derivada finita f’(z¢) = m; dicho de otra manera, el grafo de f tiene en

T = x¢ tangente no vertical, con pendiente finita m.

Como hay muchas funciones continuas no derivables R — R, queda claro que continuidad no

implica diferenciabilidad.

i

Proposicion 58. Una funcion vectorial f = : |, con valores en R™, es diferenciable
Jm

en xg sty solo si las funciones escalares f1,..., fm son todas diferenciables en xy, en cuyo

caso para todo h € E la imagen (df )z h es el vector de R™ cuyas entradas son los nimeros
(df)aohs - - (dfm)zh-

f
Proposicién 59. (Linealidad). Con E, F,x,U como antes, sean U = F ambas diferencia-

bles enxg y c € R. Entonces f+¢g:U —F y cf :U — F son diferengiables en xg, ademds:

d(f + g)xo = (df):co + (dg)wo y (d(cf))xo = C(df)wo

Las demostraciones de las proposiciones 58 y 59 se dejan como ejercicio.

!
Proposicién 60. (Regla del producto). Sean U =R diferenciables en xy. La funcion

producto fg: U — R, dada por (fg)(v) = f(v)g(v), es dzferenciable enzy Y

| d(f9)as = (d )20 ()9(x0) + f(w0)(dg)a,

Esto también funciona para f : U - R, g: U - F y fg:U — F.

El caso de f y g escalares lo demostramos en el apartado 2.5.

Proposicién 61. (Regla de la cadena). Sean E,F,G tres espacios normados, zog € E, U
abierto de E y entorno de xo, f : U — F diferenciable en xy. Hacemos yo = f(xg) € F,
tenemos un abierto V de F' entorno de yg y g:V — G diferenciable en yg. Como hemos visto
que f es continua en xq, existe un abierto U de E con xg € U' y f(U') C V. La situacion

U’ i> V 25 G nos permite definir la aplicacion compuesta go f : U' — G, que resulta ser
diferenciable en xq con diferencial igual a la compuesta de las diferenciales:

d(go fay = (dg)yy © (df)ao = (d9) f(zo) © (df )y

Demostracion. Definimos los restos Ry : £ — F y Ry : F' — G, dados por:
Rih = f(xo+h) — f(xo) = (df)weh ., Rok = g(yo+ k) — g(yo) — (dg)y.k -
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Entonces:

flxo+h) = f(xo)+ (df)goh + Rih = yo+k , donde k = (df)z,h + Rih,
goflxo+h) = glyo+k) = glyo) + (dg)yk + Rk = go f(zo) + (dg)yk + Rk ,
gof(zo+h)—goflzo) = (dg)yk + Rek = (dg)yo((df)aoh + Rih) + Ra((df)ooh + Rih) =
= (dg)yo(df)zoh + (dg)yyRih + Ra((df)uoh + Rah) ,

asf llegamos a g o f(zo+ h) — go f(zo) — ((dg)y, © (df)z,)h = Rh, donde:

Rh = (dg)yRih+ Ro((df)aph + Rih) , (13)

Rh " S
y sOlo queda ver que m — 0@ cuando h — Op.

Sean C7,Cy las constantes tales que |[(df)z,(h)|| < Ci||hll ¥ [|(dg)y, (k)] < C2||k|]. Dados
e1,e2 > 0 cualesquiera, existen §; = d1(e1) y 02 = d2(e2) ambos positivos y cumpliendo:

bl <01 = [[Ruhll <ellhll |kl < &2 = ||Rok|| < e2lk| -
. B . d2(e2) '
Definimos 6 = d§(e1,€2) = min< d1(eq), O 1o > 0. Para ||h|| < §, por una parte tenemos:
1+e1

1(dg)yo Bahl| < Co[[Bah]| < Caenl|h] (14)
y por otra parte:
1(df)zoh + Bih|| < Cy{|]] + ea|[All = (Cr + 1) |[n]] < 02,

de donde:
HRQ( (df )zoh + th) | < €2H (df )zoh + R1h H < e (Cy+e1)|h] - (15)

Juntando (13), (14) y (15), llegamos a:

RA
0<|h|<d = |||h|||| < Che1 +e9C + €927 .

Dado cualquier € > 0, elegimos €1, €2 > 0 que cumplan Cye14e2C14€2e1 < €. El correspondiente
nimero 6(¢1,£2) es positivo y nos da:

h
0<|h] <0 = W<e,

y efectivamente Rh/||h| — Og cuando h — Op. O

2.2 Derivada respecto de un vector

Definicion 62. Sean E, F espacios normados, xg € E yU entorno dexg en E. Sean f : U — F
y v € FE. La derivada en xy de [ respecto de v es el siguiente limite, si es que existe:

Dof(eo) = | flon+ 1) = I (f(ro+t0) — f(xo))

dt |1
Si ||w|| =1 entonces (y sdlo entonces) D, f(xg) se llama derivada direccional.
Propiedades:

a) Dg_f(zo) siempre existe y es OF.

b) Homogénea de grado 1 en v: D, f(xg) existe = D, f(x0) existe y es ¢- D, f(zo).
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c¢) Si f es diferenciable en xg entonces en xy hay derivada respecto de cualquier vector y:
Dy f(wo) = (df )zov -

Demostracion de b). Es trivial para ¢ = 0. Supongamos ¢ # 0. Entonces podemos escribir:

lim% (o + tev) — f(zo)) = c.nmlt (o + ctv) — f(zo)) |

t—0 t—0 cC

y definiendo ¢’ = ¢t nos queda:
o1
D¢y f(zg) = c-tlllinoy (f(xo +t'v) — f(xo)) = ¢ Dyf(zo) .
Demostracion de c). Es trivial para v = 0. Supongamos v no nulo. Definimos el resto:

R(h) = f(xo+h)— f(xo) — (df)zoh

y razonamos asi:

Dyf(xo) ~ (d)av = Jim + ( Fwo+t0) — f(x0)) — (@ )ugv =

t—0

= Jim T [(df)s(t0) + R(t0) ] — (@) = Jim % R(tv) .

t—0 ¢t

1 1
Introducimos la identidad ;= (sigt)— y llegamos a:

|
R(tv)

[t

Dyf (o) = (@)eqv = [lo]-lim (sigt)

pero sigt es funcién acotada de t (sélo toma los valores 1 y —1) mientras que R(tv)/|[tv| — OF
cuando t — 0, luego el limite es nulo:

Dy f(x0) = (df )agv = [0l -0F = O .

2.3 Jacobianas y regla de la cadena

Ahora tenemos U abierto de R™, una funcién f : U — R™ y un punto zg € U. Tanto la
diferenciabilidad de f en zy como la diferencial (df)s, son independientes de qué normas se
utilicen en R" y en R™, gracias al teorema 48 del apartado 1.11.

Considerando la base estandar {ey,...,e,} de R", cada derivada De, f(x0) es, en realidad, la
i-ésima derivada parcial de f en zg. En las diversas notaciones que se utilizan:

Def(z0) = 2| f = falao) = O f(x0) = Dif(zo) .

81‘@ Zo

y es un vector de R™ (un vector columna de altura m, aunque a veces lo escribamos “tumbado”).

Repasemos las condiciones para que f sea diferenciable en xy. Primera condicién: las derivadas
parciales f;.(xo) tienen que existir para ¢ = 1,...,n. Segunda condicién: el unico candidato
posible a diferencial de f en xg es la siguiente aplicacion lineal:

U1
R" — R™ |, ov= > 01 foy (T0) + -+ + U fa, (T0)

Un
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es decir la aplicacién lineal v — Av, siendo A la matriz m x n siguiente:

def

A= fobo = [le(lfo)\fxg(l’oﬂ |fxn(x0)]an?

que conocemos con el nombre de matriz jacobiana de f en xg.

’Recuerda: las derivadas parciales de f se meten en la matriz jacobiana como columnas. ‘

fi
Sif= : entonces las filas de Df son las jacobianas de las componentes fi,..., f, de f:
fm
"D
D f
Df = -
L Dfm dmxn

Explicado esto, la tercera condicién de diferenciabilidad dice: la matriz D f;,, ademds de existir,

_ — Df,
f@o+h) H‘I;L(on) Jaol tienda a 0 (en R") cuando h — 0 (en R™). Las

oes de Landau proporcionan una manera conveniente de escribir esto tltimo.

debe cumplir que

Definicién 63. (Oes de Landau). Sean f,g dos funciones definidas en un entorno de xo; la
g escalar y positiva en x # xq; la f escalar o vectorial.

Decimos que f pertenece a la clase o pequena de g (se escribe f =o0(g)) si lim f =0.
T—T0 g

Decimos que f pertenece a la clase o grande de g (se escribe f = O(g)) si existe una constante
C tal que ||f|| < Cg en un entorno de xg.

Notacién: por tradicién, o(g) y O(g) no denotan esas clases de funciones sino que denotan
un elemento cualquiera dentro de la clase, por eso se escribe f = o(g) o bien f = O(g) para
indicar que f pertenece a una u otra clase.

Con la notacién de las oes de Landau, la tercera condicién para que f sea diferenciable en zq
podemos escribirla asi:

f(zo+h) = f(zo) = Dfagh = o(|[h]]) obien f(zo+h) = f(zo)+ Dfagh +o([|R]]) -

La féormula f = O(1) significa que f es acotada en un entorno de xg, mientras que f = o(1)
significa que lim, 4, f(z) = 0. Si 8 > « entonces p = O(||z — 2o||®) = ¢ = o(||x — xo]|).
En particular, si 8 > 1 entonces ¢ = O(||z — 20[|’) = ¢ = o(||x — 0]|), luego una condicién
suficiente (no necesaria) para que f sea diferenciable en zg es:

f(zo+h) = f(z0) = Dfsyh = O(||h|”) para algin 8> 1.

Pasando de las diferenciales a sus matrices, la regla de la cadena se escribe asi:

D(gof)wo = (Dg)f(:ro) Df:vo (16)

Veamos primero el caso particular méas importante de esta regla

Definicion 64. Sea U C R™ un abierto. Un Camino diferenciable en U viene dado por un
intervalo I C R y una aplicacion x(t) : I — R™ diferenciable en cada t € I y tal que z(I) C U.
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Todo camino tiene una descripcién z(t) = (z1(t), ..., z,(t)), siendo z1(t),...zn(t) : I — R
funciones escalares diferenciables en todo t € I. Este caso es excepcional por dos razones:

— Permitimos algunos dominios no abiertos, como por ejemplo I = [a,b).

— Dado ty € I, que existan las derivadas 2/ (to), ..., (to) es suficiente para que x(t) sea
diferenciable en tg.
1 (to)
La matriz jacobiana es una columna: Dxy, = 2/ (ty) = : , es decir un vector de R", que
27, (to)

llamamos vector derivada o vector velocidad. Los vectores tangentes al camino en t = ¢
son los multiplos c2/(t) con ¢ € R.

Sean ahora V' C R™ un abierto y sea y(t) : I — V un camino diferenciable en V. Sea también
91, -+, Ym) : V — R¥ una funcién de m variables diferenciable en cada punto y(t) € y(I). La
compuesta goy : I — R¥ es a su vez un camino diferenciable en R y la regla de la cadena
d(g oY)ty = (dg)y(,) © (dy)t, se traduce en la igualdad matricial D(g o y)i, = (Dg)y) DYty €8
decir columna = rectangulo - columna:

y1(to)
RF 3 (g09)(to) = (Do) ¥ (t0) = [90 19 | [ 9ym s : 7
Ym (to)
y recuperamos una de las expresiones habituales de la regla de la cadena:
d
9@, ym(®) = w1 g ((0) + -+ Yu() gy ((1)) € R (17)
Supongamos que el camino en (17) es rectilineo de velocidad constante, es decir y(t) = yo + tv
con v = (ay,...,a;,) un vector fijado. Observemos que en este caso:
d
v =w YO =v . = 9(y®) = Duglwo) ,
t=0

la tercera igualdad es por la misma definiciéon de la derivada en yg respecto del vector v, luego
en este caso particular la regla de la cadena dice que Dyg(yo) = (Dg)y,v, es decir:

Dayer+tamem 9 (Y0) = a1 Deyg(yo) + -+ + am De,,9(yo) -
Dicho de otra manera:

Pedir que v — Dyg(yo) sea una funcion lineal R™ — R no es otra cosa que
pedir que g cumpla la regla de la cadena (17) para caminos rectilineos.

Recordemos que ésta era la segunda condiciéon para que g sea diferenciable en yg. Si ademas se
satisface la tercera condicién (la que involucra o(||h||) ) entonces la regla (17) también se cumple
para caminos curvilineos.

Ahora mostraremos que el caso general de la regla de la cadena consiste en realidad en varios
casos particulares de (17). Ademés de la funcién g : V — R¥, ahora tenemos un abierto U C R"
y una funcién de n variables f(x1,...,x,) : U — V diferenciable en todo punto de U y con
sus valores en V. Fijado un punto z¢p € U y el correspondiente yg = f(zg) € V, para e > 0
suficientemente pequenio estdn definidos los n caminos siguientes (el indice ¢ vade 1 a n):

Oél'(t) : (—6,5) —V , Oéi(t) = f(:vo—l—tez-) = f({L‘()’l, sy TOG—1 s l‘oﬂ'—Ft, L0541y -« - l‘om) s

que satisfacen «;(0) = yo, @;'(0) = fu,(z0) = (Df)s,€i y pueden ser curvilineos (en cuanto f
tenga un poco de complejidad). Pedir que g cumpla la regla (17) para estos n caminos:
d

di|,_ (i) = (DPyai®) . i=1...n,
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es decir, pedir que sea (go f)z, (o) = (Dg)y, fz:(x0) parai =1,...,n, es exactamente lo mismo
que pedir la siguiente igualdad matricial:

[(g0 ar |- 190 Nanly, = (D), [For |- | fon ]y, s

0

que es la férmula (16), la regla general de la cadena para matrices jacobianas.
La manera préactica de expresar esto es con la siguiente férmula, en la que el indice i va desde
1 hasta n:

0

oxs 0

df1
Ox;

9(Ae) . @) = g (Fa0)) T a0) 4o+ gy (Flaw)) P2 Ga0) | (18)

Comentarios. (1) La regla (18) es la (17) con la operacién 7 reemplazada por la en

0
tlo ox

lxo

todas partes, resultado natural porque es la derivada respecto de ¢t alo largo de xzg+t €;.

0
6(131 To

(2) Ahora sabemos que (16) equivale a lo siguiente: f es diferenciable en zg y ¢ cumple la
regla (17) a lo largo de caminos diferenciables cualesquiera (rectilineos o curvilineos).

(3) Es muy importante la siguiente interpretacién de (17): fijada g, la derivada (g oy)’(0) de g
a lo largo del camino y(t) s6lo depende de yy y el vector velocidad v = 3/(0), de manera que si
tenemos dos caminos y(t), §(t) pasando por yg con velocidad v:

y(0) = wo = 9(0) , ¥'(0) = v = F(0),

entonces (goy)'(0) = (gog)'(0) y este vector es igual a D,g(yo), es decir el resultado (goyo)’(0)
donde yo(t) es el camino rectilineo yo(t) = xo + tv.

En definitiva, pues, la regla de la cadena afirma dos cosas:

— Fijados g, 4o, v, los infinitos caminos y(t) que pasan por yp con velocidad v dan todos
el mismo resultado en la derivada (g o y)'(0). Esto incluye al camino rectilineo.

- Fijada ¢ y fijado yo = y(0), el vector (g oy)’(0) depende linealmente del vector y'(0).

2.4 Ejemplos especiales

El propodsito de este apartado es aportar evidencia de que la diferenciabilidad de f en un punto xg
es una propiedad muy exigente. Las dos condiciones siguientes son necesarias, pero no suficientes,
para dicha diferenciabilidad:

(1) que D, f(z0) exista para todo v y dependa linealmente de v (es decir, que se cumpla la regla
de la cadena a lo largo de caminos rectilineos),

(2) que f sea continua en xy.

Empecemos por f(z,y) = /23 +y3 : R? — R. Esta funcién es homogénea de grado 1, con lo
cual existe la derivada en el origen respecto de cualquier vector y ademas:

D,f(0) = f(v) paratodo v e R?.

Pero f(v) no es una funcién lineal. Una manera rapida de verlo es mirar el grafo de f y
comprobar que no es un plano (es una superficie curvilinea). Otra manera de convencerse es
demostrar que para ninguna pareja de constantes a,b se cumple (ax + by)® = 22 + 3, luego f
no es de la forma ax + by.

Ibgy

26 + o2

st (z,y) # (0,0)

Consideremos ahora g(x,y) =

0 si (z,y) = (0,0)
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Para esta funcién D,g(0) existe para todo v € R? y depende linealmente de v... por la sencilla

razén de que es siempre nula: D,g(0,0) = 0 para todo v € R2.

g(tv) — f(0,0)
t

Siv; =0 o v =0, entonces g(tv) =0 luego — 0 cuando t — 0.

Si a # 0 # b, entonces:
g(ta,tb) — g(0,0) a®btt a®b a?
¢ t(aSt6 + b22)  aSth 1 b2 b cando
Sin embargo esta g es discontinua en (0,0): resulta que es constante a lo largo de los caminos
y(t) = (t,c-t3), t > 0. Por ejemplo f(t,t3) = 1/2 mientras que f(t,2t3) = 2/5 para todo t > 0.
Como estos caminos tienden al punto (0,0) cuando t — 0, ni siquiera existe el limite de dos
variables im, ) 0,0y 9(7, ).

x3y

) si (x,9) # (0,0)

Tercer ejemplo: h(z,y) =
0 si (z,9)=(0,0)
Se demuestra, igual que hemos hecho en el segundo ejemplo, que D,h(0,0) existe y es nula para
todo v € R?, luego funcién lineal de v. Por lo explicado en el apartado 2.3, la funcién h cumple
la regla de la cadena a lo largo de rectas al pasar por (0,0).
4 2
ty

Esta h s es continua en (0,0). Tenemos |z%y| < por la desigualdad aritmético-

geométrica (es decir, Young para p = 2), luego |h| < |z|/2 < ||(z,v)]|/2 en todo el plano R2. Al
ser h = O(H(l‘»?/)”), se tiene liHl(w,y)—>(0,0) h(l‘,y) =0= f(oa 0)
Pero h no es diferenciable en (0,0). Consideramos los caminos a(t) = (¢,0) y ~(t) = (¢,t?),

que cuando t = 0 pasan por (0,0) con la misma velocidad (1,0). Como « es rectilineo, se tiene
d t 1
(ho)'(0) = D,0y1(0,0) = 0, en cambio (ho~)'(0) = sl 373 # 0.
t=0
Lo que le ocurre a h es lo siguiente: cumple la regla de la cadena a lo largo de rectas, pero no
a lo largo de otras curvas cuando pasan por (0,0), por ejemplo:

(oY@ = 5 #0 =00 ( § ) = (Dhon) 0.

2.5 Derivadas continuas

Los tres ejemplos del apartado anterior nos avisan de que hay situaciones en las que es deli-
cado decidir si una funcién de varias variables es diferenciable o no. El siguiente teorema es
inmensamente 1til porque describe una situacién (bastante frecuente) en la que desaparecen
esas dificultades.

Teorema 65. Sea U abierto de R™ y xg € U. Para que f : U — R™ sea diferenciable en xq es
suficiente (no necesario) que en un entorno de xo existan fy,, ..., fz, Y sean continuas en .

Demostracion. Veamos primero que el caso m = 1 implica el caso general. Pongamos f =
(fi,---, fm). Si las funciones vectoriales f;,,..., fz, son continuas en x( entonces para cada
j € {1,...,m} las derivadas escalares fj;,,..., fjz, son continuos en zy y, por el caso m =1
del teorema, cada f; es diferenciable en x¢ y por lo tanto también f.

Nos quedamos, pues con el caso m = 1. Haremos la demostracion cuando n = 2 y al final
diremos brevemente cémo extenderla a n general. Sea, pues U abierto de R? y sea f: U — R
tal que fz,, fz, existen en un entorno del punto xg = (a,b) € U y son continuas en xg. Podemos
suponer que dicho entorno es la bola B(xg,r) para algin r > 0.

Para cualquier punto (¢,d) € B(zo,r) vamos a estudiar la diferencia f(c,d) — f(zo). Para ello
unimos xg con (¢, d) mediante un camino poligonal formado por un segmento horizontal que une
xo = (a,b) con el punto intermedio 2’ = (¢, b), seguido de un segmento vertical que empieza en
2’ y termina en z” = (¢, d). El esquema es:

ro = (a,b) , segmento horizontal , a2’ = (c,b) , segmento vertical , 2" = (c,d).
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(c.d)

(a,b) (c,b)
En esta demostracién utilizamos una norma || - || que cumpla lo siguiente:
2| = [, 0)l < (@l = 100,9)] = |yl paratodo (z,y)€R?. (19)

Esta propiedad la tienen muchas normas, entre otras las normas p. Una vez que se cumple (19),
la bola B(xo, ||z — x¢||) contiene los tres vértices xq,2’, 2" del camino poligonal y, como es
convexa, contiene el camino entero y asi f estd definida en todos los puntos de dicho camino.
La restriccion f|segmento horizontal €5 la funcién de una variable f(¢,b) con ¢ entre a y c. Le
aplicamos el teorema de los incrementos finitos y resulta un punto z; = (61,b), situado en el
segmento horizontal, tal que f(2') — f(xo) = (¢ — a) fu, (61,0) = (¢ — a) foy (21)-

La restriccion f|segmento vertical €5 la funcién de una variable f(c,t) con t entre b y d. Le
aplicamos el teorema de los incrementos finitos y resulta un punto z2 = (¢, 62), situado en el
segmento vertical, tal que f(2”) — f(2') = (d = b) fo,(c,62) = (d — ) fr,(22).

El incremento de f a lo largo del camino poligonal es la suma de los incrementos a lo largo de
sus segmentos:

f@") = flzo) = (f(2) = flxo)) + (f(&") = f(2")) = (c—a) for(21) + (d = D) frr(22) . (20)
Escribamos ahora:
for(z1) = fz,(x0) +errory |, fo,(22) = fz,(x0) + errors . (21)

Como la bola B(xg,||z” — xg||) contiene el camino poligonal, contiene los puntos interme-
dios z1,22. A medida que z” se acerca a xg, el radio ||z” — z¢|| de esa bola tiende a cero y
los puntos z1, z2 tienden ambos a xy. Como las funciones f;,, fz, son continuas en z, tenemos:

errory —» 0y erroro —> 0 cuando =z .
Por otra parte, juntanto (20) con (21) y definiendo error = error; (¢ — a) + errors (d — b) sale:
f@") = f(mo) = fu(20)(c—a)+errors (¢ — a) + fa,(z0) (d — b) + errory (d —b) =
— [fml(xo) fm(xo)] ( 2:2 ) + error =
= Dfyy - (2" —x0) +error .
Ya sélo nos falta ver que error = o(]|z” — xo||). Ahora bien, por la condicién (19) se tiene:

lc — al 1 |d — b <1
=~ y > 1,
| (c—a,d—=0)| | (c—a,d=0)|

de donde:

lerror| - lerrory| - |¢ — a| + |errors| - |d — b

< < lerrory|-1+|errorg|-1 — 0 cuando =" — zg ,
2" — o [E ]|

y efectivamente error = o(||z” — x¢||), lo cual prueba que f es diferenciable en xg si n = 2.

En el caso n = 3, unimos xg con otro punto 2’/ mediante un camino poligonal formado con
cuatro vértices g, 2, 2", 2" y tres segmentos: uno paralelo al eje x1, el segundo paralelo al
eje xo y el tercero paralelo al eje 3. Se obtendran tres puntos intermedios z1, 22, 23, cada uno
situado en un segmento del camino poligonal, y el procedimiento es enteramente andlogo a lo
que hemos hecho para n = 2. Igual para n mas grande. O
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1 .
(% +y*) sen e ¥ (z,y) # (0,0)

La funcién f(z,y) = es diferenciable en (0, 0) pero

0 si (z,y)=(0,0)
tiene f,,, fz, discontinuas en ese punto, mostrando asi que la condicién suficiente proporcionada
19 2 9
por el teorema anterior no es una condicién necesaria.

Definicién 66. Decimos que f : U — R™ es de clase C' en U, y se indica por f € C1(U,R™)
o simplemente f € CY(U), i fu,,-.., fz, existen y son continuas en todo U.

Las funciones de clase C' son diferenciables en todo punto de su dominio.

Demostracion de la proposicién 60, caso escalar. La funcién producto prod : R? — R, dada
por (z,y) — xy, tiene jacobiana D prod = [y x], claramente continua, luego prod € C*(R?) y
es diferenciable en todo punto de R%. Dados un abierto U C R" y f,g: U — R diferenciables

en xo € U, el producto se describe como compuesta fg = prod o [ g ] y podemos aplicar la

regla de la cadena:

D(fg)z, = Dprod DI Do ] ’

(@)=(f(z0).9(x0)) [ Dy LO = lv 7] (@)=(f(z0).9(x0)) [ Dga,
resultando la regla del producto: D(fg)z, = (D fz,) 9(x0) + f(20) DGy - O

De las propiedades que hemos visto para la diferencial (suma de funciones, producto de funciones,
etc.) y las que hemos visto para las funciones continuas, se deducen:

(1) f=(f1,--5 fm) : U— R™ es de clase C! si y sélo si las f; son todas de clase C.
(2) Si f,g: U — R™ son de clase C! y ¢ € R, entonces f 4+ g y cf son de clase C.

(3) Si f,g:U — R son de clase C', entonces fg es de clase C'.
(4) La compuesta de aplicaciones Cl es C! (ver apartado 2.7).

En particular, toda aplicacién polindmica es de clase C!. Més atin, combinando (1), (2), (3) y (4)
tantas veces como sea necesario, es facil deducir que si f viene dada (componente a componente)
por una formula elemental que no plantee ningin problema en el abierto U (es decir, ningtin
denominador se hace cero, los radicandos y logaritmandos se mantienen estrictamente positivos,
las cantidades dentro de un valor absoluto o de la funcién sig no se anulan) entonces f € C1(U).
Como primer uso de estas ideas, las dos fracciones del apartado 2.4 son de clase C! en R?\{(0,0)},
e igual el ejemplo que acabamos de dar (22 + y?) sen (1 /(x? + y2)), luego son diferenciables en
cada punto de R?\ {(0,0)} sin que haga falta analizarlos m4s.

La funcién f = /23 + y3 tiene radicando nulo (solamente) a lo largo de la recta L = {x+y = 0}
y por lo tanto es C! en el abierto R? \ L. Veamos que no es diferenciable en nigtin punto de L.
Para el punto (0,0) ya lo hemos visto en el apartado 2.4. Para xg = (a,—a), con a # 0,
consideramos el camino v(t) = xo + (¢,t) y vemos que f o~v(t) = {/2t (3a? + t2) tiene derivada
infinita en ¢t = 0, que es cuando 7(t) pasa por xgp, luego f no es d1ferenc1able en ese punto. Es,
sin embargo, continua en todo R? porque es compuesta de funciones continuas.

2.6 Derivadas cruzadas
Teorema 67. (Schwarz). Sea f(z1,z2) tal que:

(1) fmafm Y f;rlm -

fz, existen cerca de xg = (a,b). (2) fu,z, €S continua en xg.

Oy

Entonces eziste fr,z, = 87:L‘1f12 en o Y frow (20) = frias (T0).

Demostracion. Aqui utilizaremos la norma euclidea estdndar, denotada || - ||.
Para cada h = (hi, hg) consideramos el rectangulo de lados paralelos a los ejes cuyos vértices
son o = (a,b), (a+ h1,b), (a,b+ h2), (@ + h1,b + he) = 29 + h.
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(a,b+h,) x,+h

(a,b)=x, (a+h,,b)

Para h pequeno todo el rectangulo esta contenido en el entorno de zy donde existen fy,, fzy, f2,20-
Definimos:

X(h) = f(a,b) — f(a+h1,b) — f(a,b+ h2) + f(a+ hi,b+ ho) .

- +

+ —_

Fijado h, definimos la funcién g(x1) = f(z1,b+ ha) — f(21,0),

(X 1 ,b+h 2)

+

(x1.b)
que tiene derivada ¢'(x1) = fg, (21,0 + h2) — fo, (x1,b). Ademds esta funcién permite escribir:
%(h) = gla+h1) —g(a),
luego existe £ = £(h), nimero intermedio entre a y a + hy, tal que:

Z(h) = hl'g/(g) = hl' (fx1(§7b+h2)_fx1(§vb)) :

Como fy, 4, existe en todo el rectdngulo, hay un nimero n = n(h) entre b y b+ ha, tal que

f$1<£vb+h2) _fa:1(§7b> = h2'fw1z2(§a77)7

de donde:
S(h) = hihs a2, (€,m) -

El punto (&, 7n) es interior al rectdangulo, cuyo punto més alejado de xg es x¢ + h (porque estamos
utilizando la norma euclidea estandar), por lo tanto (£,1) — z¢ cuando h — (0,0) y, como fz,z,
es continua en xg, tenemos:
%(h)
im
h—(0,0) Ay ho

h1#0
ho>0

Sea p(h) = X(h)/(h1h2), definida en {h : hy # 0,hy > 0} . Cuando un limite de dos va-
riables limy,_, 0,0 @(h) existe y es finito, no siempre se puede calcular como un limite de limites
limp, 0 limp, 0 @(h1, he) porque, fijado hy # 0 el limite limp, g @(h1, h2) puede no existir por
ser (h1,0) distinto del punto (0,0) donde ¢ tiene limite. Pero en el caso que nos ocupa si que
existe, fijado un valor hy # 0, el limite:

= foriz, (l‘o) : (22)

lim Y (h1, h2) _ 1 lim fla+hi,b+he) — fla+hi,b)  fla,b+he) — f(a,b) _
hg—0 h1h2 h1 ho—0 h2 hg
hiy>0
1
= E'(fIQ(a+h1’b)_fm2(aab))'
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fwz(a+ hlvb) — fm(aa b)

Gracias a esto, (22) implica que existe lim y es igual a f,4,(20), lo

hl—)O hl
0
que significa que existe Er. fuy yvesigual a fy4,(x0), que es lo afirmado por el teorema. [
T Zo
U (@) £ 0.0)
— s (a, )
z? + y? Y

Consideremos f(z,y) = Esta funcién es diferenciable en (0, 0)

0 si (z,y9)=(0,0)
con derivadas parciales nulas en dicho punto, porque |f| < 22/2 = O(||(x,%)||*) y por lo tanto:

fla,y) = f(0,0) =0-2—=0-y = O(|(x,9)|*) = olll(z,»)]) -
Derivando en (z,y) # (0,0) y anadiendo los valores f;(0,0) = f,(0,0) = 0, calculamos:
fz(0,y) = 0 paratodoy , fy(xz,0) = = para todo z,

de donde f;,(0,0) = 0, mientras que f,,(0,0) = 1. Ahora sabemos que tanto f;, como fy,
son discontinuas en (0,0) (ya no lo vamos a comprobar), pues el teorema de Schwarz dice que
tendrian el mismo valor en (0,0) si una de ellas fuera continua en dicho punto.

2.7 Derivadas de orden mayor

Definicién 68. Sea U C R"™ un abierto. Se dice que f : U — R™ es de clase C* en U si
existen y son continuas en todo U las derivadas parciales de f de drdenes desde cero hasta k
(entendiendo que la derivada de orden cero es la propia f).
Decimos que f es C®, o que es suave, si es C* para todo k.

Decir f € C° es lo mismo que decir que f es continua.

El teorema de Schwarz implica que si f es C? entonces se tiene Jriz; = fajz; ParTa i, j cualesquiera,
es decir que para tal funcién el orden de derivacién no importa en las derivadas segundas.

Si f es C3, aplicando el teorema de Schwarz varias veces deducimos identidades como las si-
guientes:

f:czy = fz:ry

fya:z = fyzm = fzyz

y para una tal f el orden de derivaciéon tampoco importa en las derivadas terceras.

Ahora bien, la mayorfa de las funciones C? nos dardn fiuy # fuyy, 10 que significa que es
importante cuantas veces se ha derivado respecto de cada variable independiente.

En general, si f es C¥ entonces en las derivadas hasta orden k& no importa el orden de derivacién
pero si importa (y mucho) el nimero de veces que se ha derivado respecto de cada variable. Para
codificar esto es a veces comoda la notacién de los multindices. Para una funcién de n variables
independientes, un multindice es una n-upla a = (a1, ag, ..., a,) de enteros no negativos. Por
ejemplo, a una funcién de cuatro variables f(z1,z2,23,24) y al multindice a = (0, 3,0,2) les
corresponde la siguiente derivada parcial quinta:

fwxy:f:rym:fyx:p s fxyz: {

Daf — (a> f = D(0’370’2)f = fzgr2$29349347

ox
que resulta de derivar f ninguna vez respecto de x1, tres veces respecto de xo, ninguna vez

respecto de x3 y dos veces respecto de x4.

En general D®f es una derivada parcial cuyo orden es la longitud del multindice |¢] def

a1 + -+ a, v que se define asi:

O\¢ Hlal
Dof = [ = = —f.
! (6m) I= gmam o !
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Esta notacion puede ser desventajosa para derivadas de orden pequeno, pero es util para las de
orden alto.

Propiedades (se incluye el caso k = 00):

(1) f=(f1,---, fm) es CF siy sélo si cada f; es C.

(2)Si f,g:U — R™son C* y c € R, entonces f +¢g y cf son CF.

(3) Todo polinomio es C* (sus derivadas de todos los érdenes existen y son polinomios).
(4) Si f,g:U — R son C*, entonces fg es C.

(5) La compuesta de aplicaciones C* es C*.

Demostramos (5) por induccién sobre k. Es cierto para k = 0, en cuyo caso dice que la compuesta
de continuas es continua. Sea ahora k& > 1 y supongamoslo cierto para k — 1. Dadas f,g de
clase C*, en particular son C' y diferenciables en todo punto. La regla de la cadena nos da
entonces la siguiente identidad entre funciones matriz:

D(go f) = [(Dg)o f]Df .

El primer factor (Dg)of es la compuesta de una funcién C* con una funcién matriz de clase C¥~1,
luego es C*~1 por la hipétesis de induccién. El segundo factor Df es otra funcién matriz de
clase C*~1. Si podemos argumentar que el producto de funciones matriz de clase C*¥~! es C*~1,
tendremos D(g o f) € C¥~1, de donde go f € C*. La multiplicacién de matrices es una funcién
vectorial R*™ x R™" — R*" cuyas sn componentes son polinomios cuadraticos, luego es una
funcién C*. Si A(z), B(z) son funciones matriz C¥~1, entonces el producto A(z)B(z) es la
compuesta de (A(m), B(az)) € CF1 con la multiplicacién, y por lo tanto es C*~1 por la hipétesis
de induccién. Esto completa la prueba de (5).

Vale decir lo mismo que para la clase C': una férmula elemental define una aplicacién C* en el
abierto en el que no se anule ningiin denominador, los radicandos y logaritmandos permanezcan
positivos y las cantidades dentro de un valor absoluto o de la funcién sig no se anulen.

En particular, las dos fracciones del apartado 2.4 y (22 +y?)sen (1 /(x? +y2)) definen funciones
C>® en R%\ {(0,0)}. La funcién vista al final del apartado 2.6 es C* en R?\ {(0,0)}, luego el
origen (0,0) es el tinico punto donde presenta el fenémeno fry # fya-

El espacio My, (R) de las matrices n x n puede identificarse con R" y entonces la funcién
determinante det : M, «,(R) — R es un polinomio (de grado n) y es C*.

El conjunto GL(n,R) de las matrices invertibles n x n es la preimagen del abierto R\ {0} por
la funcién determinante, luego es un abierto de R™. En este abierto la funcién A A7 que
lleva cada matriz a su inversa, es C* porque cada una de sus n? funciones componentes es un
cociente de dos polinomios y el denominador no se anula en el abierto.

2.8 Desarrollo cuadratico de Taylor

Definicién 69. Sea U C R™ un abierto y a € U. Sea f € C?>(U,R) una funcién escalar. La
matriz hessiana de f en a es el cuadrado formado por la derivadas sequndas de f en a:

Hess(f)a = [fxixj(a)]nxn’

que, por el teorema de Schwarz, es una matriz simétrica. La forma hessiana de f en a es
la forma cuadrdtica Hess(f)q() : R™ — R correspondiente a esta matriz simétrica:

Hess(f)a(v) © v/ Hess(flav = . 0i0) faa,(a) -

1<i,j<n

Teorema 70. En las condiciones de la definicion anterior, tenemos un desarrollo:
1 1
Flath) = fla) + 1 (d)a(h) + o Hess(F)a(h) + R(h)
donde el resto R(h) es un o(||h||?) en cuanto f sea C%, y es un O(||h|?) si f es al menos C3.
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Demostracion. Como todas las normas en R” son equivalentes, la clase o(||h]*) es la misma
para todas ellas. Igual ocurre con O(||h||¥). Basta elegir una norma y demostrar el teorema
para ella. En esta demostracion | - | denota la norma euclidea estdndar en R™.

Fijamos una bola B(a,r) contenida en el dominio de f. Dado x = a + h € B(a,r), el segmento
rectilineo [a,z] estd contenido en B(a,||h||) y a fortiori en B(a,r). Esto permite definir la
siguiente funcion escalar de una variable:

g(t) = fla+th) , 0<t<1.

Como f es al menos C2, tenemos g(t) € C?[0,1]. El teorema de Taylor para funciones de una
variable nos dice que existe un valor intermedio 6 € (0, 1) tal que:

9(1) = 9(0) = (1=-0)g'(0) + 5 (1 -0)°¢"(6)
es decir f(a+h) — f(a) :g’( )+ (1/2) 4" (0 ): (df )oh + (1/2) ¢"(6). Calculamos:

" _ =+ = —
g = - dtf( a+th) Z hi fu,(a + th)
1<i<n
= > hi— f% (@tth) = > hily fea;(a+th),
1<i<n 1<4,5<n

lego 6"(8) = 32 cijen iy fruay(2), con z=a+0h € Bla,||hl]). En definitiva:
Flath) = fla)+(df)ah+ 5 Hess()-(h) =
= f(a) + (df)ah + 5 Hess(Fla(h) + R
donde R = (1/2) Hess(f).(h) — (1/2) Hess(f)a(h) = (1/2) 31 yen hihs (Fore (2) = fors, ())-

Por otra parte, como para todo i es |h;| < ||h||, tenemos |h;h;|/||h|?> < 1 para todo par i, 7,
luego:

GE S5 5 V)~ s @]
1<i,5<n
Como z € B(a, ||h[|), se tiene z — a cuando h — 0 y, como cada fy,.; es continua:
fuiz;(2) = frz;(@) = 0 cuando h — 0 , para todo par 4,7,
y deducimos que R/| k> — 0 cuando h — 0, es decir R = o(||h||?).

Supongamos ahora que f es al menos C3. Entonces g(t) es C3 y, de nuevo por el teorema de
Taylor para funciones de una variable, existe un valor intermedio 6 € (0, 1) tal que:

1 1 ~
9(1) = 9(0) = (1-0)¢'(0) + 5; (1= 0)*¢"(0) + 5; (1~ 0)° 4" (6) .
Ahora calculamos g"(t) = 321 <; ; x<n Pi Bj Pt fai (2% +th), y asf:

Flath) = fla) = (df)ah+ 5 Hess(f)a(h) + 7.,

donde R = (1/6) > 1<, k<n i hj hik fusz2,(2) ¥y 2= a+ 0h estd en B(a,[[h])).

Para cada terna ijk tenemos |h;hjh| < ||R|?, luego |R| < (1/6) ||h|? doi<ijie<n [ foima (2)]-
Cada funcion fy,z;2, es continua y por lo tanto acotada cerca de a y, como es un conjunto finito
de funciones, encontramos un § > 0 y una cota comun: |fz,z,,(z)] < M para toda terna ijk
y todo punto x € B(a,§). Cuando h es pequefio el punto intermedio Z cae dentro de B(a,d) y
se verifica |fz,2,2,,(2)| < M para ijk cualesquiera, con lo cual:

~ 1 1
Rl < b L0y = atarpge
—
n3 sumandos

y queda visto que R = O(||h||?) cuando f es C3. O
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2.9 Extremos locales

Definicion 71. Sea U C R™ un abierto y a € U. Sea f : U — R una funcion escalar
diferenciable en a. Decimos que a es un punto critico de f si (df), = 0.

El punto a es un mdximo local si existe un entorno V de a tal que f(z) < f(a) para todo
x € V; es, ademds, estricto si V puede elegirse tal que f(x) < f(a) para todo x € V' \ {a}.

El punto a es un minimo local si existe un entorno V de a tal que f(x) > f(a) para todo
x € V; es, ademds, estricto si V puede elegirse tal que f(x) > f(a) para todo x € V' \ {a}.

Lema 72. Si f es diferenciable en a y (df)q, # 0, entonces a no es mdzximo local ni minimo
local de f.

Sean f € C? y a € U critico. Si existe un vector v con Hess(f)q(v) > 0 entonces a no es
mazximo local. Si existe un vector w tal que Hess(f)q(w) < 0 entonces a no es minimo local.

Demostracion. Supongamos f diferenciable en a y que hay un vector v tal que el ntimero
(df)a(v) es no nulo. Consideramos la funcién escalar ¢(t) = f(a + tv), t € (—e,e). Se tiene
g(0) = f(a) y ¢'(0) = (df)a(v) # 0, digamos por ejemplo ¢’(0) > 0. Para e suficientemente
pequeno, es ¢g(t) > ¢g(0) en t € (0,e) y ¢g(t) < g(0) en t € (—¢,0). Encontramos asi puntos
x = a+tv arbitrariamente cercanos al punto a, algunos con f(z) > f(a) y otros con f(z) < f(a).
Luego a no es ni maximo local ni minimo local. El caso ¢'(0) < 0 es andlogo.

Supongamos ahora f € C? y (df), = 0. Ahora es g(0) = f(a) y ¢’(0) = 0 para la funcién g(t)
construida a partir de cualquier vector v. Pero si Hess(f)q(v) > 0 entonces la correspondiente
funcién ¢ tiene ¢”(0) > 0, con lo cual g(t) > ¢(0) para t # 0 pequeno (positivo o negativo).
Los puntos z = a + tv, con t # 0 pequeno, son arbitrariamente cercanos al punto a y en ellos
f vale mas que en a, que no es, pues, maximo local. Del mismo modo, si un vector w cumple
Hess(f)a(w) < 0 entonces hay puntos x = a + tw arbitrariamente cercanos al punto a en los
que f vale menos que en a, que por lo tanto no es minimo local. ]

Corolario 73. Si f es diferenciable en a, para que a sea mdximo local o minimo local es
necesario (no suficiente) que sea punto critico.

Sea f de clase C* y a € U un punto critico de f. Para que a sea mdximo local es necesario (no
suficiente) que Hess(f)q sea semidefinida negativa: Hess(f)q(v) < 0 para todo v € R"™. Para
que a sea minimo local es necesario (no suficiente) que Hess(f), sea semidefinida positiva:
Hess(f)a(v) > 0 para todo v € R™.

Si Hess(f)q es indefinida (degenerada o no) entonces a mno es ni mdximo local ni minimo
local.

La funcién f(z,y) = x? + y> proporciona un ejemplo en el que Hess( f),0) es semidefinida
positiva pero (0,0) no es minimo local: el término ciibico y* no afecta a la diferencial ni a la
hessiana, pero hace que para y < 0 sea f(0,y) < f(0,0), no importa lo pequenio que sea y.

Teorema 74. Sea f de clase C* y a € U un punto critico suyo.

Para que a sea un mdximo local estricto es suficiente (no necesario) que Hess(f)q sea definida
negativa. Para que a sea un minimo local estricto es suficiente (no necesario) que Hess(f)q
sea definida positiva.

Demostracion. Escribamos Q(-) = Hess(f)q(-) y supongamos Q(-) definida positiva. La esfera

unidad S = {v € R" : ||v]| = 1} es cerrada y acotada, por lo tanto compacta, y la funcién:
S—R , v+— Q) = ﬁ?(ﬁ;),
v

es continua y positiva, luego alcanza un valor minimo positivo A > 0 en S. Resulta asi la
desigualdad:
Q(v) > M|v||> paratodo veS,

cuyos miembros, el de la izquierda y el de la derecha, son ambos homogéneos de grado 2.
Deducimos que esta desigualdad se cumple para todo vector v € R"™, no solo para |jv]| = 1.
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Dado el desarrollo de Taylor f(a+h)= f(a)+0+ (1/2) Q(h) + R(h) y dado € > 0, existe un
§ = 8(g) > 0 tal que si ||| < § entonces |R(h)| < e|h|* < %Q(h). Tomamos € menor que \/2,

por ejemplo € = \/10, y el § correspondiente. Entonces:

Irl < 6 = |[R(R)| < (') Q(h) = (04 Q(h) < (1/2)Q(h) + R(h) < (0'6) Q(h) .
Sumando f(a) a los tres miembros de esta tltima desigualdad y poniendo z = a+ h, obtenemos:
fla)+ (0 Q(x —a) < f(z) < f(a)+(06)Q(x —a) , para |z —af <0.

Para z € B(a,9) \ {a} se tiene

Qx—a) >0 y f(z) = fla)+(04)Q(z—a) > f(a),
luego a es minimo local estricto de f.

Si Q(+) es definida negativa se procede de manera anédloga. O

Ejemplo de que la condicién no es necesaria: la hessiana en (0, 0) de la funcién f(z,y) = 22 +y*
es degenerada, sin embargo (0,0) si es minimo local estricto de f.

2.10 Polinomios de Taylor

Definicién 75. Sean U C R™ un abierto y f € C*(U). Dado un punto a € U, el polinomio
de Taylor de orden k de f en a es el inico polinomio de n variables Py(x) = Pg(x1,...,2y)
que tiene grado k y cumple lo siguiente:

0 < laf <k = D%Py(a) = D“f(a), (23)
es decir, cada derivada en a de orden entre 0 y k da el mismo resultado para Py que para f.

Se puede calcular el polinomio de Taylor por el método de los coeficientes indeterminados,
o sea tratando a los coeficientes de P, como incégnitas. Entonces (23) se convierte en un sistema
con el mismo nimero de ecuaciones que de incégnitas (concretamente (":k), si f es una funcion
escalar). La matriz de dicho sistema (cuadrada e invertible) es muy fea si como base del espacio
de polinomios elegimos los productos de potencias de 1, ...,z,. Es, en cambio, muy sencilla si
como base del espacio de polinomios elegimos los productos de potencias de z1 —ayq, ..., T, — an.
Esto quiere decir que planteamos:

Pk‘('xla"wxn) = Z Caq--am (l‘l 7@1)011 "'(xn*an)an )
0<al<k

y entonces la contribucién a D*P(a) de los términos cg,...5, (x1—a1)?t -+ - (x5, —an)P" con B #
es nula, con lo cual cada una de las condiciones (23) sélo contiene una incégnita y el sistema
queda asi:

0 <la] <k = a1! - anlcaya, = D%f(a) .

Llegados a este punto se puede elegir entre dos maneras equivalentes de escribir el polinomio de
Taylor. Una de ellas es con un sélo sumando por cada multindice:

Py(x) = > m (1 —a)™ - (zn —an)™, (24)
0<|al<k e

donde en cada monomio se escriben, de izquierda a derecha, primero la potencia de x1 — a1,
luego la de x5 — as y asi hasta la de x,, — a,,. La otra manera de escribir Py es considerar las
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distintas expresiones que resultan de reordenar los factores de primer grado x; — a; y repartir
el coeficiente constante a partes iguales entre ellas. Ejemplos:

7(:[71 — a1)2($5 — CL5) =
7

= 3 (x1 — a1)2(x5 —as) + 3 (1 —a1)(zs —as)(x1 —ar) + 3 (x5 —as)(r1 — a1)2 )
—11
—11(z1 — a1)(z2 — a2)(xs — a3) = Z = (Zo(1) = o)) (To@) — o)) (To@E) — o)) -

oES3

Supuesto |a| = s, al reordenar los factores de primer grado de (z1 — a1)®! -+ (2, — a,)*" salen

s! . .
expresiones (l‘il — ail) EE (%’S - ais) diferentes. Por tanto:
041! ce Ozn!
ap!lap!
—a ). g ) — T o o Y (s — s
c(xy —ay) (T —ap)* = g c o (ziy —aiy) - (i, — as,)

donde la suma se extiende a todas las posibles sucesiones iq,...,is en las que el indice 1
aparece « veces, el indice 2 aparece ag veces, ... y el indice n aparece «, veces. Como en

realidad el coeficiente ¢ era igual a D®f(a)/a1!- - ay!, tenemos que:

ap!l-ap! 1

cr—— = gDaf(a).

s!

La segunda manera de escribir el polinomio de Taylor de orden k en a es, pues, la siguiente:

k
=Y L Y @ -0, —a) (25)

s=0 7 1<it,is<n

Ambas férmulas (24) y (25) son validas tanto si f es escalar como si es vectorial f : U — R™.
Insistimos en que ambas definen el mismo polinomio (el tinico de grado k que cumple (23)) sélo
que en (24) ningin monomio se repite mientras que en (25) cada monomio se repite tantas veces
como distintas expresiones resultan de reordenar sus factores x; — a;.

Ejemplo. Si k =1 las férmulas (24) y (25) dan ambas el siguiente resultado:
Pi(z) = fla) +(Df)a(x—a),

y el hecho de que el correspondiente resto R(z) = f(x) — Pi(x) sea un o(||x — al|) equivale a la
definicién dada en el apartado 2.1 de que f sea diferenciable en el punto a.

Ejemplo. Sea f(x) = f(x,y) funcién de dos variables y sea a = (0,5). Para cada multindice
a = (a1, a2), escribimos fq, o, para denotar D f(0,5). Entonces el polinomio de Taylor de
orden 2 de f en a queda de la siguiente manera segin la férmula (24):

——fo,0 + == fr0T + ——fo0r® + — fr1z(y — 5)+0,2,f02(y 5)2

0101 1|01 0|1|f01( 5)+ 21()1 1|1|
= foo+ fio-x+ fo1-(y—>5)+ §f2,0 2?4 fi1-x(y —5) + §f0,2 (y—5)?, (26)

mientras que segun la férmula (25) queda asi:

0,f<0 5 + 1 (L0504 £,0.5)0-5)) +

+E <fzm(075)$2+fmy(0a5)x(y_5)+fym(075)(y_5)x+fyy(0>5)(y_5>2> =
= foo+ fio-x+ fo1-(y—>5)+
1 , /1 1 1 )
+§f2,0'$ + (§f1,1 ~x(y —5) + §f1,1 (y — 5)33> + §f0,2 (y—5)

exactamente igual que la férmula (26), s6lo que con el término fi 1 - z(y — 5) repartido como
suma de dos mitades iguales. Estas mitades son las distintas expresiones que pueden salir como
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resultado de reordenar los factores e y —5 en fi1-x(y — 5), divididas por el nimero 2 de
tales resultados.
Vemos que, cuando f es escalar, la expresion de Py(x) segun (25) es:

r—0 L fig i -0
f(a)+Dfa[y_5}+2[x 0y 5][f2,1 f2,2] [9_5]’

es decir el polinomio del teorema 70 del apartado 2.8:
f(a) + Dfa(x — a) + (1/2) (x — a) Hess(f)a (x — a) .

Igual para funciones escalares de n variables y cualquier otro punto a. El teorema 70 afirma,
pues, que si Py(x) es el polinomio de la definicién 75 con k = 2 entonces:

o(lz—al?) si fecC?,
f(z) = Pa(x) =
O(|lz —al®) si fecC?.

Ejemplo. Sean de nuevo f(x) = f(z,y) y a=(0,5). El polinomio de Taylor de orden 3 de f
en a queda de la siguiente manera segin la férmula (24):

1 1
foo + fror+ fo1(y —5) + §f2,0902 + fiiw(y —5) + §f0,2(’y —5)%+

1 1 1
200 P ——foa(y—5)*,

301 T 013!

fo12?(y —5) + iflgﬂﬁ(y — 5?2+

3
Jaor” + 1121

es decir:
Joo+ fio-x+ for-(y—5)+ %fzo 2+ i aly —5) + %foz “(y—5)°+
+éf3,o cat %f2,1 -2?(y —5) + %fl,z cx(y —5)° + éfo,:a (y—5)°, (27)

mientras que segun la férmula (25) queda asi:

foo+ fio-z+ for-(y—5)+

+% (fz,o 2’ + fia-xly —5) 4 fin (Y —5)a+ foz - (y— 5)2> +

b5 (Fean0.5) 2 4 g (0,5) - (v = 5)° ) +

—I—é (fmy(o, 5) ~J:2(y —5) + foye(0,5) - 2(y — 5)x + fyae(0,5) - (y — 5)302) +

b (Feanl0,5) 2y = 57 + g 0.5) - (g = D)aly = 5) + fypu 0,5) - (y ~ 5% )
exactamente igual que la férmula (27), sélo que con el término f1 - x(y — 5) repartido en dos

mitades iguales y cada uno de los términos (1/2) fo1-2%(y—>5) y (1/2) fi.2-2(y—>5)? repartidos
en tres partes iguales.

El siguiente teorema es a veces muy 1til. Daremos un ejemplo de su uso después de demostrarlo.

Teorema 76. Fijamos un entero positivo k. Sean un abierto U C R", una funcion f: U — R™
de clase C¥ y un polinomio P(z) : R® — R™ de grado k. Dado a = (a1,...,a,) € U, son
equivalentes:

1. P(x) es el polinomio de Taylor de orden k de f en a, segin la definicion 75.
2. La funcion R(z) = f(z) — P(x) es un o(||z — a||*) cerca de a.

Si f es también de clase C**1, entonces la funcion R(x) es un O(||z — a||**1) cerca de a.
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El caso particular k = 2,m = 1 de la implicacién 1.==2. es el teorema 70 para f € C>.

Demostracion del teorema 76.
1.=2. Sea h = = — a. Definimos la funcién auxiliar de una variable g(t) = f(a + th),
consideramos el siguiente desarrollo de Taylor:

1 1

1 _ _
9(1)=9(0) = (1-0)g/(O)45; (1-01*g"(O)+- -+ =73, 1=0" " ¢" V(0455 (1-0)*gV©)
donde 0 < 0 < 1, y desarrollamos:
g9t = Z for i, (@+th) iy -+ hig , para s=1,...,k.

1<i1 wyis<n
Entonces, teniendo en cuenta la férmula (25) para Py, conseguimos llegar a la expresion:
@) =Pu@) = > (for,ews, ) = for,ooas (@)) hiy -+ hiy . con y = a+0h,
1<i i <n
de donde:
S 5 s @) = fayen, @] = (1),

1<y yip<n
luego Ri(x) = o(||h]*).
2.=—1. Sean P(z) un polinomio de grado k que cumple 2. y Py(z) el polinomio de Taylor
de orden k de f en a. Sabemos que f(z) = Py(z) + o(||z — al|¥) por la primera parte de la
demostracién, de donde P(z) — Py(z) = (P(z) — f(z)) + o(||z — a[|¥). Luego P(z) cumple 2. si
y s6lo si P(x) — Py(x) es un o(||z — al¥).
Hacemos de nuevo h = x — a y utilizamos como base del espacio de polinomios los productos
de potencias de hq, ..., h,. Como P(z) — Py(z) tiene grado k, hay una identidad:

P(z) — Pe(z) = Qo+ Q1(h) + Q2(h) + -+ Qk(h),

donde Q) es una constante, Q1(h) es una forma lineal en h, Q2(h) es una forma cuadrética
en h,... y Qr(h) es un polinomio homogéneo de grado k en h.
Haremos uso de lo siguiente, que es muy facil de demostrar:

©(h) homogénea de grado s en h
= ¢(h)=0. (28)
w(h) = o([IAl*)

Supongamos que P(z) cumple 2. Empezamos razonando as:
Qo = (P(x) = Py(x)) = (Qu(h) + -+ Qr(h)) = o(|[hl") +o(1) = o(1),

y, haciendo s = 0 en (28), deducimos Qo = 0. Pero entonces:
Qi(h) = (P(x) = Py(x)) = (Qa(h) +--- + Qx(h) ) = o(|[A]I*) +o(|[a]l) = o(lR]),

y, haciendo s = 1 en (28), deducimos @Q(h) = 0. Este proceso continta sin problema hasta
s = k — 1 inclusive, luego en realidad Qo, Q1(h),...,Qk—1(h) son todos nulos y se tiene:

Qk(h) = P(x) = Py(z) = o(|[n]"),
luego Qi (h) = P(x) — Py(z) = 0, es decir P(x) = Pg(x) que es lo que se afirma en 1.

El caso f € CFT!. La funcién auxiliar g(t) = f(a + th) es ahora de clase C**! y admite el
siguiente desarrollo:

9(1)=9(0) = (1-0) g (0)+ 55 (1-0) ¢"(0)++ -+ (1-0)* ¥ (0)

1
(k+1)!

(l_o)k-‘rl g(k-‘rl) (5) ’
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~ d ~
donde 0 < 6 < 1. Desarrollando cada ¢*)(t) = o7 (a +th) y evaluandoen t =0 oen t =0,
segin proceda, obtenemos:

1 -

f(@) — Py(z) = CE > Foiaig, (2) 1y b1y, con z=a+0h,

" 1<lyigpi<n

y es muy facil ver que f(x) — Py(x) = O(||h][*T!) = O(||z —a||**1), para 2 cercano al punto a.
0

La utilidad de la parte 1.=—2. del teorema 76 es obvia: generaliza y refuerza el teorema 70 del

apartado 2.8. Vamos a mostrar, con un ejemplo, que la parte 2.=—-1. es también muy util.
Ty

Consideramos la funcién f(z,y) = 5, que es C* cerca de (0,0). El cdlculo elemental de

1 —
las derivadas parciales sucesivas de un cociente da lugar a expresiones sumamente largas (si no
lo crees, prueba a hallar las derivadas sucesivas de tant = sent/cost). Sin embargo, con muy

pocos célculos vamos a ver que se tienen los siguiente valores:

f(0,0) =1, f:cy(070) =1, fyy(0,0) =2, f:cacyy(oao) =2, fwyyy(ovo) =6, fyyyy(070) =24,

y todas las demds derivadas de 6rdenes de 0 a 5 de f en (z,y) = (0,0) son nulas.
Empezamos por recordar el desarrollo ef = 1+ ¢ + (1/2) % + O(|t|*), que nos da:

1 1
e = l+ay+ oo’y + 0(layl®) = 1+ay+ 5%y + O(|l(z,9)]°) -

Recordamos también que

1
.= 1+t +t2+0(|t*), de donde:

= 1+ +y"+0(yl%) = 1+4* +y* + O(||(z,»)[|°) .

1—y2
Por lo tanto:
fay) = |14ayt g2 10l y)®) |- [1497 +4* + Ol w)l’) ] =
= Ltay 4y’ + g2 a4+ Oy f) =
= Lty ty? 2% eyt o(( )

Entonces la parte 2.=-1. del teorema 76 nos dice que el polinomio de Taylor de orden 5 de
f en (0,0) es el siguiente:

1
Ps(z,y) = 1+wy+y2+§$2y2+fﬂy3+y4,

y ahora sabemos que los valores en (0,0) de la derivadas de f de érdenes de 0 a 5 son los
arriba indicados, sin necesidad de haber calculado ninguna derivada.

Aviso. La hip6tesis f € C* en el enunciado del teorema 76 es muy importante. Esto ya se ve
con funciones de una variable. Por ejemplo la funcién f(z) : R — R dada por

zisen — si x #£0
x

0 si =0

satisface f(x) = o(]x|3), pero no podemos deducir que f(0) = f'(0) = f”(0) = f"(0) = 0 por
la sencilla razén de que la funcién f’(x) existe pero es discontinua en z = 0 (de hecho f’ es no
acotada cerca de 0), con lo cual f” y f” ni siquiera existen en ese punto.

48



