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CAPITULO 7

Formas bilineales y cuadraticas

7.1 Definicion de forma bilineal

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo IK. Una aplicacién
f:V xVi— K se dice que es una forma bilineal si Yuy,v9,v3 € V y Vo, 8 € K, verifica:
f(vr +wv2,v3) = fv1,v3) + f(v2,v3) flavi,v2) = af(vi,v2)
f(v1,v2 +v3) = f(v1,v2) + f(v1,v3) fv1, Bv2) = Bf(v1,v2)
Observaciones: El término “bilineal” indica que f es lineal respecto de los dos vectores o ele-
mentos de V. El uso del término “forma” en vez de “aplicacién” indica que la imagen es un
escalar del cuerpo K.

Propiedades:
f(OVaU) = f(U‘aOV) =0 Vu,veV
f(—u,v) = —f(u,v) = f(ua —U)

Notacién: ’ flu,v) =pe K ‘

Se dice que la forma bilineal f de V x V en K es simétrica, si Vu,v € V' se cumple

f(uv U) = f(vvu)'

Consideraremos a partir de ahora unicamente formas bilineales definidas en V = IR",
espacio vectorial sobre el cuerpo R.

7.2 Matriz asociada a una forma bilineal

Veremos primero la obtencién de la matriz asociada para R? y seguidamente escribiremos la
expresién para IR™

Tomando base canénica en V =2, B = {&], &}, y siendo [il} y [zl] las coordenadas de &
2 2
e i respecto de la base candnica, tenemos:

f(&, ) = f(@1€1 + 1265, %) = 21 f(€1,Y) + v2f(€2,9) =
z1(y1f(€1,€1) + y2f(€1,€2)) + w2(y1f (€2, €1) + w2y2 f (€2, €2)) =
r1y1f(€1,€1) + 21y2f (€1, €2) + w2y1 f (€2, €1) + 2ay2 f(€2, €2) =
fler,ée1) f(er,e)] [wn
21 ] {f(gz,gl) f(gz,gz)} {yz}

f(@9) =z ]G [‘Z;] con G = [f(ag,a)
G

—

Yy

191
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G es la matriz asociada a la forma bilineal f o matriz de Gram de la forma bilineal f, respecto
de la base canonica.

Para el espacio vectorial R™ y considerando la base canénica {€j...... &y}, se tiene:
Y fler,e) fleneé) ... f(er,én)
fZ9)=[z1 z2 ... z,]|G y:2 con G = f(62,7 ) f(ez‘, %) f(62_’ &)
Yn f(@n,er) f(én, &) ... f(én,én)

fE§ =Gy 1]

e La forma bilineal f es simétrica si v sélo si la matriz asociada G es simétrica.

Ejemplo 7.1 Considerando la forma bilineal f : R? x R? — R definida por:
f((z1,22), (y1,92)) = 8x1y1 + 921y2 + 1022y1 + 112030,

y los vectores i = (3,—2), ¥ = (8, —6) y W = (7,—5)

a) Obtenga la matriz de Gram asociada a f.

b) Obtenga f(i,v)

c¢) Obtenga f(U, )

d) Obtenga f(W,7)

a)  f((w1,22), (y1,92) = [21 22] {180 191} B;]’ por tanto A = [180 191}

b)  f((3,-2),(8,-6)) =3 2]:180 191: _—2: =2

(8 91[ 3]

c) f((8,-6),(3,-2))=[8 —6] 10 11ll-2|= 0  Notese como f no es simétrica.
(8 971[ 8]
d) f((77_5)7(8a_6))_[7 _5] _10 11_ _—6_ =0
7.3 Cambio de base
Suponemos una base B distinta de la canénica, B = { 51, 52, ey I;n }. Entonces se tiene que
PglZ]p = 7, siendo [Z] g las coordenadas de & relativas a la base canénica, y Pg = [ by by ... by, |.

De la misma forma se transformaran las coordenadas de 4: Pgly]p = ¥.

Denotando Pp como P para abreviar y substituyendo & e ¢ en la ecuacién [1] en funcién de las
coordenadas [Z]p e [¢]p obtenemos:

f(@ ) = (Pa]p) G Py

f@ 9 = ([2]p) P'G P[]
Por tanto la matriz asociada de Gram asociada a f respecto de la base B es y
las matrices G y G’ se dice que son congruentes entre si.
Despejando G en la ecuacién anterior: G=(PHYla'p!

y teniendo en cuenta que (P!)~! = (P~1)! se obtiene: G=PhH g pt
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Noétese:
e En el segundo miembro la matriz de la derecha es la transpuesta de la matriz de la izquierda.

e La matriz a la derecha es la matriz de paso de las coordenadas relativas a la base nueva (la
base a la que estd referida la matriz de Gram despejada) a las coordenadas referidas a la base
candnica.

Matriz G referida a la base canénica de IR" gij = f(€,€))

Matriz G’ referida a la base B de R" gij = F(b;, [_f])

Noétese que al efectuar un cambio de base cambian las coordenadas de los vectores e ¥/, y la
matriz de Gram, pero no el valor p que toma la forma bilineal para cada par de vectores:

f@g) =Gy =(ds) G fls=p

e Tenemos dos definiciones equivalentes de matrices congruentes:

— Dos matrices F'y R son congruentes si corresponden a la misma forma bilineal res-
pecto a distintas bases.

— Dos matrices F''y R son congruentes si existe P regular tal que F' = P'RP

e Todas las matrices congruentes entre s son a su vez equivalentes entre si (P’ y P son
inversibles) y por tanto todas las matrices congruentes entre si tienen el mismo rango.

Supuestas dos bases B y B’, ninguna de ellas la candnica, la relacién entre la matriz de Gram
G referida a la base B y la matriz de Gram G’ referida a la base B’ es la siguiente:

G =P GP

, siendo P la matriz de paso de las coordenadas relativas a la base B’ a las coordenadas referidas
a la base B. Es decir, P[Z]p = [Z]p, y P tiene por columnas las coordenadas de los vectores de
la base B’ respecto de la base B.

Si G es simétrica, entonces todas las matrices congruentes con G son también simétricas. De-
mostracién: G" = (P'GP)! = P'G'P = P'GP = G'.

OBSERVACIONES-RESUMEN, incluyendo resultados vistos en capitulos previos:

e Las matrices A y F correspondientes a la misma aplicacién lineal en distintas bases son
equivalentes entre si.

Existen matrices inversibles P y @ tales que:
Amxn = PFanQ 6 men = P_lAanQ

e Las matrices A y F correspondientes al mismo endomorfismo en distintas bases, con la
base inicial y la base final iguales, son semejantes entre si.

Existe matriz inversible P tal que: A= PFP™! o F =P 1AP

e La matriz A correspondiente a un endomorfismo es diagonalizable por semejanza si tiene
una semejante diagonal D. Es decir, existen matriz inversible P y matriz D tales que:

A=PDP~ ! o D=P AP

En este caso los elementos de la diagonal han de ser autovalores de A, y la base respecto
de la cual la matriz es diagonal es una base de autovectores en el mismo orden que los
correspondientes autovalores en D. P tiene como columnas los vectores de la base de
autovectores.
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e Las matrices G y G’ correspondientes a la misma forma bilineal en distintas bases son
congruentes entre si.

Existe P inversible tal que G’ = P'\GP o G =(P~1)!G'P~!

e NUEVA DEFINICION: Una matriz G es diagonalizable por congruencia si tiene una

congruente diagonal. Es decir, si existen P inversible y G diagonal tales que:
G=PGP o G= (P H)GP™!

e Una matriz real es simétrica si y sélo si es ortogonalmente diagonalizable por semejanza,
es decir, si existen P ortogonal y D diagonal con A = PDP~!. Los elementos de D son
autovalores y las columnas de P una base ortonormal de autovectores, en el mismo orden,
respecto del producto escalar habitual. Por ser P ortogonal, A = PDP~! = PDP! ( o

D = P~'AP = P!'AP), por tanto A real es simétrica si y sélo si A es a la vez semejante y
congruente con las matrices D de autovalores.

Ejemplo 7.2 Considerando la forma bilineal f del Ejemplo 1, los tres vectores i = (3,—2),
U= (8,—6) yw = (7,—5) (también utilizados en el Ejemplo 1), y la base B = {(—1,1), (4, —-3)},
se pide.

a) Matriz G asociada a f respecto de la base B
b) f(u,7) utilizando la matriz G' y obviamente las coordenadas de i@ y U referidas a la base B.

¢) f(W, D) utilizando la matriz G' y obviamente las coordenadas de W y U referidas a la base B.
) -1 1 8 9 -1 41 [0 2
Y04 =310 1) 1 =37 [1 -1

pt G P G’

b) Se calculan en primer lugar las coordenadas de los dos vectores referidas a la base B,
obteniéndose: [u]p = (1,1), [V]s = (0,2)

e

Comparando con el Ejemplo 1 vemos que la imagen es independiente de la base considerada.

[T 1]

¢) [w]p = (1,2), [v]z = (0,2)
vl g

Vemos de nuevo, comparando con el Ejemplo 1, que la imagen es independiente de la base
considerada.
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7.4 Formas bilineales simétricas: vectores conjugados y niicleo

En esta y todas las secciones siguientes (salvo en la seccion de Ejercicios), nos
referiremos unicamente a formas bilineales simétricas

e Sea f una forma bilineal simétrica. Se dice que ¥ e U5 € IR™ son conjugados u ortogonales
con respecto a f si f(¥7,02) = 0.

Observacién. 0 es conjugado de cualquier 7 € R™.

e Sea f una forma bilineal simétrica. Se dice que {¥,¥a,...,7;} C R™ es un conjunto orto-
gonal o conjunto de conjugados respecto de f si cada par de vectores distintos del conjunto
es un par conjugado u ortogonal.

e Sean f una forma bilineal simétrica y v € R"™. El conjunto de todos los vectores conjugados
de ¥ con respecto a f es un subespacio vectorial de R™ denominado subespacio conjugado
de ¥ o0 subespacio ortogonal a ¥ respecto de f.

Subespacio conjugado de v = {#¥ € R" / f(¥,%Z) =0}

e Sea f una forma bilineal simétrica. Se define ntcleo de f como el conjunto de vectores que
son conjugados de todos los vectores de IR"™.

Kerf ={geR" / f(Z,7) =0 VZeR"}
El nicleo de f contiene el vector 0 y es subespacio vectorial de R™.
Observacién. Z#G7=0 VZ = Gi=0 = 7€ KerG
Por tanto Kerf = Ker G.

Se dice que f es regular si Kerf = {6} Acabamos de ver que Kerf = KerG, por tanto f es
regular < KerG = {0} < rangoG = n < G inversible.

Si Kerf = KerG # {0} se dice que la forma bilineal es singular. En este caso rangoG < n (y
G singular).

7.5 Diagonalizacion congruente de una forma bilineal

Dada una forma bilineal simétrica f de R™ en IR, con matriz de Gram G respecto de la base
candnica, se cumplen las siguientes propiedades:

e (G es congruente con infinitas matrices diagonales reales D, es decir, existen infinitas matrices
D tales que P!GP = D. Las columnas de P son los vectores de la base B respecto de la cual la
matriz de Gram es D.

e Toda base B de R™ respecto de la cual la matriz de Gram sea diagonal es conjunto ortogonal
o conjunto de vectores conjugados respecto de la forma bilineal f, diciéndose de esa base que es
base ortogonal.

En efecto, los elementos de D verifican d;; = f (I_);, gj), siendo 5k los vectores de B, y por ser D
diagonal d;; = 0 para i # j, y por tanto cada par de vectores base distintos es un par ortogonal.

e Todas las matrices diagonales reales D congruentes con G tienen el mismo niimero de elementos
positivos p en la diagonal, el mismo nimero de elementos negativos ¢, y por tanto el mismo
nimero de elementos no nulos r = p+ ¢, siendo r = rangoG. Se le asigna entonces a cada forma
bilineal f el par (p, q), que es invariante frente a cambios de base, o dicho de otra forma, que es
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invariante para matrices congruentes entre si. En los tratados de Algebra y Geometria se dan
las tres definiciones de signatura siguientes, de las cuales adoptaremos la primera:

o sig f = (p,q) esig f=p esig f=p—q

A p se le denomina también indice de inercia.

Entre las matrices diagonales congruentes con G se define la matriz candénica de congruencia
de G o matriz de Sylvester, como aquella cuyos elementos diagonales son: “1” los p primeros,
“—1” los q siguientes y “0” los restantes n — p — ¢q. A las matrices diagonales congruentes que
tengan estos mismos elementos, aunque en otro orden, las denominamos pre-Sylvester.

7.6 Obtencion de matriz congruente diagonal mediante opera-
ciones elementales

En esta seccién presentamos la obtencion de matrices diagonales congruentes con la matriz G
mediante el método de “operaciones elementales”. Por simplicidad consideramos que la matriz
G inicial estd referida a la base canonica.

1) Aplicando a G una serie de operaciones elementales por filas de tipo reemplazamiento o de
tipo permutacién, y las mismas operaciones y en el mismo orden sobre las columnas, llegaremos
a una matriz diagonal congruente con G, que denotamos G.

Considerada G, aplicar las operaciones antes mencionadas corresponde a obtener el siguiente
producto matricial:

F, ... F GCy ... C’a‘ donde Fi, ... , F, es la secuencia de operaciones elementales por
filas, y C1, ... , Cq es la secuencia de esas mismas operaciones elementales pero por columnas.

Denotando P, = C ...y, se tiene que:

F, ... i =C....Ct = (C)...C,)" = P}, por tanto, sustituyendo en la primera expresién del
apartado obtenemos:

F, .. HGC,...C,=PlGP = G, con G diagonal y siendo G y G congruentes entre si.
LaSAcolumnas de P; forman la base B = {51, . l;n} de R" respecto de la cual la matriz de Gram

es G.

La demostracién de que Fi = C! para las operaciones elementales consideradas se presenté en
, . : t _ t (.. — F..
un capitulo anterior, donde obtuvimos C’ij(a) =Fija) v Ci;=0Ciy=1FL;.

La matriz diagonal G obtenida mediante las operaciones elementales tiene la forma:

giu 0 ... 0
0 goo ... O
G= : Lo - |, ylabase B ala que estd referida es base ortogonal.
o o0 ... O
0 0 ... gmn

A partir de esta matriz diagonal congruente ya podemos determinar la signatura de la forma
bilineal sigf = (p,q) siendo p y ¢ el nimero de elementos positivos y el nimero de elementos
negativos, respectivamente, de la diagonal principal.

2) En este apartado vemos como obtener a partir de la diagonal congruente G una diagonal
congruente pre-Sylvester. Para ello efectuamos:
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D' G D, siendo D = {di;} con dy = si gii #0 y d; =1 en caso contrario

1
V13iil
El resultado es una matriz denominada “pre-Sylvester”: matriz diagonal, con p elementos iguales
a 1, g elementos iguales a —1 y n — p — q elementos iguales 0 en la diagonal principal.

3) Aplicando las matrices permutadoras (por cada una de filas una de columnas, transpuesta de
la anterior), que sitian los elementos 1 en las p primeras posiciones de la diagonal principal, los
—1 en las ¢ siguientes, y 0 en las restantes n —p — ¢, se obtiene la matriz canénica de congruencia
o matriz de Sylvester.

ESQUEMA:
Per' D' Pl G Py D Per =S,
que podemos escribir como:
(P1 D Per)t G (P D Per)=S5,

P =P, D Per esla matriz de cambio de base desde la base nueva, B, respecto de la cual la
matriz de Gram es la matriz de Sylvester, a la base original de GG, que hemos tomado como la
candnica. Por tanto las columnas de P son las coordenadas de los vectores de la base B respecto
de la base canédnica.

f@y=2 G §g= p

F@D =358, [fls=p cnS,=PGP y Plilzp=7

0 2 -3
Ejemplo 7.3 Sea f la forma bilineal en R cuya matriz estdndar asociada es G = 2 1 -1
-3 -1 2

Obtén la diagonal congruente de Sylvester, y una base a la que esté asociada.

En este ejercicio obtendremos una base respecto de la cual la matriz de Gram es la candnica
congruente o matriz de Sylvester, y la propia matriz de Sylvester.

A partir de la matriz | G | I | realizaremos en G las o.e en filas y columnas, y en la matriz I
solo las o.e. en filas. El interés de las operaciones en I es conocer la base a la que estd referida
la matriz de Sylvester.

PG P =d
—— S
o.e. por o.e. por
filas columnas
P} I = P!
o.e. por
filas
0 2 -3 | 1 0 0 2 1 -1 | 0 1 0 1 2 -1 ] 010
2 1 -1 |1 010~ 0 2 -3 ] 100~ 2 0-31]1]10 0|~
3 -1 2 ] 00 1 3 -1 2 ] 00 1 -1 -3 2 ] 00 1
Fio Chr2 Foy(—2)
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1 2 -1 | 0 1 0 1 0 0| 0 1 0
0 -4 -1 | 1 =2 0|~|0 =4 -1 | 1 =2 0]~
o -1 1 ] 0 11 o -1 1 ] 0 11
Ca1(—9) F3a-1/4
Cs1(1)
10 o | 0 1 0 1 0 0 | 0 1 0
0O -4 -1 | 1 -2 0|~1|0 —4 0 | 1 -2 0
0 0 5/4 | 1/4 1/2 1 0 0 5/4 | —1/4 3/2 1
Csa(—1/4)
) 10 0 0 1 0
G=1(0 -4 0 P} = 1 -2 0
0 0 5/4 —~1/4  3/2 1
(recoge la secuencia de o.e. por filas realizada)
Y
0 1 -1/4
P=|1 -2 32
0 0 1

G es una matriz diagonal congruente con G y es la matriz de la forma bilineal respecto de la
base B ={(0,1,0),(1,-2,0),(—1/4,3/2,1)} (tomada de las columnas de P; ).

G=PGP

A continuacién partimos de G y obtendremos una diagonal congruente pre-Sylvester.

~

D'-G-D

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 00

0 1/2 0 0 -4 0[]0 1/2 0 |=|0 -1 0

0 0 2/v/5]l0 0 5/4][0 0 2/V5 0 0 1
Dt G D

Finalmente aplicamos la permutacion necesaria para obener la matriz congruente de Sylvester,
que es la permutacion de las filas sequnda y tercera, y la de las columnas sequnda y tercera.

1 0 0
Per=10 0 1

01 0

1 0 0 1 0 0 1 0 0 10 0
0o 1(-{0 =1 0|-(0 0 1]=|]0 1 0 =35y
01 0 0 0 1 01 0 0 0 -1

Obtengamos a continuacion la base B respecto a la cual la matriz de Gram es Sy:

Sy = Per'D'P{ G PyDPer = (PyDPer)" G PyDPer, por tanto la matriz de cambio de base de
B a la canonica es:

—1 1

0 1 -1/47 [1 0 0 1 00 0 27 2
P=PDPer=|1 -2 3/2|-|0 1/2 0 00 1|=[1 & -1
0 0 1 0 0 2/V5]10 1 0 0 Z 0
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Las columnas de P son los vectores de la base B.

B = {(07 17 O)? (%7 %7 %)7 (%7 _17 O)}

Se puede comprobar que P'GP = S,

7.7 Formas cuadraticas

Sea f una forma bilineal simétrica en R™ sobre R. Se denomina forma cuadratica asociada
a f ala aplicacion w de IR™ en IR definida por:

w(@) = f(#7) =peR

La definicién es sencilla, pues simplemente se sustituye el segundo vector, o vector g, por &, en
la forma bilineal.

Observamos que w(AZ) = A2w(Z). En particular w(—7) = w(Z)

Matriz asociada a una forma cuadrditica y cambio de base

La matriz asociada a w respecto de la base canénica de R™ es la misma que la de su correspon-
diente forma bilineal f, por tanto:
T1
Z2
w(Z) = f(Z,Z) =[x1 z2 ... z,|]G| . | siendo

TIn

G= ) . , con G simétrica (f(€;,€;) = f(€),€;) Vi # j)

De igual modo, suponiendo una base B distinta de la canénica, tal que P[Z]p = &, tendremos:
w(@) = ([#]p)" P' G P [7]p = ([7]p)" G [7]s.

G’ = P'GP es la matriz de Gram respecto de la base B. G’ es también simétrica y 95 = F (b, 5])

siendo Ek los vectores de la base B.

Si rango G = n se dice que la forma cuadratica es ordinaria, y si rango G < n se dice que es
degenerada.

Expresién desarrollada de la forma cuadratica:

ai2 Ain

a — .. —in

2 2

n aiz a2n

a22 “ o e

- A 2 2
w(Z) = E E a;jjriz; con A= ]
j=1i<) -

aén L;n e Unn

Obviamente, respecto de una base B en la que la matriz de Gram sea diagonal la forma cuadratica

tiene una representacion mas sencilla, al desaparecer los términos cruzados x;a:; con i # j.
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w(@) = dy1(2})* + ... + dun(),)? di; = f (i, bi)

2’ denota las coordenadas relativas a la base B.

La expresion de una forma cuadratica relativa a una base candnica congruente es la siguiente:

w(@) = [(21) + ...+ ()] = [(Tp1)* + -+ (2 40)°]

Ejemplo 7.4 Siendo w : R® — R la forma cuadrdtica definida por:
w((x1, 22, 23)) = =223 + 323 — 27122 + 371123 + 42073
a) Obtenga su matriz G asociada.

b) Obtenga w((1,2,3))

0 -1 3/27 [z 0 -1 3/2
a) f((x1,x2,23) =21 X2 .%'3]|:—1 -2 2 ] [wg},portcmtoG— -1 -2 2]
3/2 2 3 T3 3/2 2 3
1 0 -1 3/2771
b)) w((1,2,3)=[1 2 3]G|2|=[1 2 3}[—1 2 2 ] [2 = 48
3 32 2 3 ]1[3

Ejemplo 7.5 Hallar la expresion matricial referida a la base candnica de R® de una forma
cuadrdtica w de R en R tal que:

e (1,1,0) es ortogonal a si mismo respecto de la forma bilineal asociada f.

e (2,0,1) pertenece al nicleo de la forma bilineal asociada f.

e la forma cuadrdtica aplicada a los vectores (0,0,1) y (1,1,—1) da respectivamente 8 y 4.

a b c
G:[b d e]
c e f

fa b ¢ [1] a+b
o[l 1 0]|b d e||1l=0= [1 1 0]|b+d|=0= a+2+d=0 [1]
L e f1 L0} c+te
fa b ¢ [x] ax + by + cz
(2 0 1]|b d e||y|=0V(r,y,2) = [2 0 1]|bx+dy+ez| =0 =
Lc e [l Lz cx+ey+ fz
2ax +by+cz)+cx+ey+ fz=0=
20+c=0 [2]
(2a+c)x+ (2b+e)y+ (2c+ f)z=0 = {2b+e:O 3]
2c+ f=0 [4]

Otro método consiste en aplicar que (2,0,1) € Kerf < (2,0,1) € KerG, entonces la ecuacion
matricial que se obtiene es:

a b c 2 0 20 +c=0
b d e Ol =1]0| = 2b+e=0
c e fll1 0 2¢+ f=0

a b c 0 c
[0 O 1][b d e] [0128 = [0 0 1][6]:8 = -f:8 [5]
c e fll1 f
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a b c 1 a+b—c
e[1 1 —1]|b d e l|=4=[11 —-1]|b+d—e| =4 =
c e f -1 ct+e—f

a+b—c+b+d—e—c—e+f=4 = a+20—2c+d—2e+ f=4 [6]

f=8= (por ecuacion [4]) = (por ecuacion [2])
Sustituyendo la ecucacion [1] (a+2b+d = 0) en la ecuacion [6], obtenemos: —2¢c —2e + f =

d=2e=f—-2c—-4=2e=8+8—4=12=[c=6|

e=6= (por ecuacion [3]).

Sustituyendo a y b en la ecuacion [1]: 2—-6+d=0=
2 -3 —4

Solucion: G= | -3 4 6

-4 6 8

7.8 Clasificacion de formas cuadraticas
La clasificacién de formas cuadraticas es la siguiente:

e Definida positiva: w(Z) >0 VE€ R" yw(Z) =0 £=0
sig w = (n,0)

Definida negativa: w(#) <0 VZ € R" y w(Z) =0 < £=0

sigw = (0,n)

Semidefinida positiva: w(Z) >0 VZ€e R"y 3§ # 0/ w(y) =0

sig w = (r,0) con 7 < n (r por rango)

Semidefinida negativa: w(Z) <0 VE€R" y 3 7#0 / w(y) =0

sig w = (0,7) con r < n (r por rango)

Mixtas o indefinidas: el resto de los casos

sigw = (p,q) conp>0yqg>0

7.9 Diagonalizacion ortogonal de formas cuadraticas

Debido a que la matriz asociada a una forma cuadratica es simétrica, a partir de la matriz G
referida a la base candnica podemos obtener una matriz congruente que sea diagonal, siendo los
elementos de la diagonal los autovalores de G. Esta matriz diagonal seria congruente y semejante
respecto de G.

D = PGP = P!'GP siendo las columnas de P una base de autovectores, ortonormal respecto
del producto escalar habitual.

La matriz del ejemplo 7.3 tiene por ecuacién caracteristica:
A3 —3)\2 — 12\ + 5 = 0, que tiene raices reales, pero no enteras.

Nosotros s6lo hemos estudiado diagonalizacién por semejanza en el caso de matrices con auto-
valores enteros, por lo que no podriamos obtener las matrices P y D en este caso.
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Si las podriamos calcular con Matlab utilizando la funcién “eig()”, que obtiene una diagona-
lizacién ortogonal siempre que ésta sea posible, y en el caso de matrices reales y simétricas lo

es.

>>A=[02 -3;21 —-1; -3 —12];

>> [P, D]=eig(A)

ans =

P=

ans —

[ 0.8187

—0.3311
0.4693

[ —2.5283
0

Se puede comprobar que AP = PD =

0

0.0200
0.8331
0.5528

0
0.3845
0

—0.4432

—0.5739]
0.6886

0
0
5.1439

—2.0699 0.0077 —2.9522
0.8370 0.3203 —2.2797
—1.1864 0.2125  3.5422

y que P es ortogonal (PP = 1)
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7.10 Ejercicios

Ejercicio 7.1 Dada la forma cuadrdtica con matriz asociada respecto de la base candnica

1 21
A=12 0 2
1 2 1

a) Obtener una matriz congruente diagonal D1 y la base By a la que estd referida, utilizando el
método de las operaciones elementales.

b) Obtén la expresion de la forma cuadrdtica relativa a la base By

c) Obtener una matriz congruente diagonal Dy y la base a la que estd referida By wutilizando el
método de la diagonalizacion ortogonal por semejanza.

d) Obtén la expresion de la forma cuadrdtica relativa a la base Bo

e) Obtén la signatura de la forma cuadrdtica.

Ejercicio 7.2 Clasifica la forma cuadrdtica w en funcion del valor de a.

w(T) = 2% + 222 + y* + dyz + az?

7.11 Soluciones

1.

a) Aplicando operaciones elementales se obtiene la matriz congruente diagonal

1 0 0
D=0 —4 O] , respecto de la base By = { (1,0,0), (-2,1,0), (1,0,1) }
0 0 0

b) w(Z) = 22 — 4y’

1—s 2 1
2 —S 2
1 2 1-—s

c¢) A partir de la ecuacién A = = 0 obtenemos que A tiene 3 autovalores

distintos, que son 0, 4 y —2.

Los subespacios propios correspondientes son:
Vi=<(1,1,1)/v/3 >
Vg =<(1,-2,1)/v6 >
Vo =< (1,0,-1)/v2 >

4 00
Dy= |0 -2 0] , respecto de la base By = { (1,1,1)/v/3, (1,-2,1)/v6, (1,0,-1)/v2 }
0 0 0

d) w(¥) = 42 — 2y

e) Signatura de w : (1,1)
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2.

Al no pedirnos una base, sélo tenemos que aplicar el método de canonizacién basado en opera-
ciones elementales a la matriz G, es decir, no hace falta trabajar con la matriz [ G | I |.

1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0
G=|0 1 2({~|0 1 2 ~ 10 1 2 ~ 10 1 2 ~ 10 1 0
1 2 a 0 2 a-—1 0 2 a-—1 0 0 a-—5 0 0 a—95
F31-1y Ca1(-1) F3(_9) Csa(—2)

Para a < 5 forma cuadratica mixta
Para a = 5 forma cuadratica semidefinida positiva

Para a > 5 forma cuadratica definida positiva



