Célculo Diferencial Aplicado

UC 3 m Grado en Ingenieria Informatica

Leganés: 18 junio 2019

Nombre Grupo

Cuestion 1 (2.0 puntos) Resolver la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden
y" + 3y +2y = sin(e”)

y comprobar el resultado obtenido.

Solucién:
La ecuacion caracteristica de la ecuacién homegénea asociada tiene dos raices, r| = —1 y
ro = —2. Por tanto, su solucién general es

yn(z) = cre™™ + coe 2

donde ¢; y ¢3 son dos constantes arbitrarias. Una solucién particular de la ecuaciéon no
homogénea puede ser hallada por el método de variacion de los parametros tal como sigue:

Yp(x) = ua(2) €™ +ua(w) e,

donde u; y ug son dos funciones a determinar. Sabemos que sus derivadas satisfacen el
sistema

2r __

upe ™ +ube > =0
! ,—x I = ] z
—uj e —2uhe * = sin(e”),

resolviendio obtenemos

uy = —e* sin(e®).

{ u) = e” sin(e®)

por tanto, integrando se tiene que
uy = —cos(e”)
ug = e” cos(e”) —sin(e”),

donde uy se obtiene integrando por partes. Finalmente, la solucién general de la ecuacion es
solution of the given differential equation reads

2x

— e % sin(e”) |,

y(x) = yn(x) +yp(2) = cre™ + coe”

Para comprobar su validez, basta sustituir en la ecuacién original y comprobar que se satis-
face idénticamente.



Cuestién 2 (2.0 puntos) Resolver el siguiente problema de valor inicial (PVI) utilizando
la transformada de Laplace:

y' =2y +5y=¢" y(0)=14(0)=0,

Solucién:
Sea L{y} = F(s), la transformada de Laplace (TL) de la incégnita. Aplicando la TL a la
ecuacion, se tiene

1
s+3

s°F(s) — sy(0) — ¢/ (0) — 2(sF(s) — y(0)) + 5F(s) =

)

Despejando F(s), se obtiene:

F(s) = s2+5—5 A n Bs+C
T G+ ((s—12+2) 543 (s—192+22

Calculando los coeficientes

11 20° ~ 20
(5)_205+3+(s—1)2+22

Por tanto, tomando la transformada inversa £7!,

s—1 8 . 2
(3—1)2+22)_2_0£ ((5—1)2+22

1 1 19 .,
20£ s+3)+%£ ( )

A partir de las tablas de la TL, conluimos que: |y(t) = 5se™3 + P cos(2t) — 2e’ sin(2t)

Cuestién 3 (2.0 puntos) .
Considerar el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

(i) - (2 %) (36)

i) Encuentrar el valor de o para el cual el comportamiento cualitativo de las soluciones
del sistema cambia (sugerencia: calcular los valores propios de la matriz de coeficientes
en términos de «). Justificar la respuesta.

conaeRyt>0.

ii) Hallar la solucién del sistema cuando av =1y (X7(0), X2(0)) = (1, 0).




Solucion:

i)

ii)

Los valores propios de la matriz de coeficientes son
r = V4 -5, ry = —VvV4 —ba .

Si a < 4/5 los valores propios son reales con signos opuestos, por tanto las soluciones
del sistema vienen dadas por combinaciones de funciones exponenciales.

Por otra parte, si « > 4/5 los valores propios son complejos imaginarios puros conju-
gados, por lo que las soluciones son periddicas.

Por tanto el comportamiento cualitativo de las soluciones cambia para

Para o = 1 los valores propios y los vectores propios asociados a la matriz de coeficientes

son
. n (2+i)
™ =1 — Uy = 1

. . (2—@)

La solucion general del sistema es

Xi(t)\ . 2cost — sint L. 2sint + cost
Xt ) cost 2 sint ’
donde ¢y, ¢y son dos constantes reales arbitrarias.
Aplicando la condicién inicial (X;(0), X2(0)) = (1,0), entonces las constantes ¢; y ¢z

satisfacen
1 B 2 n 1
0 - Cl 1 02 0 )

con lo que ¢c; =0y co = 1 y la solucién del sistema es:

() ()

Cuestion 4 (2.0 puntos) .

Considerar el siguiente modelo de ecuacién de ondas.

9*u 0%u

Ecuacién Derivadas Parciales : @(I, t) = w(m, t), t>0, O0<z<m

Condiciones Contorno : w(0,t) =0, wu(m,t) =0, t>0

Ou

z,0)=0, 0<z<m.
ot

4
Condiciones Iniciales : (i) u(z,0) = Z k?sin(kx), (ii)
k=1

Aplicando separacion de variables la solucion formal del modelo puede escribirse

u(z,t) = ZA” cos(nt) sin (nx) , con A, € R.

n=1



Hallar los coeficientes A, ,Vn > 1 y expresar u(x,t) como una suma finita.

Solucion.

Tomando ¢ = 0 en la solucién formal se obtiene

u(z,0) = ZA” sin (nx) , con A, €R.
n=1

Por otro lado, teniendo en cuenta que la condicién inicial (i) u(x,0) = S_p_, k?sin(kz)
viene dada por una combinacién lineal de funciones de la forma sin(nz), con n =1,2,3,...,
podemos obtener los coeficientes A,, de la serie por simple identificacién de sumandos, esto
es

k? sin(kx) = sin(z) + 4sin(2x) + 9sin(3x) + 16 sin(4x)

]~

Z A, sin (nx) =
n=1

k=1

implica que

(Ay=1,A=4,A43=9, A, =16, A, =0V n>5|

Recopilando los valores de los coeficientes, se obtiene la solucion del problema de ondas, esto
es

u(z,t) = Z A,, cos(nt) sin(nx) = cos(t) sin(z) + 4 cos(2t) sin(2z) + 9 cos(3t) sin(3z) + 16 cos(4t) sin(4:

n=1

Cuestién 5 (2.0 puntos) .

Se considera el siguiente problema de valor inicial
y+6y =0
{ y(0) = 1.
(i) Aplicar una iteracién del método de Euler explicito con paso hy = 0.05.

(ii) Usar el valor Y; calculado en (i) y el siguiente método de orden 2

h
Yiro = Yo + 5 ftns1, Y1) + f(tnie, Yaio) ] ;

conn =0,1,2,..., para aproximar el valor y(0.1) usando h = h; = 0.05.

(iif) Sabiendo que EI?,, = 0.00112 es el error cometido al aproximar (0.1) mediante el
método en (ii) con paso hy = hi/q, calcular el valor de hy (notar que y(0.1) = 0.54881
y q € N es el factor de reduccién del paso).



Solucion.

(i)

(i)

(i)

Mediante una iteracién del método de Euler explicito (paran = 0) con paso h; = 0.05 se
obtiene Y; = Yy—6h; Yy = 1-0.3 = 0.7. A pesar de que la ecuacién diferencial lineal
dada es rigida, el esquema numérico es estable, puesto que h; = 0.05 < 2/6 ~ 0.33.

Aplicando la formula del método numérico propuesto, con h = h; = 0.05, paran = 0 se
obtiene Yo = Y1+ (h1/2) [-6Y1—6Y5 ], estoes Yo = Y1 (1—-3hy) / (143 hy) = 0.51739.

Por tanto, | Y3 = YJ" = 0.51739| es la aproximacién de 5(0.1) buscada.

Usando el valor y(0.1) = 0.54881, podemos calcular EM,, = |Y2h1 - y(O.l)‘ =
0.03142. Entonces, siendo p = 2 el orden del método en (ii), resulta que
hm\° _ EM
B2, ~Ch:="C <_1) ~ t_20.1’
q q

donde ¢ € N es el factor de reduccién del paso. Finalmente de la expresion anterior se

calcula ¢ ~ 5 y se puede concluir que | hy = hy/5 = 0.01].
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Cuestién 1 (1 punto) :
Resolver el siguiente problema de valor inicial:

y'—y —6y=5ze;  y(0)=2, ¢ (0)=1.

Solucién:

Se trata de una ecuaciéon diferencial lineal de segundo orden no homogénea con coeficientes
constantes. Su solucién general es de la forma y(t) = y(t) + y,(t) , donde y;, es la solucion
general de la ecuacién homogénea, y" — 3" — 6y = 0, e y, es una solucién particular de la
ecuacion diferencial no homogénea.

Calculo de yp,(x):

La ecuacién caracteristica, 72 —r — 6 = 0, tiene por soluciones, r = —2,r = 3, que son
dos raices reales distintas, por tanto un conjunto fundamental de soluciones es de la forma
B = {e % &}

Concluimos que

yn(t) = cre” 2 4 e’

donde ¢y y ¢o son dos constantes reales.

Célculo de y,(t):

Podemos seguir dos procedimientos: el método de variacion de los parametros o el de coefi-
cientes indeterminados.

Dada la forma de la funcién g(z) = 5xe™*, vamos a aplicar el segundo método.
Proponemos una solucién particular de la forma y,(z) = z(Az + B)e™>* = (Az? + Bx)e ¥,
dado que la funcién e=2* forma parte del conjunto fundamental de soluciones B, siendo A y
B dos coeficientes que debemos determinar.

Imponiendo que y,(z) es solucién de la ecuacién diferencial no homogénea se obtiene que:

Yo — i — 6y, = (—10Az + 2A — 5B)e ™" = Sze ™"
: : . 1 . T
Identificando términos se tiene A = —3, B = —z por tanto y,(z) = —(+ + = )e "

NOTA: En este problema, también podemos hallar una solucién particular usando el método
de variacion de los parametros pero en el proceso final hay que resolver dos integrales.

Finalmente la solucion general es:

2
y(x) = cre”* 4 cpe®” — (% + %)e_%



26
Imponiendo ahora las condiciones iniciales y(0) = 2,¢'(0) = 1, se obtiene ¢; = 3% = 3¢
Por tanto la solucién de problema de valor inicial pedida es:

Cuestién 2 (1 punto) :
Resolver el siguiente problema de valor inicial aplicando la transformada de Laplace:

Y — 6y + 8y =3e*; y(0)=1, y(0)=2.

SOLUCION

Sea L{y(z)} =Y (s) la transformada de Laplace de la solucién del problema.
Aplicando la transformada a la ecuacién diferencial y teniendo en cuenta las condiciones
iniciales, se tiene
2 65+ 11
(52— 65 +8)Y(s) = %
S R

por tanto,

¥i(s) = s?—6s+11 A N B N C
T —22(s—4) (s—22 s—2  s—4

donde hemos usado que s — 6s+8 = (s — 2)(s — 4).
Los coeficientes se calculan por idientificacion y se obtiene: A = —3/2, B=1/4y C = 3/4.
Finalmente, aplicando la transformada de Laplace inversa, se tiene

y(z) = LY (s)) = —gc—l{ﬁ} 4 ic—l{siQ} 4 %L—l{sl} |

por tanto




Cuestién 3 (1 punto) :

2 -1

Sea el sistema de ecuaciones X' = A?(t), con A = [ 5oy

} . Se pide:
a) Hallar la solucién general.

b) Resolver el sistema bajo la condicién inicial 7(0) = (1, —1)T.

SOLUTION

a) Para resolver el sistema, calculamos los autovalores de la matriz de los coeficientes

2 —1
=5
que son A\; = 3+1i2y Ay = 3 — 12 (complejos conjugados).
Un vector propio asociado a \; es

. 1
= (—1—@2)

Consideremos ahora la solucién compleja

— ~ ; 1
W(t) — 6)\115‘/1 — €3+22( 1 ) ’

Descomponiendo W/(t) en la forma W/(t) = Re(ﬁ}(t)) + zIm(W/(t)) = U(t) +iV(1),
donde

e3t cos(2t) e3tsin(2t)

Ui = ( e3(2sin(2t) — cos(2t) ) y Vi) = ( —e3(sin(2t) + 2 cos(2t) )
Por tanto, la solucion general del sistema se puede expresar como
X(t) = aU(t) + V()
donde ¢y y ¢ son dos constantes reales arbitrarias.

b) Calculamos las constantes del apartado anterior imponiendo la condicién inicial

X(0) = aU(0) + e V(0) = ( “ ) - (_11)

—C1 — 262

obteniendo ¢; = 1, ¢y = 0. Por tanto la solucién pedida es:

3t cos(2t)
X(t) = ( e (2sin(2t) — cos(2t)) )




Cuestién 4 (2.0 puntos) :

Dado el siguiente problema:

0%u ou

N
_axQ(x’w_mE(x’t)’ 0<:c<Z, t>0
Sy =0, 29T =0 t>0, (condiciones de frontera)
ax 5 = U, a 4, = s y CO clones de 1rrontera

u(z,0) = f(z) Z0 0<z<

(condicién inicial)
Se pide:

a) Se sabe que solamente una de las dos siguientes series es la solucién formal del
problema dado. Explicar, razonadamente, cudl de ellas es dicha solucion.

(Serie 1) Zb e "' sin (4nz); b, € R.

(Serie 2) Z ane " cos(4nz); a, €R.

b) Sabiendo que f(x) =14 3cos(8x) — 2 cos(12z), hallar el valor de u(g, 1)

SOLUCION

a) En este apartado podemos seguir dos razonamientos principalmente:
Razonamiento 1: Aplicamos separacién de variables al problema propuesto y de-
mostramos que la solucién es la dada por la (Serie 2).
Razonamiento 2: Si probamos que la (Serie 1) no satisface al menos una de las condi-
ciones de contorno del problema, entonces, dado que nos aseguran que solamente una
de las dos series es la solucién formal, concluiremos que dicha solucién es la (Serie 2).
En efecto, asumiendo en la (Serie 1) que

+oo +oo

ou 2
=) " dnb,e " cos(4 :>—0t:§ Anb,e~"t
2 nby,e” " " cos(4nx) 8:6( ) nb,e

Para que se cumpla la condicién de frontera — (O t) = 0, para todo t > 0 es necesario

ox
que Z4nb et = 0, para todo t > 0, y esto implica que los coeficientes b, = 0 para

n = 1 2 3,--- y por tanto u(z,t) es la funcién idénticamente nula. Pero esto es una
contradlc(:lon ya que la condicién inicial asegura que u(z,0) = f(z) Z 0 y por tanto u
no puede ser idénticamente nula. Por tanto la (Serie 1) no es solucién del problema y
debe serlo la (Serie 2).



b) Nos piden calcular

+oo

Zan " cos 4n§) = Z ane”™ cos(ng)

n=0

Para ello, es necesario encontrar las constantes a,. La forma mas facil consiste en
aplicar la condicion inicial:

f(x) = 143 cos(8x) —2cos(12x) = u(z,0) = ag+a; cos(4x) +as cos(8z) +ag cos(12z) +
ay cos(16x) +

Identificando términos se tiene:

ap=1,a1 =0,as = 3,a3 = -2 y a,, = 0 para todo n > 4.

Obtenemos finalmente:

u($,1)=1—3e™*
Cuestién 5 (1 punto) :
Sea el siguiente problema de valor inicial
y+y =2t
y(0) =5,

cuya solucién exacta viene dada por y(t) = et +21*> — 4t + 4.

(1) Usar el siguiente método

h
Yoy = Yn+§ (K + Ky), with Ky = f(t,,Y,), Ko = f(tas1,Yn + K1),

conn =0,1,2,..., para aproximar el valor de 3(0.2) tomando h = hy = 0.1.

(i7) Sabiendo que Yy = 4.09875 es una aproximacién de y(0.2) calculada con h = hy =
0.01, estimar el orden del método numérico dado en el apartado (7).

SOLUCION

(i) Podemos escribir la ecuacién diferencial dada como y' = f(t,y) = 2¢* — y.
Entonces, aplicando la férmula del método numérico, con h = h; = 0.1, paran =0y
n = 1 obtenemos por un lado Ylh1 = 4.52600 y por otro la aproximacion pedida

y(0.2) ~ YJ* = 4.10093 .

= 4.09873. Ademas, se

(77) Usando la expresién de la solucién exacta, calculamosy(0.2) =
| Va2 — y(0.2) | = 0.00002.

tiene que B, = ‘Y’” —9(0.2) ‘ = 0.0022 y E?,, =
Dado que hy = hy/10, obtenemos

, hy Bl
Bifoy ~ el = (10) ~ o

donde p es el orden del método y ¢ € R.
La expresién previa da p =~ 2.04. Por tanto, podemos concluir que el orden del esquema
numérico dado es p = 2.
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Cuestién 1 (1 punto) Dada la siguiente ecuacién diferencial

2y + 22y — a3y =0, con x>0,

se pide:

i)
ii)

iii)

Clasificar la ecuacion, razonando la respuesta.
Hallar la solucién en forma explicita que satisface y(e) = e.

Comprobar la solucién obtenida.

Solucion:

i)

i)

Es una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden no lineal homogénea. Es homogénea
porque la ecuacién se puede escribir en la forma

v= (2 (2)=FD,

siendo F' una funcién que depende del cociente entre y y x.

Para hallar la solucién general, efectuamos el cambio de variable dependiente y = xzv, donde
v = v(z). Sustituyendo en la ecuacién diferencial se obtiene:

dv 9 dv dzx / dv dx
r—tv=v4v —m — = — — PR -
dx v v? x
1
Calculando las integrales se tiene que: —— = In(z) + C', donde C es una constante de
v

integracién. Deshaciendo el cambio de variable la solucién general, escrita en forma explicita
es:

(x) ;
r)=——-FH
Y In(z) +C
Para hallar la constante C' imponemos la condicién y(e) =e = e = — 5 = C = -2
Por tanto la solucién explicita pedida es:
x




iii)

Claramente y(e) = § = e.

Por otro lado, aplicando derivacion implicita a la ecuacidn:

(2 —In(x))y(z) =2 = —y(;) +(2-In(z))y(z) =1 = —% + :L;U/ -1=0,

donde hemos despejado el valor de 2 — In(z) de la solucién. Multiplicando toda la ecuacién
por —z2y y reordendo términos se obtiene la ecuacién diferencial del enunciado.
Por supuesto, también se obtiene el mismo resultado por derivacién explicita.

Cuestién 2 (1 punto) Dada la ecucuacién diferencial

t

"_ o 267,
Y Yy +y 112’

se pide:

i)
ii)

Hallar su solucién general aplicando el método de variacién de los parametros.

Obtener la solucién que cumple y(0) =1; ¢/ (0) =1.

Solucion:

i)

i)

Se trata de una ecuacién diferencial lineal de segundo orden no homogénea con coeficientes
constantes. Su solucién general es de la forma y(t) = yp(t) + yp(t) , donde y;, es la solucién
general de la ecuacién homogénea, ¥’ — 2y’ +y = 0, e y, es una solucién particular de la
ecuacién diferencial no homogénea.
Calculo de yp,(z):
La ecuacién caracterfstica, r> — 2r +1 = 0, tiene por solucién, » = 1, que es una raiz real
doble, por tanto un conjunto fundamental de soluciones es de la forma B = {e’, te'}.
Concluimos que

yn(t) = cre’ + cote!
donde c; y co son dos constantes reales.
Calculo de yp(1):
Aplicamos el método de variacién de los pardmetros, por tanto, una solucién particular es de
la forma: y,(t) = u1(t)e’ + ua(t)te’, donde las funciones u; y ug son solucién del sistema:
whet + uhtet = 0;ulet +ub(t +1)et = <

1+e2
Aplicando la regla de Cramer se obtiene:
ur(t) = —3In(1+¢%); us(t) = arctan(t) y la solucién particular es:
yp(t) = —= In(1 + t?)e’ + arctan(t)te’ . Con esto se obtiene la solucién general de la ecuacién

y(t) = yn(t) + yp(t)

Ahora calculamos las constantes ¢; y c¢o imponiendo las condiciones iniciales y se obtiene:
y(0) =c; =1, % (0) =c1 +co =1, por tanto ¢c; = 1;c5 = 0. Finalmente, la solucién
pedida es

y(t) = et(1 — %111(1 + 1) + tarctan(t))




Cuestién 3 (1 punto) Dado el problema de valor inicial (PVI) siguiente
y'+2y +2y = 10te?, y(0)=0, y'(0)=0.

Se pide resolver el PVI usando la transformada de Laplace.

SOLUTION

(a) Let £{y(t)} = Y (s) be the Laplace transform of the desired solution. Then, applying the
Laplace transform to the given differential equation and using the initial conditions yield

10

(s> +25+2)Y(s) = m,

namely
10 A B Cs+D
Y — =
) = sty s—2 T G T GriPal
where the equality s2+2s+2 = (s+1)2+1 has been used. The involved coefficients can be

calculated as A =—-3/5, B=1,C =3/5 and D = 7/5. Hence

1 3 5 s+1 1
Y(s) = -4 — 3 4 .
() { s—2 T s—22 TPrEen (s+1)2+1}

Finally, the inverse Laplace transform of the previous expression provides
3 1 1 3 s+1 4 1
t) = —=L£71— L — o L%
y(t) 5 {s—2}+ {(3—2)2}+5 (s+1)2+1 +5 (s+1)2+1

3 3 4
y(t) = ~F e fte? 4 5 et cos(t) + 5 e ' sin(t).




Cuestién 4 (1 punto) Dado el sistema de ecuaciones diferenciales X/ (t) = A?(t), con

2 7
S By

Se pide:
i) Hallar la solucién general del sistema ?(t) .

ii) A partir de la solucién general, encontrar una solucién particular Ypl (t) que cumpla

. — - . . =
t£+moo ?pl (t) = 0 y otra solucién particular Ypl(t) que cumpla tl}r_noo p2(t)= 0.
SOLUTION

i) Para resolver el sistema, calculamos los autovalores de la matriz de los coeficientes

2 7
Sl g

que son r; = 1y ryg = —b (reales y distintos). Los vectores propios asociados son

R -7 . -1
() e ()

respectivamente. Por tanto, la solucién general del sistema se puede expresar como

?a)—q<‘17)et+62<—11>e—5t,

donde ¢1 y ¢9 son dos constantes arbitrarias.

ii) Para hallar la solucién particular ?pl (t) basta considerar la constantes c; =0y co =1 en la
solucién general dado que:
-1 _
T = () e

. —
y claramente se cumple que lim ?pl (t)= 0.
t—-+o0

Analogamente, para hallar la solucién particular ?pg (t) basta considerar la constantes ¢; = 1
y ¢2 = 0 en la solucion general dado que:

Ta0= ()

%
y claramente se cumple que . lim ng (t)y= 0.
——00
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Soluciones

Cuestién 1 (2 puntos) :
a) Resolver la siguiente ecuacién diferencial
Ey' =14+hnhxr—Iny
Yy

b) Calcular la solucién que cumple la condicién: y(1) = 2.

Solucion:

a) Es una ecuacién diferencial de primer orden, no lineal. Se puede resolver de dos modos:

1.- Es homogénea porque, reordenando términos, podemos expresarla como:

y’:%(l—i—ln ) = F(

SHES

)

8|

2.- Es exacta, porque al expresarla como:

(1—1—ln:n—lny)al:£—E dy =0
)

o bien como .
(1+nz—Iny)— =y =0
Yy

oM 1 ON
se cumple que a—y:—gza con M(z,y) =1+Inz —Iny; N(w,y):g

La resolvemos de este segundo modo:

F(z,y) = /M(x,y)dx = /(1—|—ln:c—lny)da: =z+(xlnzr—z)—zlny+h(y) =rhz—zny+h(y)
NoTA: la integral de Inx se obtiene facilmente por integrando por partes.
. OF : L /
Como se debe cumplir vl N hacemos la derivada parcial, igualamos y nos queda h'(y) = 0.
Yy
Por lo tanto h(y) = C' y nos queda como solucién implicita xInxz — zlny = C.

Despejamos para obtener la funcién solucion y(x) explicitamente:

¢
€T

z(lnz —lny)=C = ln(%):

- y(z) ==xe

Norta: Tras cambiar todo de signo usamos C en lugar de -C.

b) Con (1) = 2 obtenemos 2 = e y por tanto la solucién particular es |y(z) = 2




Cuestién 2 (2 puntos) :

Resolver el siguiente problema de valor inicial utilizando el método de coeficientes indetermi-
nados o el de variacién de los parametros:
y'—y —6y=e"+1;  y(0)=1, ¥ (0)=0.

Solucién:
Solucién de la ecuacion homogénea:

Ecuacién caracteristica: 7> —r — 6 = 0, tiene dos soluciones reales 11 = —2 y ry = 3,

por lo tanto  yp = c1 €7 2% + cpe3®

Solucién particular:

Utilizamos, por ejemplo, el método de coeficientes indeterminados.

Consideramos  y, = Ae* + B = y; = At = yg = Ae®

Sustituyendo en la ecuacién diferencial obtenemos A=B=-1/6 = y,= —%(ex +1)
1
Por lo tanto la solucién general de la ecuacién diferencial es:  y = ¢; e72% + cp 3% — é(e‘” +1)

En esta soluciéon usamos las condiciones iniciales y resulta ¢ = % co = % con lo que la

solucion del problema de valor inicial es:

23, 17 .. 1
— x . A P 1
Yy 306 +306 6(e+)

Cuestién 3 (2 puntos) :

Resolver el siguiente problema de valores iniciales aplicando la transformada de Laplace:
y' +5y —6y=Te" y(0)=1, y'(0)=0
Solucién:
Tomando la transformada de Laplace se obtiene:

7

2
— Y —_ — =
(s“+5s—6)Y(s) —s—5 p—

Despejando y simplificando:

Y(s) = s2+4s+2 B s +4s+2
 (s—1)(s2+55—6) (s—1)2(s+6)

Se descompone en fracciones simples:

A B N C
s—1 (s=1)2 s+6

= A=5/T B=1 C=2/7

Y haciendo las antitransformadas se obtiene la solucion

2
y(z) = 269” + ze® + ?6*6’”




Cuestién 4 (2 puntos) :
Sea el sistema de ecuaciones X' = A?(t), con A = { 2 -2
Se pide:
a) Hallar la solucién general cuando o = 2.
b) Resolver el sistema bajo la condicién inicial Y(O) = (3, 2)T cuando a = 0.
Solucidn:

a) Calculamos en primer lugar los autovalores de la matriz de coeficientes.

Resolviendo la ecuacién |A — AI| = 0 obtenemos A = +i como soluciones complejas conjugadas.

Para A =i un vector propio asociado es U = < 332. ) = < :‘5), ) + < _01 )iv

luego la solucién general del sistema es:

5cost Hsint
?(t) =G < 3cost +sint > +0 < 3sint — cost )

b) Cuando a = 0 la ecuacién |A — AI| = 0 tiene por soluciones \;y =3 Ay = —3

Para A\ = 3 se obtiene el autovector ¥ = (1, 0)T, y para Ay = —3 W = (5, 6)T

., ., 1 _
La solucién general de la ecuacién es, por lo tanto: w‘(s = < 0 > e3t o < 2 > e 3t

Usando la condicién inicial }(0) = < 3 > los valores de las constantes son ¢; =4/3y co = 1/3.

Por tanto la solucién particular del sistema es:

Y(t) _ % ( 43t + 5e 3t )

66731‘,




Cuestién 5 (2 puntos) :

Dado el siguiente problema modelo de ecuacién de ondas:

0%u 0%u
@(Ot)—O %( t)=0, t>0, (condici de frontera)
55 01 =0, 5, (M1 =0, , (condiciones de frontera
u(z,0) = 3coszx , 0<z<m (posicién inicial)
ou . .
E(:ﬂ, 0)=1—cosdx, 0<z<m (velocidad inicial)

a) Aplicar el método de separacién de variables tomando u(x,t) = X (x)T'(t) # 0 y hallar la
ecuacién diferencial que satisface la funcién T'(t).

b) Hallar el problema de contorno que satisface la funcién X (x) y los valores de A > 0 que dan
lugar a soluciones no nulas, siendo A la constante de separacidén.

c) Hallar la solucién u(z,t) del problema.

Solucion:

a) Aplicamos separacién de variables tomando wu(z,t) = X (z)T'(t). Sustituyendo esto en la
T// X//
EDP nos queda: 4X"T =XT"= — = — =

T X —X, donde X es la constante de separacién.

Por lo tanto T'(t) es la solucién de la ecuacion diferencial ~ T" 4+ 4\T = 0.

b) La funcién X (z) debe ser solucién de X"+ AX =0 y cumplir las condiciones frontera.

Separamos variables en dichas condiciones. En 2 =0 tenemos u,(0,t) = X'(0)T'(t) = 0. Si
fuera T'(t) = 0 tendriamos la solucién u(z,t) = 0 que no cumpliria la condicién inicial u(z,0) = f(x),

luego debe ser X'(0) = 0.

En x = 7 el razonamiento es similar, por lo que nos quedan las siguientes condiciones de con-
torno para X (z): X'(0)=0  X'(m) =0.

Para hallar las soluciones no nulas distinguimos dos casos:

[Caso A = 0], entonces X” = 0 = X(z) = c1z + ¢o. Dado que X'(z) = ¢1, se tiene que

X'(0) =0 =¢; = X'(m), por tanto se obtiene que X () = co # 0 es solucién no nula del problema.

Caso A > 0|, sea A = a?, con a > 0. La ecuacién caracteristica es: > 4+ a?> =0 = r = +ia

por tanto X (z) = ¢ cos(ax) + easin(az); luego X'(z) = —acy sin(ax) + acy cos(ax)

Aplicado las condiciones de contorno: X'(0) =0 = ¢y = 0.
Y con X'(7) =0 = —acy sin(ar) = 0.
Imponiendo que ¢; # 0, se tiene: sin(ar) =0=ar =nm= a=mn,conn=1,23,.



Por tanto obtenemos los autovalores: \, = n?, con n = 1,2,3, y las autofunciones asociadas a
estos autovalores son : X, (z) = cos(nz)

La solucién de esta ecuacién T" 4+ 4\T = 0:

, entonces T = k1 y por lo tanto T = kqt + ko.
, T" + 4\T = 0 entonces T" + (2n)?T = 0, por lo que T}, = a, cos 2nt + by, sin 2nt

b) La solucién general para este problema es
u(z,t) = ci(kit + ka) + Y _(an cos(2nt) cos(na) + by sin(2nt) cos(n))
n=1

Usando la primera condicién inicial:  u(z,0) = c1ke + Y2 a, cos(nz) = 3cosz,
obtenemos los coeficientes cikos =0, a1 =-3, a,=0, VYn#l

Para la otra condicion inicial:

ug(z,t) = c1ky + Z 2n(—ayp sin(2nt) cos(nx) + by, cos(2nt) cos(nx))

n=1
Entonces
o0
ug(x,0) =1 — cosdar = c1k; + Z 2nby, cos(nx)
n=1

y se obtienen los coeficientes: c1k; =1, by =-1/8, b, =0, Vn#4

Teniendo en cuenta todo lo anterior resulta que la solucién particular buscada es:

‘u(:p,t) =t+3cos2tcosx — 1/881n8tcos43:‘
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Cuestién 1 (2.0 puntos) :
Dada la ecuacién diferencial

1
Oéy// + y/ + 1y = f(aj) R

donde « es un pardmetro real y f(x) es una funcién, se pide:
i) Clasificar y resolver la ecuacién diferencial cuando o =0y f(x) = et
ii) Clasificar y resolver la ecuacién diferencial cuando o =5y f(z) = 0.

iii) Usando dos métodos distintos para hallar soluciones particulares, resolver el problema de
valor inicial que resulta cuando v = 1y f(x) = 2e2 , sabiendo que y(0) =1,y'(0) = 0.

Solucion:

i) Tomando o = 0y f(x) = ¢ se obtiene la ecuacién Yy + iy — 7 , que es una ecuacion
diferencial ordinaria, de primer orden, lineal.
Se resuelve mediante el factor integrante p(z) = ol 14 = ¢% .
Multiplicando la ecuacién por el factor integrante se tiene:

3z

x x x / x
eZy:eZeT:eI e (eZy) = et E eZy:ex+O’

donde C' es una constante de integracién. Despejando y(z), se obtiene la solucién:

y(x) = Ce 1+ et

ii) Tomando v = 5 y f(z) = 0, se obtiene la ecuacién, 5y” +y + 1y = 0. Se trata de una
ecuacién diferencial ordinaria, de segundo orden, homogénea con coeficientes contantes.

. : 1 . . . .
Su ecuacién caracteristica es: 572 +r + — = 0, y tiene dos soluciones complejas conjugadas

4
1 1 1 1
L= BT +1 £ Ty = 10~ 7 5 La solucién general de la ecuacion es:

y(z) = ¢ e 10 cos(§) + o e 10 sin(¥),




iii)

donde ¢; , co son constantes.

La ecuacién a resolver ahora es: v’ + v/ + iy = 2% .

Su solucién es y(z) = yx(z) + yp(z) , donde yp(x) es la solucién general de la ecuacién difer-
encial homogénea e y,(x) es una solucién particular de la ecuacién no homogénea.

La ecuacién caracteristica es: r2 +r + i = 0, tiene por solucién r = —% , raiz real doble. Por
tanto: yp(x) = cre”2 +cpze 2.

Para hallar la solucién particular debemos seguir dos métodos distintos, por ejemplo podemos
seguir los siguientes.

Método de los coeficientes indeterminados:

Teniendo en cuenta el término no homogéno de la ecuacién, proponemos que y,(z) = Ae? .
Sustituyendo en la ecuacién se tiene que Ae? = 2ez, por lo que A = 2, y la solucién partic-
ular es: y,(z) = 2e2

Método de variacién de los parametros:

Suponemos que la solucién particular es de la forma y,(z) = u; (x)e”2 + ug(x)ze” 2, donde
u1 y ug son dos funciones que resuelven el sistema formado por las ecuaciones

ez +ubze 2 =0, —(1/2)ule 2 + ub(—x/2 4 1)e”2 = 2e2 . Resolviendo este sistema se
llega a la misma solucién particular: y,(z) = 22 .

(NI

Por tanto la solucién general pedida es y(z) = yn(z) + yp(x) = cre™2 + caze 2 + 2e2 .
Las constantes ¢; = —1, c2 = —% se obtienen imponiendo las condiciones iniciales: y(0) =

1,4'(0) = 0. Finalmente la solucién es:




Cuestién 2 (1.0 puntos) :
. . . es RN(6) = AR [-3 4
Dado el sistema de ecuaciones diferenciales (t) = AX(t), con A= ,

Se pide:

i)
i)

Hallar la solucién general del sistema Y(t)

Estudiar el comportamiento de la solucién general cuando la variable ¢ — +oo

Solucion:

i)

ii)

La soluciéon general del sistema se obtiene calculando los valores propios y vectores propios
asociados de la matriz A. Para obtener los valores propios se resuelve |[A — \| = 0 =
MN42X+1=0= A=)\ = \y = —1, rafz real doble.

El vector propio asociado a A = —1 es 7 = < ? > . Obtenemos una primera soluciéon
2 —t
fundamental Xkl(t) — Vet = < :,t > .

Dado que e_l> autovalor se _r>epite, buscaremos otra i)lucién fundamental de la forma Yg(t) =

Vte_t + We™", donde W satisface que (A + )W = 7 Resolviendo el sistema podemos
— ~1 2t —1)e

tomar W = < 0 > . Asi pues, Yg(t) = ( ( tte_ze > :

La solucién general del sistema viene dada por ?(t) =c Yl(t) +c2 Yg(t) , donde ¢; y c3 son
constantes. Por tanto la solucién pedida es:

?(t) = < (2c1 —ca+2cat) e )

(c1 +cot)e™?

Dado que para cualquier valor de las constantes ¢ y co se verifica que
lim (2¢; —co+2cat)e ' =0,y que tliin (c1 +cat) et =0, se concluye que:
—+00

S
lim X (¢) = < 8 >

t——+o0




Cuestién 3 (2.0 puntos) :
Hallar la solucién del siguiente modelo de ecuacién del calor, siguiendo los pasos que se indican:

2
Ecuacién en Derivadas Parciales (EDP) E;L(x, t) = 422(3}, t); t>0, 0<z<4,
x
Condiciones de Contorno (CC) : u(0,t) =0, u(4,t)=0; t>0,
Condicién Inicial (CI) (i) u(z,0) = f(z) = 4sin(?%x).

Paso 1: Tomando u(z,t) = X (z)T(t) # 0, aplicar el método de separacién de variables, llamando A
a la constante de separacion.

Paso 2: Demostrar que la funcién T'(t) satisface la ecuacién T" 4+ 4\T = 0, y resolverla.
Paso 3: Demostrar que X (z) satisface el siguiente problema de valores en la frontera:
X"+2X =0; X(0)=0; X(4) =0;
y hallar los valores A > 0 que dan lugar a soluciones no nulas.

Paso 4: Escribir la solucién u(x,t) en forma de serie, teniendo en cuenta las funciones T'(t) y X (x)
obtenidas en los pasos 2 y 3.

Paso 5: Usar la condicién inicial (CI) para hallar, finalmente, la solucién del modelo.

Solucion:

Paso 1: Aplicado separacién de variables a la ecuacion en derivadas parciales se obtiene:

XT'  4X'T X" 3 T

XT' =4X"T = = — = =
4XT 4XT X AT’

donde X es la constante de separacion.

Paso 2: Teniendo en cuenta la tltima igualdad del paso anterior se tiene inmediatamente que
T + 4\T = 0, que es una ecuacién diferencial ordinaria lineal y su solucién general es:
T(t) = ce~** | donde c es una constante.

Paso 3: Teniendo en cuenta la peniltima igualdad del paso 1, se deduce que X” + XX = 0. Por otro
lado, aplicando las condiciones de contorno

w(0,8) = X(0)T(t) = 0,Vt = X(0) =0, wu(4,t)=X(AT(t) =0,¥t = X(4) =0,

por tanto X satisface X" + XX =0; X(0)=0; X(4) =0; como se pedia.
Las soluciones no nulas del problema de contorno se obtienen para:
2
Ap = (%) ,conn=1,23 - siendo X, (x) = ¢, sin(%), paran = 1,2,3,---, donde

¢, son constantes no nulas.



Paso 4: La solucion en forma de serie es:

nmTx

u(x,t) = ni::lAn e_(%)ut sin (T) , con A, € R.

Paso 5: Usando la condicién inicial (CI)
- 3
u(z,0) = 5_1 Ay sin (?) = f(z) = 4sin(zﬂx)

Las constantes A,, se pueden obtener a partir de las férmulas deducidas en la teoria del modelo
de ecuacién del calor, o bien, las podemos hallar de una forma mas facil en este problema
concreto mediante identificacion:

A1:0,A2:0,A3:4,An20 VTLZ4

Finalmente, la solucién del problema es:

71,2
u(x,t) = de Tt sin(2z)

Cuestién 4 (1.0 puntos) :
Consideremos el siguiente modelo:

s . . 0?u 0u
Ecuacién en Derivadas Parciales (EDP) W(m, t) = @(az, t); t>0, O0<z<m,
x
Condiciones de Contorno (CC) :  u(0,t) =0, u(m,t)=0; t>0
0
Condiciones Iniciales (CI) : (i) u(x,0) = 4sin(x) — 2sin(3x), (ii) %(m, 0)=0, 0<z<

Se pide:

i) Clasificar el tipo de modelo indicando especificamente el significado de las condiciones de
contorno (CC) e iniciales (CI).

ii) Sabiendo que la solucién u(x,t) se puede expresar como:
o0
u(x,t) = ZA” cos(nt)sin (nz) ; con A, € R.
n=1
Hallar el valor de los coeficientes A,, y obtener la solucién u(x,t).

iii) Comprobar la solucién obtenida en el apartado ii)

Solucion:



i) Dado el tipo de ecuacién en derivadas parciales (EDP), se trata de un modelo de la ecuacién
de ondas, que se puede aplicar a desplazamientos verticales de una cuerda unidimensional. En
concreto las condiciones de contorno (CC) son de tipo Dirichlet y nos indican que la cuerda
de longitud L = 7 estd anclada en los puntos z = 0y x = 7. Ademas la condicién inicial (CI)
(i) describe la posicién inicial de la cuerda y la condicién inicial (ii) indica que la velocidad
inicial de la cuerda es nula.

ii) Los coeficientes A,, se pueden calcular usando las férmulas integrales para este tipo de mode-
los, pero en este ejemplo en concreto podemos hallar los coeficientes por simple identificacion.
En efecto, considerando (CI) (i),

u(z,0) = Z Ay, cos(0) sin (nx) = Z Ay sin (nz) = 4sin(x) — 2sin(3z) .

n=1 n=1
Identificando coeficientes se tiene: A1 =4,4=0,A3=-2,4, =0 Vn>4.
La solucién del modelo es:

’ u(z,t) = 4cos(t) sin(z) — 2 cos(3t) sin(3z) , ‘

iii) Veamos primero las (CC):
u(0,t) = 4 cos(t) sin(0) — 2 cos(3t) sin(0) =0,
u(m,t) = 4cos(t)sin(m) — 2 cos(3t) sin(37) =0,
Veamos ahora las (CI):
u(x,0) = 4cos(0) sin(z) — 2cos(0) sin(3x) , y se verifica (CI)(i).

0

8—1:(% 0) = —4sin(0) sin(x) 4+ 6sin(0) sin(3x) = 0, y se verifica (CI)(ii).

Por 1ltimo, veamos si se verifica la (EDP):

ou ) ) ) , 0%u . .
a(:r, t) = —4sin(t) sin(z)+6 sin(3t) sin(3z) = W(:ﬁ, t) = —4 cos(t) sin(x)+18 cos(3t) sin(3x) .

Por otro lado,

u 2u
g—w(w,t) = 4 cos(t) cos(x)—6 cos(3t) cos(3z) = %(az,t} = —4 cos(t) sin(x)+18 cos(3t) sin(3x) .

Con esto queda probado lo que se pide en el enunciado.
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Cuestién 1 (1 punto) Dada la siguiente ecuacién diferencial

@_ 4z% + 2y + o2
de x? ’

se pide:

i)
i)

iii)

Clasificar la ecuacion, razonando la respuesta.
Hallar la solucién general de la ecuacion.

Escribir la solucién que satisface y(1) = 2.

Solucion:

i)

ii)

iii)

Es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden no lineal homogénea. Es homogénea
porque la ecuacién se puede escribir en la forma

o) m

siendo F' una funcion que depende del cociente entre y y .

Para halla la solucién general, efectuamos el cambio de variable dependiente y = zv, donde
v = v(x). Sustituyendo en la ecuacién diferencial se obtiene:

dv L At vt o? dv dz / dv dz
r—+v=44+v+0v° = == = - [ ==
dx v+4 oz v2+4 x
1
Calculando las integrales se tiene que: = arctan(g) = In(|z|) + K, donde K es una con-

stante de integracion. Deshaciendo el cambio de variable la solucién general, escrita en forma

1
implicita es: 5 arctan(%) —In(Jz]) = K . En este caso ademés la podemos también escribir
x

en forma explicita:

ly(z) = 2 tan(2(K + In(|a]) |

y(1) =2 = 2 =2tan(2K) = 2K = 7 = K = g. Por tanto la solucién pedida es:

y(z) =2x tan(% + In(x?))




Cuestién 2 (1 punto) Dada la ecucuacién diferencial

y' =3y +2y=e"; y(0)=0, y'(0)=1,

se pide:

i)
i)

iii)

Hallar su solucién general.
Obtener la solucién que cumple y(0) =0; ¢’ (0) = 1.

Comprobar la solucién obtenida en el apartado ii).

Solucion:

i)

i)

Se trata de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden no homogénea con coeficientes
constantes. Su solucién general es de la forma y(z) = yx(z) + yp(z) , donde y;, es la solucién
general de la ecuacién homogénea, v’ — 3y’ + 2y = 0, e y, es una solucién particular de la
ecuacién diferencial no homogénea.
Calculo de yp,(z):
La ecuacién caracteristica, 72 — 3r +2 = 0, tiene por soluciones, 1 = 2,79 = 1, raices reales
y distintas, por tanto un conjunto fundamental de soluciones es de la forma B = {th, e'}.
Concluimos que

yn(t) = c1e?t + cpet

donde c; y co son dos constantes reales.

Calculo de yp(x):

Vamos a hallar la solucién particular mediante el método de los coeficientes indeterminados.
Dado que g(t) = e™!,, proponemos una solucién particular de la forma:

yp(x) = Aet

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién diferencial e identificando coeficientes se obtiene:

A =1/6, por tanto,
1
t)=—-e!
Yp(t) 6
Nota: También se puede obtener una solucién particular usando el método de variacién de
los pardmetros.

La solucién general de la ecuacién es:

1
y(t) = yn(t) + yp(t) = c1€* + cae’ + e t

Ahora calculamos las constantes ¢; y ¢o imponiendo las condiciones iniciales y se obtiene:

1 1
y(0) = ¢1 + c2 + 6= 0, ¥(0) = 2c; +co— 6= 1, por tanto ¢; = 4/3;c0 = —3/2.
Finalmente, la solucién pedida es

4 3 1
y(t) = §e2t - §€t + geft




iii) A partir de la solucién obtendida en el apartado anterior se tiene que
y'(t):%e%—%et—%e_t; y”(t):%eﬂ—%et—l—%e_t.
Sustituyendo estas funciones en la ecuacién diferencial se obtiene
y"(t) — 3y'(t) + 2y(t) = et que es la comprobacién que nos piden en el enunciado.

Cuestion 3 (1 punto) Resolver el siguiente problema de valor inicial utilizando la transformada

de Laplace:
y'+y=te™'; y(0)=0, y'(0) =0,

Solucion:

Sea L{y} = F(s), la transformada de Laplace (TL) de la incégnita. Aplicando la TL a la

ecuacién, se tiene: (s° 4 1)F(s) = ———5, por tanto,

(s+1)

1 _Ms+N A B
(24 1)(s+1)2 0 s241 (s+1)2 s+1°

Sumando las fracciones

1 (M +B)s>+ (2M + N + A+ B)s*>+ (M +2N + B)s+ (N + A+ B)

(s2+1)(s+1)2 (s2+1)(s+1)2 ’

e identificando numeradores se obtiene: M = —1/2, N =0,A =1/2,B = 1/2. Por tanto:
1 s 1 1 1 1

_532+1+2(3+1)2+§3+1

F(s) =

Finalmente,tomando la transformada inversa £7!,

o =) =507 () e (o) 3t () -

v la solucién pedida es,

y(t) = —Scos(t) + ste™! + e




Cuestion 4 (1 punto) Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

{ 2y (t) =5x1(t) — 6 x2(t)
2h(t) = 321(t) — 22(1)

sabiendo que z1(0) = —1; 22(0) = 2.

Solucion:
5 —6

La matriz de los coeficientes del sistema es A = < 3

> . Calculamos los autovalores de A

resolviendo, ;A _;EA =X —4\+13 =0, y se obtiene \; =2 +143: Ay = 2 — i3

Los autovalores de A son complejos conjugados. Para hallar la solucién del sistema de ecuaciones

vamos a calcular un vector propio, vV = :; , asociado al autovalor \; = 2 + i3. Para ello
LS - 1434

resolvemos la ecuacion vectorial, (A — A1 1)V = 0, y se obtiene : V = < —11_2 . Ahora vamos a

obtener la parte real e imaginaria de la solucién fundamental del sistema de ecuaciones diferenciales
dada por :

X () = M = 2 ( H ) — Re(X (1) + 1 Im(X (1)),

3t

usando la férmula de Euler, ™' = cos(3t) 4 isin(3t) y operando se tiene:

Re(f((t)) _ < e?!(cos(3t) — sin(3t)) ) 7 Im(X(t)) _ < ¢ (cos(3t) + sin(3t)) ) |

e?t cos(3t) e? sin(3t)

La solucién general del sistema es X(t) = ( zi(t) ) = ¢1Re(X(t)) + c2Im(X(¢)), donde las

(t)
constantes ¢y, c2, se obtienen con el dato inicial z1(0) = —1; 22(0) = 2.
En efecto, 21(0) = =1 =c¢; +c2 ,22(0) =2 =¢; = ¢1 = 2,¢c2 = —3. Finalmente la solucién
pedida es

o m(t)\ [ —€*(cos(3t) + 5sin(3t))
X(t) = < x;(t) ) N ( e2t(2 cos(3t) — 3sin(3t)) )
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Soluciones

Cuestién 1 (2 puntos) :
Dada la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

y+ely =k —x(1+y); x>0; keR
Se pide:
a) Clasificarla razonadamente.
b) Hallar su solucién general.

¢) En funcién de k hallar todas las soluciones particulares que cumplen y(1) = 1.
d) Escribir la solucién del apartado ¢) que se obtiene para k = 1.

Solucion:

a) Es exacta, porque al expresarla como: (y+ x — k)dx + (e¥ + x)dy =0

oM O(y+x—k) _1_8_N_8(ey+3:)
oy dy S O ox

se cumple que

b) La resolvemos de este modo:

22
F(m,y):/M(m,y)dm:/(y—i-x—k)da::ya:—i-?—k:c—i—h(y)
oF

Como se debe cumplir 0= N, calculamos la derivada parcial e igualamos a N, y nos queda

W (y) = e¥. Integrando (tomando nula la constante de integracién), h(y) = e, con lo que se
2

x
obtiene la solucién implicita yx + R kx +e¥=C.

3
c) Para y(1) = 1 resulta C=e+ g~ k  luego existe la solucion particular Vk € R

2
1
d) Con k =1 la solucién particular es |yz + % —z+e¥Y=e+ 3

Cuestién 2 (2 puntos) :
Resolver el siguiente problema de valor inicial:

!

y' —y=-e ¥ +sinz; y(0) =1, y'(0) = 1.
Solucién:

Primero calculamos la solucién de la ecuacién homogénea.
Suponiendo soluciones del tipo y(z) = €™ llegamos a la ecuacién caracteristica 72 — 1 = 0,



cuyas raices son r{ =1y rog = —1.

Por tanto la solucién general de la ecuacién homogénea es:  yp(x) = c1€” + coe™*.

Para encontrar una solucién particular de la ecuaciéon no homogénea podemos usar el método
de coeficientes indeterminados y tener en cuenta que se cumple el principio de superposicion.

Tomando  y, = Ave™® + Bsinx +Ccosz = y, =(-2A+ Az)e™® — Bsinz — Ccosx
Sustituyendo en la ecuacién diferencial obtenemos A =B =—-1/6y C =0
Luego la solucién particular es y, = —%(mefx + sin x)

1
T i(a:e*x + sin z)

Y la solucién general de la ecuacion diferencial es:  y = c1e® + coe™
Usando las condiciones iniciales y(0) = 1, /(0) = 1 obtenemos ¢; = 3/2 ¢y = —1/2.

Y definitivamente la solucién del problema de valor inicial es:

3 1 1
y(x) = 56’” - 5(3: + 1)e ™ — 3 sinx

Cuestién 3 (2 puntos) :
Resolver el siguiente problema de valores iniciales aplicando la transformada de Laplace:

Y’ — 2y +y =cost; y(0) =1, y'(0)=2

Solucién:
Tomando la transformada de Laplace se obtiene:

(2 =25+ 1)Y(s) —s5 = st—l
Despejando y simplificando:
53 4 2s s3 +2s

Y - =
) = D211~ G2+ D)
Se descompone en fracciones simples:

A B Cs+ D

Vis) =
() (8—1)2+8—1+82+1

A=3/2 B=1 C=0 D=-1)2,

Y haciendo las antitransformadas se obtiene la solucion

3 1
y(t) = §tet + et — 3 sint




Cuestién 4 (2 puntos) :

6 -3
a) Encontrar la solucién que cumple la condicién inicial )_5(0) =(2 0)T.
b) Comprobar la solucién obtenida.

. . =, = 1 10
Dado el sistema de ecuaciones X' = AX (t), con A =

Solucién:
a) La matriz A tiene autovalores A\ =7 y Ao =-9.
Sus autovectores asociados son, respectivamente, proporcionales a 51 =(53)Ty 52 =(1,-1)T.

La solucién general, por lo tanto, viene dada por:

0-o(D)men( 4)e

Usando la condicién inicial, obtenemos ¢ =1/4 y ¢ =3/4

>l

Nos queda finalmente:

b) Haciendo operaciones comprobamos que:

X =3[0 ) e (57 )]
0= (3 2(E)(2)e () ()

con lo que se comprueba que la solucién es correcta.

—_

Y para la condicion inicial

Cuestién 5 (2.0 puntos) :
Dado el siguiente problema de ecuacién del calor:
0%u

ou
QW(az,t):E(a:,t), O<z<m, t>0



u(0,t) =0, wu(mt)=0, t >0, (condiciones de frontera)
u(z,0) = f(x) , 0<z<m (condicién inicial)

a) Aplicar el método de separacién de variables tomando u(z,t) = X (x)T'(t) # 0 y hallar
la ecuacién diferencial que satisface la funcién T'(¢), tomando como constante de separacién A € R.

b) Hallar el problema de contorno que satisface la funcién X (z) y los valores de A > 0 que
dan lugar a soluciones no nulas.

c¢) Escribir la solucién general u(z,t) del problema y obtener la solucién concreta cuando
f(z) = 2(sin(3z) — sin(4x)).

Solucion:

Tl t Xl/
a) Aplicando separacién de variables 2T( t)) =-\= % , por tanto la ecuacién diferencial
que satisface T'(t) es: |T'(t) + 2\T(t) =0

b) El problema de contorno que satisface X (z) es: | X" (z) + AX(z) =0, X(0)=0=X(m)
El problema propuesto indica que z € [0, L = 7|, por tanto al resolver la ecuacién diferencial

. . . 2
anterior se obtienen soluciones no nulas cuando A\ = (%) =n?,conn =12-- ylas

soluciones no nulas son de la forma X, (x) = a, sin(nx), siendo a,, constante.

c¢) La solucién general del problema propuesto es:

w(z,t) = 3 Ape 2"*tsin (nz); con A, € R.

n=1

Teniendo en cuenta la condicién inicial

u(z,0) =Y Aysin (nz) = 2(sin(3z) — sin(4z)) = f(z) ;

n=0

Identificando coeficientes, Ay = Ay = 0;A3 = 2; A4 = —2;A4, =0 Vn > 5, por tanto la
solucion concreta pedida es:

u(z,t) = 2~ B sin (3z) — 2e 3% sin (47) .
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Cuestién 1 (1 punto) :
Dada la ecuacion diferencial

3a%y + 2zy +y* + (¥ + %)y = 0,
se pide:
i) Probar que la ecuacién diferencial no es exacta.

ii) Comprobar que la ecuacién se convierte en exacta si se multiplica por el factor 3.

iii) Hallar la solucién sabiendo que y(1) = 2.

Solucién:

i) Sean las funciones M(z,y) = 3%y + 2zy + v° y N(z,y) = 2 + >

oM
Dado que = 32% 42043y # 2 =
Yy

0 no es exacta.

. .z . . /
, concluimos que la ecuacion diferencial M+ Ny =

Oz

ii) Siguiendo el enunciado, tenemos ahora la ecuacién

(3:1:2y + 27y + y3) e + (3:2 + y2) ey =0,

. . OM  ON
y llamando M (z,y) = 322y + 22y +y3) 3%, N(z,y) = (2? +1?) €32, se tiene que S = B
Y x
por tanto la ecuaciéon M + Ny’ = 0, si es exacta.
iii) Dado que la ecuacion es exacta, existe una funcién F(x,y), que satisface e My 0 N.
€z Y

Integrando la tltima ecuacién respecto de y se tiene F(z,y) = (z%y + y—;)e?"” + H(x). Para
hallar la funcién H(z) usamos que:

OF .
oy = " 4327y + 22y)e™ + H'(w) = (32%y + 22y + y°) € = M(z,y),
x
identificando términos se obtiene H'(z) = 0 = H(z) = k (constante), por tanto

la solucién general de la ecuacién es (z%y(z) + )e3® = ¢ (constante).

y(@)*
3

Imponiendo la condicién y(1) = 2, se obtiene ¢ = (2 + §)e*.
Finalmente la solucién pedida es



Cuestién 2 (1 punto) :
Dada la ecuacién diferencial
y" — 5y + 6y = 2¢

se pide:
i) Hallar su solucién general aplicando el método de variacién de los pardmetros.

ii) Hallar una solucién particular de la ecuacién mediante el método de coeficientes indetermi-
nados.

Solucién:

i) Las raices de la ecuacién caracteristica, > —5r4+6 =0, son: r =3,r =2. Por tanto la
solucion general de la ecuacion es

y(t) = cyi(t) + caya(t) + yp(t)

donde c; , ¢y son constantes reales, las funciones yi(t) = €3, ya(t) = €?, son soluciones de
la ecuacién diferencial homogénea e y,(t) es una solucién particular de la ecuacién no ho-
mogénea.

Siguiendo el enunciado, calculamos y,(t) mediante el método de variacién de los pardmetros.
Yp(t) = w1 (t)y1(t) + ua(t)y2(t), donde las funciones wuy(t) y ua(t) satisfacen:

(1) wiyr+upye =0, (i) ujy; +uhys = g(t) = 2¢

Resolviendo el sistema (7), (i), se obtiene:

/ —2¢ ot —ot

uy(t) = — 5 = 2e = u(t)=—e ",
2 4t

uh(t) = _eest =-2" = wuy(t)=2e"",

donde hemos tomados nulas las constantes de integracién.
Por tanto y,(t) = —e 2'e* 4 2e7fe* = ¢’ | y la solucién general es:

y(t) = c1e3t + coe? + ¢t

ii) Dado que g(t) = 2¢', no es una solucién de la ecuacién diferencial homogénea, proponemos
una solucién particular de la forma Y, (t) = Ae!, donde A es un coeficiente indeterminado que
se calcula sustituyendo Y}, en la ecuacién diferencial. Por tanto:

Aet —5Ae! + 6Aet =24t =2¢', = A=1.

Se tiene que una solucién particular (ya obtenida también en el apartado anterior) es: | Y, (¢) = €'




Cuestién 3 (1.2 puntos) :

i) Resolver el siguiente problema de valor inicial utilizando la transformada de Laplace.
" / /
y —y —6y=0; y0)=1, y(0)=-1,

ii) Comprobar la solucién.

iii) Explicar el comportamiento de la solucién cuando la variable independiente tiende a +oc .

Solucién:

i) Sea L{y} = F(s) la transformada de Laplace (TL) de la funcién incégnita. Aplicando la TL
a la ecuacion, se tiene:

s7F(s) — sy(0) — y'(0) — (sF(s) — y(0)) — 6F(s) =0,

por tanto,
-2 A B 1 4
F(S): 5 = —|— = /5 /5’
(s=3)(s+2) s—3 s+2 s—-3 s+2

Tomando la transformada inversa £~!, obtenemos la solucién de problema

y(t) =L7H(F(s) = 3 [L—l (ﬁ) +4L7! (#2)] = L(e3 4 de7?)

ii) La comprobacién es inmediata sustituyendo en las condiciones iniciales y en la ecuacién.

iii) Para ver el comportamiento asintético de la solucién tendremos en cuenta que

lim 3 = lim e =0, lim € = lim e = 400 = lim y(t) = +oo
t——o00 t—-+o0 t—+o00 t——o0 t—+oo

Asi pues, la solucién, y(t), no estd acotada cuando ¢t — +oo

Cuestién 4 (1.3 puntos) :

. . . . < =2 3 -2
Dado el sistema de ecuaciones diferenciales X'(t) = AX (t), con A = [ 4 1 ] ,
Se pide:

i) Hallar la solucién general del sistema )_(>(t)

ii) Estudiar el comportamiento de la solucién general cuando la variable ¢ — —oo



Solucién:

i) La solucién general del sistema se obtiene calculando los valores propios y vectores propios
asociados de la matriz A. Para obtener los valores propios se resuelve |[A — AI| =0 = )\ =
1442, =1—132.

Dado que los autovalores son nimeros complejos conjugados entre si, basta con calcular un
vector propio asociado a cualquiera de ellos.
. . . . 1
Por ejemplo, el vector propio asociado a Ay =1+12 es & = < 1 > .
Para hallar la solucién general vamos a calcular la parte real y la parte imaginaria de &1e
cos(2t)
sin(2t) + cos(2t)

A1t
)

obteniendo como parte real U(t) = < > e', y como parte imaginaria

. Sln(2t) t s
V(t)= < sin(21) — cos(21) ) e', por tanto la solucién general es

X(t) = aU(t) + eV (t)

donde ¢1, co son constantes.

ii) Dado que tlim ¢! = 0 y que las funciones sin(2t) y cos(2t) estdn acotadas se concluye que
——00

0
0

t——o0 t——o0

lim U(t)= lim V()= < ) , ¥ para cualquier valor de las constantes c; y ¢z, se tiene

tﬁaf@=<8)

Cuestién 5 (1.5 puntos) :
Consideremos el siguiente problema:

Ecuacién en Derivadas Parciales 82u( t) 82u( t); >0, 0<z<
uacion en Deriv rci () = —(z,t); r<T
83;‘2 ) 8t2 ) ) )
Condiciones de Contorno : u(0,t) =0, u(mt)=0; t>0
0
Condiciones Iniciales : (i) u(x,0) = 7sin(3x) — 3sin(7x), (i) —u(fc,O) =0, 0<z<m.

ot
Se pide:

i) Tomando u(x,t) = X (x)T(t) # 0, aplicar el método de separacién de variables y demostrar
que X (z) satisface el siguiente problema de valores en la frontera:

X"+ AX =0; X(0)=0; X(7) =0;

y hallar los valores de la constante de separacién A > 0 que dan lugar a soluciones no nulas.



ii)

Sabiendo que la solucién u(x,t) se puede expresar como:

(e e}
u(x,t) = ZA” cos(nt)sin (nx) ; con A, € R.

n=1

Hallar el valor de u(w/2,)

Solucién:

i)

i)

Aplicado separacion de variables a la ecuacion en derivadas parciales se obtiene:

X//T XT// X// T//
= :> _— = —_
XT XT X T’

X'T = XT" —

donde A es la constante de separacion.
Tenemos por un lado que X”+AX = 0, y, por otro lado, aplicando las condiciones de contorno

w(0,t) = X(0)T(t) = 0,Vt = X(0) =0, u(mt)=X(m)T(t)=0,vt = X(1) =0,

por tanto X satisface X" + AX =0; X(0)=0; X(7) = 0; como se pedia.

. . nmw\ 2
Las soluciones no nulas del problema de contorno se obtienen para A\, = (—) =n?, con

T
n=12,3,---, siendo X, (z) = sin(@) =sin(nz), paran =1,2,3,---
™

Tomando ¢t = 0 en la solucién y teniendo en cuenta que cos(0) = 1, se obtiene:
o
u(z,0) = ZA” sin (nz); con A4, € R.
n=1

Por otro lado, vemos que la condicién inicial u(z,0) = 7sin(3z) — 3sin(7z) viene dada por
una combinacién lineal de funciones de la forma sin(nz), conn = 1,2,3,-- -, podemos obtener
los coeficientes A,, de la serie por simple identificacién de los sumandos, esto es,

Z Ay sin (nx) = Tsin(3z) — 3sin(7z),

n=1

implica que:
A1 =0,4=0,4A3=7,4,=0,45=0,4=0,47=-3,4,=0 Vn2>8.
La solucién del problema es:
u(x,t) = Tcos(3t) sin(3z) — 3 cos(7t) sin(7x)

por lo que

| u(m/2, ) = Tcos(3m) sin(3r/2) — 3cos(7r) sin(7r/2) = 4]




Universidad
CZII—E;S[I[[ZB Madrid Calculo Diferencial Aplicado

Grado en Ingenieria Informatica

14 Noviembre 2016

Cuestién 1 (1 punto) Dada la siguiente ecuacién diferencial
(z +9)* + 22y +2° — 1)y’ =0,
se pide:
i) Clasificar la ecuacién, razonando la respuesta.
ii) Hallar la solucién general de la ecuacién.

iii) Escribir la solucién que satisface y(3) = 1.

Solucién:

(i) Sean las funciones M (z,y) = (z +y)? y N(z,y) = 2% + 22y — 1.

La ecuacion es una ecuacién diferencial ordinaria, no lineal, de primer orden exacta, ya que
oM ON
— = 2(x + = —.
dy (@+y) = o

(ii) Dado que la ecuacién es exacta, existe una funcién F(z,y) tal que

oF

5 = M) = (z+y)P=2"+2zy+y°, (1)
OF

— =N = 22+ 22y — 1. 2
o Nlew) = 42y )

3
Por tanto, integrando (1) respecto a x da F(z,y) = % + 2%y 4+ vz + h(y), donde h(y) es una

funcién a determinar. Igualando la derivada con respecto a y de F(z,y) con (2) se obtiene

oF dh
— =242y 4+ — = 2P+ 2y —1,
Ay dy
por consiguiente
dh
w - ! - h(y) = —y
Y

donde hemos tomado igual a cero la constante de integracién.
La solucién general se puede escribir en la forma

3

z 2 2
F(z,y) = ¢ — g—l—xy—kyx—y:c,



donde c es una constante arbitraria.
Por tanto, la solucién general de la ecuacion diferencial es

a 2 2
3—1—3: ytyr—y=c

(iii) En la solucién general imponemos la condicién y(3) = 1 y obtenemos 9+9+3 —1 =20 = c.
La solucién pedida es:

23
§+x2y+y2m—y—20 =0

Cuestion 2 (1.5 puntos) Resolver el siguiente problema de valor inicial utilizando el método de
los coeficientes indeterminados

y'+2y +2y=t+e*; y(0)=0, y(0) =1,

Solucién:

Se trata de una ecuacion diferencial de segundo orden no homogénea con coeficientes constantes. Su
solucién general es de la forma y(z) = yn(z) + yp(x) , donde yp, es la solucién general de la ecuacién
homogénea, y"”+2y' +2y = 0, e y, es una solucién particular de la ecuacién diferencial no homogénea.

Célculo de yp(x):
La ecuacién caracteristica, r242r+2 = 0, tiene por soluciones, r = —1 + 4 raices complejas conju-
gadas, por tanto un conjunto fundamental de soluciones es de la forma B = {e~ cos(t), e " sin(t)}.
Concluimos que

yn(t) = cre "t cos(t) + cae ' sin(t),

donde c; y c2 son dos constantes reales.

Caélculo de yp(z):
Siguiendo el enunciado del problema, vamos a hallar la solucién particular mediante el método de
los coeficientes indeterminados. Dado que g(t) = t + €', proponemos una solucién particular de
la forma:

yp(z) = At + B + Ce*

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién diferencial e identificando coeficientes se obtiene:
A=1/2,B=-1/2,C =1/10, por tanto,

1 1
t)y=—(t—1)+ —e*
Yp(1) 2( )+ 0¢
La solucién general de la ecuacion es:
—t —t 1 Lo
y(t) = yn(t) + yp(t) = cre” " cos(t) + cpe” "sin(t) + §(t —-1)+ 106

Ahora calculamos las constantes ¢; y ¢o imponiendo las condiciones iniciales, y(0) =0, ¢'(0) =1,
y se obtiene: ¢; = 2/5;¢co = 7/10. Finalmente, la solucién pedida es

2 ¢ 7 —t . 1 1 2t
=< +— Fo(t-1)+ —
y(t) ze cos(t) ¢ sin(t) 5 (t—1) ¢




Cuestién 3 (1.5 puntos) Resolver el siguiente problema de valor inicial utilizando la transfor-

mada de Laplace:
y' 20 +2y =€ y(0) =0, y(0) =1,

Solucién:

Sea L{y} = F(s), la transformada de Laplace (TL) de la incégnita. Aplicando la TL a la

ecuacién, se tiene: (s% 4 2s + 2)F(s) = 8_—2, por tanto,
8 —_—

s—1 A Bs+C
F = =
) = G- 12519) s-2 GriZil

donde se ha tenido en cuenta que s? +2s+2 = (s +1)2 + 1.
Calculando los coeficientes se obtiene: A =1/10,B = —1/10,C = 3/5. Por tanto:

11 1 s—6 11 1 s+1 7 1
= = — - +——
10s—2 10(s+1)2+1 105s—2 10(s+1)24+1  10(s+1)2+1

F(s)
Finalmente,tomando la transformada inversa £7!,
1 1 1 s+1 7 1
t) =L F(s)) = —L} LT ey | LT e ) =
ylt) = L7(F(s) = 5L <s—2> T <(s+1)2+1>+1o£ (G+1)2+1

1 1
1—0th - Ee*t cos(t) + 1—7067t sin(t)

entonces,

y(t) = e — Le~teos(t) + e !sin(t)
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Problema 1 (2.0 puntos) .

Dada la ecuacién diferencial xy%y’ + 22 = 9%, con 0 < 2 < 2, se pide:

(a) Clasificarla razonadamente.

(b) Resolverla sujeta a la condicién y(1) = 2

Solucién.

(a) Es una ecuacién diferencial de primer orden, no lineal, y homogénea, porque dividiendo por
xy? (x > 0, suponiendo que y(z) # 0 para = € (0,2)) y despejando 3 se puede expresar como

=2
y = ———3 ——\= )
x Yy x T
siendo el lado derecho una funcién de y/x . Otra forma de ver que es homogénea consiste en
2
T
despejar i/ = Y

by F(z,y) y observar que (o € R)

ay  (ax)? ay  oa?
F(axuay):@_(a = =

<

)2 oL agyg = .2 F(‘Tay)

Haciendo el cambio de variable v =

SEES

, que implica ¢y’ = v'x 4+ v, la ecuacién se convierte en
una ecuacion de variables separables

dx
Ve+v =v—0v"? = dv = ——=

—-
3
Integrando se obtiene —

3

—Inz + C'y deshaciendo el cambio —— —Inz + C, donde
x
C es una constante. Finalmente, usando la condicién inicial y(1) = 2, obtenemos C' = 8/3.

Por lo tanto la solucién deseada es

y3

33 — —ln:z:—i—g — |y :x3(8—31n:1:).




Problema 2 (1.0 punto) .

4 2

Dado el sistema de ecuaciones diferenciales X' (t) = A)_f(t), con A = [ 4 _3 } , se pide:

(a)
(b)

Hallar la solucién general del sistema )_(>(t) .

Encontrar una solucién del sistema que esté acotada cuando t — —+o00.

Solucién.

(a)

La solucién general del sistema se obtiene calculando los valores y vectores propios asociados
a la matriz A. Para obtener los valores propios se resuelve |A—AI| = 0, obteniendo \; = —4

. [ . . 1
y A2 = 5 (reales y distintos). Ademds, unos vectores propios asociados son &; = < 4 > y

2 . . . .
& = ( 1 > , respectivamente. Por lo tanto la soluciéon general del sistema se puede escribir

en la forma

)_5(75) = 1&eM 4 p&eMt = ¢ ( _14 ) e 4 ¢y ( % >€5t ;

donde c; y co son constantes arbitrarias.

A la vista de la solucién general y, méas especificamente, considerando las exponenciales
que aparecen en su expresion podemos encontrar una solucién acotada cuando ¢ — +o0,
tomando las constantes ¢y = 1 y co = 0, obteniendo

?p(t) = &Mt = ( _14 >e4t




Problema 3 (1.5 puntos) .

Comprueba que las funciones y1(t) = €', y2(t) = t son dos soluciones de la ecuacién homogénea
asociada a la ecuacion diferencial

1=ty +ty —y = 2(t —1)%™"

con 0 < t < 1. Ademas, calcula a partir de y;, y2 una solucién particular de la ecuacién no-
homogénea dada, usando el método de variaciéon de pardmetros.

Solucién.

Omitimos la comprobacién, pero efectivamente y;, yo son soluciones de la ecuacién homogénea
asociada a la ecuacién diferencial dada. Para calcular una solucién particular de la no-homogénea,
reescribimos la ecuaciéon como

t 1
" —/_— :21_t 7t'
Vit Y v = 21— t)e

Segin el método de variacién de pardmetros, suponemos que la solucién buscada tiene la forma
y(t) = wi()y1(t) + u2(t)y2(t), donde uy y ug son funciones a determinar. Sabemos que sus
derivadas verifican el sistema

uhel +ubt = 0
el +uhy = 2(1 —t)et,

o sea tenemos u} = —2te 2w, = 2e~!. Finalmente, después de integrar, obtenemos que
up = (t+ %) e, uy = —2e~!. Por lo tanto una solucién particular es

y(t) = %(1 ~ot)e |,




Problema 4 (2.0 puntos) .

Resolver el siguiente problema de valor inicial utilizando la transformada de Laplace

y' =2y +5y =t, y0)=1, ¥ (0)=2.

Solucién.

Sea L{y} = F(s) la transformada de Laplace de la incégnita. Aplicando la transformada a la
ecuacién dada, se obtiene (s> —2s + 5)F(s) —s = s, por tanto

s°+1 A B Cs+D

F = - = - -
() s2(s2 —2s+5) s—|_<92—i_(<9—1)2-i-47

donde se ha tenido en cuenta que s —2s+5 = (s — 1)? + 4. Siendo los coeficientes A = 2/25,
B=1/5,C=23/25, D =—1/25, se tiene

F(s) 21+11+ 1 23s—-1
§) = —— 4 -4 ———"
25s  5s?2 25(s—1)2+44

Finalmente, reescribiendo 23s — 1 = 23(s — 1) 4+ 22 y aplicando la transformada inversa £,
resulta que

y(0) = L7HF($)} = L {3} 5Lt {i} Fl {ﬁ} 1 {ﬁ}

1
= o2 |2+ 5t +23¢' cos(2t) + 11! sin(2t)} .

Entonces la solucion buscada es

1
y(t) = o [2 + 5t + 23 ¢ cos(2t) + 11" sin(2t)




Problema 5 (1.5 puntos) .

Consideremos el siguiente modelo de ecuaciéon de ondas.

Ecuacién Derivadas Parcial 82“( £) 82“( ), t>0, 0<az<
cuaclon erivadas rarclales : ——-=(T = —=\X X T
81‘2 ) atQ ) 9 Y

Condiciones Contorno : u(0,t) =0, wu(m,t)=0, t>0

Ou

z,0)=0, 0<x <.
ot

4
Condiciones Iniciales : (i) u(z,0) = Z k?sin(kx), (ii)
k=1
Aplicando separacion de variables la solucién formal del modelo puede escribirse

u(z,t) = ZA” cos(nt) sin(nz), con A, €R.

n=1

Hallar los coeficientes A,,,¥n > 1 y expresar u(z,t) como una suma finita.

Solucién.

Tomando ¢ = 0 en la solucién formal se obtiene

u(x,0) = ZA” sin(nz), con A, €R.
n=1

Por otro lado, teniendo en cuenta que la condicién inicial (i) u(x,0) = Zizl k2 sin(kz) viene dada
por una combinacién lineal de funciones de la forma sin(nx), con n = 1,2,3,..., podemos obtener
los coeficientes A,, de la serie por simple identificacién de sumandos, esto es

W~

Z Ay, sin (nz) = Z k? sin(kz) = sin(z) + 4sin(22) + 9sin(3z) + 16 sin(4x)
n=1 k=1

implica que

(A1 =1,Ay=4,43=9, A4 =16, A, =0V n>5|

Recopilando los valores de los coeficientes, se obtiene la soluciéon del problema de ondas, esto es

4

n=1

u(x,t) = Z Ay, cos(nt) sin(nx) = cos(t) sin(x) + 4 cos(2t) sin(2z) + 9 cos(3t) sin(3x) + 16 cos(4t) sin(4x)




Problema 6 (2.0 puntos) .

Se considere el siguiente problema de valor inicial

{ y +6y =0
y(0) = 1.

(i) Aplicar una iteracién del método de Euler explicito con paso h; = 0.05. Ademds analizar si
el método es estable con el paso sugerido.

(ii) Usar el valor Y7 calculado en (i) y el siguiente método de Adams—Moulton de orden 2

h
Yijo = Yo + B} f(tns1, Yog1) + f(tnto, Yogo) ] ;

conn=0,1,2,..., para aproximar el valor y(0.1) usando h = h; = 0.05.

(iii) Sabiendo que EZZ(M = 0.00112 es el error cometido al aproximar y(0.1) mediante el método
en (ii) con paso he = hi/q, calcular el valor de hy (notar que y(0.1) = 0.54881 y ¢ € N es el
factor de reduccién del paso).

Solucién.

(i) Mediante una iteracién del método de Euler explicito (para n = 0) con paso h; = 0.05 se
obtiene Y7 = Yy —6h1 Yy = 1 —0.3 = 0.7. A pesar de que la ecuacion diferencial lineal
dada es rigida, el esquema numérico es estable, puesto que h; =0.05 < 2/6 ~ 0.33.

(ii) Aplicando la formula del método numérico propuesto, con h = hy = 0.05, para n = 0 se
obtiene Yo = Y1+ (h1/2)[-6Y1 —6Y32],estoes Yo =Y, (1—-3h1) /(1+3hy) = 0.51739 . Por

tanto, | Y = Y2h1 = 0.51739| es la aproximacién de y(0.1) buscada.

(iii) Usando el valor y(0.1) = 0.54881, podemos calcular E/ , = (YQ’“ —y(0.1)| = 0.03142.

Entonces, siendo p = 2 el orden del método en (ii), resulta que

n\? EM
E}2y, ~ Chs = C <?1> ~ tq;;'l=

donde ¢ € N es el factor de reduccion del paso. Finalmente de la expresion anterior se calcula

q =~ 5 y se puede concluir que ‘ he = hy/5 =0.01 ‘ .
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Problema 1 (1.0 puntos) .
Hallar la solucién del siguiente problema de valor inicial y escribir dicha solucién de forma explicita:

Y

1-1 "=1+1 =

{( nz)y +n$+x, O<z<e.
y(1) =1

Solucion:
La ecuacién diferencial del problema de valor inicial es exacta, ya que si reordenamos los términos
de la ecuacién y la dejamos expresada en la forma M (z,y) + N(z,y)y’ = 0, se obtiene:

OM(z,y) ON(z,y) 1
oy Oz

(1—|—ln3:—|—g)—|—(lnac—1)y':0
T

x
Dado que la ecuacién es exacta, sabemos que su solucién viene dada por F(z,y(z)) = C, donde

oF OF
C' es una constante y F' es una funcién que satisface e M(z,y), —— = N(z,y). Se puede
x

dy

obtener F' del siguiente modo:

F(a:,y):/M(a;,y)dx:/(1+lnx+%)daz:a:+:1:ln:1:—:1:+ylna;+h(y):xlnx+ylnx+h(y)

donde h = h(y) es una funcién a determinar. Por otro lado, dado que, — = N, se obtiene

y
Inzx —1=Inz+h(y) = h'(y) = -1 = h(y) = —y, tomando nula la constante de integraciéon. Por
tanto, la solucion general de la ecuacién diferencial es:

F(z,y(z)) =znz+y(x)hz —y(x)=C

Imponiendo el valor inicial y(1) = 1 obtenemos la constante C' = —1.

_ rlnx +1

La solucién del problema de valor inicial dada en forma explicita es: |y(x) = ,con<zx<e

1—Inzx




Problema 2 (1.0 puntos) .

. . . . - - 1 2
Dado el sistema de ecuaciones diferenciales X'(t) = AX (t), con A = [ 14 } ,

hallar ?(t) y obtener el siguiente limite: , lim ?(t)

o0

Solucion:

La solucién general del sistema se obtiene calculando los valores propios y vectores propios asociados
de la matriz A. Para obtener los valores propios se resuelve |[A — A[|=0= A1 =3,y = 2.

1
1
distintos, su solucién general se puede escribir en la forma:

. . 2
Vectores propios asociados son: &; = < ) y & = < 1 > . Dado que los autovalores son reales y

- 1 2
X (t) = c1&1eMt + caboe?t = ¢ < ] > e3t + ¢y < ) > et

donde ¢y, ¢ son constantes. Dado que tEr_noo et = lim e? =0y que c1, ¢, &1, &, no dependen de

t——o00

Jim X0 = (o)

t, se concluye que

Problema 3 (1.0 puntos) .
Resolver el siguiente problema de valor inicial (PVI) aplicando el cambio de variable x = e* <=
z=1In(x)

2y + 22y +5y=0, x>0
y(1) = -1
y'(1) =1

Solucién:
La ecuacion diferencial del PVI es del tipo Cauchy-Euler, por tanto para hallar su solucién conviene
hacer el cambio de variable propuesto en el enunciado.

. . dy dydz 1dy d?y 1 (d%y dy .
Aplicando la regla de la cadena, se obtiene: — = —— = ——=; — = — | —5 — == ] Susti-

pHcat ree H NSz T dzdr  zdz dr? ~ 2 \d2  dz) >
tuyendo estos términos en el PVI se obtiene la siguiente ecuacién diferencial, que es de coeficientes

contantes:

d>y dy 5

2 a2V
Su ecuacién caracteristica es: r? 4+ r + 5/2 = 0, cuyas soluciones son complejas conjugadas r =
—1/2+41i3/2;ry = —1/2 —i3/2. Por tanto la solucién general en términos de la variable z es:

y(z) = e [a cos (gz) + bsin(gz)}

Deshaciendo el cambio de variable obtenemos la solucién general en términos de la variable x:

y(x) = 272 [a cos (g In(x)) + bsin (g ln(:z:))]



Aplicando ahora las condiciones iniciales del PVI se obtienen los valores de las constantes: a =
—1;b=1/3 Por tanto, la solucién del PVT es:

y(x) =z~ 1/? [% sin(3/21n(z)) — cos(3/21n(x))]

Problema 4 (1.0 puntos) .
Resolver el siguiente problema de valor inicial utilizando la transformada de Laplace:

y'+y —2y=e", y0)=1, y'(0)=-1

Solucién:
Sea L{y} = F(s) la transformada de Laplace (TL) de la incégnita. Aplicando la TL a la ecuacion,
se tiene:

1

(82+8—2)F(8)—8:8+1

9

por tanto,

s24+s+1 A B C

F = =
() (s+1)(s2+s—2) s—|—1+s—1+s+2’

donde se ha tenido en cuenta que s* +s—2 = (s —1)(s +2). Calculando los coeficientes, se obtiene
A=-1/2,B=1/2,yC = 1. Por tanto:

1 1 1 1
F(s)==(- .
(s) 2( s+1+s—1>+s—|—2

Finalmente, tomando la transformada inversa £7!, obtenemos la solucién de problema

y(t) =L F) =3 [ (Fh) + £ ()| + 27 () = b — e + e

Problema 5 (1.0 puntos) .
Consideremos el siguiente modelo de ecuacion de ondas:

. . . 0?u 0%u
Ecuacién en Derivadas Parciales : —(x,t) = —(z,t); t >0, 0<zx <7
Ox? ot?
Condiciones de Contorno : u(0,t) =0, u(mt)=0; t>0
0
Condiciones Iniciales : (i) u(z,0) = 5sin(2x) — 2sin(bz), (ii) —u(ac,O) =0, 0<z<m.

ot

Aplicando separacién de variables y la condicién (ii), la solucién formal del modelo puede escribirse
como:

u(zx,t) = Z Ay cos(nt)sin (nz) ; con A, € R.

n=1

Hallar el valor de u(w/4,m/4)

Nota: En caso necesario, podria ser ttil el siguiente resultado:



L
0.
e Dados L >0y m,n € N, se tiene que: / sin (mx> sin(ﬁx> dr=<" m7n
0 L L L/2; m=n

Solucién:
Tomando ¢ = 0 en la solucién formal se obtiene:

o0
u(z,0) = ZA” sin (nx) ; con A, € R.
n=1

Por otro lado, teniendo en cuenta que la condicién inicial (i) u(x,0) = 5sin(2z) — 2sin(5x) viene
dada por una combinacién lineal de funciones de la forma sin(nz), con n = 1,2,3,---, podemos
obtener los coeficientes A,, de la serie por simple identificacién de los sumandos, esto es,

Z A, sin (nz) = 5sin(2z) — 2sin(bz) ,

n=1

implica que:
A1:O,A2:5,A3:O,A4:O,A5:—2,An20 Vn>5.

Otra alternativa para calcular los coeficientes A, consiste en fijar m € N y utilizar la nota del
enunciado en la siguiente igualdad:

o0

5 /0 ! sin(2z) sin(ma) dz — 2 /0 ’ sin(5z) sin(ma) de = Y _ Ay, /0 " gin (na) sin(ma) dz

n=1

Recopilando los valores de los coeficientes se obtiene la solucion del problema de ondas, esto es,
u(x,t) = 5cos(2t) sin(2x) — 2 cos(5t) sin(5x) ,

por lo que

| u(m/4,7/4) = 5cos(r/2) sin(n/2) — 2 cos(57/4) sin(57/4) = —1|

Problema 6 (1.0 puntos) .
Dado el siguiente problema de valor inicial (PVI)

{ Y +y = 2t
y(0) = 5.
(i) Comprobar que y(t) = et +2t2 — 4t + 4 es la solucién exacta del PVI.

(ii) Usar el siguiente método de Runge-Kutta

1
Yn+1 - Yn+§ (Kl + K2)7 con Kl - hf(tnyyn)y KQ = hf(tn+17Yn+Kl)7

yconn=0,1,2,..., para aproximar el valor y(0.2) con paso h = h; = 0.1.

(iii) Sabiendo que YQ}E)Q = 4.09875 es una aproximacién de y(0.2) calculada con paso h = hy = 0.01,
estimar el orden del método numérico descrito en el apartado (ii).



Solucion:

(i) Resolviendo la ecuacién diferencial lineal dada (mediante el factor integrante u(t) = e!) junto
con la condicién inicial y(0) = 5, se obtiene la solucién propuesta en el enunciado. Por otro
lado, la validez de dicha solucién se puede comprobar sustituyendo sus expresiones en la
ecuacion diferencial y en la condicién inicial del PVI.

(i)

(iif)

Podemos escribir la ecuacién diferencial en la forma 3’ = f(t,y) = 2¢> —y. Entonces,
aplicando la férmula del método numérico, con h = hy = 0.1, paran = 0 y n = 1, se obtienen

Y1 = 4.52600 e

Yy = Y = 4.10093

, respectivamente. Concretamente, el valor recuadrado

es la aproximacién de y(0.2) que nos piden.

Usando la solucién exacta escrita en (i), calculamos y(0.2) = 4.09873 . Por otro lado, se tiene

que Eleoa = ‘

Dado que hg = h1/10, se tiene que

ha \ P EM
E2., ~ Chh = C <—1> o =02

Y~ y(0.2) ‘ = 0.0022 y que E'2,, = (Yj}f —(0.2)| = 0.00002.

10 op

donde p es el orden del método (C' es una constante). De esta expresion se obtiene p &~ 2.04.
Esto nos permite concluir que el orden del método numérico del apartado (ii) es .
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Cuestién 1 (1 punto) Dada la siguiente ecuacién diferencial
E+y+2+az+yed)y =0,
se pide:
(i) Clasificar la ecuacién, razonando la respuesta.
(ii) Hallar la solucién general de la ecuacidn.

Solucién:

(i) Sean las funciones M (z,y) =e* +yy N(z,y) =2+ x + yev.
La ecuacion es una ecucacién diferencial ordinaria, no lineal, de primer orden exacta, ya que

oM = ON
oy Oz’
(ii) Dado que la ecuacién es exacta, existe una funcién ¥ (z,y) tal que
0
a_ZZM(w):e”y’ (1)
0
5 = Now) = 245+ yet. 2)

Por tanto, integrando (1) respecto a = da (x,y) = e* + yx + h(y), donde h(y) es una funcién a
determinar. Igualando la derivada con respecto a y de la expresién previa con (2) se obtiene

0 dh
- = 2 =9 Y
By T+ dy + x4+ ye’,
por consiguiente
dh

donde hemos integrado el segundo sumando por partes y hemos tomado igual a cero la constante
de integracion. La solucién general se puede escribir en la forma

Uv(x,y) = ¢ = e +yr+2y+(y—1)? = ¢,

donde c es una constante arbitraria.
Por tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial es

[y + D+ (-1’ = cf




Cuestién 2 (1 punto) Resolver la ecuacién diferencial de segundo orden
y//_4y/_|_4y — (.1‘+ 1)6290

Solucién:

Se trata de una ecuacion diferencial de segundo orden no homogénea con coeficientes constantes. Su
solucién general es de la forma y(x) = yu(z) + yp(x) , donde y;, es la solucién general de la ecuacion
homogénea, y"”—4y'+4y = 0, e y, es una solucién particular de la ecuacién diferencial no homogénea.

Calculo de yp,(x):
La ecuacién caracterfstica, r> — 4r +4 = 0, tiene por solucién, r = 2 raiz real doble, por tanto un
conjunto fundamental de soluciones es de la forma B = {e**, ze**}. Concluimos que

2x
)

yn(x) = (c1 + cox)e

donde c; y co son dos constantes reales.

Caélculo de yp(z):

Vamos a hallar la soluciéon particular mediante el método de los coeficientes indeterminados. Ob-
servamos que la parte no homogénea de la ecuacién diferencial, g(z) = (z + 1)e?*, es solucién de
la ecuacion homogénea, por tanto vamos a proponer una solucién particular de la forma:

yp(z) = 2°(A + Bx)e® = (Ax® + Br®)e*

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién diferencial e identificando coeficientes se obtiene:
A=1/2,B=1/6, por tanto,

Finalmente, la solucién general de la ecuacién es

y(z) = yn() + yp(z) = (c1 + cox)e™ + (= + = )e*”




Cuestién 3 (1 punto) Sea la ecuacién diferencial:

(@2 +1)y" +4y=0,,

Suponiendo que la solucién de la ecuacién viene dada por la serie de potencias y(z Z anx'",
se pide:

(i) Hallar la relacién de recurrencia que satisfacen los coeficientes a, .

(ii) Aplicando el apartado (i), escribir los tres primeros términos de la serie.

Solucién:

(i) Sea y(z) =>,",a,z™, por tanto

o0

Z (n—1)apz n=2,

Sustituyendo estas series en la ecuacién se obtiene

Z (n—1)apz +Z (n—1)ayz"" 2+4Zan =

n=2

Ahora, para tener la potencia x” en todas las series, hacemos un cambio del indice en la serie
central, esto es

o
Z (n—1)ayx —|—Zn—|—1(n—|—2)an+2m —1—42% =0,
n=2 n=0 n=0

asi pues,
[o.¢]
2a9 + 4ag + (6a3+4a1)x+z [(n(n— 1) +4)an+ (n+2)(n+ 1)an+2} 2" =0.
n=2

Finalmente, se obtiene la relacion de recurrencia igualando a cero los coeficientes de cada
potencia de z,

2a9 +4ag = 0, 6az+4a1 =0, (nn—1)+4)a,+n+2)(n+1)ay2 =0,

que puede ser expresada como

2 n(n—1)+4

:—2 = —— - —
a2 ap, as 3a1, An+2 (n—|—2)(n+1)

Gn

conn=2,3,4,....



(ii) Los tres primeros términos de las serie son ag 4 a1 & + ag 2.
Teniendo en cuenta la relacién de recurrencia obtenida en (ii) se obtiene:

ap+ayx —2agz® = ap(1 — 22°) + a1

donde ag,a; son constantes.

Cuestion 4 (1 punto) Resolver el siguiente problema de valor inicial utilizando la transformada
de Laplace:

y' =2y +2y=1, y(0)=1,4(0)=0,

Solucién:
Sea L{y} = F(s), la transformada de Laplace (TL) de la incégnita. Aplicando la TL a la ecuacion,

1
se tiene: (s2 — 25+ 2)F(s) — s+ 2 = =, por tanto,

s

2

s*—2s+1 A Bs+C
F$)= oo o= - P et
s(s?2—=2s+2) s (s—1)2+1

donde se ha tenido en cuenta que s> —2s+2 = (s — 1)2 4+ 1. Calculando los coeficientes se obtiene:

A=1/2,B=1/2,C = —1. Por tanto:
11 1 s—2 11 1 s—1 1

1
“s TGl T2 T2l 21241

F(s)
Finalmente,tomando la transformada inversa £7!,

y(t) = L7Y(F(s)) = %c* <§>+%£1 <ﬁ>—%cl <ﬁ> = %—i—%et cos(t)—%et sin(t)

entonces,

y(t) = % [1+ e*(cos(t) — sin(t))]
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Problema 1 (2.5 puntos) .
2 -1

Dado el sistema de ecuaciones diferenciales X’ (t) = A?(t), con A = [ 1 4

] que satisface

= 2
la condicién inicial X (0) = < 1 > , se pide:

(a) Hallar la solucién )-(>(t) = ( §;Eg )

(b) Resolver el siguiente problema de valor inicial aplicando la transformada de Laplace.

y' -6y +9y=0; y(0)=1, y(0)=6,

(¢) Aplicando el cambio de variables, Xo(t) = y(t), demostrar que el sistema de ecuaciones es
equivalente al problema de valor inicial del apartado (b). Comparar las soluciones obtenidas
en los apartados (a) y (b)

NoTa: Puede ser ttil la siguiente férmula: L{tnnL,at} =1/(s—a)"™! paran=0,1,2,...

Solucién:

a) Para hallar la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales calculamos los valores y vectores
propios de la matriz de coeficientes A. Resolviendo la ecuacién |A — AI| = 0 se obtiene el autovalor
doble A = 3.

. . 1
Un vector propio asociado a A =3 es U = <

-1

X(t) = ( o >e3t,

y resolviendo el sistema (A — 3I)w = @, se obtiene la segunda solucién fundamental

X2(t) = ( _(1) >e3t+< _i >te3t,

por tanto la solucién general del sistema es:

X (1) = XN ) + GX2() = O ( o >e3t+02 K B >63t+ ( ! >t63t] |

> , dando lugar a la primera soluciéon fundamental



Usando la condicién inicial )_(>(0) = <

0= (0 )= (G )

2
1 ) se obtienen las constantes C; =2y Co = =3 y la

solucién del sistema es:

b) Mediante la transformada de Laplace obtenemos que
7Y (s) = sy(0) — /(0) = 6(sY (s) — y(0)) +9Y (s) = 0

donde hemos denotado la transformada de y(¢) como £(y(t)) = Y (s).

A partir de las condiciones iniciales y despejando la funcién Y (s) se llega a que:

S

Vis)= — o
(5)= 26579

descomponiendo en fracciones simples obtenemos que
1 3

V) =3t oo

con lo que aplicando la antitransformada obtenemos la solucién

y(t) = e3t + 3tedt

¢) La segunda ecuacién del sistema es X5(t) = X;(t) + 4Xo(¢), derivando resulta X} (t) =
X1 (t) +4X5(¢).

Por la primera ecuacién del sistema sabemos que X1 (t) = 2X; () — Xo(¢).
Por otra parte, despejando en la segunda ecuacién tenemos X (t) = X4(t) — 4Xo(t).

Sustituyendo nos queda:
XJ(t) = 2X1 (1) — Xo(t) + 4X5(1) = 2(X5(t) — 4Xa(t)) — Xa(t) + 4X5(t) = 6X5(1) — 9Xs (1)

Haciendo el cambio X5(t) = y(t), y transponiendo términos nos queda: y” — 6y’ + 9y = 0, con
las condiciones iniciales y(0) = X2(0) =1 y ¢'(0) = X5(0) = X;(0) + 4X2(0) =2+ 4 = 6, es
decir exactamente el problema de valor inicial planteado en el apartado (b).

En cuanto a las soluciones se observa que y(t) coincide con Xs(t) y también, como X;(t) =
X5(t) — 4X5(t), resulta que:

X1(t) =9/ (t) — 4y(t) = (6 + 9t)e3 — 4((1 + 3t)e3t) = (2 — 3t)e3




Problema 2 (2.5 puntos) .
Sea la funcién f(z) = 27+ (z® + 1)y, donde 3’ es la derivada primera de la funcién y = y(z)
respecto de la variable independiente z. Sabiendo que y es suficientemente derivable, se pide:

(a) Demostrar que la ecuacién f'(z) = 0 equivale a la ecuacién diferencial (22 + 1)y” + 22y’ = 0.

(b) Resolver la ecuacién diferencial del apartado (a) mediante series de potencias de la forma
o0
> s
n=0

(¢) Imponer la condicién inicial y(0) = 3, ¢'(0) = 1. Hallar para qué valor del pardmetro § € R
se obtiene una solucién impar, esto es, y = y(x) satisface que y(—z) = —y(z).

Solucién:

(a) Tenemos que

Fla) = 2| @4 10427 | = @y 4 20

Por tanto, la ecuacién f'(z) = 0 equivale a la ecuacién diferencial | (22 + 1)y” + 22y’ = 0

b) Suponiendo que y(z) = > 2%, a, 2", se tiene
0

o o0
y’(x):ZnanfL‘"fl, Z (n—1)a,z"2.
n=1

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién diferencial del apartado (a), se obtiene

e}

Z (n—1)a,z" +Z (n—1)a,z"" 2+22nan =0.
n=1

n=2

Con objeto de obtener la misma potencia de x en cada una de las series, se efectiia un cambio
de indices en la segunda serie, dando lugar a

o0 o0 o0
Zn(n— 1)anx"+2(n+2)(n+ 1)an+2x"+22nanm" =0
n=2 n=0 n=1

esto equivale a

e¢]
2as + (6as +2a1)x+z [n(n—i— 1)an+ (n+2)(n+ 1)an+2} " = 0.
n=2

Ahora, igualando a cero los coeficientes de cada una de las potencias de x, encontramos que
209 =0, 6az+2a1 =0, nn+1l)a,+n+2)(n+1)ant2=0,

y se obtiene
1 n

az =0, 3= =301, Oni2= ="

an ,



para n = 2,3,.... Finalmente, calculando los primeros coeficientes en funcién de ag y a1 se
llega a que

y(x) = ao + a1 | z— 191:3 + 191:5 — 191:7+ = ag + a1 i _(_1)n 2+l
3 5 7 o 2n+1

donde se observa que todos los coeficientes de las potencias de x con exponente par son nulos.

(¢) Aplicando la condicién inicial se obtiene: ‘ ap=0ya =1 ‘ . Se concluye facilmente que para
que la funcién y = y(z) sea una funcién impar hay que tomar .

Problema 3 (2.5 puntos) .
Dado el siguiente problema de valor inicial (PVI)

p o
{y+ky—k31nt+cost £>0.

y(0) =1 ’
donde k es un parametro real positivo.
(a) Clasificar la ecuacién diferencial del PVI y hallar su solucién.

(b) Tomando k = 3 en el PVI, hallar el valor aproximado de y(7/4) mediante el método de Euler
explicito con paso h = w/4. Comparar el resultado con el obtenido usando la solucién exacta
y(t) = sint + e3¢

(c) ¢Es admisible la aproximacién obtenida en el apartado (b) con el paso h = 7/4?7 En caso
afirmativo, justificar la respuesta. En caso negativo, obtener una cota superior del paso h que
aproxime y(7/4) de manera admisible.

Solucion:

(a) Es una EDO de primer orden lineal. La resolveremos por factor integrante donde p = e** .

Por lo tanto
e’y) =e sint+cost) = ey = e’ sin + [ e*" cos +
Como [ ekt costdt = eFtsint — k S ekt sin t dt més una constante, directamente se obtiene que
y =sint + Ce ",

Aplicado la condicién inicial obtenemos que C' = 1, con lo que la solucion del PVI es:

y = y(t) =sint + ek




(b) El valor aproximado de y(7/4) obtenido mediante la primera iteracién del método de Euler
explicito es: Y]+ = 1+h(1—k) = 1+g(1—3) = —0.571 . El valor exacto es y(r/4) = 0.802.
Por tanto, teniendo en cuenta los decimales que estamos considerando, el error cometido en

la aproximacion es: |y(w/4) — Ylh:Z| =1.373

(c) Taly como se constata en el apartado anterior, el valor exacto es positivo y su correspondiente

aproximacion es negativa, por tanto no parece que dicha aproximacién sea admisible. Para
encontrar una cota superior del paso h que aproxime y(mw/4) de manera admisible hacemos el
siguiente analisis:
Al examinar la solucién exacta, y = sint + e >, se aprecia el cardcter rigido del problema
debido al término e~** con k = 3, por tanto existird una cota superior para los posibles valores
de h a la hora de garantizar la estabilidad de la solucién numérica. A raiz de los resultados
del apartado anterior se infiere que el paso h = T esté por encima de esa cota.

En lo que sigue se proporcionara una acotacién del paso h.

Del PVI se tiene que f(t,y) = —ky+ksint+cost. Por claridad llamamos g,, = k sin t,,+cos t,,
con lo que f(tn,Yn) = —kY,+gn. Partiendo del esquema numérico de Euler explicito se tiene:

Y1 = Yo4hf(t,,Yy)

(1 — hk)Y, + hgn

(1 —hk)*Y,_1 + h(gn + (1 — hk)gn_1)

(1 = hk)* Yoz + h(gn + (1 = hk)gn—1 + (1 — hk)*gn—2)

p=n
= (1—hk)""Yo+hY (1—hk)Pgnp
p=0

Las potencias (1 — hk)" ™! tienden a cero cuando n — oo si |1 — kh| < 1. Dado que k > 0 se

2 2
obtiene que [ h < Z =35 Por tanto, el paso h = w/4 > 2/3 y esto justifica la aproximacién

no admisible. 5
T
Por otro lado, si tomamos por ejemplo h = 3 < 3 se tiene que en dos iteraciones se llega al

valor YQhZ% = (0.775, el cual es un valor aproximado admisible para y(mw/4) .

Problema 4 (2.5 puntos) .
Consideremos el siguiente modelo de ecuacién del calor:

d%u ou
W(l‘,t) = E(l‘,t), t>0, 0<.’L‘<7T/3
ou ou
%(O,t)—o, %(71'/3,75) == 0, t>0,
u(z,0) = 2x+1, 0<z<m/3.

(a) Aplicando el método de separacién de variables u(z,t) = X(z)T(t) # 0, demostrar que
T(t) = ce=®, siendo ¢ € R\ {0}, y a la constante de separacion.



(b) Demostrar que X (z) satisface el siguiente problema de valores en la frontera:
X"+aX=0; X'(0)=0; X'(n/3)=0;
y hallar los valores de o > 0 que dan lugar a soluciones no nulas.

(c) Sabiendo que la solucién u(zx,t) se puede expresar como:
ad 2
u(x,t) = ZAnefgn Ycos (3nz) ; con A, €R,
n=0

hallar el valor aproximado de u(m/6,1/9), tomando solamente los tres primeros sumandos de
la serie anterior.

Nota: Puede ser 1til el siguiente resultado:

0; m#n

L mm nm
e Dados L > 0y m,n € NU{0}, se tiene que: / cos (Tm) cos (Tm) dr =< L/2; m=n#0
0 L;im=n=0
Solucién:
T/ X/l
(a) Al aplicar separacién de variables en la EDP se obtiene: X"T = XT' = T x - %
/
donde « es la constante de separacién. Tomando el primer término de la igualdad T = —a, se

obtiene la ecuacién diferencial ordinaria lineal de primer orden T” + oT = 0, cuyas soluciones
no nulas son: T'(t) = ce~®, siendo ¢ € R ~. {0} constante.

"
(b) Del apartado anterior se tiene que: —— = —a, por tanto: X” + aX = 0. Para obtener los

valores en la frontera, debemos aplicar las CC.

ou

8_(0’ t)=X'"(0)T(t) =0 = X'(0) =0; pues la igualdad es cierta Vt y T'(t) £ 0
x
%(W/S,t) = X'(n/3)T(t) =0 = X'(7/3) =0; pues la igualdad es cierta Vt y T(t) # 0
Para hallar las soluciones no nulas distinguimos dos casos:
Caso 1: a=0

X"=0= X(z) =c1ix+c2; c1 € R,co € R. Dado que X'(x) = ¢y, se tiene que X'(0) =
0 = ¢; = X'(7/3), por tanto cuando , se obtiene que X (x) = ¢o # 0 es solucién no
nula del problema.

Caso 2: a >0
Tomamos a = a
por tanto

2 con a > 0. La ecuacién caracteristica es: 2 4+ a?> = 0 = r = +ia,i € C,

X (x) = ¢; cos(ax)+cg sin(ax) ; ademés X'(x) = —ac sin(ax)+acs cos(ax), con c; € R,co € R.
Aplicado las CC: X'(0) =0= ¢ =0; X'(7/3) =0 = —ac;sin(an/3) =0, imponiendo
que ¢; # 0, se tiene: sin(an/3) = 0 = an/3 = nm = a = 3n,n = 1,2,3,--- Por tanto
a=0Bn)?2=9m?;n=123,---




(¢) Debemos calcular:

u(ﬂ-/67 1/9) ~ Ay + Ale_l COS(7T/2) + A26_4 COS(ﬂ') = Ay — A_42
e

Para calcular los coeficientes Ag y As, aplicamos la CI y se tiene:
(e}
u(x,0) =Y Ay, cos (3nz) = f(z) =22 + 1
n=0

Usando las condiciones de ortogonalidad de la nota del enunciado, sabemos que los coeficientes
A,, verifican:

1 L 3 7I'/3
Ao= [ ge =2 [T et e <1473
L 0 ™ Jo

L w/3
(n>1),4, = % / F(@) cos(3nz)dz = 2 / (22 + 1) cos (3na)da —>
0 T Jo
6 [™3 1 1 /3
Ay = — / (2x 4+ 1) cos(6z)dr = — [(23: + 1) sin(6x) + - cos(6z) =0
T Jo m 3 0

La aproximacién pedida es: |u(7/6,1/9) ~ 1+ %
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Problema 1 (1.5 puntos) .
Sea el problema de valor inicial (PVI) dado por la ecuacién diferencial ordinaria:

y" + 4y’ = 4€®* ; y las condiciones iniciales y(0) =1, 3'(0) =0, 3"(0) =1;
Se pide, resolver el PVI mediante los dos métodos siguientes:
M1) Aplicando la transformada de Laplace.

M2) Siguiendo los siguientes pasos:
(i) Aplicar el cambio v(t) = 3/(¢) a la ecuacién diferencial del PVI y hallar la solucién general
de la ecuacién de segundo orden resultante.
(ii) Deshacer el cambio hecho en (i), integrar y obtener la solucién y(t) del PVI.

Solucién:

M1) Sea L{y} = F(s), la transformada de Laplace (TL) de la funcién y(¢). Aplicando la TL a la
ecuacion diferencial, se tiene

s*F(s) = s%y(0) = sy/(0) = y/'(0) + 4(sF(s) = y(0)) = — .

Sustituyendo los valores iniciales y despejando F'(s), se obtiene:

F(s) s3 — 252 +55—6 A+ B +C’5+D
S) = = —

s(s—2)(s?+4) s s—2  s2+4
Calculando los coeficientes se obtiene: A =3/4; B=1/4,C=0; D =—1/2.
Por tanto

81,11 11
45 4s—2 28244

Tomando la transformada inversa £,

F(s)

y(t) = L7 (F(s) = 367 () + L7

1 1., 2
3—4)_Z£ (s2+4)

A partir de las tablas de la TL, conluimos que: |y(t) = 3 + 1% — 1 sin(2¢)




M2) i) Sea v(t) =y (t) = v =3y" = " = y”. Sustituyendo en la ecuacién diferencial se
obtiene la siguiente ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes no homogénea:
v" + dv = 4e*; cuya solucién es: v(t) = vi(t) + v,(t), donde vy(t) = ¢ cos(2t) +

2t es una solucién

cosin(2t) , es la solucién general de la ecuacion homegénea y v,(t) = —e
particular. Asi pues, la solucién general de la ecuacién de segundo orden resultante es:

v(t) = c1 cos(2t) + ca sin(2t) + Le*

ii) Dado que ¢/(t) = v(t) = y(t) = / t)dt sin(2t) — 5 2 cos(2t) + ie% +C;

(
y teniendo en cuenta que y(0) = 1,/(0) =

0,y
1 3
01:_5’02:0’C:Z’p0rtant05 y(t) i—i_

( ) = 1, se obtienen:
e

1e2t — Lsin(2t)

Problema 2 (1.5 puntos) .
Dada la ecuacién diferencial ordinaria (EDO): 3" —4axy’ —4y = e®;  se pide:
(a) Asumiendo que la solucién de la EDO viene dada por la serie de potencias: y(x Z an 2"
encontrar la relacion de recurrencia que deben satisfacer los coeficientes a,,.

(b) Suponiendo que ag = 1y a; = 0, hallar el valor aproximado de la solucién de la EDO en
el punto z = 2, usando solamente los cinco primeros términos de la serie de potencias del
apartado (a).

o
NOTA: Puede ser titil el siguiente resultado: e® = Z J:—'
n!

n=0
Solucién:
(a) Sea y(x) =Y > a,a™, por tanto
(e e} [e.e]
= Znan "t y'(z) = Zn(n— 1) a,z""2.
n=1 n=2
Sustituyendo estas series en la EDO, se obtiene:
[e.e] [e.e] [e.e] wn
Zn(n—l an T Z4nan "—Zélana:”zzm,
n=2 n=0 n=0

donde se ha utilizado el resultado que aparece en la NOTA del enunciado.

Para obtener la misma potencia de x en cada serie, cambiamos el indice del sumatorio en la
primera serie, dando:

00 oo SIS

Z(n—i—Q)(n—l—l ant2 2" Z4nan n_24anmn22%;

n=0 n=0 n=0



esto equivale a:

(2@2—4a0—1)+z [(n+2)(n+1)an+2—4(n+1)an— ! " =0.

n!
n=1

Ahora, igualando a cero los coeficientes de cada potencia de x, se tiene que:

1

n!

2a9 —4ap—1=0, (n+2)(n+1)apt2 —4(n+1)a, — 0,

que se puede expresar en la forma:

L4
a
n4+2)!  n42 "

= — 2 =
a2 2+ ag, Qn42 (

conn=1,2,....

(b) A partir de la relacién de recurrencia obtenida en el apartado (a), obtenemos:

1 14 B
a2—§+ agp , 03—§+§ala 04—14- ag -

Dado que ag =1 y a1 = 0, se tiene:

5 1 61

a2:§, ag = a4:ﬂ.

Por lo que el valor aproximado pedido en el enunciado es:

4 122
y(?) =~ a0+2a1+4a2+8a3—|—16a4 = 1_|_O_|_10_i_§_|_T — 531|.

Problema 3 (1.5 puntos) .
Sea el problema de valor inicial (PVI)

2ty + (2 +y)y =0
, 0<t<1
{ y(0) = -2
Se pide:
i) Clasificar la ecuacién diferencial y demostrar que la solucién del PVI es: y(t) = —t% — /4 + 4

ii) Expresar la ecuacién diferencial de i) en la forma ¢y’ = f(¢,y) y considerar el esquema numérico:
h - .
Yn+1 = Yn + g(f(tn-l—la Yn-l—l) + f(tna Yn)) , con Yn+1 = Yn + hf(tna Yn) .

Demostrar que Y; = para cualquier paso h. Ademds, encontrar el valor aproximado a

4
h? —2
y(1) utilizando un paso hy =0.5.



iii) Estimar el orden del método numérico sabiendo que la aproximacién a y(1) es YI%Q = —3.239

donde se ha utilizado un paso he = 0.1.

Solucion:

i) Se trata de una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de primer orden no lineal exacta, ya que

i)

la EDO puede expresarse en la forma M (t,y) + N(t,y)y’ =0, donde M(t,y) = 2ty , N(t,y) =
ON

0
t2 ademas se verifica — =2t = —.
tyy v oy ot
Por otro lado, dado que el enunciado nos proporciona la solucién del PVI, podemos seguir

alguno de los siguientes caminos:

UNO.- Comprobamos directamente que, en efecto, la solucién aportada satisface las condi-
ciones del PVI.

DOS.- Obtenemos la solucién tal como sigue:

OF oF
Dado que la EDO es exacta, existe una funcién F = F(t,y) tal que — = 2ty , — = t* 4+,

ot " Oy
AF _OF  OFdy
dt 0t  Oydt

oF
Obtenemos la funcién F' integrando ETe esto es

0.

F= /(Qty) dt = 2y + ¢(y).

Para hallar la funcién ¢(y) derivamos el resultado anterior respecto de y y lo igualamos a
2

oF

= t? +y, con lo que obtenemos la ecuacién diferencial ¢/(y) =y y asi ¢(y) = % + (.
Y
2 dF

Por lo tanto F' = % +t2y+C) y de i 0 se llega a que

2 2

0
Lty =C= L(Q)) +0%(0) =C = C =2,

donde hemos tenido en cuenta que y(0) = —2.

Finalmente se concluye que |y(t) = —t2 — Vt* + 4

Siguiendo las indicaciones del enunciado,

y = f(t,y) =— 2!

71y y ademds y(tp =0)=—-2=yo =Y

Para demostrar que Y7 = 3 calculamos primero Y; con lo que Vi =Yo+h fto, Yy) = —2.

n2 _
~ h
Sustituyendo en el esquema numérico f(t1,Y1) = f(h,—2) = ) junto con f(tg,Yy) =

4 4
f(O,Yo):OsetienequeY1:_2+g <h2ﬁ2> -

Para hallar YQ}”ZO'5 que aproxima y(1) sustituimos hy = 0.5 en la anterior expresién de Y7 y
calculamos una iteracién mas, con lo que Y2h1 = —3.337.



iii) A partir del primer apartado podemos calcular que y(1) = —3.236.

Calculamos EM, = ‘YQ’“ - y(l)‘ —0.101y B!, = (1/1%2 - y(l)‘ = 0.003.

Dado que entre los pasos h1 y hy hay un factor de reducciéon ¢ = 5, tenemos que
h1>p B

?21%0}#7_0(? 5p 5

donde p es el orden del método. Aplicando logaritmos obtenemos que p = 2.19 , con lo que la

estimacion del orden del método es .

Problema 4 (1.5 puntos) .
Consideremos el siguiente modelo de ecuacién del calor:

2
Ecuacién en Derivadas Parciales (EDP) g Z(az t) = ?)t (x,t), t>0, 0<zx<m/3
Condiciones de Contorno (CC) g—(O,t) =0, ?(7‘1’/3,t) =0, t>0,
x x
Condicién Inicial (CI) u(z,0) =2x+1, 0<z<m7/3.

Aplicando separacién de variables u(z,t) = X (z) T'(t) # 0, se pide:
i) Demostrar que X (x) satisface el siguiente problema de valores en la frontera:
X"+AX =0; X'(0)=0; X'(n/3) =0;
y hallar los valores de la constante de separacién A > 0 que dan lugar a soluciones no nulas.

ii) Sabiendo que la solucién u(x,t) se puede expresar como:
ZAne tcos(3nz); con A, €R,

hallar el valor aproximado de u(m/6,1/9), tomando solamente los tres primeros sumandos de
la serie anterior.

Nota: Puede ser ttil el siguiente resultado:

I 0; m#n
) mm nmw
e Dados L > 0y m,n € NU{0}, se tiene que: / cos (Tm) cos (Tm) dr =< L/2; m=n#0
0 L;im=n=0
Solucion:
T/ Xl/
i) Al aplicar separacién de variables, se obtiene que: — = — = — )\, siendo A la constante

de separacién. Por tanto: X” 4+ AX = 0. Para obtener los valores en la frontera, debemos
aplicar las CC.

ou

8_:1:(0’ t) = X'(0)T(t) =0 = X'(0) =0; pues la igualdad es cierta Vt y T(t) £ 0



Ou (r/3,t) = X'(w/3)T(t) = 0= X'(7/3) =0; pues la igualdad es cierta Vt y T(t) # 0

o
Para hallar las soluciones no nulas distinguimos dos casos:
Caso 1: A =0

X"=0= X(z) =cix+c2; ¢1 € R,co € R. Dado que X'(z) = ¢1, se tiene que X'(0) =
0 =c¢ = X'(7/3), por tanto cuando , se obtiene que X (z) = ¢z # 0 es solucién no
nula del problema.

Caso 2: A\ >0

Tomamos A = a?, con a > 0. La ecuacién caracteristica es: > 4+ a? = 0 = r = +ia,i € C,
por tanto

X (x) = ¢; cos(ax)+cg sin(ax) ; ademas X' (x) = —acy sin(ax)+acs cos(ax), con c; € R, co € R.

Aplicado las CC: X'(0) =0=c2 =0; X'(7/3) =0 = —ac;sin(an/3) =0, imponiendo
que ¢; # 0, se tiene: sin(aw/3) =0 = an/3 = nm = a = 3n,n = 1,2,3,--- Por tanto
A=0Bn)?2=92;n=1,2,3,---

ii) Debemos calcular:

Az

u(m/6,1/9) ~ Ag + Aje L cos(m/2) + Age * cos(m) = Ag — —
e

Para calcular los coeficientes Ay y Ao, aplicamos la CI y se tiene:
o
u(z,0) = ZA” cos (3nz) = f(x) =2z +1
n=0

Usando las condiciones de ortogonalidad de la nota del enunciado, sabemos que los coeficientes
A,, verifican:

1 L 3 7I'/3
A= [ g =2 [ e e = s
L 0 ™ Jo

L w/3
(n>1),4A, = %/ f(z)cos(3nz)dr = E/ (2x 4+ 1) cos(3nz)dr =
0 T Jo
6 [/ 1 1 /8
Ay = — / (2x 4+ 1) cos(6z)dr = — [(23: + 1) sin(6x) + - cos(6z) =0
T Jo T 3 0

La aproximacién pedida es: |u(7/6,1/9) ~ 14 %
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Problema 1 (Eval. Cont. 1 punto. Exam. Extr. 1.5 puntos) .
Dada la ecuacién diferencial — z2y” —3zy’ +4y =Inz x>0, se pide:

i) Efectuar el cambio de variable adecuado que permite transformarla en una ecuacion diferencial
con coeficientes constantes.

1
ii) Resolver la ecuacién diferencial asi obtenida sujeta a las condiciones y(1) = 3 y(1)=1.

Solucién:

i) Aplicando el cambio de variable independiente = = ef, la ecuacién diferencial se transforma

en 9
dyt) _,dy(t)
dt? dt

+4y(t) =t

ii) La anterior EDO es una ecuacién de segundo orden con coeficientes constantes. Resolviendo
la ecuacién homogénea, la correspondiente ecuacién caracteristica tiene una tunica raiz r = 2,
por lo tanto la solucién es:

Yp = clth + czte%

Para la solucién particular de la ecuacién no homogénea y, = At + B se obtiene A = —y

N

1
B = 7 Por lo tanto la solucién general de la ecuacion anterior es
2t ot , 1
y(t) = c1e” + cote™ + Z(t +1).

Deshaciendo el cambio de variable efectuado se obtiene la solucién general de la ecuacion
diferencial del enunciado:

1
y(z) = az? + e’ lnx + Z(lnx +1).

1 1 1
Usando las condiciones iniciales y(1) = 2 y'(1) =1 obtenemos ¢; = 7 Y = con

lo que la solucién es:

y(a:):i(xQ—i—:z:anx—i—lnx—kl) = [y@) = 1/4@2 + )Ine +1)




Problema 2 (Eval. Cont. 1 punto. Exam. Extr. 1.7 puntos) .
Resuelve la siguiente ecuacién diferencial de segundo orden utilizando la transformada de Laplace:

y' + 16y =€, y(0)=0, 4 (0)=1.

Solucion:
Aplicando la transformada de Laplace a los términos de la EDO del enunciado,

L[y"]+ 16L[y) = L[],

se obtiene
1 n 1 1
s24+16 s—4 52416

Un método para resolver el problema consiste en descomponer en fracciones simples,

Lyl =

1 1 1 1 S 4
s—4 2416 32\s—4 s2+16 s2+416)°
y asi poder aplicar a cada término la transformada inversa de Laplace.

Otro método consiste en considerar el teorema de convolucién. Aplicando directamente la trans-
formada inversa de Laplace a la ecuacion

1 n 1 1
2416 s—4 s2416

Lyl =

se obtiene q q
y(t) = 1 sin (4t) + et x 1 sin (4t) ,

donde el célculo de la convolucién da
t
1
e xsin (4t) = / M4 sin (47) dr = §(€4t — cos (4t) — sin (4t)) .
0

Finalmente la solucién es:

y(t) = 35 (e — cos (4t) + Tsin (4t)).

Problema 3 (Eval. Cont. 1 punto. Exam. Extr. 1.7 puntos) .
Considera el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

(xw )= (0 =) (50)

i) Encuentra el valor de « para el cual el comportamiento cualitativo de las soluciones del sistema
cambia (sugerencia: calcula los valores propios de la matriz de coeficientes en términos de

conax e Ryt>0.

«). Justifica tu respuesta.



ii) Halla la solucién del sistema cuando o = 1y (X71(0), X2(0)) = (1,0). Ademas, calcula la
distancia d(t) desde la posicién (0,0) hasta la posicién de la partfcula que esté moviéndose
acorde a la solucién calculada (sugerencia: utiliza la formula d(t) = /X1 (t)2 + X2(t)?).

Solucion:

i) Los valores propios de la matriz de coeficientes son
4—5a, ro = —V4 —ba .

Si a < 4/5 los valores propios son reales con signos opuestos, por tanto las soluciones del
sistema vienen dadas por combinaciones de funciones exponenciales.

Por otra parte, si @ > 4/5 los valores propios son complejos imaginarios puros conjugados,
por lo que las soluciones son periddicas.

Por tanto el comportamiento cualitativo de las soluciones cambia para

ii) Para o = 1 los valores propios y los vectores propios asociados a la matriz de coeficientes son

: . <2+i>
T =1 — uy = 1

. . ( 2—1 >
Ty = —1 — Ug = 1 .
La solucién real del sistema es
Xi(t) \ _ . 2cost —sint iy 2sint + cost
X,t) ) cost 2 sin ¢ '

donde ¢y, c2 son dos constantes arbitrarias. Si la particula se mueve comenzando en el punto
(1,0) en t = 0, entonces las constantes ¢ y ¢y satisfacen

(o)== ()= (o)

con lo que ¢; =0y co = 1. La distancia requerida estd dada por

= \/Xl( + Xo(t \/45111 t+4sintcost + 1

Problema 4 (Eval. Cont. 1 punto. Exam. Extr. 1.7 puntos) .
Resuelve el siguiente PVI

{ 2?4+ e¥ + (ze¥ +cosy)y’ = 0
y(0) = g(r/2)

sabiendo que la funcién g cumple



Solucién:
Es inmediato ver que g(x) = — cos(z), con lo que g(7/2) = 0 = y(0).
Por otra parte, la ecuacion diferencial del PVI es exacta. Por lo tanto existe una funcién F(x,y(z))

F F
tal que oF =22+ ¢, — = ze¥ + cosy, donde
ox oy
dF _OF | OF dy
dr ~ Oz dy dx

oF
Obtenemos la funciéon F' integrando e
x

=0.

3
F = (x2+ey)da::%+mey+¢(y)-

Para obtener el valor de la funcién ¢(y) derivamos el anterior resultado respecto de y y lo igualamos

a — = xe¥ + cosy, con lo que obtenemos la ecuacién diferencial ¢'(y) = cosy y asi ¢(y) = siny

0y

(tomando igual a cero la constante de integracién). Por lo tanto
3 i
F= 3 + xe¥ 4+ siny
dF x .
De e = 0 concluimos que % + ze¥ 4 siny = C' Teniendo en cuenta que y(0) = 0 se obtiene que

C' = 0. Por tanto, la soluc10n es:

x—;—l—:z:ey—i-sinyzo

Problema 5 (Eval. Cont. 1 punto. Exam. Extr. 1.7 puntos) .
Consideremos el siguiente modelo de ecuacion del calor:

2
Ecuacién en Derivadas Parciales (EDP) g Z(az t) = g?: (x,t), t>0, =€ (0,7/3)
ou 0
Condiciones de Contorno (CC) : %(O,t) =0, a—z(w/?),t) =0, t>0,
Condicién Inicial (CI) :  wu(z,0) = f(z), = € [0,7/3].

Aplicando separacién de variables u(z,t) = X (z) T'(t) # 0, se pide:
i) Demostrar que X (z) satisface el siguiente problema de valores en la frontera:
X"+AX =0; X'(0)=0; X'(n/3) =0;
y hallar los valores de la constante de separacién A > 0 que dan lugar a soluciones no nulas.

ii) Sabiendo que la solucién u(z,t) se puede expresar como:
Z Ape " cos (3nz) ; con A, €R,

hallar el valor aproximado de u(m/6,1/9), tomando solamente los tres primeros sumandos de
la serie anterior, sabiendo que la funcién del dato inicial es: f(x) =2z + 1



Nota: Puede ser ttil el siguiente resultado:

0; m#n

L L

L
. DadosL>Oym,n€NU{0},setieneque:/ cos(ma:)cos(@x)dx: L/2; m=n#0
0

Lim=n=0

Solucién:

i)

ii)

T/ Xl/

Al aplicar separacién de variables, se obtiene que: T = = —\, siendo A la constante

de separacién. Por tanto: X” 4+ AX = 0. Para obtener los valores en la frontera, debemos
aplicar las CC.

%(O,t) = X'(0)T(t) =0 == X'(0) =0; pues la igualdad es cierta Vt y T'(t) Z 0
%(W/S,t) = X'(n/3)T(t) =0 = X'(7/3) =0; pues la igualdad es cierta Vt y T(t) # 0
Para hallar las soluciones no nulas distinguimos dos casos:
Caso 1: A=0

X"=0= X(z) =cx+c2; c1 € R,co € R. Dado que X'(x) = ¢y, se tiene que X'(0) =
0 =c¢ = X'(7/3), por tanto cuando , se obtiene que X (z) = ¢z # 0 es solucién no
nula del problema.

Caso 2: A\ >0

Tomamos A = a?, con a > 0. La ecuacién caracteristica es: > 4+ a? = 0 = r = +ia,i € C,
por tanto

X (x) = ¢; cos(ax)+cg sin(ax) ; ademés X'(x) = —ac sin(az)+acs cos(ax), con c; € R, co € R.

Aplicado las CC: X'(0) =0=c2 =0; X'(7/3) =0 = —ac;sin(an/3) =0, imponiendo
que ¢; # 0, se tiene: sin(an/3) =0 = an/3 = nm = a = 3n,n = 1,2,3,--- Por tanto

A=0Bn)?2=92;n=1,2,3,--

Debemos calcular:

A
u(m/6,1/9) = Ag + Are~ ! cos(m/2) + Ase™* cos(m) = Ag — 742
e

Para calcular los coeficientes Ay y Ao, aplicamos la CI y se tiene:
o
u(z,0) = ZA” cos (3nx) = f(zr) =2x+1
n=0

Usando las condiciones de ortogonalidad de la nota del enunciado, sabemos que los coeficientes
A,, verifican:

1 L 3 7I'/3
Ao= [ ge =2 [ et e <1473
L 0 ™ Jo

L /
(n>1),4A, = %/0 f(z)cos(3nz)dr = g/ 3(2&5 + 1) cos(3nz)dr =

™
0



1 w/3
(2z + 1) sin(6x) + 3 cos(6x) =0

w/3
Ay = —/ (22 + 1) cos(6z)dx =
0 0

™

3| =

La aproximacién pedida es: |u(7/6,1/9) ~ 1+ %

Problema 6 (Eval. Cont. 1 punto. Exam. Extr. 1.7 puntos) .
Se quiere resolver numéricamente el siguiente PVI

{ Y= 4L
y(0) = 1

mediante el esquema numérico de Adams-Bashforth:

i)

ii)

3 1
Yn+2 = Yn+1 + §hf(tn+17 Yn+1) - §hf(tn7 Yn)

Calcula con paso h; = 0.1 la solucién aproximada Yth:l(l3 de 9(0.3), sabiendo que Y7 debe
calcularse mediante el método de Euler explicito.

Usando el paso hy = 0.01 se obtiene la aproximacion Yt}fo.?, = 1.5327258. Estima el orden del
método a partir de Yt};log, Yth:203 y la solucién exacta y(t) = 7e/? — 2(t + 3).

Solucién:

i)

ii)

De la condicién inicial obtenemos que Yy = 1 . Del esquema de Euler explicito obtenemos:
vt =1.15.
Las siguientes dos aproximaciones se obtienen del método de Adams-Bashforth:

Yyt =1.32625 , | V3" = 1.52197 | .

Calculamos:
EM L=y, — y(0.3)‘ = 0.01087004 y E"2, , = ‘ijo.g - y(O.S)‘ = 0.00011382.
Entre los pasos hy y ho hay un factor de reduccién ¢ = 10. Entonces tenemos que

h\? _ EM
ho ~ P _ 1 ~ t=0.3
Et:O.3 ~ ChQ ¢ <10> 10P

donde p es el orden del método. Aplicando logaritmos obtenemos que p ~ 1.98 , con lo que

la estimacién del orden del método es .
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Problema 1 (1 punto) Dada la ecuacién diferencial ordinaria (EDO):
' +y=mxe"+2"
Se pide:
i) Hallar la solucién general de la EDO.

ii) Encontrar la solucién que satisface las siguientes condiciones iniciales: y(0) =1, ¢'(0) = 1.

Solucién:

i) Resolvemos la ecuacién homogénea. Las rafces de la ecuacién caracterfstica 72+ 1 = 0 son
+i, por lo tanto la solucién general de la ecuacién homogénea es yp, = ¢1 cos(x) + cg sin(z)
Para encontrar una soluciéon particular de la ecuacién no homogénea y aplicando el principio
de superposicién probamos con y, = (Ax + B)e®” + Ce™™
Obtenemos A = %, B = —%, C = 1. Luego la solucién general de la ecuacion es:

x

1
Y = yn + Yp = c1cos(x) + casin(z) + 5(3: —1)e* +e”

ii) Usando las condiciones iniciales y(0) =1, ¢/(0) =1 obtenemos ¢; =3 y ¢ =2 con lo
que la solucion pedida es:

y = 3 cos(z) + 2sin(z) + F(z — 1)e® + e @

Problema 2 (1 punto) Dado el siguiente problema de valor inicial (PVI)
y' =3y 2y =t y(0)=1; y(0)=5
Se pide:
i) Hallar la solucién del PVI aplicando la transformada de Laplace.

ii) Calcular f(i) sabiendo que f(t) = 6y(t) — 9y'(t) + 3y (¢)

Solucién:



i) Sea F'(s) = L[y] la transformada de Laplace de la funcién incégnita y. Aplicando la transfor-
mada a la ecuacién diferencial se tiene:
1
s+4

L") = 3L +2L[y] = Lle™*] = s"F(s) — sy(0) — y'(0) — 3(sF(s) —y(0)) +2F (s) =

1 s2+6s5+9
2
= (s“ =35+ 2)F(s) =s+ +s+4 o
Fls) = s°+6s+9 s +6s+9
C(s2-354+2)(s+4) (s—1)(s—2)(s+4)

Descomponiendo en fracciones simples

16 1 25 1 1 1

F(s) = —
(5) 55 1 6s5_2 30s+4

Aplicado la transformada inversa de Laplace se tiene la solucién:

y(t) = —Let + Be? + e

ii) Si multiplicamos la ecuacién diferencial por 3 se tiene que f(t) = 6y(t)—9y'(t)+3y" (t) = e~
por tanto

Nota: Otra forma, mucho més larga, de resolver este apartado consiste en hallar f(¢) a partir
de la solucién y(t) encontrada en el apartado 1)

Problema 3 (1 punto) Dado el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:
2 (2 =2\ &
X'(t) = ( 3 _6 X(t)

siendo ¢ > 0.

i) Hallar la solucién general del sistema y comprobar los resultados.

ii) Analizar el comportamiento de la solucién del apartado i) cuando el tiempo ¢ tiende a infinito.
., Puede depender dicho comportamiento de la condicién inicial que se asigne al sistema?

Solucién:

i) Resolvemos el sistema calculando los autovalores A de la matriz de los coeficientes. Dichos
autovalores son reales y repetidos: A = —2. Un vector propio asociado es: @ = (1,2)7, donde
el stmbolo 7 indica transposicién. Por tanto, la solucién general del sistema viene dada por:

X(t) = <§223>201<;>62t+02 [<;>t62t+ <Z;>e2t],



donde ¢y, co son constantes arbitrarias y el vector @ = (wl,wg)T satisface la siguiente

ecuacion:
2— A -2 L
8 —6-\ )Y "

siendo \ y @ como antes. Resolviendo, tenemos @ = (1/2,1/2)". Finalmente, haciendo las
derivadas pertinentes, se comprueban los resultados.

ii) Teniendo en cuenta que

lim e 2 =0; yque lim te % =0;
t—+o00 t—+o00
podemos concluir que, independientemente de los valores que toman las constantes ¢ y ca,

el comportamiento de la soluciéon general cuando ¢ tiende a infinito es:

Jim %) =t (00 = (0)

Dado que la condicién inicial determina las constantes c1, co y que el comportamiento descrito
es indepediente de ellas, concluimos que la posible condicion inicial del sistema no puede
afectar al comportamiento cuando ¢ tiende a infinito.

Problema 4 (1 punto) Sabiendo que g(x) = —1 — x/2, resolver el siguiente PVI

29+ , 2y
! —=(l+g), =21,
y(1) =1

Solucién:
Sustituimos g(x) en el PVI y se obtiene:

2yt 2y 2yt+ax , Y (—z2) = —2y—wy,__y
y+x x

i (1 +9) e
Se trata de una EDO de primer orden no lineal homogénea. Para resolverla aplicamos el cambio

de variable v = y/z, con zv' +v =19:

2y
_27 ;
—2y — —2v -1 2+ 1 1
oty Yy x T ) o= = - Ty
y+x T LA x v+1 20+ 1 v x
T

Resolviendo esta ecuacién de variables separables, se tiene:
1
—2lnjv|+—-—lnz=c
v

donde ¢ es una constante arbitraria. Finalmente, deshaciendo el cambio mediante v = J y la
x

condicién inicial y(1) = 1, obtenemos una expresién implicita de y(x),

—2111‘%‘4—%—1113::1




Problema 5 (1 punto) Consideremos el siguiente modelo de ecuacién del calor:

9%u ou

Ecuacién en Derivadas Parciales (EDP) W(w,t) = E(w,t), t>0, ze(0,m)
Condiciones de Contorno (CC) : u(0,t) =0, u(mt)=0, t>0,
Condicién Inicial (CI) :  w(z,0) = f(z), = € [0,7].

Aplicando separacién de variables u(z,t) = X (z) T'(t) # 0, se pide:

i) Demostrar que T(t) = ce

, siendo ¢ € R~ {0}, y A la constante de separacion.
ii) Demostrar que X (x) satisface el siguiente problema de valores en la frontera:
X"+ AX =0; X(0)=0; X(7) =0;

y hallar los valores de A > 0 que dan lugar a soluciones no nulas.

iii) Sabiendo que la solucién u(z,t) se puede expresar como:
> 2
u(z,t) = Z Ape ™" tsin (nx) ; con A, € R,
n=1

hallar los coeficientes A, ,n € N, sabiendo que la funcién del dato inicial es: f(z) = sin®(x)

Nota: Pueden ser ttiles los siguientes resultados:

L
0,
e Dados L >0y m,n € N, setieneque:/ sin(%m)sin(n—ﬂm)dx:{ m 7 n
0

e sin(3z) = sin(z)(3 — 4sin’(x)), Ve € R;

Solucién:

T/ X//
i) Al aplicar separacién de variables en la EDP se obtiene: X"T = XT' — T = =,
donde X es la constante de separaciéon. Tomando el primer término de la igualdad TT/ = -\,

se obtiene la ecuacién diferencial ordinaria lineal de primer orden 7" + AT = 0, cuya solucién
no nula es: T(t) = ce ™, siendo ¢ € R~ {0} constante.

"
ii) La segunda igualdad del método de separacién de variables, ~ = —\, da lugar a la ecuacién

diferencial ordinaria lineal de segundo orden: X” + AX = 0. Para obtener los valores en la
frontera, debemos aplicar las CC.

u(0,t) = X(0)T'(t) =0 = X(0) =0; pues la igualdad es cierta Vt y T'(t) Z 0



u(m,t) = X(m)T(t) =0 = X(w) =0; pues la igualdad es cierta Vt y T'(t) Z0

Para hallar las soluciones no nulas cuando A > 0, tomamos A = a2, con a > 0. La ecuacién
caracteristica es: 72 + a®? =0 = r = +ia,i € C, por tanto

X (x) = ¢ cos(ax) + cosin(az); ct €R,c €R.

Aplicado las CC: X(0) = 0 = ¢ = 0; X(m) = 0 = c¢gsin(anr) = 0, imponiendo
que ¢y # 0, se tiene: sin(ar) = 0 = am = nm = a = n,n = 1,2,3,--- Por tanto
A=n?;n=1,23,---

iii) Aplicando la CI se tiene que:

u(z,0) = ZA” sin (nx) = f(z) = sin®(z) = Zsin(l‘) — %sin(Sx)
n=1

donde hemos usado la segunda parte de la nota del enunciado del problema. Identificando
términos de la serie con el lado derecho de la igualdad, concluimos que:

A =

E[S]

; Ay =0; Agz—%; A,=0,Yn>4

Otra forma mucho maés larga de resolver este apartado consiste en hallar los coeficientes
2 ™

mediante la féormula A, = — / f(x)sin(nz)dz, que se obtiene usando la primera parte de
T Jo

la nota del enunciado, tomando L = 7.

Problema 6 (1 punto) Sea el problema de valor inicial (PVI)
/ — 1 y
{ y +2,
y(0) = 0

al que se le aplica el siguiente esquema numérico (Euler mejorado):
h
Yn-l—l = Yn + 5( f(tnayn) + f(tn+1>Yn + h‘f(tna Yn)))

i) Calcular, usando los pasos hy = 0.2 y hy = 0.1, las soluciones aproximadas Yt};lo. 4 Yt}fo. 4 de
y(0.4).

ii) Estimar el orden del método a partir de los resultados anteriores, sabiendo que la solucién
exacta del PVI es: y(t) = 2(e'/? —1).

Solucién:



i)

i)

Del esquema numérico Y,+1 =Y, + %(f(tn,Y ) + f(tn,Yn + hf(tn,Yn))) y de la EDO del
PVI obtenemos que Y,4+1 =Y, + % ( + Y” + 1+ (Yn +h(1+ %))), con lo que Y11 =
Vo h(1+%) +5 (14 %),

De la condicién inicial obtenemos que Yy =0 .

Para el paso h = 0.2 obtenemos Ylh1 =0.21, YQh1 = 0.44205.

Para el paso h = 0.1 obtenemos ¥]"> = 0.1025 , Y3 = 0.21025 , Y32 = 0.32353 , V> =
0.44261.

Calculamos EM,, = (1@@0.4—(1,(0.4)( = 755516 x 101 y B2, = (14;20.4—(1,(0.4)( -
1.96078 x 10—4. Entre los pasos hy y he hay un factor de reduccién ¢ = 2. Entonces

tenemos que
ha \ P Eh1
h ~ o 1 ~ =0.4
B4~ Chy=C <7> ~—o

donde p es el orden del método. Aplicando logaritmos obtenemos que p ~ 1.92 , con lo que
la estimacién del orden del método es p = 2 .
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Problema 1 (2 puntos) Dada la ecuacién diferencial
2%y +5xy — 21y =5z cos (In(x) ) ;
Se pide:
i) Clasificar, razonadamente, la ecuacién.

ii) Aplicar el cambio de variable independiente: z = e!, y demostrar que la ecuacién diferencial
se transforma en )
d“y dy t
W(t) + 4E(t) —21y(t) = 5cos (t)e

iii) Comprobar que la solucién de la ecuacién del apartado ii) es

t
y(t) = Ae™ ™ 4+ B3 + %(6 sin(t) — 17cos(t)); siendo A, B constantes.

iv) Hallar la solucién de la ecuacién del enunciado.

Solucién:

i) Es una EDO lineal de segundo orden no homogénea de coeficientes variables, también conocida
como ecuacion de Euler no homogénea.

ii) Realizaremos el cambio = = ef en la ecuacién diferencial y obtendremos una ecuacién diferencial

. = 7’ .7 2 .
lineal de segundo orden. Esta quedara en funcién de los nuevos operadores % y %. Aplicamos
la regla de la cadena:

gy _dyde _dy . dy_ %Y.

dt — drdt dx dr dt’

Py Py (de\? dydir Py o, dy Ay oy Py (dPy dy\
_— — _ _— = i :> - = —_

a2~ da? (dt) ot <e dt> 7 d? < )6

dr dt2 ~ da? dx da2 a2 dt

La ecuacién diferencial entonces queda

d*y dy :



iii)

t
49Ae~™ 4+ 9Be3 + 2—5(34 sin(t) + 12 cos(t))

+

+

4 (5@) = 4 <—7Ae—7t + 3Be3t + %(23 sin(t) — 11 cos(t))>

t
—21 (Ae“ + Be3t + 2—5(6 sin(t) — 17cos(t))>

5cos (t)e!

iv) Aplicando el cambio de variable propuesto en ii) z = e! = t = In(x), obtenemos la solucién a
la ecuacién del problema:

y(z) = Az7 + Ba® + 6?3—5 [6sin (In (z)) — 17 cos(In (z))]

Problema 2 (2 puntos) Resolver la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

x

y' =2 +y =

14+ a2
Solucién:
Resolveremos la ecuacién diferencial por el método de variacion de pardmetros.
Si resolvemos la ecuacién homogénea asociada a la ecuacion diferencial obtenemos la solucién
yp(x) = Cre® + Coxe® .
Obtenemos una solucién particular a partir de las funciones u; () y uz2(x), donde y,(x) = uq(z)e” +
ug(x)ze®. Calculamos el wronskiano:

e ze”

_ 2
W e’ e“(l—l—x)‘_e 70

Por otra parte,

0 Te
1_6;2 e’ (1+x)

- 1
ui () T =152 — uy(z) = —§ln(1—|—x2),
‘ e® 0
T e’
Tz 1
Ué(l‘) 1422

o =112 ug(x) = arctan(z)

Sumando la solucién homogénea mas la particular concluimos que

y(x)

1
(—5 In(1 + 2?) 4 C1)e” + (arctan(z) + Co)ze”



Problema 3 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

x) = 2x1 — 3x9
xh = 6x; —4dxy

Se pide:
i) Resolver el sistema bajo la condicién inicial X (0) = (z1(0),22(0)) = (1,1) .
ii) Comprobar la solucién obtenida en i)

Solucién:

Los valores propios de la matriz son »r = —1 £ 3¢ y los vectores propios correspondientes v =
(1, 1+)7.

Un conjunto fundamental de soluciones es:

> 1 143 > 1 1.3
Xl(t)z(l—z‘>€( 143i)t ’ X2(t):<1+i)e(13)t.

Para encontrar un conjunto de soluciones reales, debemos encontrar la parte real e imaginaria (t),
U(t) de X1(t) 6 Xo(t) .

X =e < cos(31) ﬁ?ﬁﬁiii )*“ < — cos(3t) iiigg )’

a(t) o(t)

Para comprobar que las partes real e imaginaria son linealmente independientes, calculamos el
wronskiano:

W (@, 0)(t) = —e 2 £0, Vt.

Por la condicién inicial X (0) = (1,1)7 tenemos que C1i(0) + Co@(0) = (1,1)T y se obtiene que
C1 =1, Cy =0 . Finalmente,

£() = e cos(3t) ) .

t < cos(3t) + sin(3t)

., . . .1‘/1 = 2.1‘1 — 3.1‘2
Para que comprobar que la solucién es correcta vemos si se cumplen las ecuaciones ;
Ty = 61 — 42

221 — 3x9 = € (2cos(3t) — 3cos(3t) — 3sin(3t)) = —e '(cos(3t) + 3sin(3t)) = z
621 — 4xy = e '(6cos(3t) — 4cos(3t) — 4sin(3t)) = e ' (2cos(3t) — 4sin(3t)) = 2}

Problema 4 (2 puntos) Resolver el siguiente problema de valores iniciales, en funcién del pardmetro
a € R\{0}:

2
, ox

(PVI) TR

y(0) =0

=0, z€l0,+00)



Solucién:

Oél‘2

%

La EDO es separable = ydy =

2
Integrando obtenemos % = % In(1 + 23) + C.

Sustituyendo el dato inicial, y(0) = 0, se obtiene C' =0 .

Obtenemos la solucién

y(x) = Q?O[ In(1 4 x3)

Problema 5 (2 puntos) Dado el siguiente problema de ecuacién del calor:

ou 0u
E(l‘,t) = 4@(1‘,75), 0<.’L‘<7T,t>0
0
u(0,t) = 0, a—u(w,t) =0, t>0, (condiciones frontera)
x
u(xz,0) = f(zr), 0<z <7 (condicién inicial con f(z) funcién conocida)

Se pide:

i) Aplicar el método de separacién de variables tomando u(x,t) = X (z)T'(¢) y hallar la ecuacién
diferencial que satisface la funcién T'(t)

ii) Demostrar que la funcién X (x) satisface el problema de contorno:

X"(z)+ XX (z) =0; X(0)=0; X'(m)=0;

iii) Hallar los autovalores y las autofunciones del problema del apartado ii)

Solucién:

i) Aplicamos la técnica de separacién de variables.
Descompenemos u como producto de dos funciones

u(z,t) = X(x)T(t)

y sustituimos en la EDP del enunciado. Multiplicamos la ecuacion resultante por ﬁ obte-
niendo
X' T
X(x) 4T(@t)
donde A es la constante de separacion.
La ecuacién diferencial que satisface la funcién T'(t) es:

T'(t) + 4X\T(t) = 0



X" T'(t
ii) De la ecuacién e ((;)) = 4T((t)) = — ) obtenemos el problema de contorno

X"(z)+ XX (z) =0; X(0)=0; X'(m)=0;
iii) Resolvamos la EDO
X"(z)+ XX (z) =0

donde las constantes de integracién se deducirdan de las condiciones de contorno X (0) = 0,
X'(m) = 0. De la ecuacién caracteristica 72 + A = 0 se obtiene que

r=2v-\.

Debemos considerar casos con los posibles valores de A.
Si A = 0 las raices de la ecuacion caracteristica son iguales y nulas, con lo que se obtiene

X(z) = A" 4 Bze"™ = A+ Ba

Al aplicar las condiciones de contorno se obtiene que A = 0 = B, con lo que X(z) = 0.
Decartamos el valor de A = 0 por darnos la solucién trivial.
Si A < 0 las raices de la ecuacién caracteristica son r = v/ —X € R, con lo que se obtiene

X(z) = Ae®V A + Be—aV—A

Al aplicar las condiciones de contorno se obtiene que A = 0 = B, con lo que X(z) = 0.
Descartamos el valor de A < 0 por darnos la solucion trivial.
Si A > 0 las raices de la ecuacién caracteristica son r = +iv/X , con lo que se obtiene la solucién

X () = Acos (zVA) + Bsin (V) .

De X (0) = 0 se obtiene que A = 0.
Calculemos ahora X'(x) para aplicar la condicién X'(r) =0 :

X'(x) = BV Acos(zV\)
X'(n) = 0= BVAcos(mVN),

con lo que

BV Acos(mVA) = 0.

B debe ser distinto de cero para no volver a obtener la solucién trivial.
Por lo tanto cos(mv\) = 1V = (2n + 1)%, n=0,1,2,...

Los autovalores son :

1\2
Ap = <n+§> ,n=0,1,2,...,

con lo que las autofunciones quedan :

X, = Bpsin((n+1/2)x)




Universidad
CZII—E;S[I[[ZB Madrid Calculo Diferencial Aplicado

Grado en Ingenieria Informatica

ENERO 2012
Name Group
SOLUCIONES
Cuestion 1
i) Dado que z # 0, despejamos ¢/,
st 2y+ay =0=y + 2y 523

x pr—
La ecuacién diferencial es de primer orden lineal y se puede resolver usando un factor integrante.

ii) Factor integrante: u(z) = e/ pde = 42,

Multiplicando la ecuacién por p(z) = 2, se obtiene x?y + 2zy = 52° = (2%y) = b2,

integrando y despejando y:

1
y(z) = - /x2 523 dx = 5t /6 + C )z

Como y(1) =2, entonces C' = 7/6 . Finalmente

(@) 5z 7
x P —
Y 6 ' 622
iii) Comprobamos la solucién obtenida en ii)
1
y(a) = Dt - L
3 3.’133 2y 3
=y + = =52 OK
2y 5 4 7
z 30 * 33

Cuestién 2

i) Resolvemos la EDO para el caso a # 1,2 por el método de los coeficientes indeterminados.
Las soluciones de la ecuacién caracteristica son:
=2
r2—37“+2:0:>{ "
r=1

por tanto, la solucién de la EDO homogénea es: yp,(z) = Ae?* + Be® | A, B, constantes.




Dado que a # 1,a # 2, la solucién particular es de la forma:
yp(x) = Ceaz ’

donde el coeficiente C' se debe de determinar.

yy(z) = aCe™

2 ax ax
yl(x) = a2Cen™ } = Y — 3y +2yp = (a” — 3a+2)Ce™ = (a—2)(a —1)Ce

Igualamos con el término no homogéneo de la EDO

(a—2)(a—1)Ce™ =",

con lo que
1
C=————.
(@—2)a—1)
Finalmente )
y(x) = yn(z) + yp(z) = Ae** + Be” + ————e™".

(a=2)(a—1)

ii) Para el caso a = 1, la solucién particular es de la forma: y,(x) = Cxze®, pues y = e es una
solucion de la EDO homegénea. Andlogamente a como hicimos en el anterior apartado, se

obtiene que
C=-1,

con lo que
y(x) = Ae** + Be® — ze®.

Question 3

i) Aplicamos la transformada de Laplace a la EDO del enunciado para obtener F'(2) :

F(s) (8% + 45 +4) = s — 4 = —— = F(s) = 1&%&?%‘);) F(Q)Z%,
if)
14 (s+4)(s—1) A B C

Fls) = G-D+2?  s-1 s5+2 (s+22

Después de resolver un sistema de ecuaciones se obtiene que A = 5, B = %, C = g . Aplicamos

la antitransformada a la ecuacion

11 81 5
F(s) = = ° °
=51t 9542 "3

1
(s +2)?

para obtener el valor de y(2):

1 8 5) 1
y(t) = §et + §€7Qt + gte*% =y(2) = 5(62 +38¢71).



Question 4
i) Si sustituimos en la EDO del enuciado X7 =y, X2 = 3/ obtenemos:

Escribiendo los resultados en forma matricial se obtiene,

X=Xy _(Xi\_(0 1 X
Xh=—4X5 - 3X, Xy )\ -3 —4 X
donde y(0) = X, (0) = 1; 5/ (0) = X5(0) = 2, por tanto X (0) = (1,2)T.

ii) Los valores propios de la matriz son r = —3 y r = —1 y los vectores propios correspondientes
v=>1,-3)Tyw= (1, -1)7T.

La solucién queda
X(t) =0y L e 3 4+ Oy ! et
-3 -1
%7 CZ

Por la condicién inicial X () = (1,2)7 se obtiene que C} = —

xo=-3( )3 ()

= % . Finalmente,

Question 5

i) De la condicién inicial u(z,0) = f(z) se deduce que
u(z,0) = f(z) = Y A, sin (fx> :

Para obtener los valores de los coeficientes A, fijamos m € ZT e integramos la ecuacién
anterior, previamente multiplicada por sin (%x),

/OL f(x)sin (%m) dx = iAn /OL sin (%x) sin (%m) dx = Ap, g ,

donde en la dltima igualdad hemos tenido en cuenta la férmula integral del enunciado, con lo

que
9 L
Ay = z/o f(x)sin (%x) dx,
conm€eZ" .
ii) Considerando que L = 7 y f(z) = 3sin (2z) + 2 sin (4z), se obtiene que A, =0,sin # 2,4y
queA2:3yA4:%.
Finalmente,

)
u(z,t) = 3e 4 sin (22) + 3 e 1M sin (4z) .
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1. ([EC 1.00] / [EF 1.20] puntos) Dada la Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO):

—5zt 4+ 242y =0 con z>0;
Se pide:

i) Clasificar, razonadamente, la EDO.
ii) Resolver la ecuacién sabiendo que y(1) = 2.

iii) Comprobar el resultado obtenido en el apartado anterior.

2. ([EC 1.00] / [EF 1.20] puntos) Dada la Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO):

y" — 3y +2y =e*:; donde a es un parametro real.
Se pide:

i) Resolver la EDO cuandoa #1 y a # 2.
ii) Resolver la EDO cuando a =1.

3. ([EC 1.00] / [EF 1.20] puntos) Sea F'(s) la Transformada de Laplace de la funcién y(t).

Sabiendo que y(t) resuelve el siguiente Problema de Valor Inicial (PVI):
y' 4y +dy =5 y(0)=1; y'(0)=0.
Se pide:

i) Hallar el valor de F'(2).
ii) Hallar el valor de y(2).

Nota: Puede ser til la siguiente férmula: £{t%at} =1/(s—a)""! paran=0,1,2,...

4. ([EC 1.00] / [EF 1.20] puntos) Se considera el siguiente Problema de Valor Inicial (PVI):

y'+4y +3y=0; y0)=1 3'(0)=2.
Se pide:

i) Aplicar el cambio de variables X1 = y; Xo = ¢/, con X = (X1, X2)T para transformar el
PVTI anterior en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

X'(t) = < _03 _14 > X(t); bajo la condicién inicial X (0) = (1,2)".

ii) Resolver el sistema del apartado anterior.



5. ([EC 1.00] / [EF 1.20] puntos) Consideremos la ecuacién del calor

9%u

ou
k@(&?,ﬁ) :7(‘/Eat)a t>07 HAIS [OaL]’

ot

sometida a las condiciones de frontera siguientes:

(CC) wu(0,t) =0, u(L,t)=0, Vt>0,
(CI) wu(z,0)= f(z), Yz e[0,L].
La solucién a este problema de valores en la frontera se expresa:
2,2

u(x,t) = iA” exp (—k:n[;rt> sen (%x) .
n=1

donde L
2
A, = L/o f(z)sen (%x) de, conneN={1,23,...}
Se pide:

i) Deducir, con todo detalle, las expresiones de A,,, n € N, sabiendo que

/L . (m7r . /nm 0, m#n
sin —x) sin (—x) dzr =
0 L L L/2, m=n

ii) Tomando L = 7, hallar la solucién u(z,t), para

f(x) = 3sen (2z) + gsen (4zx).



