Capitulo 7

Oscilador armonico

7.1. Movimiento armoénico simple: cinematica

Un movimiento unidimensional periédico,, oscilatorio o vibratorio, es un movimiento que
satisface

x(t+T)=ua(t), (7.1)

donde T es el valor mas pequeno que tiene esta propriedad. Notemos que si se cumple (7.1]),
también se cumple

z(t+nT) = z(t), n=0,1,23,... (7.2)

Hay muchos ejemplos relevante de este tipo de movimiento: un péndulo, una masa unida a un
muelle, la vibracién de los atomos de un solido, el movimiento de los electrones en una antena
de radio.

De todos los movimientos vibratorios el mas simple y mas importante es el movimiento
armoénico simple, que por definicién estd dado por la expresion

z(t) = Asin(wt + «) (7.3)

La cantidad wt + « se llama la fase del movimiento, y consecuentemente « es la fase inicial.
A es la amplitud del movimiento. La amplitud es siempre positiva, es decir A > 0. Se puede
siempre eligir que la amplitud sea positiva con el cambio @« — « + . El periodo de este
movimiento esta definido por

wt+T)+a=wt+ o+ 2m, (7.4)

O sea
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La velocidad del movimiento es 4
v=210=wAcos(wt + a) =wAsin(wt + o + 7/2) (7.7)

y la aceleracion

a=i=—wAsin(wt +a) =w?Asin(wt +a+7) (7.8

de modo que la velocidad y la aceleracion ejecutan movimien-
tos armoénicos simple con lo mismo periodo que la posicion,
pero con amplitudes wA y w?A respectivamente, y con adelan-
te de fase de /2 y 7 con respecto a la posicién.

El movimiento armonico simple puede considerarse
geométricamente como el resultado de la proyeccion sobre un didmetro de un movimiento cir-
cular de radio A. Si queremos que la proyeccién sea sobre el eje x, la fase es angulo que forma el
vector que hace el movimiento circular con el eje y negativo (tomando en sentido positivo). La
velocidad y la aceleracién corresponden a movimientos circulares con radios wA y w?A adelante
de fase m/2 y 7 respectivamente.

7.2. Fuerza y energia

Discutimos ahora el movimiento arménico simple desde un punto de vista dinamico. La
fuerza que produce este movimiento ha de satisfacer la ecuacion de Newton

F =ma = —mw?Asin(wt + a) = —mw?xz(t). (7.9)

Entonces definiendo la constante elastica como

k
k= mw? o bien w=4/—. (7.10)
m

Vemos que la fuerza toma la forma
F = —kax(t), (7.11)

es decir la fuerza que produce el movimiento arménico simple es una fuerza proporcional y de
sentido contrario al desplazamiento que recibe el nombre de fuerza elastica.
De (7.5) y (7.6), el periodo y la frecuencia se relacionan con la fuerza eldstica en la forma
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Entonces la energia potencial es como funcion del tiempo
L oo
Ep(t) = ékA sin®(wt + «), (7.14)

que se hace maxima en las puntos de retroceso x = +A. Mien-
tras que la energia cinética como funcién del tiempo es

1 1 —4
Ex = §mvz = émchA2 cos?(wt + a), (7.15)

de forma que la energia total se mantiene constante:
Lo
E:EP+EK:§/<:A . (7.16)

En los puntos de retroceso x = +A, la energia es exclusivamente potencial y la energia cinética
se anula, mientras que en el punto de equilibrio z = 0, la energia potencial se anula y la energia
cinética es maxima. En el punto de equilibrio, la velocidad de la particula viene dado por

Lo 1, 0 _ R,
5mv —QkA v= mA—wA. (7.17)

Desde un punto de vista dindmica, el oscilador armonica es la solucién general de la ecuacion
de movimiento

mi + kx =0 o bien i+ wz =0, (7.18)

La solucién general (7.3) incluye dos constante A y «. Vemos ahora como se relacionan estas
constantes con las condiciones iniciales xy = z(t = 0) y vo = (¢ = 0). De (7.3))

o = Asina vy = Aw cos a. (7.19)

Por tanto

tana = —20 A= /22 + v} w? (7.20)
Vo

Notamos que la ecuacién por tana tiene dos soluciones o = arctan(wzg/vg) or o = 7 +
arctan(wzo/vg). Dado que A y w son positivos, la fase inicial se determina con el signo de =g y
de vg.
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7.3. Ejemplos

Vemos a continuaciéon unos ejemplos de oscilador
armonico. El mas obvio es una masa unida a un muelle Yy,
con constante elastica k, donde z es la elongacién del :
muelle. :

Otro ejemplo que hemos visto es el péndulo simple
para pequenas oscilaciones. La ecuacién de movimien- T
to es

mll = —mgsin@ o bien 6+ % sinf =0 (7.21)

Para pequenas oscilaciones sinf ~ 6. La ecuacién se convierte en

i+ %9 ~0, (7.22)
que corresponde a un oscilador armonico (t) = Asin(wt+«), donde la amplitud A es el méximo
angulo de oscilacién del péndulo (que suponemos pequeno) y con frecuencia angular

2_ 9 14
=2 T =2my[—. 2
W=7 ﬂ\/; (7.23)

Otro ejemplo interesante es el péndulo compuesto. Se trata de
un solido rigido que puede oscilar rotando al rededor de un eje ho-
rizontal fijo (eje z). Como el cuerpo tiene un eje fijo, la posicién del
sistema puede mover con un grado de libertad. Tomamos el angu-
lo que toma el segmento OC' con la vertical, siendo C' el centro de
masa y O el pie dela perpendicular desde en centro de masa al eje
de rotacién. Las fuerzas que actua sobre el cuerpo son su peso mg
y la reaccion del eje. Tomando torque con respecto al ponto O para
eliminar la reaccién, obtenemos

T = —mgbsinb, (7.24)

siendo b = OC, la distancia desde el centro de masa al eje de rotaciéon. Entonces la ecuacién de
movimiento es

—]— =10 7.25
T o , (7.25)
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con frecuencia angular w = /mgb/I y periodo T = 2m\/I/mgb. Utilizando el teorema de

Steiner podemos poner
I =1+ mb* (7.28)

donde I, es el momento de inercia con respecto a un eje paralelo del eje de rotacién que pasa
por el centro de masa. Entonces el periodo toma la forma

I 2 K2 4 p2
mgb gb

donde K es el radio de giro del cuerpo con respeto a un eje horizontal paralelo al eje de rotacion
que pasa por el centro de masa. Entonces introduciendo la longitud

K2
log = - 1 b (7.30)
el periodo puede expresarse como
leg
T =2my|— (7.31)
g

que es el periodo correspondiente a un péndulo simple de longitud leq. leq se llama longitud
del péndulo simple equivalente.
Prolongando la perpendicular desde el centro de masa al eje de
rotacién de una distancia ¥ = K?/b, alcanzamos un punto O’ con la ,
siguiente propriedad: si hacemos oscilar un péndulo a un eje horizontal Q eje
que pasa por O, la longitud del péndulo simple equivalente serd

'\ b
K* K? K? 0\l

O =0+ —=—+—F— =l 7.32

I A S (7:32) /
Es decir la longitud del péndulo simple y por tanto el periodo del C\\b v
péndulo es el mismo. O y O’ se llaman puntos conjugados. Existen otro
par de puntos conjugados ) y Q)" situados simétricamente respecto a Q
las puntos O y O'. O’

El punto O’ se llama centro de percusion. Esto es decir que si sobre
este punto actiia un impacto o percusion , no efecto no se aprecia en
el punto O. Esto es decir a que la fuerza instantdanea F' sobre el cuerpo rigido, le imprime una
aceleracion de traslacién a = F'/m. Pero ademas el momento con respecto al centro de masa
de la fuerza F' es 7 = FV' la cual imprime al cuerpo rigido una aceleracién angular en torno al
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Vemos a continuacién un par de ejemplos de péndulo fisico.
Consideremos un anillo de masa m y de radio R suspendido de una
varilla. Entonces

I. = mR? K=R (7.34)
Entonces la longitud del péndulo simple equivalente es /
K? R?
{=b+—=R+ — =2R. 7.35
+ +5 (7.35)

Y por tanto el periodo es

T =2m | = (7.36)

Como un secundo ejemplo, consideremos una esfera de masa m y

radio R suspendida desde un punto fijo por una cuerda. Entonces / / / / / / / /
2 9 2
I.=-mR — K =/ =R. (7.37)
5 5 b
La longitud del péndulo equivalente es
K? 2 R?

y el periodo es

1 2 R?
T =2my/=\/b+ =—. 7.39
s P +5 b ( )
b | 2R? b 1 R?
T=2my| A1+ —-—=2m4/ = (1 4+ ==+ ... 4
W\/; +5b2 W\/;( +5b2+ ), (7 0)

que nos da la correccion al periodo de un péndulo por efecto del tamano de la bola suspendida.

Por R <« b tenemos

Como en ultimo ejemplo de oscilador arménico consideremos el
péndulo de torsion. Se trata de un cuerpo suspendido por un alam-
bre o fibra, de manera que la linea de suspension OC' pasa por el / / / / / / / /
centro de masa. Cuando el cuerpo se rota de un angulo 6, el alambre O
se retuerce y que produce un torque que tiene a eliminar la torsion, y
que si el angulo es pequeno, resulta proporcional a dicho dngulo

T = —kb. (7.41)

donde & es llamado el coeficiente de torsién del alambre. Entonces
si I es el momento de inercia del cuerpo en torno del eje OC', tenemos
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7.4. Universalidad del oscilador armonico

El oscilador arménico no es un sistema dindmico mas, sino que
es Unico y muy importante. La razén de ello es que es universal: V()
Es el comportamiento que tiene cualquier sistema conservativo para
oscilaciones pequenas en torno a un minimo. En efecto, consideremos
una funcién de energia potencial V' (z) que tiene un minimo en el
punto x = xy. Entonces utilizando el desarrollo de Taylor tenemos

Vi(z) = V(zo) + VV(wo)(z — o) + 5V (@)(w — w0)’ + ... (7.44)
Al tratarse de un minimo tenemos
V'(z9) =0 N V"(x9) >0 (7.45)
Con lo cual tomando el cero de energia potencial en Vy = V(xg), es decir Ep(z) = V(x) — Vg,

tenemos una funcién de energia potencial de la forma

1
Ep=V(z) -V, = §V”(SE0)(:E —z)? 4 ... (7.46)
que para pequena oscilaciones, corresponde a un oscilador arménico con constante eldstica

k= V"(zy) y frecuencia angular de oscilacién

Por ejemplo, la interaccién entre dos moléculas de gas puede
describirse aproximadamente por el potencial de Lennard-Jones, y(z)
dado por la expresién

V() = -V, lz (%)6 - <@>12} , (7.48)

r

Vo

donde r es la distancia entre las moléculas. Derivando

61 12 1
V() = Vy {12 (@) S 12 <@> —} —0,  (7.49)
r/ r r r
que nos da la posicién de equilibrio r = rg, y en este punto V' (rg) = —V;. Entonces
6 12 v
V'(rg) = —Vj [84r—0 — 156&,] =722 (7.50)
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7.5. Superposicion de movimientos armoénicos simples

Consideremos ahora la superposiciéon o composicion de movi-
mientos armoénicos simples. Consideremos primero el caso de mo-

vimientos de igual direccién y frecuencia: A )
z1(t) = Ap sin(wt + ay), To(t) = Agsin(wt + ). (7.52) Sl A
Entonces para obtener el movimiento resultando de la superposicion 5 >

x(t) = 21(t) + 22(t) = Arsin(wt + o) + Agsin(wt +ag).  (7.53) [/, . o ffl

Consideremos los movimientos circulares uniformes cuya proyeccion sobre el eje x dan los
movimientos armoénicos simples

Ay = iA;sin(wt + o) — jA; cos(wt + ay), (7.54a)
Ay = TAysin(wt + ag) — J A cos(wt + as). (7.54b)

El radio del movimiento circular resultando y por tanto la amplitud del movimiento armoénico
simple resultando sera

A=A = |4+ Ao| = A3 + 43 + 24, As cos § (7.55)
donde 9§ es el desfasaje, entre los dos movimientos. De la figura se ve
J= (wt+ ag) — (Wt +a1) = g — ay. (7.56)
Entonces el movimiento arménico simple resultando sera
x(t) = Asin(wt + «), (7.57)

donde la amplitud estd dado por (7.55)), la frecuencia angular es la misma w, ya que las tres
vectores Ay, A y A rotan con la misma velocidad angular, y la fase inicial & ponemos obtenerla
de la expresion

A = iAsin(wt + o) — jAcos(wt + o) = A + Ay, (7.58)
poniendo t = 0. Entonces
Acosa = Ajcosag + Ascos sy Asina = Aj sin o + Ay sin as. (7.59)

Dividimos para obtener

Aqsinag + Assina
tano = — ! 2 2 (7.60)
Ajcosaq + Ag cosan

Consideremos algunos casos especiales. Si a1 = g, el desfasaje es § = 0, y decimos que los
movimientos estan_en fase. En este caso tenemos vectores rotando paralelos y
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Cuando oy = ay + 7/2, 6 = /2, decimos que los movimientos
estdn en cuadratura. Entonces de ([7.55))

A= /A3 + A% (7.63)

Apsinag + Agsin(ag +7/2)  Apsina; + Azcos oy o
Ajcosag + Aycos(ag +7/2)  Ajcosag — Aysinag
_ tanog + (A2/A;)  tanag +tanf

- 1—(Ay/A))tana; 1 —tanagtanf
= tan(ay + f) (7.64)

con la notacién 3 = arctan As/A;.

y de (7.60)

tan o =

Consideremos ahora la superposiciéon de dos movimientos
armonicos simples con igual direccién y diferentes frecuencias.

En este caso vamos a considerar, por simplicidad, que los dos ALt
movimientos estan en fase. Tenemos que
x1(t) = Ay sinwt (7.65a)
xo(t) = Agsinwot. (7.65b) 1AL — 4,
En este caso, los movimientos circulares pulses son 0 QWAm
ffl = —j’Al coswit + 1A, sinw tAy = —fAQ oS wat + 1Ay sin wol.
(7.66)
Entonces para la amplitud del movimiento resultado tenemos
A=A, + A = \/A% + A2 + 2A; Ay (coswit cos wat + sinwit sin wot)
= \/A% + AZ + 24, Ay cos(wy — wa)t (7.67)

que oscila entre un valor maximo A,y = Aj + A cuando (w; — we)t = 2n7 y un valor minimo
Apin = |A1 — As| cuando (wy —ws)t = 2nm + 7. Resulten por tanto un movimiento con amplitud
modulada. La frecuencia de oscilaciéon de la amplitud es
w1 — w2
UV =
2T
Es decir la diferencia de frecuencia de los movimientos que se componen.

Esta situacién tiene lugar cuando, por ejemplo, dos vibraciones de frecuencias muy proxima,
de modo que w; —ws es pequena, vibran simultanamente en lugares cercanos. Se observara unas
fluctuaciones en la intensidad del sonido, llamadas pulsaciones o batimentos (en musica) que
se deben a la modulacién de la amplitud.

=V — Vo. (768)
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que nos da un movimiento oscilatorio con frecuencia
angular igual a la media w = (w; + wy)/2 y amplitud

(7.70)

modulada
t].
)

Se obtiene lo mismo resultado desde ([7.67]), utilizando
que 1+ cosa = 2cos® &

A(t) = 24, cos (w1

A= AV2y/1 + cos(w; — wa)t

= 2A, cos <w1 ;w2t>

(7.71)

7.6.
ciones perpendiculares

Consideremos ahora el caso de una particula que se mue-
ve en un plano, de modo que los coordenadas x y y ejecuten
un movimiento armoénico simple. Elegimos el origen de tiem-
po de modo que

z(t) = Asinwt y(t) = Bsin(wt + 9). (7.72)

0 es el desfasaje entre el movimiento horizontal y el movi-
miento vertical. La trayectoria de la particula esta limitada
al rectangulo

[~ A, Al x [-B, B].

Superposicién de movimientos armoénico de direc-

Seo st! Q
0= 60=0
A A
) Y
PI """"""" Y R
(7.73)

Consideremos algunos casos particulares. Si 6 = 0, tenemos y = (B/A)z y el movimiento es un
movimiento armoénico simple a la largo de la diagonal del rectangulo PQ. Si r es la distancia
desde el origen y € el dngulo, tenemos

_5 (7.74)

T(t):\/x2+y2:\/A2+BQSinwt, T

tan0(t) =

SEES

VA% + B? es la amplitud del movimiento arménico simple resultante. Si el desfasaje es § = 7,
tenemos y = —(B/A)z y el movimiento resultante es un movimiento arménico simple sobre la
diagonal RS. En el caso 6 = 0, 7 decimos que tenemos una polarizacién rectilinea.

Cuando 0 = 7/2 (movimiento en cuadratura):
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Observemos que para el punto (A,0), wt = 7/2, y por tanto V(A) = —Bwj y concluimos que
la elipse se recorre en sentido horario.
Cuando 6 = 37/2, tenemos y = Bsin(wt + 37/2) = —B coswt, y en este caso

i

5 — 7= iAsinwt — jB cos wt, V = iAw coswt + jBw sin wt. (7.77)

)
Por el punto (A,0), tenemos wt = /2 y V(A) = Bwj de
modo que la elipse se recorre en sentido anti-horario.

Para § = m/2,37/2 hablamos de polarizacién eliptica.
Cuando A = B, la elipse es una circunferencia de radio A y = )
hablamos de polarizacion circular.

Para otros valores de ¢, la trayectoria es también una >

m >
<

elipse pero con las ejes fijados con respecto a los ejes x y y. ( _AT=06
La fuerza que produce estos movimientos es 5
F=Fi+ F,j = —Kai — Kyj = —KT, (7.78) Y

con k = mw?. Se trata de un fuerza central conservativa con

B
energia potencial /
—A/ w1 = 2w2 A

Vie,y) - %k(a:Q ). (7.79)

En el caso de dos movimientos oscilatorios perpendiculares -B
con frecuencias diferentes

x = Aysinw;t y = Agsin(wat + 0). (7.80)

Si wo/wy es un nuimero racional se forman unas trayectorias cerradas llamadas figuras de
Lissajous que se puede producir facilmente en el laboratorio utilizando un osciloscopio.

7.7. Asociacion de muelles

Consideremos ahora brevemente la asociacién de muelle en serie y

en paralelo. En paralelo los dos muelles verifican la misma elongacion T

r = 1 = x9. Entonces la fuerza total que ejercen los dos muelles es A
F= F1 + F2 = —]{?11‘1 - k’gl‘g = —(]{71 + k’g)l’ (781) m

Es decir, la asociacion de dos muelles en paralelo equivalente a un e

I9

unico muelle con constante elastica &k = k; + ky. Si asociamos n
muelles con constantes eldsticas ki,...,k, en paralelo, el resultado es un tnico muelle con
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Con la cual la longitud total es

ko\ ki + ko i 2
rT=r4+xe=1 14+ =) = T, 7.82 — [y —>
1 2 2 ( /ﬁ) o 2 ( ) j m
. LS <
que substituiamos en Fy, = —koxo y nos da P FyF _)
k1ko 1
k1 + ko (k_l + T
Asi pues la asociacion de dos muelles en serie equivale a un inico muelle con constante elastica
1 1 1
= 7.84
ko ki ke (7.84)
Si asociamos n muelles de constantes elasticas k1, ..., k, en serie, tendremos una fuerza equi-
valente a un unico muelle con constante elastica k tal que
1 1 1
—=— 4+ —. 7.85
F ok (7.85)
7.8. Osciladores amortiguadas
En un movimiento armoénico simple, producido por una fuerza elastica F' = —kx, las osci-

laciones tiene una amplitud que se mantiene. Sin embargo, muchas veces, ademas de la fuerza
elastica, hay una fuerza de friccion que amortigua el movimiento y hace que disminuye la am-
plitud del movimiento. Consideremos una fuerza de friccion proporcional a la velocidad y que
se opone a ella. Es decir

Fr=—X\v. (7.86)
Entonces cuando actia la fuerza elastica y la fuerza de friccién, tenemos la ecuacion de movi-
miento
d?z dx
=—kx— A\ bi — +A—+kzx=0. 7.87
ma T — v o bien M + & + kx (7.87)
Este ecuacion se puede reescribir en la forma
A k
i+ 2vi+wiz =0 donde y=— Wi = —. (7.88)
2m m

wy es la frecuencia que tendria el oscilador armoénico sin amortiguamiento, y v es la constante de
amortiguamiento. Estudiamos ahora la solucion de la ecuacion ([7.88|) para el caso de pequeno
amortiguamiento, que se define por la desigualdad v < wy. La solucién tiene entonces la forma

x = Ae sin(wt + a). (7.89)

En efecto,
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Por tanto la ecuacion para el oscilador armoénico amortiguado

. e M sin(wt + )
se cumple si
,—t
V4w —-wi=0. (7.92) ~oC
' t
Es decir si la frecuencia del oscilador amortiguado es
k A
= 22 =4/— - —. 7.93

Notamos que como consecuencia del amortiguamiento desciende la frecuencia de las
oscilaciones, ya que w < wy. Por otro parte la amplitud de las oscilaciones no es constante
sino que disminuye con el factor e,

Las constante del movimiento A y «, la amplitud y la fase inicial, se relacionan con los
valores iniciales zy y @o.

Si el amortiguamiento no es pequeno, v > wy, la formula nos dice que w se hace
imaginario, w = +iy/7? — w2 = +iB. En general, utilizando que ' = coswt + isinwt, la
solucién general de es © = Ael-1Ht = Ae(-7EA Podemos verificar que = Ae~% es
una solucién de la ecuacién (7.88). Substitufamos para obtener

6% =20y +wi =0 — §=rvE1/7?— Wi (7.94)

Entonces, en el caso, 7 > wy, la ecuacién diferencial (7.88)) tiene las dos soluciones independien-
tes

z = Ae et = AemOFA! B=1/7?—wi (7.95)

Notemos que # < v de modo que los dos soluciones son exponencialmente decreciente a t — oo.
La combinacion lineal particular de las dos soluciones se determina con las condiciones
iniciales zy y &g. En este caso, la particula no oscile sino que se amortigua hasta la posicion
de equilibrio. La energia perdida por la particula en las oscilaciones amortiguadas es absorbida
por el medio que la rodea.

Si v = wp, probamos la solucién z = At“e 5. Subs-
tituiamos en ([7.88) para obtener 4

tH(wE — 296+ B + 2ta(y — ) + ala — 1) = 0, (7.96)

que nos da las condiciones

i»\,/t
B ), B te
B=r wi ="y a=0,1. (7.97) "

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

atagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informaciépn contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Inform&cion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hdganoslo saber y sera retirada.



7.9. Oscilaciones forzadas

Otro problema importante es el de las vibraciones de un oscilador armoénico sometido a una
fuerza elastica, que es obligado a vibrar por efecto de una fuerza oscilante. Esto ocurre por
ejemplo cuando una onda sonora alcanza una cuerda que puede vibrar, o cuando las ondas
electromagnéticas absorbidas por una antena y amplificadas actian sobre las circuitos de un
televisor produciendo oscilaciones eléctricas forzadas.

Suponemos que la particula esta sometida a la fuerza oscilante

F = Fycoswyt (7.99)

y también a la fuerza elastica —kz, y a la fuerza de amortiguamiento —Av. La ecuacion de
movimiento es

ma=F —X\v—kx o bien mi + A& + kx = Fycoswyt (7.100)

Introduciendo v = A/(2m) y w2 = k/m, se reescribe en la forma
. . 2 FO
T+ 2v& + wyr = — coswyt. (7.101)
m

La ecuacién ([7.101)) es la version inhomogénea, es decir con segundo miembro distinto de cero,
de la ecuacién homogénea para el oscilador amortiguado. la solucién general de la ecuacion

es de la forma
z(t) = z4(t) + x,(2). (7.102)
donde z,(t) es la solucién de la ecuacién homogénea, es decir satisface
Fq + 2vig + wore = 0. (7.103)

z,(t) es una solucién particular de la ecuacion inhomogénea o sea
.. . 2 FO
Zp + 29T, + wix, = — cos wyt. (7.104)

La solucién general z,(t) contiene las constantes arbitrarias A y « que sirven para ajustar
las condiciones iniciales g y &g, pero al ser exponencialmente decreciente con el tiempo, z,(t)
represente un transitorio que deja de ser relevante a tiempos largos (t — o0), para los que s6lo
cuenta la solucién particular.

Para obtener la solucién particular x,(t) utilizamos la intuicién fisica. Esperemos, que a
tiempos largos, cuando desparece el transitorio, el sistema no oscile no con la frecuencia angular
correspondiente a la fuerza eldstica wp, ni con la frecuencia amortizada w = /w3 — 4?2 sino con
la frecuencia forzante w;. Ensayamos por tanto una expresion de la forma
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Substituyendo en la ecuacién ([7.104) y igualando los coeficientes de coswyt es decir Fy/m, y
de sinwyt, es decir cero, obtenemos

F
A (wfsin 8 + 2ywy cos f — wi sin ) = - (7.107a)
—w7 cos 8+ 2wy sin B + wj cos f = 0. (7.107b)
La secunda ecuacién nos da
w2 — w?
I 0
t — 7.108
= T (7.108)
de donde obtenemos
1 2 2
cos? B = = (27ey) (7.109)

1+tan® 3 (2qwp)? + (W} — w})?’

Ahora reescribimos la primera ecuaciéon como
2 9 Fo
Acos f [(wf — wp) tan  + 2qwy) = —, (7.110)
m

de done obtenemos la amplitud
Fo/m
V(@3 —wB)? + 4y%2

Notemos que la amplitud A y el desfasaje 3, que aparecen en
la solucion particular no son constantes a determinar sino que A
estan fijas por las pardmetros Fy, wy, wy m y 7.

Si representamos la amplitud como funcion de la frecuencia
wy, fijando a el valor de los restantes pardmetros, observamos £
que la amplitud alcanza un méximo cuando el denominador en —4—"_ _ 4

(7.111) se hace minimo. k )

El denominador se hace minimo cuando

A—

(7.111)

- (A)

“max

dwp(wi —wp) +87wr =0 — (Wi—wj) =—29* (7.112)

Es decir el maximo en la amplitud se alcanza para

=4/wi — 292 = 2m2 (7.113)

max

Esta eXpreswn es valida solamente para amortlguamlento wy

< /o ™. .
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Apax diverge para v = 0. El cero cuando wy = 7 no existe porque wy > v/27.
La velocidad del oscilador forzado es

dx

Ln

= wsAcos(wst — B) = vg cos(wpt — ). (7.115)
Comparando con la expresion para la fuerza ' = Fjcoswyt, vemos que el desfasaje 3 es el
desfasaje de la velocidad, que ve retrasada una fase 5 con respecto a la fuerza.

La amplitud vy para la velocidad es

F A F
v = wiA = wrko/m , (7.116)
V(@ — W) + dy%? )
wt v
que puede también escribirse en la forma A
[
FO >

(7.117)

Vo =

\/(mwf — w—kf)2 + )\2.

Si representamos la amplitud de la velocidad como funcion de la frecuencia
forzante wy, vemos que alcanza un maximo cuando el denominador en

(7.117)) es minimo, o sea

k k
mws —— =0 — w) =4/ = = wy. (7.118)
f wf max m

Entonces cuando la frecuencia de forzamiento coincide con
la frecuencia natural wy correspondiente a la fuerza elastica, la
amplitud en la velocidad es maxima
Fo  Fy

max — = 11
v m A (7.119)

wy

y decimos que hay resonancia en la energia. Notemos también
que substituyendo WI%L en el desfasaje , obtenemos § = 0,
es decir cuando wy = wy, la velocidad esté en fase con la fuerza
forzante.

Estas son las condiciones mas favorables para la transferencia de energia al oscilador por la
fuerza oscilante, ya que la potencia F'v se hace maxima cuando F'y v estan en fase. De acuerdo
con ([7.113)) cuando el amortiguamiento v es pequeno hay poca diferencia entre la frecuencia de
resonancia en la amplitud y en la energia.

wo
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7.10. Impedancia de un oscilador

Introducimos ahora un concepto 1til también en circuitos eléctricos oscilantes. La cantidad
que aparece en el denominador de (7.117) se llama impedancia del oscilador:

1\ 2
7 = \/<mwf — —) + A2 = E\/(wj% - w§)2 + 442, (7.120)
Wy

Wy

La resistencia R y la reactancia X se definen como

k
R=), X =mwy — —, 7.121 Z
e (7.121) x
) s
de modo que Z = v/ X2 + R?. Tenemos pues vy = Fy/Z. El angulo 5 en R
el triangulo formando por R, X y Z es el desfasaje entre la fuerza y la . ﬁ
velocidad. En efecto
_ 2 2 2 2
X mwye — = Wi —w we —w —
tanf=o=— ot -0 F R0 (7.122) wt
R A wr oA 2wy
B
La potencia transferida al oscilador es >
P = Fv = Fycoswyt X vy cos(wst — ) (7.123a)
F2
= 70 coswyt cos(wyt — f3) (7.123b)
F02 2 . .
= (cos® wyt cos B + coswyt sinwyt sin ) (7.123c)
F? . .
=5y ((1 + cos2wyt) cos 5 + sin 2wyt sin [3) (7.123d)
Ahora bien
27wy 27wy
cos 2wyt = / cos 2wystdt =0 sin 2wt = / sin 2wtdt =0 (7.124)
0 0
con la cual la potencia promedia (en una periodo de fuerza) es
— F? 1 1R 1
P = 57 cos } = §F0v0 cos ff = 3 22 = §Rv§ (7.125)

En (7.125]) vemos que la méxima transferencia de energia al oscilador se produce cuando vy es
maximo v aque R esta fijo. En la resonancia 8 =0 X =0v Z = R, con la cual
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