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Presentacion

Ya hemos estudiado las estructuras, las subestructuras y los puntos de vista. Pero eso es como si
en el cine te mostrasen los decorados, el atrezo y las camaras. Esta claro que es interesante y

fundamental para que la pelicula funcione, pero no es lo que uno espera ver.

Las transformaciones, llamadas homomorfismos, son las que dan lugar a la accién en los
espacios vectoriales. Tendremos todo tipo de transformaciones, desde aquellas que afectan al
espacio geométrico dando lugar a proyecciones de vectores sobre subespacios, simetrias, o
rotaciones en torno a un eje vectorial, a transformaciones sin un significado tan claro, entre

espacios distintos, que convierten unos vectores en otros de infinidad de formas distintas.

Asi es el estudio de los homomorfismos, uno de los campos mas interesantes dentro del algebra

al que de momento apenas nos hemos asomado.

En este tema, aprenderas:

e Qué es un homomorfismo, como funciona, como se enuncia.
e Para qué sirve un homomorfismo.
e La clasificacion de los distintos tipos de homomorfismos.

e Qué son los subespacios nucleo e imagen, dos de los subespacios mas importantes con que

NOS vamos a cruzar.

e Y mucho mas.
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Homomorfismos

¢ Qué es un homomorfismo o aplicacién lineal? Un homomorfismo, tal como hemos visto, es una
aplicacion lineal entre estructuras algebraicas iguales, veamoslo ahora en el caso de espacios

vectoriales.

En primer lugar, hay que llamar la atencion sobre que un homomorfismo transforma un vector

en otro vector, y estos pueden estar en espacios distintos o en el mismo espacio. Por

ejemplo, puede transformar un vector de R3 en otro vector de R3, pero bien podemos crear otro

que transforme una matriz en un polinomio.

Un homomorfismo debe responder a una serie de sencillas normas para ser considerado como

tal. En primer lugar y mas importante, debe ser una aplicacion.

Recordemos que una aplicacion es una correspondencia que cumple lo siguiente:

f:vr-wm
{VéeV™ Jgew™ /| f(&) =y}

Pero un homomorfismo también habra de cumplir lo siguiente:

«VEGEV"Y = fE+7) =Ff@E)+ 1@

VEe V" " "
Eln] = 109-3@

Estas dos propiedades se pueden resumir en una sola, mas manejable, que es la que utilizaremos

de aqui en adelante:
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= AZ + = Af(z) +
VA g€ 9 FOZ + pg) = M(Z) + pf ()
Recordemos que en un homomorfismo entre grupos el elemento neutro del grupo de partida
siempre se transforma en el elemento neutro del grupo de llegada. En espacios vectoriales no es

una excepcion:
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Comprobacion practica de un homomorfismo

Planteemos un caso practico para ver cémo funciona un homomorfismo.

Partamos de dos espacios sencillos, por ejemplo R3 y R2, y creemos una aplicacion lineal que

transforme los vectores del primero en vectores del segundo, por ejemplo:

f:R R

fl@y,2) | =(@+yy+2)
N—— | —
en® en?

f transforma un vector genérico de R3, (x,y,z), en uno de R2 que tiene por primera componente

la suma de las dos primeras del vector del que es transformado y, como segunda, la suma de las

dos ultimas del mismo.

Asi, por ejemplo en este caso, f(1,2,3)=(1+2,2+3)=(3,5).

Veamos si es homomorfismo, para eso debe cumplir:

vz, 7 € RS

BT o 08-+m) =A@ + wIG)

Tomemos dos vectores genéricos de R3: Z = (z!, 22,2%) e ¥ = (v, 4%, 9°)

Calculemos ahora AZ + uy:
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AT+ pg = Me', 2%, 2%) + p(y', 9%, 9°) = (A + py', Ae? + p?, Ae® + )

Por dlimo, comprobaremos que f(AZ + py) = Af(2) + pf(¥) se cumple, luego

efectivamente f es un homomorfismo.

Recuerda que esto es un ejemplo. Existen infinitos homomorfismos entre espacios, tantos como

relaciones entre vectores podamos crear.

A& + pg) = M(Z) + pnf (@)
(A2 + uwy) = fFAz' + py', Ae? + py?, Aa® + ) =

= :\wl + pyt + py? + sz,yyz +a? 2P )t | =

e R e s R e e
= (Me' +2%) + p(y' + 1), M@ + Aa®) + pu(y® +47)) =
= AM(2' +2?), (e + %)) + p((* +9°), (v* +9%)) =
= M) + pf(@)
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Clasificacion de los homomorfismos

Partiendo de un homomorfismo entre dos espacios vectoriales V1 y WM de la forma:

f:vr-wnm

Conocida la estructura de la aplicacion y la similitud o diferencia entre los espacios que lo

sustentan, podremos clasificar el homomorfismo en las siguientes categorias:

VW V=W

f(sin peculiaridades) Homomorfismo Endomorfismo

f inyectiva Monomorfismo Endomorfismo Inyectivo

f sobreyectiva Epimorfismo Endomorfismo Sobreyectivo

f biyectiva Isomorfismo Automorfismo
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El nucleo de un homomorfismo

El nucleo de un homomorfismo es el subespacio del espacio inicial formado por todos aquellos

vectores del espacio que se transforman en el vector nulo.

En un homomorfismo f entre dos espacios U y V, se suele denotar al nucleo como ker(f). Ker es

una abreviatura de la palabra alemana kernel, que significa nucleo.
ker(f) = {5 cU/f(&) = o}

Si un homomorfismo es inyectivo, su nicleo esta formado exclusivamente por el vector

nulo.

ker(f)={6} =  dim(ker(f)) = 0

Veamos que el nucleo de un morfismo entre espacios

ker(fy FU-V
vectoriales es, efectivamente, un subespacio del espacio U v
inicial. Sea f un homomorfismo entre los espacios 0
vectoriales U(K) y V(K): -
X
b y
f:UK) = V(K)
c z

Sea N(f) el ntcleo del morfismo de la forma:

N(f) = {@ e U/f@) =By }.

Se vera que N(f) es subespacio de U. ® # N(f) C U pues Oy € N(f).

Se demuestra que:

VZ,3 € N(f)

VA,NeK}—)A-w+u-y€N(f)
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FO-E+p-§) = A F@) +p- FG) = X- Oy +p-Oy =0y
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La imagen de un homomorfismo

La imagen de un homomorfismo es el subespacio del espacio final formado por todos aquellos

vectores que son transformados de otro vector.
En un homomorfismo f, entre dos espacios Uy V, se suele denotar la imagen como Im(f).

Im(f)={geV/3zclU - f(&) =1}

Si un homomorfismo es sobreyectivo, su imagen tiene igual dimension que el espacio

final, es decir, coincide con él.

dim(Im(f)) =dim(V) = Im(f)=V

Veamos que la imagen de un morfismo entre espacios

f: U—-V Imi(f
vectoriales es, efectivamente, un subespacio del U m(f) y
espacio final. - )
B ——
0 *0
Sea f un homomorfismo entre los espacios vectoriales 3 / I _
UK) y V(K): f: U(K) = V(K), y sea Im(f)=f(U) _ _
b >y
la imagen de f. —
c z

Se wvera que f(U) es subespacio de V.

&+ f(U)CV.

Se vera que:

V61,62 S f(U)

VA,/LGK}—)A.'UI + p- 99 € f(U).
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% € f(U) & F; € U/ = f(iin)
U2 € f(U) & Tz € U)W = f(a)

Luego:

ATy +p-tp =X f(1dn) +p- fdz) =
= f(A- 11 + piz) € f(U)
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Dimensiones de nucleo e imagen

Veamos ahora cémo se demuestra que, dado un morfismo entre dos espacios vectoriales de
dimension finita, se cumple que la suma de las dimensiones de su nucleo y de su imagen

coincide con la dimension del espacio inicial.

Es decir:

dimN (f)+dimIm(f)=dimu

Primero, planteemos las condiciones de partida. Sean:

o f:U"(K) — V™(K) un morfismo.

o dimN(f)=py By = {€1,...,&p} unabase de N(f).

Enelcaso p=n — N(f) = U AIm(f) = Oy, con o que el teorema se cumple de forma

trivial.

Se supondra, pues, p < n.

Sea B= {31, o1 €pyEpplyenny é'n} una base de U obtenida por ampliacién de B1 (En el

caso p=0, B seria una base cualquiera de U.) y sean f(€pt+1) = Upt1y.- ., f(En) = Un
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e {Tp41,...,Un} essistema libre en V.

. {1_5p+1, e ,5,,} generan Im(f).

Como hemos podido comprobar, {51,4_1, . ,ﬁn} es base de Im(f).

{i)'pﬂ, e ,ﬁn} es sistema libre en V

Si Apt1 - Vpiite 4+ - U = Oy = Aps1 - F@pr1)+- - - +An - F(€n) =
=0y = f(Api1 - Eprite - +An -8n) =
= Oy —= Apt1 - Epr1t-.-+An - €n € N(f)

Siendo dicho vector por tanto combinacién lineal de los de la base B1.

—)3/\1,...,/\p EK/AP_H °§p+1+...+An°En =)\ -61+...+Ap'gp —

—)Al'é'l—i-...—l-)\p'é’p—)\p_,_l-€p+1—...—An-én=0U—>

Dado que B es sistema libre A\; =...= A, = 0A A\p11 =...= A, = 0, siendo nulos

todos los escalares de la combinacion de partida.
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{i)’pﬂ, e ,ﬁn} generan Im(f)

VZeIm(f) > 32 €U/f(Z)=Z, como B es base de U vy, ademas,
ZeU—Z=X-€1+...+Ap - €p+ Apt1 - Eptit. .+ Ay - €p .

Luego:

Z=f(Z)=f( M1 €1+ ...+Xp - €p + Apt1 - Ept1t... + A <€) =
AL - av—i-. . .—|-/\p . 6V + Ap+1 . 6p+1+- A Ty =
i1 Tpi1 b g - T

Alser {Upi1,. .. ,Tn } base de Im(f):

dim[Im(f)] =n — p =dimU — dim[N(f)] — dim[N(f)] + dim[Im(f)] =
=dimU
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Isomorfia entre espacios

Ahora vamos a hacer una pequefia demostracion. Consistira en comprobar que la condicion
necesaria y suficiente para que dos espacios vectoriales, de dimension finita y definidos sobre el

mismo cuerpo, sean isomorfos es que tengan la misma dimension.

Es decir: U(K) = V(K) < dimU(K) = dim V(K)

Primero lo demostraremos de izquierda a derecha | — )

Sea Jf:U(K)—=>V(K) unisomorfismo.

Si A-fu) = 51- {utilizando el convenio de Einstein, con 11, ) =
- fUAH)=0, = Ag =6L_ (por ser finyectivo) —» 4, =0 Yiel, pues {Elr__jﬂ} son
sisterna libre.

113 @

A continuacion, lo demostraremos de derecha a izquierda | < )
Sean dim U=dim V=n.
Sea By ={ifj.....#,} y B, ={%....7,} basesdeUy\V.

Se define la aplicacion: FUE) 2 V(K) e manera que si:
X - f(x)

J_fzxiﬁ:- — f(i):x"-ﬁ. icl, .vemos que f es un isomorfismo.

O 2z O
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1. f morfismo:

)

—

PRy

VG eU > { ViueK fUAE+ud)=flax +py)i =i + uy)s =

St

D= v

= A + a0 ) = A @+ )

2. f inyectiva:
Dado que {§1=...=E } es libre en V
o~y x
vx.yelU —

y=y

3. f sobreyectiva:
VZeV oZ=x'V,2>3Wel/x=x"u, ysecumpleque f(X)=2Z.
Luego g es un isomorfismo.

QO 2 ©
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Resumen

Homomorfismos:

¢ Un homomorfismo es una aplicacion: f: V"™ — W™
V&, ye V"
VA, p €R

e Que cumple:

} S FOB+ ) = MG+ uf@  con

El nucleo de un homomorfismo: ker(f) = {5’: eU/f(&) = 6}

« Si un homomorfismo es inyectivo, su nucleo esta formado exclusivamente por el vector nulo:

ker(f)={6} =  dim(ker(f)) =0

La imagen de un homomorfismo: Im(f) ={y € V/IZ e U — f(&) =9y}

e Si un homomorfismo es sobreyectivo, su imagen tiene igual dimension que el espacio final,

es decir, coincide con él: dim(Im(f)) = dim(V) = Im(f)=V

Dimension del nucleo e imagen cumplen:

o dmN (f)+dimI'm(f)=dimu
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