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Presentacion

El subespacio caracteristico es la esencia de los autovalores. Es un subespacio que recoge
todos los vectores asociados a un determinado autovalor. Eso de por si ya es una peculiaridad
relevante, pero es que ademas, los subespacios caracteristicos cumplen toda suerte de

propiedades geométricas dependiendo de la transformacion.

En una proyeccion sobre un plano en espacio geométrico ordinario, el subespacio asociado al 1
es el propio plano. Lo mismo ocurre en una simetria, mientras que el subespacio ortogonal al

plano recoge el autovalor 0 en la proyeccion y -1 en la simetria.

Estudiemos en profundidad cémo funciona este subespacio tan especial. Veamos lo que nos

depara:

« Estudio en profundidad de qué es y como funciona un subespacio caracteristico.

e Estudio de los subespacios asociados a las principales transformaciones geométricas

explicados paso a paso.

# Y mucho mas.
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Base de la proyeccion. Preparando el terreno de juego

Planteemos es siguiente escenario: en el espacio geométrico ordinario de dimension 3 con

coeficientes reales R3 con una base B = {€1,€2,€3}, tenemos un subespacio de dimensién

2 al que llamamos U. U quedara definido por una base formada por dos vectores, de la forma:

2

U = L{t,1s} cont; = a'€; + a®€3 + a3€3 = (a',a?,a®)py

Uy = blgl +b252 + bsgs = (bl,b2,b3)3

Definiremos ahora U- J‘, el subespacio ortogonal a dicho subespacio U. Como U+ es ortogonal a
Uy los subespacios ortogonales estan en suma directa, U tiene una base formada por_un solo

vector.

De esta forma, tenemos dos subespacios suplementarios, Uy U J‘, el primero de dimension 2 y
el segundo de dimension 1, con dos bases que unidas forman una base del espacio que

llamaremos B"

! — — —
B = Uy, u2, us
N—— =

eU Ut

A partir de este momento nos referiremos a B' como base de la proyeccion. Y llamaremos C a la

matriz de cambio de base entre B (la base original de la que partimos) y B', definida como:

al b
C= a v
a3 b3 c3
N~~~ ~~ N
Uy Uy ug
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Representacion geométrica de la situacién

En detalle

Subespacio ortogonal al subespacio U

Ut={zeR¥/Z-5=0 VjeU}

Base de la proyeccion

UJ.
Base de la proyeccion
Ty u
L~

Base formada por un solo vector

La base tendra la siguiente forma:

UJ‘ = L{’l_l:3} con 1_,23 = clé'l + 6262 + 6363 = (cl,cz,c3)3
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Proyeccion sobre un subespacio de dimensién 2 |

Partiendo del esquema que hemos definido de base de la proyeccion, es decir, el espacio

geométrico ordinario de dimension 3 con coeficientes reales R3 con una base

B = {€;,€5,€3} donde tenemos un subespacio de dimensién 2 al que llamamos U y su
) ) €3 y

complemento ortogonal y suplementario UJ‘. Uniendo las bases de dichos subespacios se define

la base de la proyeccion:

/ — — —
B' = { uy,u2, us
——

eU eyt

Ahora planteemos el homomorfismo que proyecta cualquier vector sobre el subespacio U:

p: R — R

UJ_

LI
c

=l

T~

=1
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Proyeccion sobre un subespacio de dimensioén 2 Il

La matriz asociada a esta proyeccion en la base de la proyecciéon B, tiene por columnas los

transformados de los vectores de la base expresados en esa misma base.

Croquis con dichas transformaciones

En detalle

Al estar sobre el plano de proyeccion, iy y g se transforman en si mismos mientras que g, al

estar perfectamente ortogonal al plano, se transforma en el vector nulo.

Por tanto U3 y1_i2 seran autovectores asociados al autovalor 1, mientras que U3 serd un

autovector asociado al autovalor 0.

U € S(l) — p(al) = (]-aOa O)B’
’1_22 S S(l) — p(1_22) = (Oa ]-aO)B'
3 €50) — p(ds) = (0,0,0),

111

De tal manera, la matriz de p en la base B' queda:

.
Il
<ooo

0

1

0
~~
1) p(d2) p

E7<<:c>|—n
=i

P 3)

Para obtener la matriz asociada a p, en la base original del problema, unicamente tenemos que

aplicar el cambio que describimos al comienzo del tema con la matriz C:
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PBI e C_IPBC o bien Pg = C’PBIC'_1

Croquis de las transformaciones

W

uJ.
U, y U, se transforman en si
mismos al proyectarse sobre
el subespacio U. Mientras que
u, se transforma en el vector nulo

£
c

p(d,)=0

Carta (e
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Proyeccion sobre un subespacio de dimension 1

Partiendo del esquema que hemos definido de base de la proyeccion, es decir, el espacio
geométrico ordinario de dimension 3 con coeficientes reales R3 con una base
B = {61,62,63} donde tenemos un subespacio de dimensién 2, al que llamamos U, y su

complemento ortogonal y suplementario U L

Uniendo las bases de estos subespacios, se define la base de la proyeccion:

B'=J-51=fi_:=5_= [

e

T N
Lol att)

Ahora planteemos el homomerfismo que transforma un vector en su rotade L7 gradosentornoa 7 R - R
UI

1 @

La matriz asociada a esta proyeccion en la base de la proyeccion B', tiene por columnas los transformados de
los vectores de la base expresados en esa misma base.

Puedes comprobar dichas transformaciones en el siguiente croquis:

U

Al proyectarlos sobre el subespacio ortogonal
a U, u1y Uz se transforman en el vector nulo us
sin embargo se transforma en si mismo.

0=p(i,}=p({)

Al estar sobre la recta de proyeccion, &; se transforma en si mismo, mientras que ¥ y & , al estar
perfectamente ortogonales a la recta sobre el plano ortogonal a esta, se transforman en el vector nulo.
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Por tanto, ¥ vy i, serdn autovectores asociados al autovalor 0, mientras que i; serd un autovector asociado
al autovalor 1.

=

(@)

[

S = p)=0.0.0)
S0 = pl)=(0.00)4
SO = pE) =000

1

b
|

S
[S

B

—
—
_>

=R

Il
2 o =l

;€

2)
3)

e

el

Para obtener la matriz asociada a p en la base original del problema, sélo tenemos que aplicar el cambio que
describimos al comienzo del tema con la matriz C:

P, =C7'P,C obien P,=CR.C™

O :: ©
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Simetria respecto a un subespacio de dimensién 2 |

Partiendo del esquema que hemos definido de base de la proyeccion, es decir, el espacio

geométrico ordinario de dimension 3 con coeficientes reales RS con una base

B = {€;,€5,€3} donde tenemos un subespacio de dimensién 2 al que llamamos U y su
’ ) €3

complemento ortogonal y suplementario U . Uniendo las bases de estos subespacios, se define

la base de la proyeccion:

/ — — —
B = Uy, U2, Ug
——

eU eyt

Ahora planteemos el homomorfismo que transforma un vector en su simétrico respecto al

subespacio U:

s: M oM

UI

T4 U
/—

x
’l
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Simetria respecto a un subespacio de dimensién 2 Il

La matriz asociada a esta simetria en la base de la proyeccion B', tiene por columnas los

transformados de los vectores de la base expresados en es misma base.

Croquis con las transformaciones

En detalle

Al estar sobre el plano de simetria %; y Ua se transforman en si mismos, mientras que 3, al

estar perfectamente ortogonal al plano, se transforma en su opuesto: — 3.

Por tanto U3 y1_i2 seran autovectores asociados al autovalor 1, mientras que U3 serd un

autovector asociado al autovalor -1.

p(d1) = —~ desS1) — ph)=(1,00)y
p(d2) = U2 — Uy eS81) — p(i)=(0,1,0)5
p(is)=—1ds — wd3€S(-1) — p(Us)=(0,0,—-1)y

De tal manera, la matriz de s en la base B' queda:

1 0
Sp = 0 1
0 o
~ N~

s(t1) s(dz) s(ds)

Para obtener la matriz asociada a s en la base original del problema, unicamente tenemos que

aplicar el cambio que describimos al comienzo del tema con la matriz C:
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Sp = C~185C obien Sg = CSBIC_I

Croquis de las transformaciones

uJ.
U, y U, se transforman en si
mismos al aplicar la simetria,
mientras que O, se transforma
én su opuesto

I
c

\

L=
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Rotacion en torno a un subespacio de dimension 1

Partiendo del esquema que hemos definido de base de la proyeccion, es decir, el espacio

geométrico ordinario de dimension 3 con coeficientes reales R3 con una base
B = {61,62,63} donde tenemos un subespacio de dimension 2 al que llamamos U y su

complemento ortogonal y suplementario U L

Uniendo las bases de estos subespacios, se define la base de la proyeccion:
- -

B':J-ahi?:: us
"

=l al=)

Ahaora planteemaos el homomorfismo que transforma un vector en su rotade & grados entormoa 07:

r R S U

174 @

La matriz asociada a esta rotacion en la base de la proyeccion B, tiene por columnas los transformados de los
vectores de la base expresados en esa misma base.

En el siguiente croquis tenemos dichas transformaciones.

U
La rotacién r transforma al vector us en si

C‘:D mismo y a los vectares U y Uz rotan en torno al

subespacio ortogonal a U un arco de valor a.

U, r(d;)

o r{u)
—1 0 >0
- /:\ .

o (L)
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Al estar sobre el plano ortogonal al eje de rotacion % y i se transforman en otros vectores del plano como
demuestra el siguiente croquis.

r(d,)

i)
a, / Detalle de la proyeccion del
- vector rotado
>0,

riu,)

a

0O : 0O

Mientras que : , al estar sobre el eje de rotacién, se transforma en si mismo. Por tanto &3 sera un autovector
asociado al autovalor 1.

J"r(ﬂlj = cos(c)ir, +sin( o)1, — (i) =( cos(a).sin( ).0);

|~r|:ﬂ:):—si.ﬂ(u:)f]ﬁl+cth|:-f)_‘j:?2 — ) =(—sin{ c).cos(x).0) 5
Pli) =1, — ;50 — r(i)=(001);

N
\
I

cos(x) —sinf &) 0
Ry = sin(c) cos(z) 0 |
0 0 1|

QO « ©
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Resumen
Base de la proyeccion: en un espacio de dimension 3 con dos espacios ortogonales:

U = L{i;, 4} yU* = L{iis} La base de la proyeccion es una base B' tal que:

/ - = —
B = Uy, u2, us
——

€U eut

Proyeccion sobre un subespacio de dimension 2:

p(h)) =4 — 4 e€81) — p(Eh)=(10,0)p
p(i2) =t — dy€8(1) — p(d2)=(0,1,0)5 con
p(is)=0 — 1d3e€8(0) — p(ds)=(0,0,0)p
1 0 0
Pp=| 0 1 0
0 0 0
~ N~~~
p(t1) p(d2) plds)

Proyeccion sobre un subespacio de dimension 1:

p(i)=0 — = e80) — p(@)=(0,0,0)y
(i) =0 — 42 €80) — p(u2)=(0,0,0)5 con
p(iz) =43 — U €SA) — pi3)=(0,0,1)p
0 0 0
Py = 0 0 0
0 0 1
~ N N

1

=]
~
1
=
~
-8
2|
N
-~
=
)
=
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