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TEMA 4
INTEGRALES TRIPLES

INTEGRAL TRIPLE

Definici¢

Sea D una regién cerrada y acotada del espacio IR3.

Sea f:IR3 — IR una funcién definida sobre la regién D.

Los pasos que conducen a la definicién de integral triple son semejantes a los
que conducen a la definicién de integral doble (Tema 1) y se resumirian asi:

1. Consideramos una red tridimensional de planos que contenga a D siendo D;
i =1,...,n subregiones de la red, de volimenes respectivos AV, totalmente con-

tenidas en R.
2. Escogemos (x;, Y;, Z;) punto arbitrario de D; parai =1,...,n.

n
3. Calculamos lasuma Y’ f(x,y,2) AV,
i=1
4. Consideramos redes cada vez mas finas que contengan a D, de modo que las
dimensiones de cada subregién tiendan a 0, y el nimero de subregiones
contenidas en D sea cada vez mayor. Entonces definimos:

([ foey. 200V = lim 3 f(x,y,2) AV,
D n-)°°i=1 [ | | ]

Funciones integrabl

La funcién escalar de tres variables f definida en la regién D cerrada y acotada
se dice que es integrable sobre D si y sélo si verifica la existencia del limite
anterior y su valor es finito. El valor del limite recibe el nombre de integral triple
de f sobre D. :

ndicion suficien inteqgrabili
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(1) [Jf k f(x,y.2)dxdydz = k[f] f(x,y,2) dxdydz ke IR
D D

@ [[f (fxy.2)+g(xy.2)]dxdydz =
D

= I_U f(x,y,z)dxdydz + m g (x,y, z)dxdydz
D D
(3) Si D= D1 U D2 donde D1 N 02 es a lo sumo una superficie,

”_[ f(x,y,z)dxdydz = Hj f(x,y,z)dxdydz + Hj f(x,y,z)dxdydz
D D1 02

R ion i ral ripl inteqrales iter:

Supongamos que la regién de integracién D esta limitada inferiormente por la
grafica de z = y(x, y) y superiormente por la gréfica de z = wy,(X, y), de manera
que en el plano xy la proyeccién de D viene dada por:

1 2
6,00 <y < 0,(x)
Z
D 2=y,(x,Y)

| 2= ()

| I a15xsa2
. y
|
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Para efectuar una integral triple tendremos 3! = 6 posibilidades en cuanto al
orden de integracion se refiere.

In r ion licacion la integral trip!

(1) Si f(x,y,z) =1 enD, entonces: Volumen (D) = Hj 1 dxdydz
D

(2) Si D es un solido cuya masa total estd distribuida en forma conocida
siguiendo una funcién de densidad = p (x,y, z), entonces:

MasadeD = M (D) = _m (X, Yy, 2) dxdy dz
D
(3) Las coordenadas (X,y,z) del centro de masas del sélido D son:
¥ o —1 I
X = M (D) J’b”- XU(X»y,Z)dXdeZ y = M (D) J})[[ yu(x!y’z)dXdydz

Z = —M—z—D—) _mzu(x,y,z)dxdydz
D

(4) El momento de inercia del sélido D respecto a una recta r resulta ser:

2
=[] d°(x.y.2) p(xy,2) dxdy oz
D
donde d (x, Y, z) denota la distancia del punto (x,y, z) alarecta r.

Cambio d iabl
Consideremos el cambio de variable dado por la aplicacién:

x =X (u, Vv, w)
y=Y(u,v,w)}
z=2Z(u,v,w)

siendo D' la regién del espacio uvw que se aplica en la region D del espacio xyz.
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entonces:

J'H f(x,y,z)dxdydz =
D

= Hj fF(X(u,v,w),Y(u,v,w),Z(u,v,w)) |J(uv,w)| dudvdw
D'

mbi variabl |

(1) Coordenadas cilindricas

z
X =rcos 0 } \ (x, Y, 2)

y=rseno0
Z=2Z

J(r,0,z)=r

(2) Coordenadas esféricas

y=rsendseno (x,y,2)

X=rsend¢cos 0 }
Z=rcos ¢

J(r,¢,9)=rzsen¢

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

Divergencia de un campo vectorial
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Teorem la_divergenci

Sea F: IR3 —» IR3 un campo vectorial cuyas componentes sean funciones
continuas con primeras derivadas parciales continuas en un dominio del espacio
que contenga a la regién D cerrada y acotada.

Sea S, frontera de la region D, una superficie regular a trozos y n vector normal
exterior a S.

Entonces: [[ F-nds = [[] divF dxdydz
S D

o analogamente:
aF; 9F, oF
jg F,dyadz+F,dzadx+F dxady = jgj( 1 2 3

ax Ty * oz

) dx dy dz

I i6n del 1

La integral de superficie de F - n se interpreta como el flujo neto que atraviesa
la superficie cerrada S en direccion de la normal exterior; este valor es igual a la
integral triple sobre la regién D del campo escalar div F, que se interpreta como
el flujo que se genera en el interior de S.
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TEMA 4. PROBLEMAS

4.1 Calcular las siguientes integrales triples:

(a) _[” xyzz2 dx dy dz
D
D sélido limitado por la superficie z=xy ylosplanos y=x,x=1,2=0
b) [[f (1+x+y+2)° dxdydz
D
D sélido limitado por el plano x +y +z =1y los planos coordenados.

(¢ J'H dx dy dz
D

D solido limitado por el paraboloide z =x2 +y2,elplano x+y=1,y
los planos de coordenadas.

4.2 Calcular las integrales triples que se indican:

(@) m xyz dx dy dz
D

D={ (x,y,2)e IR3 / x2+y2+22<1, x20, y20, 220 }

(b) Hj \/ X2 + y2 dx dy dz
D

D={ (x,y,2)e IR3 / x2+y2<22 0<z<1 }

4.3 Calcular las siguientes integrales triples empleando, segun convenga, un
cambio a coordenadas cilindricas o esféricas.

(@) Hj (x2 + y2) dx dy dz
D
D s6lido limitado por las superficies z=2 y x2 +y2=2z.

[12%} fff » Av dv A=
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4.4 Calcular el volumen del sélido limitado por el cilindro x2 + y2=4 y los
planos z=0, z=4.

4.5 Calcular el volumen del sélido limitado por el cilindro x2 + y2=1 y los
planos z=2-x, z=0.

4.6 Calcular el volumen del sélido limitado por el cilindro x2 +y2=1 y los
planos z=0, xX+y+2z=2.

4.7 Calcular el volumen comprendido entre las superficies z=2-x2-y2 y
z=1/2.

4.8 Calcular el volumen del sélido limitado por el paraboloide z =x2 +y2 yla
esfera x2 +y2 +22=2,

4.9 Calcular el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide z = x2 +y2 y
el cono z=2-(x2+y2)12,

4.10 Calcular el volumen del cuerpo limitado por el cono 22 =x2 +y2 yla
semiesfera x2 +y2 +22=16, z2>0.

4.11 Calcular el volumen comun a los interiores de las esferas x2 + y2 +z2 =1
y X2 +y24+22=22

4.12 Calcular el volumen de la regién del espacio limitada por el paraboloide
z+1=x2+y2, elcilindro x2+y2=4 yelplano z=-3.

4.13 Calcular el volumen del cuerpo limitado inferiormente por el paraboloide
x2 + y2 = 4z y superiormente por la esfera x2 + y2 + z2 =5.

4.14 Calcular el volumen del sélido limitado por el plano z = 0, el cilindro
1 : 2 2 2

il LD 2 Fal -~ N
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4.16 Calcular el volumen del sélido limitado por el cilindro parabdlico 2y2=x y
los planos z=0, x+2y +z=4.

4.17 Calcular el volumen del recinto del espacio limitado por los planos z = 1/5,
z=4/5 ylasesferas x2 +y2+22=1, x2+y2+(z-1)2=1.

4.18 Calcular el volumen del sélido limitado por las superficies z2 = x2 +y2,
2z=x2+y2 z=1, z=1/2

4.19 Probar que el momento de inercia de una bola esférica maciza de densi-
dad constante respecto a uno cualquiera de sus diametros es 2/5 M R2,
donde M denotalamasay R el radio de la bola.

4.20 Calcular la divergencia de los siguientes campos vectoriales:

(a) F(xy 2z)=(x2,xyz,yz?)

(b) Fix,y,z)=(ylnx,xlny,xyinz)

(c) F(x,y,2)=(x2,sen (xy), yze¥)

(d) F(x,y,z)=(eX¥Ysenz,eXZseny,b e¥2cos x)
(e) F(xy z)=(x2-y2,y2-72,x2-22)

4.21 Para el campo vectorial F :IR3 — IR3 cuyas componentes sean fun-

ciones continuas con derivadas parciales de primer y segundo orden
continuas, demostrar que:
div(rotF)=0

4.22 Empleando el teorema de la divergencia, calcular las integrales de super-
ficie de los campos vectoriales F sobre las superficies S que se indican:

(@) F(x,y,2)=(yz,xz,xy) S = cubo con centro el origen y aristas de
lonaitud 2
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(d) ” xydyAdz+y2dZAdx+y2dXAdy
S
S = superficie del cuerpo 0<x<1,0<y<1,0<z<1.

4.23 Verificar el teorema de la divergencia para la regién del espacio D limi-
tada por el paraboloide z=2-x2-y2 yelplano z =0, y para el campo
F(x,y,2)=(2x+Yy,2y2,z).

4.24 Calcular las integrales de superficie de los campos vectoriales F sobre
las superficies S que se indican:

(@) F(x,y,Z2)=(x+y,y+2,x+2)
S = frontera del sélido limitado por el cilindro x2 + y2=9 vy los planos
z=0, z=5.

(b) F(x,y,2)=(3x2,xy,z)
S = tetraedro limitado por el plano x +y +z =1 y los planos de coor-
denadas.

(C) F(x,y,z)=(3y,-xz,yx2)
S = frontera de la regién limitada por el paraboloide 2z = x2 - y2 y el
plano z=2.

4.25 Calcular la integral del campo F (x,y, z) = ( xyz, sen (x2 - z2) , z - 1/2 yz2)
sobre la superficie formada por el plano 2x -y + z =1 y los planos de
coordenadas.

4.26 Calcular la integral del campo vectorial F (x,y, z) = ( x2, eX -y, 3x - sen xy )
sobre la superficie limitada por la porcién del paraboloide z - 2 = - x2 - y2,
para z >0, y la semiesfera x2 + y2 +z2 =2, para z <0. 4 Puede aplicarse
el teorema de la divergencia?

4.27 Calcular las integrales de superficie de los campos vectoriales F sobre
las superficies S que se indican:
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(c) H (y cos? x +y3) dz A dx + (x sen2x-32y2) dx A dy
S
S={(x,y,2)e IR3 / x2+y2+22=4}

(d) [f xzdyAdz+yzdzadx+dxady
S
S=0D, D={(x,y,z)e IR3 / x2+y2+22<25, 3<z<5}

(e) U 2x dy Adz + yzdz Adx + 3z dx A dy
S
S=0D, D={(x,y,2)e IR3 / x2+y2<4, x<0, y<0, 0<z<5}

4.28 Calcular la integral de superficie H (rotF)-n dS siendo el campo:

S
F(x,y,z)=(-y,x2,23) ylasuperficie S: x2+y2+22=1, -12<z<1.
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DEL TEMA 4

4.1 Calcular las siguientes integrales triples:

(a) ”I xyzz2 dx dy dz
D

D sélido limitado por la superficie z=xy ylosplanos y=x,x=1,z=0

z
y Descripcién de D:
_ 0<x<1
D y=x X =1 0<y<x
X =1 y - 0<z<xy
y=X 1 X
X
1 x Xy
”J' xyzz2 dx dy dz =J'.”' xyzzzdzdydx =
D 000
1 e 2,33 1 f 4.6 1 111 1
=§6[6[xyxy dydx=—1—8—6[x X dx=198 [ x ]0=—1—-§§

(b) Hj (1 +x+y+z)-3dxdydz
D

D sdélido limitado por el plano x +y + z =1 y los planos coordenados.

z

y
/f\ L Descripcion de D:
X+y+z=1
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1 1x 1-xy
] (exsyszi®acayaz =] | | (exsy+2°dzdyox =
D 00 O

-x-y 1
[(1+x+y+z)'2} dydx=ij _f[-l- (1+x+y) 21dy dx =
0 2 3 o 4

1-x
1 1
-1 1 1 - 3. 1,1 _
=—2—j[4Y+(1+X+V)} dx_2'[(4 4x1+x)dx_
0 0 0
_1,3_ 1. -1 .5
=3 (g-g n2)=5h2-3g

(c) [[[ oxdydz
D

D sélido limitado por el paraboloide z =x2 +y2,elplano x+y=1,y
los planos de coordenadas.

_ 2
Z=X"+Y Descripcién de D:

X+y=1 0<x<1
O0<y<1-Xx
0<z<x2+y

1-x x2+ y2

Jﬁwwa=jgg G2y dz -

D

1-x

[ 6P+y?) dydx =
0

O ey

1
1 4
=I[x2(1-x)+-,1;(1-x)3]dx=’75§--5;-(i:;:i.| S R A

2 " 4740 % g
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(a) m xyz dx dy dz
D

D={ (x,y,2)e IR3 / x2+y2+22<1, x>0, y>0, 220 }

X2 + y2 +2%=1 y Descripcion de D:

1-x
_[ Xyzdz dy dx =
0

0
. 1-x2 , 1 1-x2
=EJ j XY(1-X2_y2)dydx=—é-J j [(X'XS)Y'XYS]deX=
0 O 0 0
1 2,2 1
_1 . 1-x2 (1-x9) 1 [ ouB By e 1
_zg[(xx) 5 X ]dx_ag(x 2x+x)dx_48
(b) jjj,/x2+y2 dx dy dz
D
D={ (x,y,2)e IR3 / x2+y2<22 0<z<1}
z
y Descripciéon de D:

z=1

' 2 .2
X“+y =1
A st
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1 Y1 1
j_” \/x +y dxdydz = jx f x2+y2 dzdydx =

" NN ERY
1
_[ ,/x2+ y2 dzdydx =

1 v1-
=4 [ [JxPy? - oPryD) 1 dydx =
0 0

. . X=rcos0 0<0<n/2
Cambio a polares: y =rsen 9} J(r,0)=r 0<r<i
1
n/2 1 2 [r3 r4] .
=4[ [(r-P)rdrde = 2n T4l =8
0 0 0

4.3 Calcular las siguientes integrales triples empleando, segiin convenga, un
cambio a coordenadas cilindricas o esféricas.

(a) j H (x2 + y2) dx dy dz
D

D sélido limitado por las superficies z=2 y x2 +y2 =2z,

Z*l‘(x“xm /D= y )
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X =1rcos 0
Empleando coordenadas cilindricas: y=rsen® (¢ J(r,0,z)=r
Z=12z
0<r<2
el sdlido D se describe como: 0<0<2xn
12P<z<2
2 2 2
m (x2+y2)dxdydz = I j j * rdzdrde =
D 0 01272
2 4 6 2
_ 3., 1 _ r r{_16=
_an[r(Z 2r2)dl'—21t|:2 12]0_ 3

(b) [[] zdxdydz
D

D esfera de centro el origen y radio a.

z
Coordenadas esféricas:
o
D =/ (x,¥,Z) X=rsen¢cos 0
y=rsen¢sen@
9 —y Z=rcos ¢

]J(r,¢,9)|=rzsen¢

INIAIA

0
Descripcién de D en esféricas: 0
0

A IA A

r<a

o<m

0<2n
2n a

f”zdxdydz: j' rcos ¢ rzsenq) drd¢ do =

D 000

Oty
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D sélido limitado entre dos esferas concéntricas de radios respectivos
ayb(b>a>0)

Se trata de hallar el volumen entre dos esferas concéntricas; podemos su-
poner que su centro es el origen de coordenadas.

Coordenadas esféricas:

y=rsen¢send

D x=rsen¢cose}
Z=rcos ¢

|J(r,¢,6)|=rzsen¢

asr<b
Descripcién de D en esféricas: 0<é¢ <=
0<6<2rn

2n

jb” dxdydz = (')[

T b on - b
.[ .[ r* sen ¢ drdo do = J de j sen¢ do J' 2dr =
0 a 0 0 a

2n - 2

1 3.3y = 4 (3. 8

4.4 Calcular el volumen del sélido limitado por el cilindro x2 + y2=4 y los
planos z=0, z=4.

z7=4 X =rcos 0
Coordenadas cilindricas: y=rsen®
Z2=2
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n2 4 2r 2 4
Vol (D) = [[[ dxdydz = [ [ [ rdzdrde = [ de [ rdr | dz = 16x
D 000 0 0 0

4.5 Calcular el volumen del sélido limitado por el cilindro x2 +y2=1 y los
planos z=2-x, z=0.

Coordenadas cilindricas: y=rsen®
Z=2Z

J(r,6,z)=r

x=rcose}

Descripcién de D en cilindricas:

0<6<2n
0<r<i
0<z<2-rcosH

2r 1 2-rcosO
Vol (D) = [[[ dxdydz = [ [ [ rdzdrde =
D

00 O
2n 1 2n 1
=j _[ r(2-rcos 6)drdo =j _[(Zr-rzcose)drde =
00 00
on 4 27
- 1 =le-1 -
=] @ 3 C0s 6) do [6 3 sene} = 2n

0

4.6 Calcular el volumen del sélido limitado por el cilindro x2 +y2=1 y los
planos z=0, x+y+z=2.
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Coordenadas cilindricas: y=rsen®
Z2=2

J(6,z)=r

x=rcose}

Descripcién de D en cilindricas:

0<0<2n
0<r<i
0<z<2-r(cos6+senb)

on 1 2-r(cos6 + senob)

Vol (D) = [[f dxdydz = | | | rdzdrdo =
D 00 0
2r 1 2r
=£ (J)'[2r-r2(cose+sen9)]drd6 =£ [1-1§(cose+sen9)] do = 2n

4.7 Calcular el volumen comprendido entre las superficies z=2-x2-y2 y
z=1/2.

z Proyeccién en el plano xy de la
curva interseccion:

z=2-x2-y2

/§Z= 1/2 En coordenadas cilindricas:

y x=rcosf‘)l

1 fe =\ 2
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on J3/2 2-° Jﬁ
Vol (D) = [[[ dxdydz = j j [ rdzdrde = 2n [ r@-P-1/2)dr =
1/2 0
Jﬁ 3/2
= 2n J (%r-ra)dr=2n|:%r2'%r4o =%1t
0

4.8 Calcular el volumen del sélido limitado por el paraboloide z = x2 +y2 yla
esfera x2 +y2 +22=2,

Proyeccién de la curva interseccion:

z=x2+y
z=x% +y2 x2+y2+22=2}
y sustituyendo x2 +y2 por z:
y z+2%=2 22+2-2=0
X eyt ezi=2 soluciones: z=1, z=-2

La dnica solucién valida es z = 1; esto indica que la curva interseccién
esta en z =1, por lo tanto, su proyeccién en el plano coordenado xy es:

X2 +y2 =1

Descripcion del sélido D en coordenadas cilindricas:

x=rcose} 0<6<2?n

y=rsen6f J(r0,z)=r 0<r<1

z=2z P<z<+V2-r°
l 2
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= 21 [1/3(2/2 -1)-1/4] =—8—J—_2—6—in

4.9 Calcular el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide z = x2 +y2 vy
elcono z=2-(x2+y2)1/2,

Curva interseccion del cono
y el paraboloide:

Z=2+‘/X2+y2 z=x2+y2 }
z=2-‘/x2+y2 z=2-x/x2+y2

sustituyendo X2 + y2 por z:

+y2
z=2 -z
lamando t=Yz:
t2=2-1 t2+t-2=0 Soluciones: t=1, t=-2

solucionesparaz: z=12; z=1,z=4

La solucién vélida es z = 1. La solucién z = 4 es el corte con la parte
superior del cono (por encima de su vértice).

Asi pues, la proyeccién de la curva interseccion sobre el plano xy es:
X2 +y2 =1

Descripcion del cuerpo D en coordenadas cilindricas:

X=rcoso 0<06<2n
y=rsen6 J(r,8,z)=r 0<r<t
z=2 P<z<2-r

o - 0 . 4
-
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4.10 Calcular el volumen del cuerpo limitado por el cono z2=x2 +y2 yla
semiesfera x2 +y2+22=16, z>0.

z Coordenadas esféricas:

X =rsend cos 6
4 x2+y2+7_2=16(r=4) y=rsen¢sen6}
Z=rcos ¢
14 6,9,0)| =P sen
z
D 22 =x®+y? (¢=w4)
¢ r
y
y
X x" ©

Descripcién de las fronteras de D en coordenadas esféricas:

Cono: z2=x2+y2; cos2p=sen2¢ ; tgo==1
Al considerar la parte superior: igo=1,; ¢=mn/4
Esfera: x2+y2+22=42;  r=4
Descripcion en esféricas de D: 0<r<4

0<¢o<m4

0<0<2r

4
Vol (D) = [[[ dxdydz = [ [ [ Psen¢drdode =
D 0 0 0

2n /4 4
=jde j sen¢1>dd>_[r2dr=21¢(.,/§/2+1)%dfsz%.,/i)1t
0 0 0
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X2+Y2+7-2=22 Casquete superior de x2+y2+22=1:

] Z=+ 1-x2-y2

La esfera x2+y2+22=22 es:

x2+y2+(z-1)2=1

X2 +y? +2°=1 Casquete inferior: z = 1-y/ 1-x2-y?

X

El casquete superior de x2 +y2+ 22 =1 es la frontera superiorde D y el
casquete inferiorde x2+y2+ (z-1)2=1 es la frontera inferior de D.

Proyeccién sobre el plano xy de la curva interseccién de ambas esferas:

2, .2 2
X“+y“+(z-1)=1 5
2_4_.2 2 12 _
x2+y2+22=1 X“+y"=1-2 1-2°+(z-1) =1 z=1/2
Ambas esferas se cortan en z = 1/2, la proyeccién de su interseccion es:

X2 +y2 =3/4
Descripcién de D en coordenadas cilindricas:
rcos 6 0
rsen® ( J(r,0,z)=r 0
z

1 J1-
on 4372V 1-r?

Vol(D) = [[[ dxaydz = [ [ rdzdrde =
D

0 0, /i

IN A

0
r

A l/\

X
y
z

Jlt_
J—

I/\
I/\

,: 1D
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z
> o En coordenadas cilindricas:
=-1+x"+y
X=rcos 9
y=rsen® ( J(,0,z)=r
z=2
D
y Descripcion de la regién D:
T EeyB=e 0<0<2n
VL 0<r<2
x" N\ _Sz=-3 3<z<1+P
om 2 141
Vol (D) = [[ axdydz = [ | [ rdzdrde =
D 00 -3
2 2
=2nfr(1+P+3)dr=2n @+r)dr= 16
0 0

4.13 Calcular el volumen del cuerpo limitado inferiormente por el paraboloide
x2 + y2 = 4z y superiormente por la esfera x2 + y2+22=5.

z o o Interseccién de las superficies:
X“+y =4z
XC+y?=4z }
x2+y2+22=5
D
. 2 2 .
sustituyendo x“ +y~ por 4 z:
y 2
4z+2°=5
2 2 _2
X“+y +2°=5 24+42-5=0
X
Caliimionnan = 4 - f =4
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Descripcién de D en coordenadas cilindricas:

X =rcos 6 0<6<2n
y=rsene} J(r,0,z)=r ] 0<r<2
z=2 Zrzﬂs 5-12
2n 2V5-72
Vol (D) = [[f dxdydz = [ [ [ rdzdrde =
D 00 12
4

2
372
=2n| (r 5-r2-1/4r3)dr=21t[-1—(i'_i.-1_6 r4] =

O ey

2
= L (55 -4)

4.14 Calcular el volumen del sélido limitado por el plano z = 0, el cilindro
circular x2 + y2=2x y el semicono z2=x2 +y2, z2>0.

Elcilindro x2 +y2=2x es (x-1)2 +y2=1.

Por la simetria del sélido consideramos sélamente la mitad correspon-
diente a la proyeccién sobre el primer cuadrante de xy, D'.
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0<0<m2
Descripcién de D' en cilindricas: 0<r<2cosb
O0<z<r
n/2 2¢C0S0 1 n/2 2cos 6
VolD)=2 [ [ [rozdrde=2[ [ rarde=
0 0 0 0 0
n/2 n/2
16 3 16 2 _
=3 _[cos 0dé = 3 f (1-sen“0)cos ©6dé =
0 0
3 /2
_1s _sen®d 32
=3 [sene 3 ]0 9

4.15 Calcular el volumen del sélido que es el interior del cilindro x2 + y2 = x
limitado por la esfera x2 +y2 + 22 = 1.

El cilindro x2 + y2=x es, completando cuadrados, (x - 1/2)2 + y2 = (1/2)2.

Por la simetria de la figura consideraremos la parte superior y de ésta la
porcién del primer octante; por lo tanto:

Vol (D) = 4 [[[ dxdy dz
o

A}
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0<0<n/2
Descripcién de D' en cilindricas: 0<r<cos®
0<z<V1-1°
n/2 cos v 1-° n/2 cos O
Vol(D) =4 [ [ | rdzdrde = af [ rJ1-drde =
0 0 0 0 0

/2 3/2 cos® n/2
T
= -2 [(i_'_i_] =—'3£'—J(sen36-1)d6=

: 32 ;

/2

/2 3
-4 2 i _ -4 _co_sg_] _2r _ 8
=3 6[[(1-cose)sen6 1]de = 3 [ cos 8+ =2 eo > " g

4.16 Calcular el volumen del sélido limitado por el cilindro parabolico 2y2=x y
los planos z=0, x+2y +z=4.

X

Para la determinacién del sélido D necesitamos saber cudl es la inter-
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x=2y2 2 i 2 A y=1
x=4-2y} 2y“=4-2y; y +y-2=0; y=-2
Descripcidn del sélido D:
-2<y<1
2y25xs4-2y
0<z<4-x-2y
14-2y 4-x-2 14-2
Vol(D)=| [ [ dzaxdy=[ [ (4-x-2y)dxdy =
-2 2y2 0 -2 2y2
4-2y
1 2 1 81
=J[(4-2y)x--"2—] dy=j(2y4+4y3-6y2-8y+8)dy=?
-2 2y2 -2

4.17 Calcular el volumen del recinto del espacio limitado por los planos z = 1/5,
z=4/5 ylasesferas x2+y2+22=1, x2+y2+(z-1)2=1.

En seccion:

Z
D, | z=4s5

D, /ég\x2+y2 +}22=1 : /'“1““*'-~\ ,
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S.: Disco sobre el plano z = 1/5 limitado por x2 + y2 +(z- 1)2 =1
2
Proyeccién en el plano xy: X2+ y2 = (3/5)

S_: Porcién de esfera x2 + y2 +(z- 1)2 = 1 limitada por z=1/5 y por la

2
esfera x° + y2 +2%=1
Proyeccion de las curvas interseccién en el plano xy:
2
X2 + y2 = (3/5) X2 + y2 =(/3 /2)2
S 3 Porcién de esfera x? + y2 + 22 = 1 limitada por z = 4/5 y por la esfe-
ra x2+y2+(z-1)2=1
Proyeccion de las curvas interseccion en el plano xy:
2
X2 + y2 = (3/5)2 X2 + y2 =(/3/2)
S4: Disco sobre el plano z = 4/5 limitado por X2 + y2 + 22 =1
2
Proyeccion en el plano xy: X2+ y2 = (3/5)

Para calcular el volumen del recinto lo descomponemos en dos:

Por un lado, D4, porcién de cilindro circular recto cuyo radio es 3/5 y cuya

altura es la diferencia de alturas entre los planos z=4/5y z=1/5, es
decir, 3/5.

2 27

22

3
vol(D,) = m(5) 125

Por otro lado, D5, que representa un anillo que rodea a la porcién del
cilindro anterior.

Para poder determinar D, es necesario tener presente que su proyecciéon
sobre el plano xy es:

y En coordenadas cilindricas:
X =rcos 0 l
7> e oon O Liv 0 =\
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2nd3/2v1-P {3/2
Vol(02)=j [ ] rdzdrde=2nj(2rw/1-r2-r)dr=

0 3/5 3/5
1-v1-°#

- J3 2
=2n[-("’2) _ﬁ] _ 63 _
3/2 2 500
3/5
Por lo tanto:
_ _ 27 63 _ a7
Vol (D) = Vol (D1)+Vol (D2) = 125 T+ 500 T = 500 14

4.18 Calcular el volumen del sélido limitado por las superficies 22 = x2 + y2,
2z2=x2+y2, z=1, z=1/2.

En seccidn:
5o 1 2=x2+y2
z
D D
1 z=y 2
-—f- 1,2 .2 D 1.2
z=7(x"+Y%) 1ﬁ2=—y
Z=1/2 2 1/2 "0"’¢: 2
y S
{ 1 1 y
172 1 J2
X
X=rcoso
Encilindricas y=rsen6¢ J(r,0,2z)=r, D se describe como:
z=z
0<06<2r 0<0<2n
12<r<1 D 1<r<f2 3+ D
12<z<ry 1 190RP o 2
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22=x2+y2} 2 2=12
z =1

Por lo tanto, para Dy:

%SZS+\/X2+)’2 © -;—S.z.<_r

z=%—(x2+y2)} x2+y2=1 & r=1
z=1/2

1
z=5(x2+y2)} x2+y2=(/§)2 o r=42
z=1

Por lo tanto, para Da:

1@iy? <zt o 1P<z<
2 2
Entonces:
2n 1 T 2n+2 1
Vol (D) = [[f dxaydz = [ [ [rdzdrde+ [ [ [ rdzdrde =
D 01/21/2 0 112742
1 {2 2 11
=2n1/j2r(r-1/2)dr+2n1jr(1-1/2 ydr = oy @

4.19 Probar que el momento de inercia de una bola esférica maciza de densi-
dad constante respecto a uno cualquiera de sus diametros es 2/5 M R2,
donde M denotala masay R el radio de la bola.

z Densidad de la bola: u (x,y,z) =k

En coordenadas esféricas:
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Si tomamos como diametro de la bola el eje OZ tendremos:

, =[] 6®+y®) n(x.y.2)dxdydz =
D

2r t R T R
=k [] r* sen®o r* sen o drdp do = 2kn | sen’o do | ar =
000 0 0

4 1.3
= 24wR’ [ (1 - cos®g) sen ¢ do = gkms{-coswgcos ¢T= 8 (R°
5 ] 5 .~ 15

Por otro lado, la masa total M de una bola homogénea es:

M = [[[ kdxdydz = k rzsen¢drd¢d9=%k1tR3
D

O-__,?l_\;
Ot
O,

Asi pues, sustituyendo M en |,:

-8 5_24 =2
L, = gknR =z 2 knR R = = MR

4.20 Calcular la divergencia de los siguientes campos vectoriales:

(a) F(x,y,2)=(x2,xyz,yz?2)

dvF = V- F = (5,5, 5 ) ( 2,xyz,y22)=2x+xz+2yz
(b) F(X,y,Z)=(yInx,xIny,xylnz)

. Yy . x XY
dIVF=Y+V+T
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(d) F(x,y,z)=(eXYsenz,eXZseny, eY¥Zcos x)

divF = ye' senz+e@cosy +y e’ cosx
()  Fxy,z)=(x2-y2,y2-22,x2-22)

divF

2x + 2y -2z

4.21 Para el campo vectorial F : IR3 — IR3 cuyas componentes sean fun-

ciones continuas con derivadas parciales de primer y segundo orden
continuas, demostrar que:

div(rotF)=0

i j k

5 3 3 oF. OoF. oF, oF, oF. oF

9 9 9 3 2 __1 38 _2 1
rotF = | 9x dy oz =(ay'az'az'ax’ax-ay)

Fi Fo Ry
entonces:

oF, oF oF, oF oF, oF

, 2 0 (1 _._83,y,0 2 _ _1
div (rot F) = ax _'E_)+W( iz~ x )tz Uox ay
| ’F, oF, FF FF, P, IR
div (rot F) = 550 - axaz ayaz " dyox T 9zox ~ dzoy
por lo tanto: div (rot F) = 0

ya que en las condiciones del enunciado podemos asegurar la igualdad
de las derivads cruzadas.
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Este problema es idéntico al 3.13 (a); ahora lo resolveremos aplicando el
teorema de la divergencia.

Campo: F(x,y,z)=(yz,xz,xy); dvF=0
Recinto de integraciéon: D =[-1, 1] x[-1, 1] x [-1, 1]

1 1
[[F-nds = [[[ odxdydz = [ | [0dzdydx = 0
S D -1

(b)F(x,y,2)=(x-y,y-2z,x-y) S=fronterade [0, 1]3.
Este problema es idéntico al 3.13 (b); resolucién por aplicacién del teore-

ma de la divergencia.

Campo: F(x,y,z)=(x-y,y-2z,x-y); divF=2

V4
=[0,1] x [0,1] x [0,1]
s D
D 3
VEI S=3[0,1]
X
111
[[F-nds = [[[ dvFdxdydz = [ [ [ 2dzdyax = 2
S D 000

(¢) _U (x+y)dyadz+(y+2)dzAadx +(x+2)dxady
S
S = superficie del cuerpo limitado por z=4-x2-y2 y z=0.

Eeatn nralhlamae vin bhe oida roacuinlia an 9 44 A\ anlolandas lae intasralas Aa
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z Descripcion de D:

-2<x<2
-~ 4-x25ys+\/ 4-x2

05254-x2-y2

S=0dD
X=rcoso
Encilindricas y=rsen0 J(r,6,z)=r, D se describe como:
z=2z
0<0<2n
0<r<2
0<z<4-
Campo: F(X,¥,z)=(x+Yy,y+2,X+2); divF=3

Entonces, por el teorema de la divergencia:

[[ x+y)dyndz+(y+2)dzadx+ (x+2)dxady = [[] divF axdydz =
S D

2n 2 4-r2 2
= [[J 3axdydz = jnj jrsrdzdrde =6n[r@-r)dr = 24x
D 00 O 0

(d)” XYdY/\dZ+y2dZAdX+y2dXAdy
S

S = superficie del cuerpo 0<x<1,0<y<1,0<z<1.

En el problema 3.14 (b) se obtuvo el valor de esta integral calculando las
integrales de superficie sobre las seis caras del cubo unidad; empleare-
mos ahora el teorema de la divergencia.

Z
1 [ ad Y mY NacorinatAn da D
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Campo: F(x,y,2)=(xy,y3,¥y2); dvF=y+2y+0=3y

H XdeAdZ+y2dZAdX+y2dXAdy = _[H divF dxdydz =
D

S
11 1 1 1 ]
= JJf syoxaydz = [ [ [aydzdydx = [ox [3ydy faz =32
D 000 o o 0

4.23 Verificar el teorema de la divergencia para la regién del espacio D limi-
tada por el paraboloide z=2-x2-y2 yelplano z=0, y para el campo
F(x,y,2)=(2x+y,2y2,2).

El teorema de la divergencia afirma que H F-ndS = Jﬂ div F dx dy dz
S D
siendo S =9dD y cumpliéndose las demas condiciones de su enunciado.

Para verificar el teorema calcularemos ambos miembros de la igualdad en
este problema concreto.

Campo: F(x,y,z)=(2x+Yy,2y2,z); divF=4y +3

Curva interseccion del paraboloide y el plano:

2 2
z2=2-X-y } X2+y2=(1/§)2
z=0
z En coordenadas cilindricas:
X=rcos 0
y=rsen® ( J(,0,z)=r
z2=2
zZ= 2-x2-y2
S D se describe como:
1
0<8<2r
v fom
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21I'.J—2-2-l2
”fdivFdxdydz=ﬁj'(4y+3)dxdydz=f j I(4rsen9+3)rdzdrde=
D D 0 0 O

21t‘/§
= | j(4r2sene+3r)(2-r2)drde =

2n /2 2
= j sen 6 do J 4r2(2-r2)dr + 21 j (6r-3r3)dr =
0 0 0

2
=0 +21t[3'2' % r4]’/7= 6x
0

Hacemos ahora el célculo directo de las integrales de superficie.

X =V COoSu 0<u<2n
S araboloide =vsenu ==
1 P R osvsd/2

—g—&/\%';— = (-2vPcosu,-2v%senu,-v)

vector normal exterior: (2 vecos u , 2 v2sen u V)

211:1/-2_ 2 5
H F-ndS =I j(2vcosu+vsenu,2vzsen u,2-v%)-
S 0 0

]
-(2vzcosu,2v23enu,v)dvdu =

3

4v cos?u +2v3 senucosu+4v senSu+2v -vo ydvdu =

-
EEs

O!..._.N

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta N4

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
-Sila informacién contenida en el documento s ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada——



INTEGRALES TRIPLES 245

2 2
1 4 1 4
=2n[§vr+0+0+2n[VZ'ZVJJ7=6n
0 0

X=X
S_ plano y=y} x2+y2s2
2 z=0

vector normal exterior: (0, 0, -1)

[[F-nas = [[ (2x+y,2y?,0)-(0,0,-1)dxdy = 0

S S

Por lo tanto: J' F-ndS=”F-ndS +_[ F-ndS = 6=xn

S S1 82

y queda comprobado que: H F-ndS = Hj divF dxdydz
S D

4.24 Calcular las integrales de superficie de los campos vectoriales F sobre
las superficies S que se indican:

(a)F(x,y,2)=(x+y,y+2,X+2)
S = frontera del sélido limitado por el cilindro x2 +y2=9 y los planos
z=0, z=5.

Al tratarse de una superficie cerrada podemos aplicar el teorema de la

divergencia.
Campo: F(x,y,z)=(x+y,y+z,X+2); divF=3
z En coordenadas cilindricas:
z2=5_—— y—_;rrncﬂ]
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2n 3 5
[[F-nds = [[] dvF dxdydz=ftj [ 3rdzdrde =
S D 000
2n 3 5
=3 [do [rdrfdz=135n
0 0 0

(b)F (x,y,2)=(3x2,xy,z)
S = tetraedro limitado por el plano x +y + z=1 y los planos de coor-

denadas.
Campo: F(x,y,z)=(3x2,xy,z); divF=7x+1
z
Descripcién de D:
1
X+y+z=1 0<x<1
0<y<1-x
y 0<z<t-x-y
1
1
S=4dD
X
11-x 1-x-y
HF-ndS:IﬂdivF dxdydz=j j (7x+1)dzdydx =
S D 0 0 0
1 1-x 1 1 2“"
=J f(7x+1)(1-x-y)dydx=j(7x+1) (1-x)y- 5y dx =
0 0 0 0
1 1 2 17 .3 2 11
=6[(7x+1)5(1-x) dx =56[(7x -13x“+5x+1)dx =24
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ficie cerrada.

Para determinar el dominio D interior de la superficie, buscamos la curva
interseccion del paraboloide y el plano:

2 2
X“+y" =22 2, \2_
7290 } X“+y =2

=rcos6
En coordenadas cilindricas: y=rseno J(r,8,z)=r
Z2=2

Descripcién de D:

] 0<r<2
/D EIZS
X2 +y —2 i

2%

2
[[F-nds = [[[ 2yzdxdydz = | [ [2(rsen6)z rdzdrde =
S D 0

272

Ot v

2n 2
2
r* sen O [22] drde = j sen 6 do f (4r2- % r6)dr =0

2n
- <J). /2 5

O t—n

4.25 Calcular la integral del campo F (x, Y, z) = ( xyz , sen (x2 - z2) , z - 1/2 yz2)
sobre la superficie formada por el plano 2x -y + z =1 y los planos de
coordenadas.

z Descripcion de D: y

4
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Como se trata de una superficie cerrada podemos aplicar el teorema de la
divergencia.

Campo: F(x,y,2)=(xyz,sen (x2-22),z-1/2yz2)
dvF=yz+0+1-yz=1

172 0 1-2x+y

andS:jjjdidexdydz:j | 1dzdydx =
S D 0 -1+2x 0
172 0 1/2 1 20
= [ (-2xey)dydx = [ |-C1+2)y+ 5y dx =
0 -1+2x 0 -1 + 2x
1/2
1/2
1. 2421 -1—-1+2x3] _ L
_6[2(1+2x)dx-4[3( )0-12

4.26 Calcular la integral del campo vectorial F (x,y, z) = (x2, eX-y, 3x - sen xy )

sobre la superficie limitada por la porcién del paraboloide z - 2 = - x2 - y2,

' para z20, y la semiesfera x2 +y2+22=2, para z<0. ¢ Puede aplicarse
el teorema de la divergencia?

Para z >0 la superficie es el paraboloide z -2 =-x2-y2. Su interseccién
con el plano z=0 es la circunferencia x2 + y2=2.

Para z <0 la superficie es la semiesfera x2 + y2 + z2 = 2. Su interseccién
con el plano z =0 es también la circunferencia x2 +y2=2.

Asi pues, ambas superficies intersecan el plano z = 0 en una misma
circunferencia de centro el origen y de radio 21/2, La unién de ambas
superficies es una superficie cerrada y podra aplicarse el teorema de la
divergencia.

Campo: F (X, y,2z)=(x2,eX-y,3x-senxy); divF=2x+2
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En coordenadas cilindricas:

S=ob 2 X =rcos 0
z=2-x2-y? y=rsen8 ¢ J(,6,z)=r
Z=2

D se describe como:

IR 0<6<2r
0<r</2

2-x2-y? N2-P<z<2-P

[[F-nas =[] divFdxdydz = [[[ (2x+2)dxdydz =
S D D

2n v/E 2-r2

‘N\|.°
. 4
LI
5
N
Wo

2 -
=fccosedej [ 2Pdzdr + 2n | j 2rdzdr =
0 0

0 V2-A

2
on | | (4r-2P+2rJ2- )dr =
0

2
I N B 4

4.27 Calcular las integrales de superficie de los campos vectoriales F sobre
las superficies S que se indican:

. rr
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Campo: F(x,y,2)=(x,y,z); dvF=3

H xdyAadz+ydzadx+zdxady = m' divF dxdydz =
S D

= [[f 3dxdydz = 3 [[[ 1dxdydz = 3Vol (D) = 3 % nad = 4na’
D D

S =0D ; D es la bola de centro el origen y radio a.

(b) H xyz dy A dz

S
s=a[0, 13

Como en el caso anterior, S =9 [0, 1]3, es una superficie cerrada por lo
que podemos aplicar el teorema de la divergencia. D = [0, 1]3, cubo recto
de aristas de longitud 1.

Campo: F(x,y,2)=(xyz,0,0); div F =yz
111

” Xyzdy ndz = Hj divF(x,y,2z) dxdydz = j' j j yzdzdy dx =
S D 000

=[x Y21 (2], =

(c) H (y c052x+y3) dz A dx + (x sen2x-3zy2) dx A dy
S
S={(x,y,2)e IR3 / x2+y2+22=4}

La superficie S es la esfera de centro (0, 0, 0) y radio 2; es una superficie
cerrada y podemos aplicar el teorema de la divergencia.

P o Y -~ /.. A LN 2 e} 2 N 2\
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= [[] divF dxdydz = [[[ 1dxdydz = %n23 - %2—7:
D D

(d) _” xzdy Adz +yzdz Adx +dx A dy
S

S=0dD, D={(x,y,2)e IR3 / x2+y24+22<25, 3<z<5}

Se trata también de una supefficie cerrada.

Z

D 5

x2+y2+22=25
z=3

Curva interseccién de la esfera con el plano z = 3:

2 .2 .2
X“+y“+2z =25} 2 2_ 42 =
7=3 X“+y" =4 en z=3

Descripcion de D, interior de S, en coordenadas cilindricas:

X = cos 0 056<2x
y=rsen0 J(r,0,z)=r. D resultaser: 0<r<4

z=z 3<z<vV25-r7

Campo: F(x,y,z)=(xz,yz,1); divF =2z

Aplicando el teorema de la divergencia:

f xzdvadz+vzdzadxsdxady = [[{ divE dydvdzr =
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4 3 r2 1 4
=2n [ (16r-r°)dr=2x| 87 - 41| = 128x
0 0

(e) H 2xdy Adz + yzdz A dx + 3zdx A dy
S

S=0D, D={(x,y,2)e IR3 / x2+y2<4, x<0, y<0, 0<z<5}

Al tratarse de una superficie cerrada podemos aplicar el teorema de la

divergencia.
Z 0] T4 T4 .
2 Descripcion de D en cilindricas:
z=5 X2+y =4
X =1rcos 0
y=rsen® J(r,8,z)=r
2=2
D
z=0 <O <32
2 y 0<r<2
0<z<5
X
Campo: F(x,y,z)=(2x,yz,3z); divF=5+z2

H 2xdyAdz+yzdzAadx+3zdxady = _m divF dxdydz =
S D

3n/2

.m (6+2)dxdydz = (5+2)rdzdrde =

O N
°'-—.m

n

3rn/2 2 5
= [do [rdr [ (5+2)dz =
o 0

r
2
0
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ma de la divergencia.

El enunciado se refiere exclusivamente a la superficie de la esfera, como
se muestra en el dibujo:

X
Método d lucién 1
Parametrizacién de la superficie S. r=r (u, v):
Uy 1
X = Senucos v
y=senusenv uveT
v z=Ccosu

Determinacién del dominio de parametros T:
-'—1-5251 © iSCosus1
2 2
cosu=1,u=0; cosu=-1/2, u=2n/3; porlotanto: ue (0, 2n/3]
T={(uv) / O<u<2r/3,0<v<2n }

Determinacién del vector normal a la superficie:

g—lrj= (cosucosv,cosusenv,-senu)

Q

9T _ (-senusenv,senucosv,0)
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En funcién de los parametros u,v: rotF (u,v)=(0,0,2senucosu+1)

2x 2n/3
j rotF-ndS=j J (0,0,2senucosv+1)-
S 0 o©

| sen?u cos v, sen?u sen v, sen u cos u ydudv =

2n 2r/3
=] [ (2sen
0 O

2ucosucosv+senucosu)dudv =

on /3 2n
2 3 1 2
=J[§Se"UCOSV+—2 sen<u ' dv=j(l3/4cosv+3/8)dv=
0 0

La superficie S no es cerrada, pero si consideramos S U S' donde S' es
el disco que en z =-1/2 tapa el agujero que deja S, podemos considerar
S u §' como superficie cerrada y alli aplicar el teorema de la divergencia.

[[ rotFnds = [ rotFnds + [[ rotFnds = [ff div (rot F) dx dy dz
SUS' S s' D

siendo Dtalque dD=SuU S

Segln el problema 4.21, div (rot F) = 0, por lo que la ultima integral es
nula y, por lo tanto:

H rotF-ndS = H rot F- ndS
S s

Y4

n y
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X
Parametrizacién de S': y } (x,y)eT
-1/2

N< X
nun

vector normal exterior: 0,0, -1)

La frontera del dominio de parametros T' resulta de la proyeccion sobre el
plano xy de la curva interseccion de la esfera con el plano z =-1/2.

Fry+zi=1 } X +y?=3/4

z=-1/2
T ={(y) / C+y2< (f312)%}
entonces:

[[rotF-nds = -[[ rotF-ndS = - [[ (0,0,2x+1)-(0,0,-1) dxdy =
s T

= H (2x + 1) dx dy

X=rcos® _ . . 0<6<2n
En polares y =rseno } J (r, 8) =r, T se describe como: 0<r<{3/2
25 {3 /2
j rotF-ndS=f j (2rcos0+1)rdrdo =
S 0 o

2n J3r2 on J3/2
=jcosede j2r2dr+jd9 j rdr =0 + 213 = 3%
0 0 0 0 8 4
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