Métodos Matematicos en Fisica

Leccion 7A: Coordenadas curvilineas (app_D_APL)

Operadores diferenciales: gradiente, divergencia y laplaciano
Recordatorio: Coordenadas cartesianas

Gradiente

| . o) oy . oY
grady =V =—i+ —3+ —k 1
) dx vy 0z

Divergencia div A — $A-
dl--"'
)/ DA. 2
div A = 04, + o4, + 04 =V A

ox dy 0z



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion: Coordenadas curvilineas

Operadores diferenciales: gradiente, divergencia y Laplaciano
Recordatorio: Coordenadas cartesianas

aplaciano A Ticr (ool ol 2
Lap A =div (grad ) =V |3
) D >
o | ol | <) 2
LAY = m "~ o5 |
dx?  Oy?  0z°



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion 7A: Coordenadas curvilineas

Operadores diferenciales: gradiente,
divergencia y laplaciano,
Coordenadas curvilineas:_cilindricas

P P _‘ Y NS %
P = \/ e+ y=, ¢ = arctan — e
¢ ] .

£

T = pCosQ, Yy = psen o, 2=z, _-



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion 7A: Coordenadas curvilineas

Coordenadas
curvilineas: /
cilindricas |
e e
\\?%
o
| ¢
1€
\lp I
2] ~
| oY 1 O O
Gradiente | | grad¢y = V¢ = —e,+ ———e, + —e,
dp p OO 0z




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion 7A: Coordenadas curvilineas

Operadores diferenciales: gradiente, divergencia y laplaciano
Coordenadas curvilineas :_cilindricas

Divergencia
A - |, - 10A, O0A.
div A = (#; . ——(—(/)-1/)—|——( —1—({
(”" pdp p 0o 0z
6
Laplaciano

A== (/)d—t) LoV oY

pop \' Op p? dp? 027




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion 7A: Coordenadas curvilineas

Operadores diferenciales: gradiente, divergencia y laplaciano
Coordenadas curvilineas : esféricas
(radio r, dngulos polar ©® y azimutal ©)

.2 2 9
= a2+ y2 + 22,
/EET

1/
T

f = arctan

p = arctan

x = rsenf cos . y = rsenfsen . 2 =1rcosb.

' .)
dV = r©senfdrdfdy 6



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion 7A: Coordenadas curvilineas

Operadores diferenciales: gradiente, divergencia y laplaciano
Coordenadas curvilineas : esféricas

| — T oY N 10 N 1 oy
1 oraq ¥ = VW = —e, ——g4 T
Gradiente - | I or r o6 " rsenf dp 7
Divergencia 7
1o ,,. | R L 1 0A.
livA = —— (r° A, -—— (senfA L
( r2or (r°Ap) + rsen 6 06 (se 2 rsentl dyo 8




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion 7A: Coordenadas curvilineas

. esféricas

Operadores diferenciales: gradiente, divergencia y laplaciano
Coordenadas curvilineas

Laplaciano

10
."_\I,.‘. — P 7
7,3 (_—)7,

5 O

or

)+

| .

r2senf 00

(sen &

O

06

)+

1 (.)2 1 T."}'

r4 sen? 6 Jp?




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion 7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Oscilaciones transversales de membranas circulares ( borde fijo)

0% . _
Formulacion — a’Au =0 10
matematica ot-
u (»/-)Oﬂ VR t) = 0. (2

Necesitamos habitualmente 2
Cond. Contorno ( problema en |ll.(0. 0, 1‘)| < OC
limite agujero abierto en el
centro con radio=>0




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér.) C.7 APL

Oscilaciones transversales de membranas circulares ( borde fijo)

De forma laplaciano

10
A |, 2,
= —— | p— ,
pap / dp o
Con termino divergente se ve que podria %

admitir soluciones divergentes en punto p=0

Otra condicion de contorno 0 v t _
entonces sera: |U'( ) ¥ )| < X

10



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Oscilaciones transversales de membranas circulares ( borde fijo)

Finalmente, veamos que condiciones debe
satisfacer la solucion con respecto de la
variable angular

la coincidencia de bordes ¢y ¢+2n-¢ (¢=0) implica que
las correspondientes condiciones también deben coincidir.

(b)

11| u(p,p.t) =ulp, ¢ +2m,t) )

11



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Hallamos ondas estacionarias

Separamos variables u»(__ 0, . t) — ( P, 7;)T(z‘)
T+ a’\T =0 —
W = av /\
Av+ v =0,
v(po, ) =0, (0, )| < oc.

12



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Separamos variables radial | ¢y = P p") D( ©).

y angular S

>

Obtenemos problema SL A% P

para funcion angular > - ud =0,
dp?

Solucion: combinacion de
funciones Sen: Cos o

D () S— ‘-'."
alternativamente: ‘ Pinlp) = ¢

m=0.+1.+2.... 13




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

En mas detalles exp(i \/7go) = exp(l \/;[go+ 27))
exp(i/127) =1
\/7272 27xm

u=m’
DO, =exp(img)

14



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Metodo alternativo de presentar solucion:

MODO HABITUAL
(soluciones reales)

D(p) =sin(y/ up) + Acos(y/ uy)
D(p) = P(+27)

=>

@ () =sin(me)+ Acos(m @)

15



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Metodo alternativo de
presentar solucion como
funciones imaginarios:

D(p) = %[(AH) exp(=ime) + (A-1)exp(im )]

Se usaria en los caso de presentaciones de
soluciones SL como funciones complejas

16



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Por cada de autovalores p,=m? habra dos funciones
linealmente independientes

Condicion de ortogonalidad si presentamos como
funciones complejas=>

2w
fONTExk L\ &
/ (I)m ( @ ) (I)m / ( 7:)(]'7: — -2"‘(- mm’
JO

TA . _
NO D - d_

representa la funcion compleja conjugada

17



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Por cada de autovalores p,,=m? permitido obtenemos
problema SL para variable radial =

d*R = 1 dR = (/\ ;1,;1)]?:”‘

dp*  pdp P2
R(pg) =0, IR(0)] < o
Como mencionamos antes, condicion |R(0)] <

Excluye soluciones divergentes en punto p=0

18



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Condicion de ortoganalidad para funciones radiales y demostracion
de que autovalores (A#L.") son positivos (ver Cap 4, APL)

20
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Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Realizando cambio de variables x=11/2p para redefinir R(p)

£
R(p)=R|— ) =ylx)
0 =R (%) =u
d*y 1dy m* _
ot (1= )y =0
dr* xdx 2

Llegamos a Ec.
I, = m*, siendo m cualquier nimero entero




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Cada una de estas ecuaciones se denomina ecuacion de Bessel
de orden m.

Solucion general es combinacion de funciones Bessel y Neuman

Ymlx) = AJ,(x) + BN,,(x)

J,, representa la funcién de Bessel de orden m

N,, la funcion de Neuman de orden m

21



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Como funciones Neuman se divergen en el punto x = 0 2

R (VAp) = AT, (VAp)

De condicion de contorno para p=p, obtendremos
autovalores del problema SL

J 1 ( \"""JX/)D ) = (

22



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Si X, presenta n-ésimo cero de la funcion de Bessel de

orden m =
2
I‘n.m
/\n.m —
0

1.0

1.0

0.5 0.5

0.0 0.0 |

-0.5 -0.5

-1.0 -1.0




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Con cada uno de estos valores propios se encuentran asociadas las
funciones

\

Un.,m ( P o ) — '] 1 ( /\ ., /)) (I) I ( 7: ) .

1.0
0.5

0.0

-0.5

-1.0

24



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Condicion de ortganalidad de autofunciones

PO
¥
/ / n ?7? I‘ I‘\) l,n ]n ( / )[)(1/)(1 p —
J p=0 J =0
20 | |
/ / m | n m /)) ]m’ ( ’\n'.m’/-))
p= o=

-

(I) \,v )(I) n/ ( )/)(wﬁn -n’()m m'
Si m=.m' 1. Autofunciones con
Son siempre ortoganales distintos m, m’
para distintos indices (n) son ortogonales
Debido a componente radial (compomente angular)




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

1.0

Frecuencias propias

0.5
0.0}

Wnom — A \/)\n.m — a In.m//-)l)

-1.0

Tnom/™T n=1 n==2 n=3 n=4 n=>5
m =10 0,7655 1,7571 2,7546 3.753! 4,7527
m =1 1,2197 2,2331 3.2383 4.2411 5.,2429
m = 2 1,6348 2,6792 3,6988 4., 7097 5. 7168
m =3 2.0308 3,1070 4.1428 5.1639 6.1781
m =4 2,4153 3,5221 4,5748 5.6073 6.6294

X, m representa la n-ésima raiz de la ecuacion J,(x) = O.

26



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

1.0 U™ :

Frecuencias de tono principal:

0.5

\J«‘l J:) — (l ‘1‘1 ‘(:) .'.".' /)[) 2 2 ) "1 (l !,c"l /)[) 0.0 |

-0.5

-1.0

. . , p
perfil tono principal: violp,0) = Jo| 10—

VER Videos sobre BESSEL FUNCTIONS

[YouTube]
http://www.ovguide.com/bessel-function-

9202a8c04000641f800000000000bela

27



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Relacion entre tonos principales
de membrana cuadrada (L)

y circular con la misma tension,
densidad de masa y superficie:

L2=1p,2

$

L/po = /7

T 6L\ x4

9 ~1.3/V2
Mf

Factor \ 2 perdido en libro APL

[)O 27T



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér) C.7 APL

Frecuencia de primer armodnico (Hay onda azimutal]:

W 1.1 = ;Pl. 1 /u’",' /)O ~ :_)) ,8([. ",-’! /)D

_ ) _
perfil de ler vip, @) =Jy (IH/—) (senp — Acosp)
armonico: Po
| P\ oy, -
x Ji (1'1.1— sen(y — o),
o

donde A y oy son constantes arbitrarias

100} §

-100

VER: Azimuthal Spin
Waves Simulations

Rl




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Oscilaciones transversales de membranas circulares ( borde LIBRE)

Formulacion
matematica

0u . _
— a*Au =0
Ot? 10
du(p, p,t) _ 0
dr o ‘m

‘U»(O, \r7 t)| < X

Separamos variables PERO en este caso B

4 o o o o2 / 2 'l
solucién no trivial existe también para A=0 || T+ a“A\T = 0
y es asociada con su desplazamiento rigido

a velocidad constante.

Av+ v =0.

*)

30




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Resulta instructivo discutir el movimiento rigido de la membrana, no
tanto por su fisica puesto que es extremadamente simple, sino por
el juego matemdtico que presenta.

Separando variables de modo anterior se ve que funciones angulares
son admisibles pero para funciones radiales R, , tenemos otra
formulacion del problema

d R l(/R ( ;1,,?> _0
Como )=0 d.p- P dp P p?

g d*R,,, 1dR,,, m~ _
12. — 0. 5 RO.m = 0,
dp* p dp p-

dRo . (p)
dp

= 0, |R0.m(0)| < OC

0



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Para los casos en que m#z0, todos los términos de la ecuacion son del
mismo orden respecto de p

tiene sentido buscar soluciones « +m
particulares en forma de potencias en p R 0,m — ‘_1/)

Son dos soluciones particulares y linealmente independientes

Como una de soluciones P—
se diverge en centro de membrana L0.m

: . . ,. m .
Soluciones admisible = Ro.,.. = A,, P m (),




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

COMO ninguna de estas funciones cumple la
condicion de contorno a menos que A, =0 >

Concluimos entonces que ho existen soluciones no
triviales de los problemas de SL estudiada con mz0.

33



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Ecuacion para m=0

Integrando, obtenemos

Con @ - constante
arbitraria

Solucion general
(A,B- arbitrarias)

R(].[) (/)) —_— fl + B hl /-)r



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Para cumplir condicion de contorno para p=0 debemos
imponer B=0

Entonces soluciones para A=0 deben ser constantes
Ryo=const

A partir Ec. T -1 (12)\T — O

Como A=0

Llegamos a solucion del

problema 'U(/_), L, IL) = Ugn -T- Z’Df

35



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Vibraciones de la membrana ENTERA (borde LIBRE, A20)

CLASE Ec. Para Autovalores de
membrana circular borde libre

Hallar:

a) Autofunciones v(p,o) para desarollar
Solucion general

b) Condicion para hallar autovalores 1,

36



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Vibraciones de la membrana (borde LIBRE, A%20)

a) Autofunciones

Ta

ortogonales Vn,m(p,(p) Un,m (/) &D) — ']m ( /\n.m /)) (I)m (7«— ) .

para desarollar solucion
general

d 'J 1 ( \X/) )
b) Condicion para hallar autovalores 1, dp

Imponiendo CcC -> 20

=0

n-ésimo cero de la derivada

'l’, h de la funcion de Bessel de orden m
= autovalores

/ )

T -
TL
/\n N —
/)0 37




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Ty /T n=1 n=2 n=3 n =4 n=>5

v --+0,0000___--+1,2197 2,2331 3,2383 4,2411
FSTTOBS6L 1,6070 27140 37261 47312

0,9722 2,1346 3.1734 4,1923 5,2036

1,3373 2,5513 3.6115 4,6428 5,6624

1,6926 2,9547 4,0368 5,0815 6,1103

Frecuencia de tono o N ¥,
il bai Wi — a )\1_1 = ;ll.l//')O
principal (mas bajo)

Modo n=1, m=0 [funcion radial J,(x)]
tiene frecuencia de sonido cero (caso de bordes libres)

38



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

;l‘u.nu"‘f"—‘ n=1 n=2 n=2323 n=4 n=2>5
() UUUH 1.2197 2.2331 3.2383 4.2411
_____ h()l 1.6970 2.7140 3.7261 4.7312

U.Eh 22 2,1346 3.1734 4,1923 5,2036
1,3373 2,5513 3,6115 4,6428 5,6624
1,6926 2,9547 4,0368 5,0815 6,1103

v(p, ) = J'IM— (Aseny + B cos )

x Ji | 27— ) sen(p — o),

39



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

RESUME: ORTOGANALIDAD de Autofun.Radiales (bordes fijos/Libres)

X, m €s n-esimo cero de _
Funcion Bessel (B. Fijos) b 'J m (Xﬂ) — O

X nm €S n-esimo cero de

d
St oo [Fima Bausd —[J _(x')]=0
(;,.r‘lva a e) uncion besse » dX [ m ( n )]

X
J m (_n ,0) Definidas entre 0=>BORDE
Auto-
Funciones Po -. +
X 1
J L Son Ortoganales con peso x >
n(—p 9 P

IOO 40



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

ORTOGANALIDAD

v=m de antes
k=n de antes




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Membrana en forma de anillo con radios p; . p,

Autovalores+Autofunciones (Bordes FIJOS)

Problema SL Av+ =0

v(p1,) =V, v(p2, ) =0

Separando o -
variables: v =R (/—7) (I)(,_‘r'"_.)

Para funciones angulares tendremos mismo problema de
antes (membrana)

42



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Problema SL para parte radial

(H,? | Ldk (A=t l'ff R=0
dp?  pdp p?
R(p1) =0, "

Solucion radial debe ser:

R(p) = AJ,,(VAp) + BN,,(Vp)

43



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Imponiendo CC

‘1],72( '/\/71) B;\m( '/\/)1) = ()
AJ,.(VAp2) + BN, (VAp2) =0

Para cada valor del nimero entero m, las ecuaciones
anteriores representan un sistema lineal de ecuaciones
homogéneas para los coeficientes A y B.

44



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Solamente para determinados valores de A estos

sistemas de ecuaciones que dan soluciones no triviales
con A,B z0

Tales autovalores son soluciones de problema

J, m ( \Xﬂl ) J, m ( \X/)z)

/
f
/

A”m ( \X 1 ) A",,, ( VA 2 )

Para cada valor del nimero entero m, tenemos (n- enteros y
positivos) infinitas soluciones que forman conjunto numerable A, .

45



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Relacion entre A, B para cada A,

_ ']m ( )\n.m /-)2 )
—‘N’m ( A n,m 22 )

Autofunciones de problema SL se presentan como

R , m \/ n m/)j
n.m m \/ n m/) T m \/ .M /)
1 'm N7 -n.mp'?

(p)P(p)— D(6)=Acos(md)+Bsen(md)




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Autovalores del mismo problema PERO

con borde EXTERIOR "libre” ?

a7



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

autovalores del mismo problema PERO

con borde EXTERIOR libre

]m( f /\/)1) ]m( / ’\/)7)

*\ m( ' /\[)1) x\ m( / /\/)))

48



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Membrana semicircular con bordes fijos - -
CLASE

(sin usar libros, SOLO Apuntes)

AutoFunciones angulares [REALES] CD(([))

Autofunciones ("ladrillos™) de solucion para:

a) todos bordes fijos
b) todos bordes libres

49



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Membrana semicircular
Bordes libres vs. B. fijos

u(p, ¢,t) = v(p, @)T(t)

Problema SL Av+ v =0,
v(po, ) =0, v(0, )| < oc.
v(p,0) =0, v(ip,m) =0,
Separando
variables: &= v = R(. /).)(I’ ( .,:‘)
Para funciones angulares tendremos nuevo problema >

50



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

Problema SL

Soluciones que
cumplen CC

Forma de autofunciones v 2

Un,m ( P ¥ ) — ']m ( "\n.m_ [)) Se1L

51



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

bo

Autovalores:

Son relacionados con raices de Ec.

']m ( \/X/-)O) =0

52



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

TODOS bordes
“libres”

Autovalores: 1 = ( Xvk
V-

A )

X vk €s k-esimo cero

de derivada de Funcion
Bessel

I ( ~;‘. . / .7,*1', \ —
L]I_) ( ‘l .). L]Ij ( .l I’A ) — ().

t .10

R(NP(9) = 3, (2, ) <Cos(v9)



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

PROBLEMA CLASE

Oscilaciones de una membrana
despues de golpe puntual en p=R/2,
Q=T/2

ANTES:
Discusion de forma de funciones
DELTA de Dirac en coordinadas Curvilineas

54



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion7A: Método de Fourier (coordenadas cilindricas y esfér)

DELTA de Dirac en coordinadas esfericas

|

r2sin @

(5(1' —TIg) = (5(7' = ¥ o(6 — o) (5( — ©0)

SIN dependencia azimutal

olr —rp) = e o(r —rg)o(0 —0bp)
SIN dependencia ) |
azimutal y radial o(r —rp) = A2 o(r —ro)
' ' wre |
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DELTA de Dirac en coordinadas CILINDRICAS

. 1 . . .
olr—rg) = ;O(Q— 00) 0(¢ — o) 0(2 — 2¢)
| [ .
= 7 o(0 — 00) 0(2 — 20) -
| -
= oo d(o — 00)

En Coordinadas Cilindricas
SOLO dependencia radial
(Tubo fino)

ANILLO
(SIN dependencia
azimuthal
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PROBLEMA CLASE

Ver anunciado en LATEX/ PDF

Oscilaciones de una membrana
despues de golpe puntual en p=R/2,
Q=T/2
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