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Tema 3: Aplicaciones Lineales

@ Leccidn 3. Aplicaciones lineales.
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@ Aplicaciones lineales: definiciones y resultados principales
@ Primeras definiciones
@ Monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos
@ Operaciones con aplicaciones lineales

© Representacién matricial de aplicaciones lineales
@ Planteamiento del problema y ecuacién matricial de f
@ Operaciones con homomorfismos y matrices
@ Ecuaciones del nicleo Y la imagen de f
@ Propiedades de a
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Aplicaciones lineales: definiciones y resultados principales
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Definiciéon de aplicacién lineal

Objetivo del tema: estudio de las aplicaciones entre espacios vecto-
riales que respetan las propiedades de suma y producto por escalar.

Definicién (Aplicacién lineal)

De una aplicacién f : V. — V' con V' y V' K-espacios vectoriales,
decimos que es lineal si:

i) flu+v)="Ff(u)+f(v)Vu,veV.
i) f(a-u)y=a-f(uyVaeKyVYue V.

Observese que tanto + en i) como - en ii), aunque denotadas |gual
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Aplicaciones lineales: definicio y resultados principales
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Propiedades de las aplicaciones lineales

Propiedades

Sif:V — V' es una aplicacién lineal, entonces:
@ f(0y)=0y.
Q f(—u)=—f(u).

© f(arur + -+ amtm) = arf(v1) + - + amf (Um).

Consecuencia de esta dltima propiedad es que una aplicacién lineal
f : V — V' queda determinada con sélo conocer las imdgenes de

lam viAambAavan AA PN
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Aplicaciones lineales: definiciones y resultados principales
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Definicién de nicleo e imagen

Definicién (Ndcleo e imagen de una aplicacién lineal)

Dada una aplicacion lineal f : V — V', se define el niicleo de f,
Ker(f), como el conjunto

Ker(f)={ve V:f(v)=0y}

Llamamos imagen de f, Im(f), al conjunto

Im(f):{f( )GV’:ve V}:f( )
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Aplicaciones lineales: definiciones y resultados principales
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Propiedades de niicleo e imagen. Subespacios obtenidos a

partir de f

@ El conjunto Ker(f) es un subespacio vectorial de V.

@ El conjunto Im(f) es un subespacio vectorial de V'.

© Si W es subespacio vectorial de V/, entonces
f(W)={f(w) e V': we W} es subespacio vectorial de V'.
Q SiW=1L({w,...,vm}), entonces
F(W) = L({f(v1),.... f(vm)}).
© Si W' es subespacio vectorial de V', entonces f~1(W') =
{ve V:f(v) e W} es subespacio vectorial de V.




Aplicaciones lineales: definiciones y resultados principales
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Definicion de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo

Definicién (Monomorfismos, epimorfismos e isomorfismos)

© Una aplicacion f : A — B es inyectiva si Vaj, ap € A, con
a1 # ao, se cumple f(a1) # f(a2). De ser lineal, se la llama
monomorfismo.

@ Una aplicacion f : A — B es sobreyectiva si Vb € B existe
a € A tal que f(a) = b. De ser lineal, se la llama epimorfismo.

© Una aplicacion f : A — B es biyectiva si es inyectiva y
sobreyectiva a la vez. De ser lineal, se la llama isomorfismo.

Q@ Una apl;cac:on lineal f : V — V/, definida de un espacio
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Aplicaciones lineales: definiciones y resultados principales
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Propiedades

Sea f : V — V' una aplicacién lineal. Se verifica:

@ f es un monomorfismo si y sélo si Ker(f) = {0y}
(dim(Ker(f)) =0).

@ f es un epimorfismo si y sélo si Im(f) = V'.

© f es un monomorfismo si y sélo si para todo conjunto
S={vi,...,vm} C V Li, se tiene que f(S) C V' es Li.

© f es un epimorfismo si y sélo si para todo conjunto
S={v1,...,vm} C V s.g. de V, entonces f(S) C V' es s.g.
de V'. .
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Propiedades

Teorema

Sea f:V — V' lineal y sea B={vi,...,v,} una base de V.
Entonces f es un monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo si y
sélo si f(B) es l.i., s.g. de V' o base de V' respectivamente.

Teorema

Sea f : V — V' lineal con dim(V) =
equivalentes:

dim(V') = n. Son

@ f es un monomorfismo.
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Aplicaciones lineales: definiciones y resultados principales
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Espacios isomorfos

Definicién (Espacios isomorfos)
Un K-espacio vectorial V' es isomorfo a otro K-espacio vectorial
V'(V = V') si existe un isomorfismo f : V — V'.

Teorema

Dos K-espacios vectoriales de tipo finito, V' y V', son isomorfos si
y sélo si dim(V') = dim(V"). En particular, cualquier K-espacio
vectorial V' de dimensio’n n es isomorfo a K",
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resultados principales
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Ejemplos de espacios isomorfos

o Mmyn(R) = R™
e R,[x] =R,

El modo de construir los isomorfismos es eligiendo una base de cada
uno de los espacios vectoriales y construyendo la aplicacién lineal
que asocia a cada elemento de una base un elemento de la otra base
de manera biyectiva.
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Aplicaciones lineales: definiciones y resultados principales
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Operaciones con aplicaciones lineales

Teorema (Operaciones con aplicaciones lineales)

Sean V, V' V" K-espacios vectoriales y sean f,g: V — V' y
h: V' — V" lineales. Las siguientes aplicaciones son lineales:
Q La aplicacién suma f + g : V — V' definida como
(f +g)(v) =f(v)+g(v) para todov € V.
@ La aplicacion producto por un escalarac€ K, a-f : V — V/,
definida como (a- f)(v) = a- f(v).
© La aplicacién composicién ho f : V — V", definida como la
aplicacion (ho f)(v) = h(f(v)) para todo v € V.

Teorema
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Representacién matricial de aplicaciones lineales
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Representacion matricial: planteamiento del problema

Sea f : V — V'’ lineal con V y V'’ de tipo finito. Sean

B={e,....,en} yB ={ef,.... €}

bases de V' y V'’ respectivamente.

Objetivo: dado x € V con coordenadas Xpg respecto de B y dado
f(x) = y € V' con coordenadas Ypg' respecto de B, jcudl es la
relacién entre las coordenadas Xg e Yg/?

Consideremos la representacién de los vectores {f(e1),...,f(en)}
respecto de B’:

f(el) = 31161 ~~-—|—am1e’
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Calculo de la ecuacidén matricial de f

Si x € V tiene coordenadas Xg = (xi, ...

es, X = xije1 + - - - + xp€n,, entonces:

f(x) = f(xier+---+ xqep)
= xif(e1) 4+ + xaf(en)
= xi(an1ef + - -+ ame,,) + -

= (awwxa+--

+ xn(aney + - -
+ (am1x + - -

+ ainxp)ey + -

, Xn) respecto de B, esto

+ amne),)

/
+ amnXn)€h,-
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Calculo de la ecuacidén matricial de f

Si denotamos por Yg' = (y1,...,Ym) a las coordenadas de y = f(x)
respecto de B’, entonces:

{)/1 = a11X1 + -+ ainXn

Ym = amiXy+ -+ amnXn

o, escrito matricialmente,
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Calculo de la ecuacidén matricial de f

La matriz

se denomina matriz asociada a f respecto de las bases B y B’.
Ademds, F tiene por columnas las coordenadas respecto de B’ de
los vectores f(e1),...,f(e,). Escribiremos F = M(f,B,B’). La
ecuacién matricial de f se escribe abreviadamente como Yg =

Al D DIV

A XA AR COHR-AC
F"“"'v‘ AHIESAPP B30 75

artagenag). ONINS RV ATEAFSSRVE RARS
AR 0L AR o A0 SRS BB SRR B R LR e 50




Representacién matricial de aplicaciones lineales
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Operaciones con homomorfismos y matrices

Sean V, V., V" tres K-espacios vectoriales de tipo finito y sean f, g :
V — V'y h: V' — V" tres aplicaciones lineales. Fijamos bases B,
B’y B” asociadas a cada uno de los espacios vectoriales. Entonces

Propiedades

@ M(f +g,B,B) = M(f,B,B) + M(g, B, B').
@ Dado a € K, M(af, B, B') = aM(f, B, B').
@ M(hof,B,B") = M(h,B',B")M(f,B,B).
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Representacién matricial de aplicaciones lineales
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Operaciones con homomorfismos y matrices

Teorema

Dados dos K-espacios vectoriales V', V' de dimensiones n y m, y
dadas dos bases B, B’ fijadas para cada uno de ellos, se tiene que

existe un isomorfismo M entre los K-espacios vectoriales
Hom(V, V') y Mpxn(K),

M : Hom(V, V') = My n(K)

que asocia a cada aplicacion lineal f € Hom(V, V') la matriz
M(f, B, B"). Por tanto,
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Representacién matricial de aplicaciones lineales
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Ecuaciones del ntcleo de f

Sea f : V — V' lineal con dim(V)) = ny dim(V’) = m. Veamos
cémo calcular las ecuaciones de Ker(f).

© Se fijan bases B y B’ de los respectivos espacios vectoriales.

@ Se calcula F = M(f, B, B’).

© Las ecuaciones de Ker(f) respecto de B son las que
proporciona el sistema F Xg = 0. Se escalona F — E y se
obtienen las ecuaciones implicitas de Ker(f) respecto de B:

og




Representacién matricial de aplicaciones lineales
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Ecuaciones de la imagen de f

Sea f: V — V'’ lineal con dim(V)) = ny dim(V') = m. Veamos
cémo calcular las ecuaciones de Im(f).

© Se fijan bases B y B’ de los respectivos espacios vectoriales.
@ Se calcula F = M(f,B,B’).
@ Las columnas de F son las coordenadas respecto de B’ de un

s.g. de Im(f). Se escalona FT — E. Las filas no nulas de E
son las coordenadas de una base de Im(f) respecto de B’'.

QA part/r de aqui se obtiene una base y las ecuaciones
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Propiedades de f deducidas de su representacién matricial

Sea f : V — V' lineal con dim(V)=n y dim(V') = m y sea F
una representacion matricial de f. Entonces:
Q dim(Ker(f)) = dim(V) — r(F).
@ dim(Im(f)) = r(F).
@ (Férmula de las dimensiones)
dim(V) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

© f es un monomorfismo si y sélo si r(F) = n.

@ f es un epimorfy - 3/G~Sh ) i
AR ERTS BB Y
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Representacién matricial de aplicaciones lineales
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Cambios de base: planteamiento del problema

Objetivo: estudiar la relacidn entre las distintas expresiones matri-
ciales asociadas a una misma aplicacién lineal f : V — V.

Sea f : V — V' lineal con dim(V) = ny dim(V') = m. Sean
Bi, B, bases de V' y Bj, B} bases de V'.

Consideremos las ecuaciones de cambio de base de B; en B, y de
Bi en Bj determinadas por las expresiones

, =PXg  Yg =QVYp
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Repre rici
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Cambios de base: planteamiento del problema

Las ecuaciones matriciales de f respecto de las bases By, B] y B, B
son

YB{ = F)(B1 YBZ, == GX32
con F = M(f, B1, B}), G = M(f, B, B}).

i Cudl es la relacién entre F y G?
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Relacidn entre las matrices asociadas a f

Obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

v ov

F
XB1 YB/

G
— YB’

Por tanto, F = Q1 GP. A A i >
C AV E DR AP 685 %
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Repre rici
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Relacidn entre las matrices asociadas a f

En el importantte caso en que f sea un endomorfismo f : V — V
y las dos bases sean la misma, By = Bj y B, = B}, el diagrama
conmutativo queda del siguiente modo:

v 5 v
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Repre tricial de aplicac
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Equivalencia de matrices y semejanza de matrices

@ Dos matrices F, G € Mpyxn(K) son equivalentes si existen
matrices regulares P € My n(K) ¥y Q € Mpxm(K) tales que

F=Q 'GP

@ Dos matrices F, G € M,y ,(K) son semejantes si existe una
matriz regular P € M,y (K) tal que

F= PlGP

W AR RN EAP B3R %
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Repre tricial de aplicac
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Equivalencia y semejanza de matrices

Teorema
Todas las representaciones matriciales de una misma aplicacion

lineal f : V — V' son equivalentes.

Teorema
Todas las representaciones matriciales de un mismo endomorfismo
lineal f : V. — V con la misma base fijada B = B’ son semejantes.
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