ECUACIONES DIFERENCIALES
(Hoja 4)

Estudio cualitativo de sistemas auténomos

1 FEstudiar los diagramas de fase en los siguientes modelos de ecologia en los que dos especies tienen
un relacion de:
a) Comensalismo, una especie se beneficia de la otra y la otra ni se beneficia ni sale perjudicada:

{ ' = z(a — Bx)
y =y(y —ny + o).

b) Cooperacion o simbiosis, las dos especias se benefician:

{ v = z(a — Bz + py)
Y =y(y —ny +ox).

Se supone que o, i1, v yd >0y quen y B >0.

2 En los siguientes modelos depredador-presa se admite que cierto numero de presas x, pueden
encontrar un refugio que las hace inaccesible para los depredadores. Las ecuaciones de Lotka-Volterra
se convierten en
¥ =+ax — by(x — z,)
{ y = —cy+dy(z — z,).
Analizar el retrato de fases y compararlo con el modelo original de las ecuaciones de Lotka-Volterra
en los dos siguientes casos:
a) El nimero de presas en el refugio es una fraccion constante del total, v, = kx con 0 < k < 1.
b) El nimero de presas del refugio es constante, x, = k.

3 Consideramos el sistema bidimensional

{ = f(if7y)
Y =g(z,y)

siendo f y g funciones de clase C'. Suponiendo que f(0,y) = 0 para todo y, demostrar que el eje Oy
es un conjunto invariante.

sEn qué condiciones contiene dicho eje a otros conjuntos invariantes mds pequenos? ;Pueden ser
orbitas periddicas?

4 Sea f una funcion escalar tal que f(0) =0 y xf(x) > 0 para x # 0, demostrar que las trayectorias
de
2" + f(z) =0
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b) Demostrar que el conjunto Q = {(z,y) € R* 0 <z <2, 0 <y < 2} es positivamente invariante.

mostmr ye toda solucwn] tc&l que (fr g 2: e c nyerge 4 un punto de e(rlluzlzbrw del s fstema.
WWW. cartag om no ‘Hace resrc){o able dea info ;fl% ontenida en & prese te documento en virtu
Articulo 17.1 %fﬂﬁe W&%’H’e 4 Sbtiéddl de ¥ 1HBAhacion y de Comercio Electrénico, de 11 de julio de 2002.

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hdganoslo saber y sera retirada.



6 Hallar los puntos de equilibrio de los siguientes sistemas y estudiar su estabilidad por el método de
la primera aproximacion:

=y+1 ¥=1-ay p
1—2%)2’ +x=0.
o { LT e DI IE 9 el =

7 Dibujar los diagramas de fase de los siguientes sistemas conservativos:

C

" —x? " " 2

=0, b =———, ¢, k>0, —(z— —a)=0,
a) " + ze )z p Sl D c)z”" — (z —a)(z® —a)
d) 2" —sinx = 0, e)x”+1+ 5 =0, flz"+bx+22=0, be R,

x

1

g)" +r+——5=0, h)a"+z(l-z)(1+A+2)=0, Ae(-11).
T —

8 Un sistema hamiltoniano es un sistema conservativo

{ a' = f(z,y)
y =g(z,y)
que verifica la condicion

fz+gy=0.

Trazar los diagramas de fase de los siguientes sistemas hamiltonianos:

r=e* -1 {x’:m {m’szy2y {x’szy
a b c d
R R S i e SR /i)

9 Integrar la ecuacion diferencial de las trayectorias y esbozar el diagrama de fases de los siguientes

sistemas:
r =2z — 2 ¥ =ux r =2 — 3y?
ofs? OR /RN /i
Y =~y +uy, y=@@-1)Q1+y), Y =y,

x/:y5 = —1 x’:y(y2—x2)
d){y/:_wi’)7 6){y/:1_$2_y2’ f){y/:x(x2_y2).

10 FElaborar los diagramas de fase de los sistemas

r=a249y? -1 o =9y% -1
a) { r_ Y b) ’_ v
Yy =Ty Yy =Ty.
(Indicacion: Comprobar que si (x(t),y(t)) es solucion, también lo es (z(t), —y(t)).)
& Qué ocurre co el diagrama de fases del sistema

!/ 2 2 _
ja:—sm +yi -1,
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¢ =sin’0 +1 —r? 0 = 0.
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