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Antiderivadas o primitivas e integracion indefinida:
Introduccion a las antiderivadas o primitivas

DEFINICION DE UNA ANTIDERIVADA O PRIMITIVA

Se dice que una funcion F es una antiderivada o primitiva de f, en un intervalo 7 si
F'(x) = fix) paratodo x en I.

REPRESENTACION DE ANTIDERIVADAS O PRIMITIVAS

Si F es una antiderivada de f en un intervalo I, entonces G es una antiderivada de fen

el intervalo I siy solo si G es de la forma G(x) = F(x) + C, para todo x en I, donde
C es una constante.

Demostracion:

B> Si G es una antiderivada de f vy se define H tal que H(x) = G(x) — F(x), siendo H continua en

[a, b] y diferenciable en (a, b), mediante el teorema del valor medio: H’(c) = [H(b)-H(a)]/(b-a)
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Antiderivadas o primitivas e integracion indefinida:
Notacion para antiderivadas o primitivas

Cuando se escribe una ecuacion diferencial de la forma dy/dx = f(x) es conveniente
reescribirla de la forma: dy = f(x) dx

. La operacion para determinar todas las
soluciones de esta ecuaciéon se denomina
antiderivacion o integracion indefinida

Variable de Constante de
integracion integracion

l

« La expresién se lee como la antiderivada o| Y ff(x) dx = F(x) + C
primitiva de f con respecto a x

. La solucion general se denota mediante >

La diferencial de dx sirve para identificar a x Integrando | | Una antiderivada de f(’c)
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Antiderivadas o primitivas e integracion indefinida:

Reglas basicas de integracion

Formula de derivacion

d

E[C] = ()

d

ol =k

d .
< [k ()] = kf ()

() + (9] = () + ')

a[xrr _ nxn—l

d—[sen x] = cosx
x

d

a[cos x] = —senx

d
— [tan x] = sec?x

dx

4 [sec x] = secxtanx
dx

Formula de integracion

Jde =C

Jk dx = kx + C
ka(x) dx = kJ}(x) dx
J[f(x) + g(v)]dx = Jf(x)dx + Jg(x) dx

xn+1

x"dx = +C, n — 1 Regla de la potencia.
n+ 1

cosxdx = senx + C

senxdx = —cosx + C

sec’xdy =tanx + C

secxtanxdx = secx + C
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Antiderivadas o primitivas e integracion indefinida:
Reglas basicas de integracion Il

NOTA: El patron general de integracion es similar al de la derivacion

Integral original > Reescribir [ Integrar [ > Simplificar

Ejemplo:
Integral original ~ Reescribir Integrar Simplificar
V2
— dx 2| x712 dx ( ) + C 4x1/2 + C
1/2
A , 13 I l 5,2,
(12 + 1)>dr (t*+ 212+ 1) dr ?+2%+I+C gr-+§r+r+c
X+ 3 X2 x~ b l, 3
[k > dx r(x 3x72) dx ?4—%(_])4—(: K=+ C
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Antiderivadas o primitivas e integracion indefinida:
Condiciones iniciales y soluciones particulares

Ejemplo: Determinacién de una solucidn particular !

¢ Qué curva F(x) pasa por el punto (2, 4)?

y = J(E‘mf —Ddr=x—x+C

F(
F(

L

) =3 —x+C Solucion general. 2

9

) =4 Condicion inicial.

e Utilizando la condicidn inicial en la solucidn general, es posible
determinar que F(2) =8—-2 + C=4, lo que implica que C =-2

C=—4

Fixj=x—x+C
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Area:
Notacidn sigma

NOTA: Objetivo = relacionar la antiderivacidn con el calculo de areas
1. Entender la notacién sigma, el concepto de area y determinar areas utilizando limites

2. Encontrarla relacion con la antiderivacion a través del teorema fundamental del calculo

Recordar... NOTACION SIGMA
La suma de n términos a,, a,, a,, . . .. a_se escribe como
Ea£=al+a2+a3+‘ - +oa,

donde 7 es el indice de suma, a. es el i-ésimo término de la sumay los limites supe-
rior e inferior de la suma sonn vy 1.

FORMULAS DE SUMA EMPLEANDO LA NOTACION SIGMA

n
Z C — Ch

Cartagena99 _
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Area:
Sumas superior e inferior

Para aproximar el area de una region bajo una curva...

1. Se subdivide el intervalo [a, b] en n subintervalos

a = x, X Xy x,=b

A, A ey

a+ 0(Ax) < a+ 1(Ax) < a + 2(Ax) < - - - < a + n(Ax)

2. Como f es continua, el teorema del valor extremo garantiza la

. . - ;. . flm)
existencia de un minimo y un maximo de f(x) en cada subintervalo :

- X
s n P . —
J(m) = valor minimo de f(x) en el i-ésimo subintervalo / a Ax b

J(M) = valor méximo de f(x) en el i-ésimo subintervalo 1 intervalo [g, b] se divide en n

b—a

3. Se define para cada intervalo un rectdngulo inscrito y otro subintervalosdeancho Ax =~

= 3 fm) Ax

s(n)
/ i=1
CLASES PARTIICULARES TU -%85“ S EECNICAS ONLINE
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Area:
Sumas superior e inferior Il

LIMITES DE LAS SUMAS SUPERIOR E INFERIOR

Sea f continua y no negativa en el intervalo [a, b]. Los limites cuando n — 00 de las
sumas inferior y superior existen y son iguales entre si. Esto es

lim s(n) = lim Ef Ax = 11m fM,)Ax = lim S(n)
n—ee n—ee (1= ;21 n—ee El ancho del i-esimo
donde Ax = (b — a)/ny f(m)y f(M,) son los valores minimo y méaximo de f en el subintervalo es
subintervalo. Ar=xy —x
y il i -1

A

DEFINICION DEL AREA DE UNA REGION EN EL PLANO

Sea f continua y no negativa en el intervalo [a, b].
El area de la region limitada por la graficade f, el eje x
y las rectas verticales x = ay x = b es

fie)

Al‘an —_— ] Y Y‘ 1“{,—-\!\1 = i
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Area:
Sumas superior e inferior Il

Ejemplo: Hallar el drea mediante la definicion de limite

Encontrar el area de la regién limitada por:

e Lagrafica f(x) = x3
J El eje x (1. 1)
| Las rectas verticalesx=0yx=1

f es continua y no negativaen [0, 1]

Dividimos el intervalo [0, 1] en n subintervalos: Ax = 1/n

Elegir cualquier valor de x en el i-ésimo intervalo, *(0,0) |
por ejemplo, los puntos terminales derechos c; = i/n

1 . 3 E
SNEANE .
Area = lim E flc;)Ax = lim z (—) (—) lim 2 i3 | Elareadela regi()n acotada por la grafica

n—C0 1—>C0 ; n n
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Sumas de Riemann e integrales definidas:
Sumas de Riemann

DEFINICION DE UNA SUMA DE RIEMANN

Sea f definida en el intervalo cerrado [a, b], y sea A una particion de [a, b] dada por

a=x,<x, <x,<-:-<x,_,<x,=b

donde Ax; es el ancho del i-ésimo subintervalo. Si ¢; es cualguier punto en el i-ésimo
subintervalo [x;_,, x;] entonces la suma

I3
2 f((?i-) A":f‘- .‘:5'_1 < (_.1:- < ":i'
i=1

se denomina una suma de Riemann de f para la particion A.

El ancho del subintervalo mas grande de la particion Aeslanorma-> || A | |

b—a

Si todos los subintervalos tienen la misma anchura, la particion es regular > |[A| = Ax =

b—a
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Sumas de Riemann e integrales definidas:
Integrales definidas

DEFINICION DE UNA INTEGRAL DEFINIDA

Si f se define en el intervalo cerrado [a, b] y el limite de las sumas de Riemann sobre
las particiones A

A Z i) A%,
existe => hay un ntiimero real L, tal que para cada € > 0 existe una 6 >0
tal que para toda particién de ||A|| < & se sigue que |L — i flc)Ax;| < &
=1
entonces f es integrable en [a, b] y el limite se denota por

”Aﬁlﬂo Z JAx;, = j f(x) dx

El limite recibe el nombre de integral definida de f de @ a . El nimero a es el limite
inferior de integracion, y el nimero b es el limite superior de integracion.
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Sumas de Riemann e integrales definidas:
Integrales definidas Il

1
Ejemplo: Evaluacion de una integral definida como limite: j 2x dx

-2
La funcidn f(x) = 2x es integrable en [-2, 1] porque es continuaen [-2, 1] 2+ 7

Definimos A subdividiendo [-2, 1] en n intervalos de la misma anchura,

eligiendo c; como el punto terminal derecho de cada subintervalo: Joo=2x

— : 3i
Ax,=Axr=2"2-3 c,=a+i(Ax) = -2 +— :

De este modo, la integral definida esta dada por:

i,
l ) /
2xdx = lim c.) Ax. = Iim
J |A[|—0 Elf( !) ! n—co .EZlf 77 3
3i\(3 6 & 3i

hm22( 2+—l(;)=h’m; (‘2+T:) / o

e CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Sumas de Riemann e integrales definidas:
Integrales definidas lll

LA INTEGRAL DEFINIDA COMO AREA DE UNA REGION

Si f es continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, b]. entonces el area de la
region acotada por la grafica de f, del eje x y las rectas verticales x = a y x = b esta
dada por

b
Area = J f(x) dx A

Se puede usar una integral definida para
determinar el area de la region acotada por

la graficadef, elejex,x=avyx=1»0
ON NE PRIVATE LE SONS %F%OSCIENCE STUDENTS
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Sumas de Riemann e integrales definidas:
Propiedades de las integrales definidas

DEFINICIONES DE DOS INTEGRALES DEFINIDAS ESPECIALES

a
1. Sifestadefinida en x = a, entonces se define J flx) dx = 0.
a

2. Sifes integrable en [a, b], entonces se define j f(x) dx = —J 1(x) dx
b a

PROPIEDAD ADITIVA DE INTERVALOS \/
¥
Si f es integrable en los tres intervalos cerrados

determinados por a. b y ¢, entonces

roor her

C : 45 4470
artagena99
Si Ia mformam@momntem




Sumas de Riemann e integrales definidas:
Propiedades de las integrales definidas Il

PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS

Si f y g son integrables en [a, b] y k es una constante, entonces las funciones kf y
f * g son integrables en [a, P], y

1. f kf(x)dx = kj F(x) dx

b

2 [t s gwlae= | s [ s a

CONSERVACION DE DESIGUALDADES
1. Si f es integrable y no negativa en el intervalo /—\ 7

b yd

cerrado [a, b], entonces 0 < | f(x)dx
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El teorema fundamental del calculo:
Estudio del teorema fundamental del calculo

La derivacion y la integracion definida tienen una relaciéon “inversa”

: Recta :
Ay R/l Ay Area de
/Recta tangente [ o
/ secante a reglon
bajo la
curva
O S S S R O A R I
Pendient Ay Pendient Ay
endiente =— endiente = — ¢
Ax Ax Area = AyAx Area = AyAx
a) Derivacion b) Integracion definida
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El teorema fundamental del calculo:
Estudio del teorema fundamental del calculo Ii

EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Siuna funcion f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de
f en el intervalo [a, b]. entonces

J f(x) dx = F(b) — Fla).

Demostracion:

Sea A la siguiente particion de [a,b]: @ = x, <X, <X, < - <X, <Xx,=D

Resta y suma de términos andlogos: F(b) — Fla) = Y [F(x,) — Flx,_,)]

Cartagena99 _
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El teorema fundamental del calculo:
Estudio del teorema fundamental del calculo Il

Estrategia para utilizar el teorema fundamental del calculo

1. Suponiendo que se conozca una antiderivada o primitiva f, se dispone de una forma
de calcular una integral definida sin tener que utilizar el limite de la suma.

2. Cuando se aplica el teorema fundamental del calculo, la siguiente notacion resulta
conveniente.

f 1) dx = P9
— F(b) - F(a)

Por ejemplo, para calcular [{x? dx, es posible escribir

- 473 a4 4
sy 3 81 1
Jlxdx 4]1 a3 "% i

3. No es necesario incluir una constante de integracion C en la antiderivada o pri-
mitiva ya que

(b f(x) dx = [Ffﬂ - F—lb
A

c artagcna9 9 ONLINE PRIVATE LE_S__S_ONS IZOF%OSCIENCE STUDENTS
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El teorema fundamental del calculo:
Estudio del teorema fundamental del calculo IV

Ejemplo: Empleo del teorema fundamental del calculo par encontrar un area

Encontrar el area de la region delimitada por:

e Llagréficadey=2x>—3x+2

J El ejey y=2x2-3x+2
. 4 4
| Las rectas verticales x =0y x =2
Notar que y >0 en el intervalo [0, 2] T
2 2
Area = J (2.1‘2 — 3x + 2) dx Integrarentrex =0y x = 2.
0
2 2 1+
= [% — % + 21:|0 Encontrar la antiderivada.
I I . I X
=|— -6+ 4\ (0O —0+0) Aplicar el feorema fundamental del calenlo 2 3 4
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El teorema fundamental del calculo:
El teorema del valor medio para integrales

TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe un numero ¢ en el in-
tervalo cerrado [a, b]. tal que

j f(x) fle)b — a).
ya “
I f ___/ £l > flM)

_f'(m){

a b a b da b

Rectangulo inscrito (menor Rectangulo del valor Rectangulo circunscrito
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El teorema fundamental del calculo:
Valor medio de una funcion

DEFINICION DEL VALOR MEDIO DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

S1 f es integrable en el intervalo cerrado [a, b], entonces el valor medio de f en el
intervalo es

(x) dx.

Valor medio

éPor qué se define asi el promedio de f? 7 /
(b—a)/n AN yd

/

Se divide [a, b] en n intervalos de igual anchura Ax =

Si ¢, es cualquier punto en el i-ésimo intervalo, la media
aritmética de los valores de la funcién en los ¢, esta dada por:

- i[f(cl) +ley) + e+ £E)]

2o b —a\ ]

C artagena9 9 ONLINE PRIVATE LE_S__S_ONS OF%OSCIENCE STUDENTS
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El teorema fundamental del calculo:
El segundo teorema fundamental del calculo

EL SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si f es continua en un intervalo abierto I que contiene a, entonces, para todo x en el

intervalo,
d X
[ ] =
Demostracion:
* . A . X+ Ax
F(x) = J; fl)dt = Fx) = lim F(x + AAxE Flx) _ Algin’ f) dt — J £ dr = ILI;EOEU’ 1) dr}

Por el teorema del valor medio para integrales (suponiendo Ax > 0), se sabe que existe un nUmero c en
el intervalo [x, x + Ax] tal que la integral anterior es igual a f(c) Ax. Ademas, como x < ¢ < x + Ax se sigue

nnnnn AN v oArtAanAdA Ay XN NA F-
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El teorema fundamental del calculo:
El segundo teorema fundamental del calculo Il

Ejemplo: Empleo del segundo teorema fundamental del calculo

Encontrar la derivada de:
.I.'R
F(x) = J cos f dt
/2
Haciendo u = x3, se aplica el segundo teorema fundamental del calculo y la regla de la cadena:

dF du  d du  d[ " du
Ny = — — — — - ('
Fi(x) du dx  du FOlg: dx duU‘ ) oS I r] dx

:i[ J w‘,fdr]“’” = (cos u)(3x?) = (cos })(3:2)

dul )./ dx

Comprobacion:

x3

Cartagena99 _
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Integracion por sustitucion:
Reconocimiento de patrones

La sustitucion en la integracidon es comparable a la regla de la cadena en la derivacion

RECORDAR...

e  Para funciones derivables dadas por y = F(u) y u = g(x): di [F(g(x))] = F(g(x))g’(x)

e De acuerdo con la definiciéon de una antiderivada o primitiva: fF’(g(x))g’(x) dx = F(g(x)) + C

ANTIDERIVACION DE UNA FUNCION COMPUESTA

Sea g una funcion cuyo recorrido o rango es un intervalo /, y sea f una funcion con-
tinua en /. Si g es derivable en su dominio y £ es una antiderivada o primitiva de f
en /1, entonces

jf(g( )g’(x) dx = F(g(x)) + C.

Cartagena99 _
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Integracion por sustitucion:
Reconocimiento de patrones Il

Ejemplo: Reconocimiento del patrén f(g(x))g’(x)

j_x(xz + 1)*dx

g(x) =x>+1
g’(x) = 2x > al integrando le falta un factor 2 > multiplicamos y dividimos entre 2

jx(xz + 1)2 dx = j(xz + 1)2 (l)(ZX) dx Multiplicar y dividir entre 2.
2
flgv) g’
. —
— _j(xz + 1)2 (2)6) dx Regla del multiplo constante.
2
102+ 1 )3}
= | = | 4+ Integrar.
i
= é(/@ + 1)3 + C Simplificar.

CLASES PARTICULA ES, UTORI S TECNICAS ONLINE
LLAMAOE WHATSAPP: 689 45 44 70

C artagena9 9 NII__INE PRIVAT LE_S_S-ONS O SCIENCE STUDENTS

ALL OR WHAT SA P:689 45 44 70
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Integracion por sustitucion:
Cambio de variable

Técnica del cambio de variable:

Si u = g(x), entonces du = g’(x)dx > Jf(g(x))g’(x) dx = Jf (u) du = Flu) + C

Estrategia para realizar un cambio de variable

1. Elegir una sustitucion u# = g(x). Usualmente, es mejor elegir la parte interna de
una funcion compuesta, tal como una cantidad elevada a una potencia.

Calcular du = g'(x)dx.
Reescribir la integral en términos de la variable u.

Encontrar la integral resultante en términos de u.

o e

Reemplazar u por g(x) para obtener una antiderivada o primitiva en términos
de x.

Verificar la respuesta por derivacion.

CLASES PARTICUL RES, UTORI S TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena99

LINE PRIVATE LESSONS FOR
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 7

I %E%a,&%@‘ & 33
Si la mformamomemntem
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Integracion por sustitucion:
Cambio de variable Il

Ejemplo: Cambio de variable
j&;en2 3x cos 3x dx

e Debido a que sen?3x = (sen 3x)?, podemos tomar u = sen 3x > du = (cos 3x) (3) dx
e Como cos 3x dx es parte de la integral original, puede escribirse: du/3 = cos 3x dx

e Sustituyendo uy du/3 en la integral original, se obtiene:

( 1
Jse,n2 3xcos 3xdx = |u? du-_ —Ju,z du

L
o
o

C artagena9 9 OR SCIENCE STUDENTS
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Integracion por sustitucion:
La regla general de la potencia para integrales

LA REGLA GENERAL DE LA POTENCIA PARA INTEGRALES

Si g es una funcion derivable de x, entonces

j [g(x)]"g (x) dx = % +C, n# -1

De manera equivalente, si # = g(x), entonces

H”+l

" du = + C, —1.
Judu ] C, n+ —1

Ejemplo: = du w1 /(=1)

e A
AT Al

LASES PARTICULAR ES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LAMA O ENVIA WHATS 9

—0

NLINE PRIVATE LESSON
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Integracion por sustitucion:
Cambio de variable para integrales definidas

CAMBIO DE VARIABLE PARA INTEGRALES DEFINIDAS

St la funcién u = g(x) tiene una derivada continua en el intervalo cerrado [a, b]y f
es continua en el recorrido o rango de g, entonces

g(b)
J flgl X) dx = flu) du.
gla)
Ejemplo: y
[
= | ———dx
1 A 2.1C - l 4__
2 P
| u- + 1
2x — l=u>=2x — 1 = =x—=—1udu = dx 3+ I
' 2x—1
Limite inferior Limite superior ’ __“ ].l///. [5, %]
Cuandox =1, u= V2 —1=1 Cuandox =35, u= 10 — 1 1+

=3
CLASES PARTICULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE

Cartagena99 LLAMAOENVlAWH:A_T_SA TORIAS TEC]

ON NE PRIVATE LESSONS O SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Integracion por sustitucion:
Integracion de funciones pares e impares

En ocasiones se puede simplificar el calculo de una integral definida y
(en un intervalo que es simétrico respecto al eje y o respecto al origen) e
reconociendo que el integrando es una funcién par o impar

INTEGRACION DE FUNCIONES PARES E IMPARES 1

Sea fintegrable en el intervalo cerrado [—a, a]. T
Funcion par

1. Sifes una funcion par, entonces I (’L) dx =2 J I (1) dx t

—a 0 4

2. Sifesuna funcion impar, entonces J flx)dx =0 T

RECORDAR...

C artﬂgﬁna9 9 LLAMA O ENVIA WHA.TSAPP: 68

o b com 37
Si la mformamomemntem
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Integracion de funciones trascendentes:
Funcidn logaritmo natural

DEFINICION DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL

La funcion logaritmo natural se define como

In .x:ZJ ldr._ x > 0.
1 1

El dominio de la funcion logaritmo natural es el conjunto de todos los numeros reales
positivos.

Cartagcna99 _




Integracion de funciones trascendentes:
Funcion logaritmo natural Il

RECORDAR...

d u’
a’x[lnl x|] = y E[ln|u|] =

REGLA DE LOGARITMO PARA INTEGRACION

Sea u una funcion derivable de x.

1. Jl dx = In|x| + C 2. Jl du = Inlu| + C
X u

CLASES PARTICULARES UTORIAS TECNICAS ONLINE

Como du = u’ dx, la segunda formula también puede expresarse como:
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONII__ NE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

C artagcna9 0
L OR WHATSAPP:689 45 44 70
Si Ia mforma:emmemntem




Integracion de funciones trascendentes:
Funcion logaritmo natural Il

Ejemplo: cambio de variable con la regla del logaritmo

2x
———dx
f (x + 1)2
Sisetomau=x+1,entoncesdu=dxyx=u-1
2x — 2(” _ 1) Sustituir.
f(x + 1)? dx = f u’ du
— (i — L) du Reescribir como dos fracciones.
u> u?
=7 @ — 21;/;2 du Reescribir como dos integrales.
u
u-! .
= 2 In|u| — 2(_—1) +C Integrar.
CLASES PARTICULARES, TU'I('SOBQIAS TECNICAS ONLINE

Cartagena99 _
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Integracion de funciones trascendentes:

Funcidn logaritmo natural IV

Con la regla del logaritmo, se puede completar el conjunto de reglas basicas de

integracion trigonométrica:

Integrales de las seis funciones trigonométricas basicas

r

r

Cartagena99

Artlcu?o 17911

senuu du = —cosu + C cosu du = senu + C
J J
i~ i~
tan u du = —In|cos u| + C cot u du = In|senu| + C
J J
i~ i~
sec u diu = ln|f~;.ec u + tan u| + C csc u du = —ln|c5c u + cot u| + C
E

CLASES PARTICULARES, TUTOBQIAS TE7CNICAS ONLINE
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Integracion de funciones trascendentes:
Funcion logaritmo natural V

Ejemplo: Encontrar un valor promedio utilizando la regla del logaritmo en funciones
trigonomeétricas

Encontrar el valor promedio de f(x) = tan x en el intervalo [0, t/4]

| /4 p

= tan x da
(77/4) 0 . an x dx
4

Valor

promedio

rb
, |
Valor promedio = P J f(x) dx.

Simplificar. "

4

ar

/4
— tan x dx
T Jo

[—lncosx}

4

2

/4
[ntegrar.

f(x) =tan x

Valor promedio = 0.441

4l (2
1
Cartagena99 _
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Integracion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e

REGLAS DE INTEGRACION PARA FUNCIONES EXPONENCIALES

S1 u es una funcion derivable de x.

1. fexd.}: =e*+ C 2. f.«:a”du =e"+ C

Ejemplo: Cilculo de dreas acotadas o delimitadas por funciones exponenciales

f 0 [e*cos(e¥) ] dx sen(e-’f)]0 x ul

—1 — y =e*cos(e’)

=senl — sen(e™!) = /\

CLA SES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689

ONL NE PRIVATE LESSONS %F%OSCIENCE STUDENTS

Carta genaQg
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Integracion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e //

Si el integrando contiene una funcion exponencial en una base distinta de e, hay dos
opciones:

1. Pasar a base e usando la férmula a* = ellnalx

2. Integrar directamente:

|
In a

= (Lo + ¢

Ejemplo: Integracién de una funcién exponencial en una base distinta

ol 1 |
Cartagena99 _
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Integracion de funciones trascendentes:
Funciones trigonométricas inversas

RECORDAR...
4 larcsenx]| = S — 4 [arccos x| = SN
dx [—x2 ° dr [— 2

INTEGRALES QUE INVOLUCRAN FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Sea u una funcion derivable de x, y sea a > 0.

[ du i du | u
I | —— =arcsen— + C 2. 3 5 = —arctan— + C
) Ja® — 2 a a* + u a a
( du ] u
3. 5 5 = —arcsec u + C
Judu® —a a a

Ejemplo: completar el cuadrado y usar funciones trigonométricas inversas

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena99

ON NE PRIVATE LESSONS O SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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RESUMEN de las reglas bdsicas de integracion (a > 0)

1. jkf(u) du = kjf(u) du 2, j[ Fu) + g(u)] du = ff(u) du + jg(u) du
3. Jdu=u+C nu’:ll n¥* —1

etdu=e*+C

5. J@ = In|u| + C 6.
"

7.

+ C 8.

senu du = —cosu + C
9.
sec u du = In|secu + anu| + C

13. |cscudu = —In|escu + cotu| + C 14. |sec’udu =tanu + C

cscludu = —cotu + C 16. |secutan udu = secu + C

Jcosudu =senu + C 10. Jlanudu = —In|cosu| + C
11. Jcoludu—ln|senu|+c 12. J

Cartagena99 _
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Integracion de funciones trascendentes:
Funciones hiperbdlicas

INTEGRALES DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

Sea 1 una funcion derivable de x.

.
J cosh u du = senhu + C fsenhu du = coshu + C
[ [
J sech? udu = tanhu + C _J sech utanh u du = —sechu + C
[ [
_J csch?udu = —cothu + C _J cschucothudu = —cschu + C
Ejemplo:
1
cosh 2x senh? 2x dx = [ (senh 2x)*(2 cosh 2x) dx = senh 2x

CLASES PARTICULARES, UTORI S TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagcna99 >
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Si Ia mformam@momntem




Integracion de funciones trascendentes:
Funciones hiperbdlicas Il

INTEGRACION DE FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

Sea i una funcion derivable de x.
du 5 5
—= ln(u + Justa ) + C
JUur + a?

du _lld+u
az—uz_Zan

+ C
a— u

J du ___lnaJrJ?iu? s
U/ a* + u? a |uf
Ejemplo:
[ dx _ [ 3 dx [ du
y/4 — 0y2 (3v)./4 — Qy2 uJa> — y? A Al

BQIAS TECNICAS ONLINE

C 3ft3gena9 9 LLAMA O ENVIA WHA_.T_SAPP: 89 454470
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Adaptacion de integrandos a las reglas basicas de integracion

Para resolver cualquier problema de integracion es necesario plantearse...
équé regla basica de integracion usar? > ADAPTAR LOS INTEGRANDOS

Procedimientos para adaptar los integrandos a las reglas basicas

Técnica

Ejemplo

Desarrollar (el numerador).

Separar el numerador.

Completar el cuadrado.

Dividir la funcién racional impropia.

Sumar y restar términos en el numerador.

Usar identidades trigonométricas.

Multinlicar v dividier nor al fanineg

Cartagena99

@pcom

Artlcu?o 17911(1! dailey

A

(L+e)2=1+ 2e* + e

1 +x | X
2+l 2+1 . 2+
L 1
V=32 1=k -1)?
x2 l |
x4+ 1 2+ 1
2 2x+2-2 _ 2x+72 2
2+2x+1 2+ +1 2+ +1 (x+ 17
cot?x = csc?x — 1
nﬂ.mmﬁp 1 ([ 1 \(l—=senx| 1 —senx
CLASES P TICULARES, UTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMAOE IA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONL NE PRIVATE LESSONS

FOR SCIENCE STUDENTS
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I gﬁ n 49
Si la |nf0rmaamﬁromnten|




Adaptacion de integrandos a las reglas basicas de integracion Il

Ejemplo: Una sustitucién del tipo a? — u?

| 7=
- dx
J16 — x°

El radical en el denominador puede escribirse de la forma /a2 — u? = /42 — (x3)?

Se puede probar la sustitucion u = x3 > du = 3x% dx

X2 I 1 3x2 dx e L |
- X — — eescribir [a inteeral.
J16 — x° 3] V16 — (x?)? N
| f du Sustitueid .
= — SUSsttucion: 4 = x.
3 ) J4% — y?
1 u
= = arcsen— + C Ref‘f]’l del arcoseno.
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena99

ONLINE PRIVATE LESSONS IZOF%OSCIENCE STUDENTS

I %E?W&%Q‘ & 50
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Adaptacion de integrandos a las reglas basicas de integracion lll

Ejemplo: Una forma disfrazada de la regla de la potencia

f (cot x)[In(sen x) | dx

Considerando dos opciones para u: u = cot x y u = In (sen x), se puede ver que la opcidn
apropiada es la segunda ya que:

COS X

u = In(sen x) y du = dx = cot x dx.
SCNn X
f (cot x)[In(senx)] dx = f u du Sustitucion: # = In(sen x).
2
u
= 5 + C Integrar.

C S S PARTICULARES, UTORIAS TECNICAS ONLINE
A O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Integracion por partes

La técnica de la integracion por partes es particularmente util en integrandos que contengan
productos de funciones algebraicas y trascendentes

INTEGRACION POR PARTES

d - - dv du
: : : —luw|=u—+v—=uv’ +vu’
Siu y v son funciones de x y tienen dx" - dx dx

derivadas continuas, entonces —> f'
uy = W’dx-l—fvu’dxqudv-l-fvdu
udv =uv — |vdu J

Estrategia para integrar por partes

1. Intentar tomar como dv la porcién mas complicada del integrando que se ajuste
a una regla bdsica de integracién y como u el factor restante del integrando.

Intentar tomar como u la porcion del inteerando cuva derivada es una funcion

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagéna99

ON NE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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Si la mformamomemntem
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Integracion por partes Il

Resumen de integrales comunes utilizando integracion por partes

1. Para integrales de la forma

jx” e dx, j x" sen ax dx, 0 jx” cos ax dx

seau = x"y seadv = e™ dx, sen ax dx, o cos ax dx.
2. Paraintegrales de la forma

jx” In x dx, fx” arcsen ax dx, 0 Jx” arctan ax dx

sea u = In x, arcsen ax, o arctan ax y sea dv = x" dx.
3. Para integrales de la forma

[e“"‘ sen bx dx 0 e?

Cartagena99 _
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Integracion por partes lll

Ejemplo: Un integrando con un solo factor y

1
f arcsen x dx (1.Z)
0 x| 2
2 y = arcsen x
dv = dx > v = fdx =X
u = arcsenx [ > du = ,
_ X2 i x

Utilizando la integracidn por partes tenemos que:

El area de la region es aproximadamente
0.571

l

‘Lw--L 1 ..2—|_7_T_1~n<'71
S PARTICULARES, TU %%BQIAS LECNICAS ONLINE

Cartagcna99 e
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Integracion por partes IV

Ejemplo: Integraciones sucesivas por partes

fﬁ senxdy = —x2cosx + 2xsenx +2cosx + C

Los factores x? y sen x son igualmente faciles de integrar. Sin embargo, la derivada de x?> es mas
sencilla, por lo que elegimos la opcidén u = x?

dv =senxdx [ > y = fsenxdx = —COS X #

fxzsenxdxz —x2cosx + f2xcosxdx
u=x? > du = 2xdx

La integral de la derecha aun no se adapta a una regla basica de integracion. Para evaluar esta
integral, aplicamos de nuevo la integracion por partes, con u = 2x

Cartagena99 _
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Integrales trigonomeétricas:
Integrales que contienen potencias de seno y coseno

Para evaluar integrales de este tipo, (m, n = 0) es necesario intentar separarlas en combinaciones de
integrales trigonomeétricas a las que pueda aplicarse la regla de la potencia

J sen” xcos" xdx y j sec” x tan” x dx

Estrategia para evaluar integrales que contienen senos y cosenos

1. Si la potencia del seno es impar y positiva, conservar un factor seno y pasar los factores restantes a cosenos. Entonces,
desarrollar e integrar.

Impar Convertir a senos Conservar para du
= ——— e
sen®*1xcos” xdx = | (sen?x)*cos”xsenxdx = | (1 — cos® x)fcos” x sen x dx

2. Si la potencia del coseno es impar y positiva, conservar un factor coseno y pasar los factores restantes a senos. Entonces,
desarrollar e integrar.

Impar Convertir a senos Conservar para du
— e
fsen’” xcosktlxdx = fsenm x(cos?x)* cos xdx = |sen” x (1 — sen® x)fcos x dx

3. Si las potencias de ambos son pares y no negativas, usar repetidamente las identidades.

1 — ~mo Ve —_— 10 o D

CLASES PARTICULARES, U ORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Integrales trigonomeétricas:
Integrales que contienen potencias de seno y coseno |l

Ejemplo: La potencia del seno es impar y positiva (caso 1)
jserﬁ x cos* x dx

Ya que se espera usar la regla de la potencia con u = cos x, se conserva un factor para formar du
y se convierten los factores del seno restantes a cosenos

Jserﬁ xcos*xdx = Js;en2 x cos* x(sen x) dx Reescribir,
= j(l — cos? x) cos* x senx dx Identidad trigonométrica.
= j(cosf‘ x — cos® x) sen x dx Multiplicar.
= jcosﬂf xsenxdx — fcosﬁ xsenxdx  Reescribir
[ [
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena99 _

Artlcu?o 17911



Integrales trigonomeétricas:
Integrales que contienen potencias de secante y tangente

Bobrhob com

Artlcu?o 17glfd dJarley de

Si la mformamomemntem

: 3 . sec” x tan" x dx
Estrategia para evaluar integrales que contienen secante y tangente

I. Si la potencia de la secante es par y positiva, conservar un factor secante cuadrado y convertir los factores restantes a
tangentes. Entonces desarrollar e integrar.

Par Convertir a tangentes Conservar para du
/A \ 'a % - A—\
f sec** ytan” x dx = | (sec? x)*~! tan” x sec> x dx = f (1 + tan®x)*~! tan” x sec? x dx

2. Si la potencia de la tangente es impar y positiva, conservar un factor secante tangente y convertir los factores restantes a
secantes. Entonces desarrollar e integrar.

Impar Convertir a secantes Conservar para du

~ Ay — v ~
J sec™ x tan-“+I xdx = f sec” ! x(tan® x)*sec x tan x dx = f sec”™ ! x(sec? x — 1)*secx tan x dx

3. Si no hay factores secantes y la potencia de la tangente es par y positiva, convertir un factor tangente cuadrado a secante
cuadrado. Entonces desarrollar y repetir si es necesario.

Convertir a secantes

-~ — A

J tan” x dx = ftan"'z x(tan? x) dx = f tan” 2 x(sec? x — 1) dx

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689
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Integrales trigonomeétricas:
Integrales que contienen potencias de secante y tangente Il

Ejemplo: La potencia de la tangente es impar y positiva (caso 2)

tan X

~ SC€C X

Debido a que se espera usar la regla de la potencia con u = sec x, se conserva un factor de
(sec x tan x) para formar du y se convierten los factores tangentes restantes a secantes

-
\t/ag J (sec x) /% tan® x dx
sec X
-
_ | (sec x)~3/2(tan? x)(sec x tan x) dx
[

= | (sec x)7¥2(sec?x — 1)(sec x tan x) dx

Cartagena99 _
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Integrales trigonomeétricas:
Integrales que contienen los productos seno-coseno de angulos diferentes

En estos casos, es util utilizar las identidades de producto — suma

|
sen mx sen nx = E(COS [(m — n)x] — cos[(m + n)x])
sen mx cos nx = %(sen[(m — n)x] + sen[(m + n)x])
COS MX COS NX = %(cos [(m — n)x] + cos[(m + n)x])

Ejemplo: Uso de la segunda identidad del producto-suma

fsen S5xcosdxdx = éf(senx + sen 9x) dx

| COS 9x) L C

9
ES PARTICULARES, TUTORIAS T NICAo ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7
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Sustituciones trigonométricas:
Sustituciones trigonomeétricas para evaluar integrales

Sabiendo evaluar
integrales que
contienen potencias de
funciones
trigonométricas...

!

es util utilizar

sustituciones
trigonométricas para
evaluar integrales que

contienen cierto tipo de

Cartagena99

Artlcu?o 17911

SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS (a > 0)

1. Para integrales que contienen </ a> — >, sea

u = aseno. a
"
Entonces v a* — u* = a cos 6, donde i
—_ = =
w/2=60=7/2 —

2. Paraintegrales que contienen V'a* + u?, sea

u = atan 6.

Entonces v a* + u* = a sec 0, donde
—m/2<0<7w/2.

. . a
Para integrales que contienen /u*> — a*, sea

)

u = asecb.

! R 1{2 —(12

|6
Entonces a

C ASES PARTICULARES, UTORI S TECNICAS ONLINE
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Sustituciones trigonométricas:
Sustituciones trigonométricas para evaluar integrales Il

Ejemplo: sustituciones trigonométricas (caso 3) y transformacion de los limites de integracion

_ /XZ _ 3 d Limite inferior Limite superior .
X A Cuandox = /3.sec 6 = 1 Cuandox = 2, sec 6 = ?
y6=20 -

yo=—

6

En este caso:

u=x, a=J3 y x = V3sech

dx = /3 sec Otan 6 db y Va2 —=3= /3tan#
Solucion:
jz Va2 =3 Iy = /% (/3 tan 6)( /3 sec O tan 6) dO
X 0 V3 sec O
[‘71'/6 "‘71'/6
= /3 tan? = (QE‘(‘z A — 1)df

C artagena9 9 ONLINE PRIVATE LE_S_S_ONS

LI
ALL OR WHATSAPP:689 45 4
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Sustituciones trigonométricas:
Sustituciones trigonométricas para evaluar integrales il

Las sustituciones trigonométricas pueden usarse para evaluar las tres integrales
listadas en el siguiente teorema:

FORMULAS DE INTEGRACION ESPECIALES (a > 0)

i
~ ~ l it
1. Ja* — urdu = 5({12 arcsen— + ua* — ”2) + C
] | a |

.
2. \fuz—ﬂfduz—(u u?—az—ﬂzlnu+\fuz—af)-i—(f, u > da

~

3. Jur + a2 du = %(u\fu? 4+ a2+ a?Inlu + Ju? + a2 ) + C

C S SPARTICULA ES, UTOBQI S TECNICAS ONLINE

Cartagcna99 A'O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Sustituciones trigonométricas:
Aplicaciones de las sustituciones trigonométricas

Ejemplo: Cilculo de la longitud de arco
Encontrar la longitud de arco de la grafica de f(x) entrex=0yx=1

fx) = 2

Se parte de la férmula para calcular la longitud de arco (s) y se integra utilizando las sustituciones

trigonométrica adecuadas:

Y
§ = Jo \/1 + [ f(x)]? dx  Férmula para su longitud de arco.
! fl) = 52
= V1 + x2dx fx) = x
JO |+
/4
= f sec® 0 dO Seaa = | y x = tan 6. ‘
0 1
1 /4 (1’ E)
::[SGC 6 tan 6 + In|sec 6 + tan 6| ; .y

C ASE SPART,ICULARES, UTORI S TECNICAS ONLINE
AMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Integrales impropias:
Introduccion a las integrales impropias

RECORDAR...
e La definicidn de integral definida requiere que el intervalo de integracion [a, b] sea finito

e El teorema fundamental del cdlculo, por el que se evaluan las integrales definidas,
requiere que f sea continua en [a, b]

e ¢CAmo se evaluan las integrales que no satisfacen estos requisitos?
INTEGRALES IMPROPIAS

o  Cualquiera de los dos limites de integracion son infinitos y/o

o ftiene un numero finito de discontinuidades infinitas en el intervalo [a, b]

NOTA: Una funcidn ftiene una discaontinuidad infinita en c si. nar la derecha o izauierda
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Integrales impropias:
Integrales impropias con limites de integracion infinitos

DEFINICION DE INTEGRALES IMPROPIAS CON LIMITES DE INTEGRACION INFINITOS

1. Si f es continuo en el intervalo [a, ©0), entonces

= b
f fx) dx = blir& f f(x) dx

2. Si f es continuo en el intervalo (—90, b], entonces

b b
f fx) dx = Egl f f(x) dx

3. Si f es continuo en el intervalo (—90, ©Q), entonces

ji f(x) dx = j _oo flx) dx + f .Oo £(x) dx

donde ¢ es cualquier niimero real.
Cartagena99 -
Si Ia mformam@memntem




Integrales impropias:
Integrales impropias con limites de integracion infinitos Il

Ejemplo: Una integral impropia divergente

oo b
— = |im — Tomar el limite b — ©0.
I X b—co l X
b
= lim | Inx Aplicar la regla log.
b—c0 I v )
| Diverge
= ilfm (11’1 b — O) Aplicar el teorema (drea infinita)
1—>C0 . .
fundamental del calculo.
= o0 Evaluar el limite.

| P :
Crta vAariAn nA ncatada +ioana 1

Cartagena99 -_




Integrales impropias:
Integrales impropias con limites de integracion infinitos Ill

Ejemplo: Usando la regla de L’Hopital con una integral impropia

foo (I — x)e “dx

En primer lugar, se usa la integracién por partes, condv=e*dxyu=(1-x)

f(l — x)e “dx = —e (1 — x) — fe-"dx = —e¢ ‘" +xe " +e "+ C=xe"+C

Después, se aplica la definicion de integral impropia

. . , N A ;
(1 _ ‘/‘C)e . dx — llm xXe A - llm _f —_— —0.03 +
| b—oc I bh—oo ev e

—0.06

Finalmente, se resuelve el limite utilizando la regla de L'Hopital ~0.09 y=(-xe*

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Integrales impropias:
Integrales impropias con discontinuidades infinitas

DEFINICION DE INTEGRALES IMPROPIAS CON DISCONTINUIDADES INFINITAS

1. Si f es continuo en el intervalo [a, b) y tiene una discontinuidad infinita en b,
entonces

b c
f fo) dx = 1im f #(x) dx.

2. Si f es continuo en el intervalo (a, b] y tiene una discontinuidad infinita en «,
entonces

b b
j flx) dx = im, j F(x) dx.

3. Si f es continuo en el intervalo [a, b], excepto para algin ¢ en (a, b) en que f
tiene una discontinuidad infinita, entonces

J flx dx—f f(r}dx+J flx) dx.

S P RTICULARES, UTORI S TECNICAS ONLINE
A O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Integrales impropias:
Integrales impropias con discontinuidades infinitas Il

Ejemplo:

Una integral impropia divergente

2 L2 | |
| 1 1
dx _ lim [—L] = lim (——-I——) = oo

0 X h—0+ x?

Discontinuidad infinita

Ejemplo: en x = 0

Una integral impropia con una discontinuidad infinita

L, | 1
dx 2/3
— = | U3 gy = 1§ AT

o Ix L ¥ Fax = lim, [2/3],,
3 .
Cartagena99
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Integrales impropias:
Integrales impropias con discontinuidades infinitas Il

Ejemplo: Una integral doblemente impropia

o Vx(x+ 1)
Esta integral tiene un limite de integracion es infinito y el integrando tiene una discontinuidad infinita
en el limite exterior de integracion

Para evaluar la integral, se elige un punto conveniente (por N ]
' Area de la region

ejemplo x = 1), se reescribe la integral como suma de dos NP
infinita=m

integrales, se integra y se toman los limites oportunos

F’ dx :f dx N © dx
o Vxle+ 1) Jo e+ 1) ) Va4 1)
= Iim [2 arctan .ﬁ] + lim [2 arctan \/E}

b—0"+ b c—00

AS TECN
45 4470
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Area de una region entre dos curvas:
Bases para el calculo del drea de una regidn entre dos curvas

AREA DE UNA REGION ENTRE DOS CURVAS

Sify g son continuas en [a, b]y g(x) < f(x) para todo x en [a. b], entonces el area de
la region acotada por las graficas de fy g y las rectas verticales x = ay x = b es

= f [/ (x) = g(x)] dx.

1An- Rectingulo representativo
Demostracion: Altura: 103 — gt
T . o , Anchura: Ax
Se puede dividir el intervalo [a, b] en n subintervalos de anchura Ax y y ARCQHE: AL

trazar un rectangulo representativo de anchura Ax y altura f(x;) — g(x;)
donde x; es un punto del i-ésimo intervalo

AA, = (altura)(anchura) = | f — o(x)]Ax flx)
S PARTICULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Area de una region entre dos curvas:
Area de una regién entre curvas que se intersecan

Ejemplo: Curvas que se intersecan en mas de dos puntos
Hallar el area de la regiéon comprendida entre las graficas de f(x) = 3x® —x?2 — 10x y g(x) = -x? + 2x

Es necesario igualar f(x) y g(x) para encontrar las intersecciones

x) < flx x) < g(x
30 — 2 — 10r = —2 1 2x levalar f(1) a g(1), g <f(x) . J0) < g(x) ‘.
3x — 12x =0 Escribir en forma general. :
3xx —2)(x+2)=0 Factorizar. |
x=-2,0,2 Despejar para x. :
g(x) < f(x) en el intervalo [-2, 0] y f(x) £ g(x) en el intervalo [O, 2] (2’-0);5
0 2
A= J Lf(x) — g()]dx + f Lg(x) — f(x)] dx l
-2 0
K [ ’ Se necesitan dos
3x3 — 12x) dx + 3x3 + 12x)dx ”
( Jdv+ | (=3¢ + 120 , o
CLASES PARTICUL RES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Area de una region entre dos curvas:
Area de una regién entre curvas que se intersecan Il

Ejemplo: Rectangulos representativos horizontales

Encontrar el area acotada por las graficadex=3—-y?yx=y+1

Consideramos g(y) =3 —y?y fly) =y + 1 > interseccioneseny=-2, y=1

fly) £ g(y) en el intervalo considerado, por lo que:

i

f— J b ] b ] ‘/1 _l - _1 ! |
-2
g =3-»?
.3 ) | / J / Ax y=—+3-x
— Y — (-1,-2) (-1,-2)

9 2 Rectangulos horizontales (integracion Rectangulos verticales (integracion con
con respecto a y) respecto a x)
A

S PARTICULARES TUTORIAS TE%NICAS ONLINE
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Area de una region entre dos curvas:
La integral como un proceso de acumulacion

La integral para calcular el area entre dos curvas se ha desarrollado utilizando un rectangulo
como elemento representativo:

A = (altura)(ancho) = AA =[f(x) — g(x)] Ax = A= J [ F(x) — g(x)] dx

A PARTIR DE AHORA...

Para cada nueva aplicacion de la integral que estudiemos, el proceso sera similar:

. Se construira un elemento representativo adecuado a partir de las férmulas previas al calculo
que ya se conocen

. Cada formula de integracion se obtendra sumando estos elementos representativos

c 3rtagcna9 9 LLAMA O ENVIA WHA.TSAPP;
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Calculo de volumenes:
Método de los discos

Si una regidon en el plano gira alrededor de una recta, el sélido resultante es un soélido de
revolucidn, y la recta se llama eje de revolucion

Ejemplo sencillo: Volumen de un disco de radio Ry anchura w > nR?w
Volumen de un sdlido general de revoluciéon usando el método de los discos:
1. Considerar un solido de revolucion formado al girar una region plana alrededor de un eje

2. Considerar un rectangulo representativo de la region plana = si el rectangulo representativo
gira alrededor del eje genera un disco representativo cuyo volumen es: AV = nR? Ax

3. Aproximar el volumen del

Rectangulo . Disco

. Eje de
representativo - o
[ revolucion

]

representativo

sdlido por el de los n discos
de anchura Ax y radio R(x;) R{
y llevar al limite:

Region plana

PARTICULARES, TU'I('SOBQIAS TECNICAS ONLINE
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Calculo de volumenes:
Método de los discos i

Esquematicamente, el método de los discos se entiende como:

Formula Elemento Nueva formula
conocida representativo de integracion

Sélido de revolucion

> AV=aRx)PA > - . J‘ b[R(JC)]z dx

Volumen del disco
V = 7R?*w

NOTA: también puede usarse un eje de revolucién vertical

o e d Ve [“IROP dy
_\\QXJ —_— ‘I‘
//fl
T ’/
|\ -‘;,
R(x) .

Artlcu?o 17911



Calculo de volumenes:
Método de los discos lli

>
Ejemplo: Eje de revolucion alrededor de una recta que no es ! =2
un eje de coordenadas Regiog plane.2 g =
Encontrar el volumen del sdlido formado al girar la regién \ R(x)
g
acotada por f(x) =2 -x?y g(x) =1 alrededorde larectay =1 "i N A
Bje de < ofw |
Al igualar f(x) y g(x) se determina que las dos gréaficas intersecan \revolucion i 8
cuando x = + 1 > para encontrar el radio R(x) es necesario » e
restar g(x) de f(x): ;
_ _ (9 y2) 1 =1 — 2 Sélido de 4
R(X) —f(X) g(X) - (2 X ) 1=1-x revolucion
Finalmente, se integra entre -1y 1:
b 1 B &
[ [R(x)]? dx = 17[ (1 — x?)?dx v

S PARTICULARES, TUTOBQIAS TECNICAS ONLINE
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Calculo de volumenes:
Método de los discos IV

Método de las arandelas (anillos): generalizacién del método de los discos para cubrir

solidos de revolucion huecos "

e Volumen de la arandela (radio exterior R, radio interior r) > n (R?—r?) w

b
e  Volumen del sélido de revolucién: V = J‘ ([RC)P — [r(x)]?) dx o) }"

Eje de revolucion

Ejemplo: integracidn con respecto a y, con dos integrales

Sélido de
revolucion

Encontrar el volumen del sélido formado al
girar la regidén acotada pory=x>+ 1,y =0,
x=0yx=1alrededor del eje y

\..‘;
. 'S

Cartagena99 _
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Calculo de volumenes:
Método de los discos V

SAlidos con secciones transversales conocidas:

Con el método de los discos se puede encontrar el volumen de un
solido teniendo una seccidn transversal con area conocida
1/‘"
b - \\

1. Para secciones transversales de drea A(x) perpendiculares al eje x, Volumen = j A(x) dx

a

y=gx)

d
2. Para secciones transversales de drea A(y) perpendiculares al eje y, Volumen = | A(y)dy . e
- . 77 Lassecciones transversales son triangulos

equilateros
Ejemplo: Secciones transversales triangulares y
X X sty
- » 1 -
Basez(l——)—(—l+—)=2—x —
_ 2 . 2,
L_ V3 - 12
Alx) = A (2 — x)? > | xvariaentreOy2 <
CLAS ARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Calculo de volumenes:
Método de las capas

El método de las capas es un método alternativo para calcular el volumen de un sélido de
revolucidn > utiliza capas cilindricas

Ejemplo sencillo: volumen de una capa de un cilindro

J Considerar un rectangulo representativo de anchura wy altura h (p es la distancia entre el eje de
revolucion y el centro del rectangulo)

. Considerar que este rectangulo gira alrededor de su eje de revolucion formando una capa
cilindrica (o tubo) de espesor w cuyo volumen es:

Volumen de la capa

= (volumen del cilindro) — (volumen del hueco)

\2 \2
=W(p+%)h—w(p—% h
[ CL

c 3rtagcna9 9 LLAMA O ENVIA WHA.TSAPP;
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Calculo de volumenes:
Método de las capas Il

Volumen de un sélido general de revolucidon usando el método de las capas:

1. Considerar un rectangulo horizontal de anchura Ay h(y)
dg
2. Considerar que la region plana gira alrededor de una \
recta paralela al eje x > el rectangulo genera una -~ . pAy

p(y) {

capa representativa cuyo volumen es:

AV = 2| p(y)h(y)] Ay

3. Aproximar el volumen del solido por n capas de
espesor Ay, de altura h(y;) y radio medio p(y;) y llevar
al limite:

Eje de
\ - revolucion

Volumen del sélido = lim_ 2772 [p(y)h(y;)] Ay
CLASES PART|CULARES
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Calculo de volumenes:
Método de las capas il

Ejemplo: Uso del método de las capas para encontrar un volumen

Encontrar el volumen del sélido de revolucion formado al girar la regidon acotada por la gréfica de

x=e¢7Y yelejey(0<y< 1) alrededor del eje x

El eje de revolucidn es horizontal, por tanto, para utilizar el método de las capas, hay que usar un
rectangulo representativo horizontal

La anchura Ay indica que y es la variable de integracion

La distancia al centro del rectangulo del eje de revolucidon es p(y) =y I -

d | , Ay
=2m f p((y) dy = 27 J e~ dy ; J - \
0 aria ) hiv)=e ~y?

yv
CL S SP TICULARES, TUTOBQIAS CNICAS ONLINE
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Calculo de volumenes:
Comparacion de los métodos de los discos y las capas

Los métodos de los discos y de las capas pueden distinguirse porque:
e En el método de los discos, el rectangulo representativo siempre es perpendicular al eje

de revolucidn
e En el método de las capas, el rectangulo representativo siempre es paralelo al eje de

revolucidn
v ; -, i ¥ d K
y V:an{Rz—rz}'\d_v. A y V=2 |Tphodv
’ d|--- h
Ay,
ey
|
P :
cl--4-=
h
-1 X - X
Eje de revolucion Eje de revolucion Eje de revolucion Eje de revolucion

CLASES PARTICULARES, UTORIAS TECNICAS ONLINE
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Calculo de volumenes:
Comparacion de los métodos de los discos y las capas Il

Ejemplo: Caso en que es preferible el método de las capas

Encontrar el volumen del sélido formado al girar la regidén acotadapory=x>+1,y=0, x=0yx=1
alrededor del eje y

e Al resolver este mismo ejemplo con el método de las

arandelas vimos que eran necesarias dos integrales para
determinar el volumen del sélido

e Si aplicamos el método de las capas, solamente es px) =x
necesaria una integral para encontrar el volumen RSP R

b |
V= 277J p(x)h(x) dx = Zﬁf x(x2 + 1) dx
a 0 L I
CTASES PARTICULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE |
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Momentos, centros de masa y centroides:
Masa

La masa es una medida de resistencia de un cuerpo al cambiar su estado de movimiento, y
es independiente del sistema gravitatorio particular en el que se encuentre

TABLA DE MEDIDAS DE MASA Y FUERZA Y FACTORES DE CONVERSION:

Sistema Medida
de medida de masa Medida de fuerza
Estados Unidos | Slug Libra = (slug)(pies/s®)
Internacional Kilogramo Newton = (kilogramo)(m/s2)
C-G-S Gramo Dina = (gramo)(cm/sz)
Conversion:
I libra = 4.448 newtons | slug = 14.59 kilogramos
1 newtan = MRJmes—l_lalomm.o___ﬂ_ﬂﬁ lno
I i 0 CLASES PARTICULA ES, UTORIAS TECNICAS ONLINE
C t na LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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Momentos, centros de masa y centroides:
Centros de masa

Centro de masa de un sistema unidimensional

El momento de la masa m sobre el punto P, siendo x posiciéon de m respecto a P, es:

Momento = mx

Para generalizar esta definicion, se puede introducir una recta de coordenadas con el origen en el
punto de apoyo = la tendencia del sistema a girar sobre el origen es el momento respecto al
origen, y se define como:

My =mx; + myx, +- - -+ mx, | ] ] } ] U ! X
X
2

(P
N/ N/

0

Si M, = 0 el sistema esta en equilibrio > para un sistema que no esta en equilibrio, el centro de
masa es el punto en el que hay que colocar el punto de apoyo para lograr el equilibrio

N momento del sistema
S PARTICULARES, TU_T60§|AS £E7%NICAS ONLINE
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Momentos, centros de masa y centroides:
Centros de masalll

MOMENTOS Y CENTROS DE MASA: SISTEMA UNIDIMENSIONAL

Sean las masas puntuales m, m,, . . ., m, localizada en x,, x,, . .., x,.

1. El momento respecto del origen es M, = m;x;, + myx, + ...+ m x, .

M,
2. Elcentrode masaesx = W donde m = m; + m, + ... + m, esla masa total

del sistema.

Ejemplo: Centro de masa de un sistema lineal (unidimensional)

.Ir”] HF.E .er._-é IH'_,I_
0)———+—+—+(15—+——+—+G—+——+—([0)—+—+—=
{19 &/ 2 Y

-5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

M, = mx; + m,x, + myx; + m,x, = 10(-5) + 15(0) + 5(4) + 10(7) = 40
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Momentos, centros de masa y centroides:
Centros de masa lll

Centro de masa de un sistema bidimensional

El concepto de momento se puede extender a dos dimensiones considerando un sistema de
masas localizado en el plano xy en los puntos (x;, v;), (x5, ¥,), ... (x,, y,) > se definen dos
momentos, uno con respecto al eje x y otro con respecto al eje y

MOMENTOS Y CENTRO DE MASA: SISTEMA BIDIMENSIONAL

Sean las masas puntuales m;, m,, . .., m,, localizadas en (x, y)), (x5, y2), . . .,
(X V)
1. El momento respecto al ejey es M, = mx; + mpx, + ...+ m,x,. L Y22
2. El momento respecto al ejex es M, = my, + myy, + ... +m,y,. "_
3. El centro de masa (x, y) (o centro de gravedad) es
|
_ M M, | S
= y Y= | P
CLAS
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Momentos, centros de masa y centroides:
Centros de masa IV

NOTA: En general, el momento sobre una recta es la suma del producto de las masas y las
distancias dirigidas de los puntos de la recta

Momento = ml(}"l —b) + mz(}’z - b))+ -+ m”(y” — b)  Recta horizontal y = b.

Momento = m(x;, — a) + my(x, —a) + - - -+ m(x, —a)  Rectavertical x = a.

Ejemplo: Centro de masa de un sistema bidimensional

Encontrar el centro de masa de un sistema de masas puntuales m;, =6, m, =3, my=2ym, =9

localizadas en: (3, -2), (0, 0), (-5, 3) y (4, 2) ¥
n. =2 A
m =6 43 +2 49 =20 "o i m, =9
M, =6(3) +3(0) +2(=5) +9(4) = 44 5. 3) 2T O
M = 6(-2) +3(0) +23) +92) =12 (0. o T, =3 (4,2)
———®——F——1—
Por lo que: -5 -4 -3 2 -1 1 3 4

Cartagena99 _
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Momentos, centros de masa y centroides:
Centros de masa V

Centro de masa de una lamina plana (punto de equilibrio)

La masa de una region plana de densidad uniforme p, limitada por las graficas de y = f(x), y = g(x) vy
a <x< b (siendo fy g continuas tal que f(x) = g(x) en [a, b]) es:

b
= (densidad )(drea) = pf [ f(x) — gx)]dx = pA
e}
Para encontrar el centro de masa de la lamina, se divide el intervalo Ax f
. . SO () T e
[a, b] en n subintervalos de igual Ax - para el i-ésimo intervalo:
m, = (densidad)(drea) = p [ fx,) ] Ax i |- . * | 3)
Denmdad Altura Ancho E :g
: _"Tx (x;) :
Considerando esta masa localizada en el centro (x, y,) del : 1 8L : )
rectangulo, la distancia dirigida del eje x a (x, y) es a i b
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Momentos, centros de masa y centroides:
Centros de masa VI

Centro de masa de una lamina plana (punto de equilibrio)

Al sumar los momentos y tomar el limite tenemos que:

MOMENTOS Y CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA PLANA

Sea [ y g funciones continuas tal que f(x) = g(x) en [a, b], y considerar la lamina
plana de densidad uniforme p limitada por las graficas

=f),y=gx)ya=x=b.

=

1. Los momentos respecto al eje x y y son

szpj 0 ) — gl

M, =p j A fx) = glo)] dx.

a

M M
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Momentos, centros de masa y centroides:
Centros de masa Vi

Ejemplo: Centroide de una region plana

NOTA: El centro de masa de una lamina de densidad uniforme sélo depende de la forma de
la lamina y no se su densidad. En estos casos, el punto (X, y ) se lama centroide de la region

Encontrar el centroide de la region limitada por las gréficas de f(x) =4 —x?y g(x) =x + 2

Las dos graficas se cortan en los puntos (-2, 0) y (1, 3), por lo -
7 e 7 ) L) ‘ — —_ ‘ Jk ~ — - 2
que el drea de la regién que delimitan es: Jx)=4-x §(x) = x +
|

A=f2[f(x>—g(x)]dx=f 2 - x—x)dx ==

-2

\O

- - ®
El centroide de esta regidn, se calcula entonces como: S+

x=%f = 6 = (x + 2)]dx = —

-2
c artagcna9 9 ONLINE PRIVATE LE_S__S-ONS IZOF%OSCIENCE STUDENTS
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Resumen

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...

. Escribir la solucion general de una ecuacion diferencial @
. Usar |la notacidn de la integral indefinida para las antiderivadas o primitivas

. Utilizar las reglas de la integracion basicas para encontrar antiderivadas

. Encontrar una solucion particular de una ecuacion diferencial

. Emplear la notacion sigma para escribir y calcular una suma

. Entender el concepto de area

. Aproximar el area de una region plana

. Determinar el area de una regidn plana usando limites

. Entender la definicion de una suma de Riemann

. Hallar una integral definida utilizando limites

. Calcular una integral definida utilizando las propiedades de las integrales definidas

° Fualitar iina intacral
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Resumen |l

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...

. Entender y utilizar el segundo teorema fundamental del calculo @

. Entender y utilizar el teorema del cambio neto

. Utilizar el reconocimiento de patrones para encontrar una integral definida

. Emplear un cambio de variable para determinar una integral definida

. Utilizar la regla general de las potencias para la integracidn con el fin de determinar una
integral definida

. Calcular la integral definida que incluya una funcion par o impar

. Integrar las principales funciones trascendentes

. Utilizar los procedimientos adecuados para adaptar integrandos a las reglas basicas de
integracion

. Encontrar una antiderivada o primitiva usando la integracion por partes

Resolver integrales trigonomeétricas que contengan potencias de seno v coseno, potencias
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Resumen lli

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...

Cartagena99

Artlcu?o 17911
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Usar las integrales resueltas a partir de sustituciones trigonométricas para
formular y resolver aplicaciones de la vida real

Evaluar una integral impropia que tiene un limite de integracion infinito
Evaluar una integral impropia que tiene una discontinuidad infinita
Encontrar el drea de una region entre curvas que se intersecan usando
integracion

Describir la integracion como un proceso de acumulacion

v

Encontrar el volumen de un sdlido de revolucidon usando el método de los discos y de un

solido de revolucion hueco usando el método de las arandelas

Encontrar el volumen de un sdlido con las secciones transversales conocidas a partir de una

generalizacion del método de los discos
Entender la definicion de masa
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