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Escalares y vectores

@ Magnitudes electromagnéticas:

> Escalares: nidmero (+ unidades )
* Vop =4V, qg=-16-10719C, ...

» Vectores: médulo + direccién + sentido (+ unidades)
* E—O4qu/m F = 91924 N, .

47reo 2

Campo

Distribucién espacial de una magnitud (escalar o vectorial), que puede ser o no
funcion del tiempo

o Vup(z,y,2t) = zy + ytzV

o E(r,0,¢) = sinb e=3fri, V/m
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Nociones basicas de algebra vectorial

Médulo: || =
Direccién y sentido: 4, =

de tal forma que

o En coordenadas cartesianas, d = a, i, + ayiy + a1,

» Médulo: |d@| = /a2 + a2 + a?

@ _ aglgtayiytais

a A /a% +a§+a%

|= 8

@ Sea el vector @ {

Bl

» Direccién y sentido: i, =
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Suma y resta de vectores

@ Sean los vectores @ = gty + ayily + aU; y b = bytly + byty + b1,

@ Suma de vectores:

F. Alonso-Atienza 6 /50



Producto escalar

@ Sean los vectores @ = ay Uy + ayly + a,i, y b = bytly + bytly + b, U,

é’-g:|&’\|g|cost9ab:az-bw—i—ay-by—l—az-bz

o El resultado es un NUMEROQ!!!

-

> Representa la proyeccién de un vector (b) sobre
una direccién (@). Ej: b+ Uy = by

» Sid@ L b, entonces By =7/2 = a@-b=0

» Conmutativa: @-b=150-d

« Distributiva: @- (b+¢&) =d-b+a-¢c

A
4
v
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Producto vectorial

@ Sean los vectores @ = ay iy + ayly + a.il, Y b = bytly + bytly + b, U,

axb=

@||b] sin Oap iy,

o El resultado es un VECTOR!!!

» Médulo: |@ x b| = |@]||b|| sin Oas|
» Direccién: perpendicular al plano formado por @
yb

» Sentido: regla del sacacorchos
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Producto vectorial

@ Sean los vectores @ = agtiy + ayly + ayi, y b = by, + byt + b, U,

@ En coordenadas cartesianas el producto escalar puede calcularse a partir del
determinante:

U
X
SHll
I
)
8
)
<
S
n

= (ayb, — bya, )ty — (azb, — bya, )iy + (azb, — byay)u,

@ Propiedades:
» Anticonmutativa: @ x b = —b X @.
» Distributiva: @ X (b+¢&) =@ X b+d X ¢
» axa=0.
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Check your understanding
@ Boletin ejercicios tema 1
o Ejercicios apuntes

@ Ejercicios material complementario

P.S.: Los ejercicios pueden contener erratas en la solucidn.
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Sistemas de coordenadas

Dependiendo de la geometria del problema a resolver se utilizard uno de los
siguientes sistemas de coordenadas:

o Coordenadas cartesianas: (z,y, 2)
e Coordenadas cilindricas: (p, ¢, 2)
o Coordenadas esféricas: (7,0, ¢)
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Coordenadas cartesianas

|
am

@ Un punto P estd determinado por la
interseccién de tres planos perpendiculares:

| S E=a T = x1 = cte
I uy _ _

1 = cte
1

1

P P(xl ylz)

Y=y
z = z1 = cte

e Coordenadas: P, = P(x1,y1,21)

@ Un vector A puede representarse como:
A=A, + A, + A,
= Ay + Ay, + A,
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Coordenadas cartesianas

o Diferencial de longitud: desplazamientos diferenciales en cada una de las
direcciones

P(z,y,z) = P(z +dz,y + dy, z + dz)

z P(x+dx,y+dy,z+dz)

P(x,, - -
22 4t tgl{:dzﬁz ° P(a;y,z) — P(x—l—dwy,z) :>dl-1’ = dl'ﬁm

o P(x,y,z) = P(x,y+dy,z) = dl; = dyii,

di, = dxii,

dl, = dyi,

e P(x,y,z) = P(z,y,z +dz) = dl, = dzii,
/0 y

Al = dl, + dl, + dl, = dzi, + dyi, + dzi.
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Coordenadas cartesianas

o Diferencial de superficie: los desplazamientos generan distintas superficies
diferenciales, que pueden caracterizarse como:

dS, = dxdyi,
z | dy o z = cte. : dS, = dydzii,
% __dfy:d"dﬂy e y =cte.: dgy = dxdzi,
& ,/_ @ z =cte.: dgz = dxdyil,
dS, = dydzii,
/0 > dS = dydzi, + dzdzi, + drdyi,
X

@ Diferencial de volumen: los movimientos infinitesimales definen un volumen

infinitesimal
dv = dxdydz

Notese que dv es un escalar

15 / 50
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Ejemplo

Considere los puntos P(3,1,3) y P’(1,3,2) en coordenadas cartesianas. Calcule:
El vector 7 = O]

El vector 7 = OP’

El vector R = 7 — 17

Distancia de P a P’

El vector unitario ig

El producto escalar 7 7

El producto vectorial 7 x 7'
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Coordenadas cilindricas

@ Un punto P estd determinado por la
interseccién de tres superficies:

p=p1=cte, (0<p<o0)
¢ =¢1 =cte, (0<¢<2m)

z=2z =cte, (—00<z< )

o Coordenadas: P, = P(p1, ¢1,21)

o Un vector A est3 puede representarse en coordenadas cilindricas como:
A=A,+As+ A,
= Ayt + Agiiy + AU,
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Coordenadas cilindricas

o Diferencial de longitud: desplazamientos diferenciales en cada una de las
direcciones

P(p,¢,z) = P(p+dp, ¢ + do, z + dz)

z
P(p+dp,p+d@,z+dz)
R — e
P(p,¢,2) [ ai, o di, = dpii,
| o dly = pdil, (arco de circunferencial)
° dl; = dzi,
4 i, g
5 .
% d¢

dl = dl,, + diy + dI, = dpil, + pdi, + d=i,
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Coordenadas cilindricas

o Diferencial de superficie: ds = pdedzi, + dpdztiy + pdpddi,

dS, = pdpdg i,
dS, =dpdz, =
\"/. TYER e p=cte. : dS, = pddzii,
i ﬁpw aS,=pdpizii, o ¢ = cte. : dSy = dpdziiy

o z =cte.: dS, = pdpddii,

P

o Diferencial de volumen: | dv = pdpdpdz
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Relacidn coordenadas cartesianas-cilindricas

»Y
T ¢ P U
HU
y g,
Uy
\
X
Coordenadas Vectores unitarios
@ & =pcoso, y=pseno, z = z. Uy @y | d.
U, | cos¢ |sing | 0O
° p:\/;v2+y2,¢>:arctan(§’—ﬂ), Uy | —sing | cos¢ | O
z=z. i 0 0 1

F. Alonso-Atienza
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Ejemplo

Sea la funcién /T(p, ¢, z) = 3 cos P, — 2ptly + 2U,:
Q@ Evalde A en el punto P(4,60°,5)
@ Exprese P en coordenadas cartesianas

© Exprese Ap en coordenadas cartesianas
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Coordenadas esféricas

@ Un punto P estd determinado por la
interseccién de tres superficies:

r=ry=cte, (0<7r<o0)
=06, =cte, (0<O<m)
¢ =¢1 =cte, (0<¢<2m)

e Coordenadas: Py = P(r1,01,¢1)

o Un vector A est4 puede representarse en coordenadas esféricas como:
A=A+ Ag+ A¢
= A, i, + Aglly + A¢1_[¢
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Coordenadas esféricas

A
A
dry

rdf

#{]9

o Diferencial de linea:

p X P

pdo = rsen 0dp

dl = dr - @, +rdf - @y + rsen 0d¢ - i,

o Diferencial de superficie:

dS = r?sen 0dOd¢ - i, + rsenOdrde - Uy + rdrdf - iy
—_———

r=cte. O=cte. ¢p=cte.

e Diferencial de volumen: | dv = 72 sen 8drdfde
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Relacidn coordenadas cartesianas-cilindricas-esféricas

o Cilindricas-esféricas

A U Ty

1z >p
z=1rcost
p=rsend
=9

o Cilindricas-cartesianas

y S,
T = pcos¢
y = psen¢
2=z

x = rsenfcos ¢
y = rsen 6 sen ¢

z=1rcost
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Relacién vectores unitarios

7 _
A U= 7,
[ ., cilindricas-esféricas
g U, | Ug e
z i, | sinf | 0 cos
0/ g | cosf | O | —sinf
Ugp 0 1 0
P >p
»Y
z [0 P e cartesianas-esféricas
Uy Wl Uy @z
y 3T, U, | sinfcos¢ | sinfsing | cosf
U iy | cosfcosep | cosfsing | —sinf
Ug —sin ¢ cos ¢ 0
\/
X
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Campo escalar

@ Se define campo escalar U como una funcién escalar que asocia a cada
punto del espacio 7 un escalar:

U:RP >R

Notacién: U = U(F) = U(x,y,z) = U(p, ¢, 2)

U(r,0,¢)

@ Puede ser o no funcién del tiempo: U(7,t)

Ejemplos:
» T(z,y,z) = xyz + k, temperatura en el aula.
> A(z,y) : altitud geogréfica.
» V(z,y, z) : potencial eléctrico.

Representacién: superficies equiescalares tales que U(7) = cte.
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Representacion campo escalar
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Campo vectorial

Se define campo vectorial A como una funcién vectorial que asocia a cada
punto del espacio 7 un vector:

P :R> > R®

o Notacién: A = /_1'(77') = /T(:c,y, z) = Alp, 9, 2) = f_l'(r, 0,9)

Puede ser o no funcién del tiempo: A(7, )

Ejemplos:
> A(z,y, 2) = xyily — YUy + x2i.
» Campo gravitatorio terrestre
» Campos eléctrico y magnético

Representacién: lineas de campo
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Representaciéon campo vectorial

Campo de velocidades Campo magnético
Vi(z,y,2) B(z,y)
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Integral de linea

@ de un campo escalar U a lo largo de una curva C

z
Uu=U(
(@) P,

. & ¢ Py 00

! / Udl = lim g U,Al, =k

P Aly,—0
g n=1

e circulacién: ¢, A-dl

° dfsiempre positivo. Sentido en limites de
integracién

Q\
Q
<
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Ejemplo

Calcule la circulacién de F = z?i,, — zyid, — y*i, a lo largo del camino de la
figura
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Integral de superficie

@ de un campo escalar U en la superficie S

U®F)
s‘ //S Uds = A}q‘iio; U,AS,
/0 y

@ de un campo vectorial A en la superficie S se denomina flujo

ds -

A (I)Z//SA'dS
N
/0

@ Flujo mide la fuerza de un campo

y @ Convenio: ds sentido hacia fuera de una

4 superficie cerrada (encierra un volumen)

F. Alonso-Atienza
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Ejemplo

Calcule, por integracién directa:

@ El drea de una esfera de radio R

CR= : z 9ac
F. Alonso-Atienza

@ El area lateral de un cilindro de radio R y altura L




Integral de volumen

@ de un campo escalar U en un volumen V'

///‘/Udv— })ggOZU Av,

@ de un campo vectorial A en un volumen V

> Integral poco habitual
» El resultado es un vector
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Ejemplo

Calcule, por integracion directa, el volumen de:

@ Un cilindro de radio R y altura L
@ Una esfera de radio R

CR= : z 9ac
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Operadores espaciales

Operador nabla (coord. cartesianas)
0 0

0
V = iy + ~—iiy + —ils

ox dy 0z

@ Gradiente: VU — vector
@ Divergencia: V- A — escalar
© Rotacional: Vv x A — vector
© Laplaciano:
» Campo escalar: V2U =V - VU
2?u | 9%U

* H L0 U o U
En cartesianas: on2 T EIE +

82U
822

» Campo vectorial: V2A = V(V - A) = V x (V x A)
* En cartesianas: (V2A,, V2A,, V2A,)
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Operador nabla

o Coordenadas cartesianas

@ Coordenadas cilindricas

e 10, 0,
S op " poo L P

@ Coordenadas esféricas

G0l 1 0.
_8rur r80u9 rsinﬂ&bud}
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Gradiente

Definicion matemadtica, en cartesianas

ou_, oU_, 0U,
VU = %Uw aF 8—yuy I Euz

@ Intuicién: maxima derivada direccional en el punto considerado
» Direccién: en la que U crece mas rapidamente.

> Médulo: representa el ritmo de variacién de U en la direccién de dicho vector

gradiente

@ En otra direccién dl_: la tasa de variacién de U es: |dU = VU - di’

F. Alonso-Atienza
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Gradiente

o Coordenadas cartesianas

ou
oy

6_U
0z

— —

@ Coordenadas cilindricas

8U . 1 BU 6U
@ Coordenadas esféricas

SR RUEY. R
T T 90" T rsend 8¢u¢

F. Alonso-Atienza 42 / 50



Ejemplo

Calcule el gradiente de los siguientes campos escalares:
Q@ V =e ?sin2xcosy
Q U = p*2cos2¢

@ W = 10rsin® 6 cos ¢

CR= : z 9ac
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Divergencia

Definicion matematica

@ Intuicién: fuentes y/o sumideros de un campo.

> V-14:1‘_>0—>fuente
» V-A <0 — sumidero

-

» V.A =0 — campo solenoidoal: lineas de campo cerradas

A S N

I
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Divergencia

@ Coordenadas cartesianas

@ Coordenadas esféricas

»  10(r?4,) 1 O(sinfAy) 1 044
V‘A_T_Q aor +rsin9 00 +Tsin0 0

Teorema de la divergencia

fj.dgz/(v-ﬁ)dv
S v
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Ejemplo
Sea el campo =
G = 10e™**(pii, + i)

Determine el flujo de G en la superficie del cilindro de radio R =1, y de altura
0 < z < 1. Confirme el resultado utilizando el teorema de la divergencia
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Rotacional

Definicion matematica

. A-dl
VxA:(h’m fL )ﬂn

ASS0  AS

@ Intuicién: tendencia de un campo a inducir
rotaciones alrededor de un punto
@ Propiedades:
» V- (VxA)=0.
» VxVU=0.

F. Alonso-Atienza 47 / 50



Rotacional

@ Coordenadas cartesianas

VxA=
@ Coordenadas cilindricas
VxA=-
p
@ Coordenadas esféricas
- 1
Vx A=
72 sen 0

P

B Flof

Pug

PAg

TUp
9
o0

’I‘Ag

e

7 sen 0y
9
9¢
rsenfAg
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Rotacional

Teorema de Stokes
fﬁ'-df:/(vX/T)-dﬁ
C S

@ Clasificacién de los campos vectoriales

» Un campo vectorial A se dice solenoidal si V- A = 0.
» Un campo vectorial A se dice irrotacional si V x A = 0.
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. N
—= .l gy \*\ n N
hale 74X Lty s
Lo S
—= SN N, oo

(a) (b) © )

Check your understanding
Las anteriores figuras muestran las lineas de un campo A. Identifique cual de las
siguiente situaciones se corresponden con las anteriores figuras:

OV A=0VxA+£0

QV - A=0,VxA=0

@V -A#£0,VxA#0

QV - A+£0, VxA=0
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