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Transformadas

1. Transformadas.

= Transformacion de dominios:
1. Obijetivo de la transformacién de dominios
2. Representacion de sefiales

Series de Fourier

Transformada de Fourier

Transformada de Laplace
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\i Objetivos

= Revision de las herramientas matematicas
empleadas para la funcién de transferencia

= Revision del concepto de transformada y su
interpretacion fisica

= Estudiar la TF y sus limitaciones
= Estudiar la TL y sus propiedades
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\QidPor que?

= Supongamos un sistema LTI

t
© ] Ert ERICK
X(w) Y(w)

= Por las propiedades de la & podemos expresar:
= x(t) = [ x(0)8(t —1)dr

= Si la salida del sistema para 6(7) es h(t), como es
invariante, la salida para §(t — t) es h(t — 7).

= Y como es lineal:
= Salida[x(t)] = y(t) = [_._Salida[x()6(t — 7)]dz
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» Salida[x(1t)6(t —1)] = x(7) - Salida[6(t — 1)] =
x(Dh(t —1)

Sustituyendo:

= y(t) = ffooox(r)h(t —1)dt

Se define CONVOLUCION: y(t) = x(¢) * h(t)

Pero si transformamos al dominio de Fourier, resulta
por la propiedad de la convolucion:
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\i Formas de representar senales

= Como funcion del tiempo
= Es la mas intuitiva
= Ej: velocidad de un coche

A

Vv

v
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\i Formas de representar senales

= En el dominio de la frecuencia = ..]
= Mddulo y fase I

= Por ejemplo sonido

= O en ambos dominios
= Espectrograma
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Mddulo y fase

= Dada una componente sinusoidal significado de
maodulo y fase.

= Adelanto-retardo:
http://www.iessierradeguara.com/documentos/departamentos/tecnologia/electrotecnia/ARCHI
VOS/TEORIA/elec_ondas_senoidales_cal.pdf

y(t) = 5-sin(0.1t + %) y(t) = 5-sin(0.1t + %)
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Formas de representar sefales

= Al t/f se le denomina v.i.
= Es posible pasar de una representacion a otra

= Dependiendo de la informacion que se pretende
obtener o del proceso a desarrollar es mejor una u
otra.
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\QiTransformacién

= Procedimiento utilizado para resolver problemas
complejos de una manera mas simple.

= Ej. Logaritmos log(a - b) =loga + logh
= Permite pasar de un dominio de representacion a
otro.

= No siempre tiene un sentido fisico, pueden ser meras
representaciones matematicas.

= Para senales continuas:

= F(s) = [ K(t,s)f (Ddt
» K(t,s) =e™ 5t
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\Q$Series de Fourier
= Sirven para sefales periddicas de periodo T.

= Definicion:
s f(t) =25 oy - eJf@ot (12 forma)
« ok =7 J, f(E)eTkeotat
21
| | (1)0 = ?

= Es una transformacion discreta que solo toma valores
para frecuencias multiplo de la frecuencia de la sefial
C CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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= Existen condiciones de convergencia:
= La sefial debe ser de energia finita en un periodo

= [ If(®O)Pdt < oo

= Con esta condicién no se garantiza que la sefal f(t) y
su DSF sean iguales para todo t, sino que no hay
energia en su diferencia:

. i 2
= lim Jp [F @ = ZRo_y e k@t |"dt = 0
» Existen un conjunto de condiciones equivalentes
(Dirichlet):
= [ If(®)]dt < oo, nimero finito de maximos, minimos y
discontinuidades en T.
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= Aplicando la relacion de Euler: e/? = cosf + jsiné
n Sustltuyendo ambos en el DSF

fl) = Z |cxlcos(kwot + arg(cy)) + j Z |k Isin(kw,t + arg(cg))

k=—o00 k=—o0
= Sila sefial f(t) es real entonces c_;, = ¢;* (simetria Hermitica) y
se anulan las partes imaginarias correspondientes a kw, y —kw,
resultando:
f@) =co+ Yrzq2|cklcos(kwot + arg(cy)) (22 forma)

V AAa~aveall pu | 1
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\\\

i Donde hemos definido (para k = 1):
= a; = 2Re[c,] = —f f (@) cos(kwyt) dt k>1
s b, = —2Im[c,] = —f f () sin(kwyt) dt

Si ampliamos consideracién a a, Yy by:
= byes siempre 0 y a, seria ¢, (0jo en DSF usar c,)
Ademas podemos considerar (para k = 1):

ax—jb
. = kzlk

ag+jbg
2
Si f(t) es real y par: solo a;

Si f(t) es real e impar: _solo b

Transformad. 15

mC_p =

= Ej: Calcular DSF
|7 1
2n

-0.5
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DSF

sen3t senSt senT7t sen9t
- + +
5 7 9
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o
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DSF

1 o I sen3t T senSE
= f)=—+"|sent+ )=+ sent+..+
= f(@) 4 R_(‘eﬂ 3 ] S0 = ﬂ_[fe’? 5 J

- f,'WM«M.w} ' ‘ (v.ﬁ e [ " P’“’“
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TABLE 3.1 PROPERTIES OF CONTINUOUS-TIME FOURIER SERIES
Property Section Periodic Signal Fourjer Series Coefficlents
x(e) | Periodic with period T and a;
##) | fundamental frequency wp = 2m/T by
Lineanty 351 Ax(t) + By(r) Aay + Bb;
Time Shifung 352 Xt — fo} age” ™l = g, 1T T
Frequency Shifting M m P tMEATY () Gy-w
Conjugation * 356 X a,
Time Reversal 353 x( =) a_,
Time Scaling 354 Mai), a > O {periodic with period Ta) ag
Periedic Convolution J X(7y¥t — ridr Tayb,
r
Mullipheabon 355 a(e)ptr) i by
i
. dx(s) 2
Dnfferentiation = Jhwoay = H:T'm
E {finite valucd and 1 1
Integran di - -l .
wepraon J MO eriodic only If ay = 0) (m..n )“ {juzmn)“
o = a*,
Refas} = Rela o}
Cnmpgall_: Symumetry for 3506 x(r) real dmia,} = —9mifa_,}
Real Sigaals lal = la .i
Loy = -da
Real and Even Signals 356 xr) real und even ay real and even
Real and Odd Signals 356 x(t) real and odd a; purely imaginary and odd
Even-0Odd Decomposition [.r,m = &v{a()) [xr) real} Relar}
of Real Signals x,00) = Odx(0)} {x(2) real] Jamia,}
Parseval’s Relation for Periodic Signals
i s
= fde = i
T L o) ._ZJ“*' Fuente: S&S.A.V.Opp.
Transformadas 19
A ‘c'
] ] BE [ ] ] c-I c|
.
_ - g ol -
T2 [ T,2 T = \J_/ o
3
T A %\ AT
S : e ~ SN
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= Definicion:
= F(w) = ["._f(e™/*t dt (en general compleja)
- f(0) = - [7 F(w)e/*tdaw

= Condicidn de convergencia (analogo al DSF):
= [ If@®12dt < oo

= O equivalentemente (Dirichlet):

= [ |f(t)|dt < o, ndmero finito de maximos, minimos
—o0
y discontinuidades en cualquier intervalo finito.

= TF de sefales periddicas o escalon? SI si se admiten
funciones impulsivas (§(w))
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\QiTF (comprobar)

= Si f(t)es real entonces F(—w) = F*(w):
= Es decir, Re[F(w)]es pary Im[F (w)] es impar
» Es decir, |F(w)]| es par y arg(F(w)) es impar
= Si f(t) es real y par entonces F(w) es tb real y par
= Si f(t) es real e impar entonces F(w) es pura
imaginaria e impar
= Cualquier sefal se puede expresar como suma de
INa sefal nar v 1Ina imnar
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\§$Ejemplo: TF de funcion escaldn.
= Flu(®)} = ]iw + 6 (w)

= Propiedades a utilizar:
= TF es lineal (TF(a(t) + b(t)) = TF(a(t)) + TF(b(t)):
u(t) = w(t) +1/;
= TF de la derivada de una senal (prop. de TF)

« F {—dlii"t(t)} = joU;(w)
= Por otro lado, cdlculo de la TF de senal §(t)

- F{EE = Fon) = [, 8(t)e@tdt = 1

= Por tanto:

1
= Uij(w) = =
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= TF de sefales periddicas (a partir de la TF del DSF)
= Partiendo de una senal § en el dominio de ®

s SiV(w) =21n8(w — wy)=>

= v(t) = TIF{V(w)) = i [Z v(w)el®tdw = el®ot

= Dadoun DSF: x(t) = Y% _ ) - e/F@ot
= Entonces, X(w) = Y p-_ 2mcrd(w — kwy)
= Entopces para ¢, 1a TE es c. 278 (w)
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= Comprobacion con la TF de una integral

« F {y(t) =5 x(r)dr}=jin(w) + X (0)8(w)

qué?)

Transformadas

= Comprobar incorreccion usando férmula directa (por

25

TABLE 4.1 PROPERTIES OF THE FCURIER TRANSFORM
Section Property Aperiodic signal Fourier transform
x(rn X(jw)
V() Y jur)
43 Lineanty ax(l) + byl eX{jw) * bY{jw)
43.2 Tane Shiftng X ) @K fen)
41356 Frequency Shiftng & 11y X — ao)l
433 Canjugation EYTs) X' )
435 Time Reversal a(=r1) X(=jw)
435 Time and Frequency x(ar) L X (E)
Scaling a"la
4.4 Convolution 2(0) » yn) X ju)Y{jw)
4.5 Multiphcation (00 -2—1,; X{jwy s Yjw)
434 Differenvarion in Time %AIU JoX(e)
434 Integraticn J x(eyde JL X{jw) + X (0} (w)
43.6 D:fferentisuon in (1) i L X(jw)
Fre dw
EQUENCY
X(jw) = X't—jw)
Be{¥(jw) = RefX(- je)}
433 Comyugate Symmetry (1) real InlX(jew)t = —Fn{X(- jw)}
for Real Signals IXCwl = X(— g0l
X jw) = - AX(- juw)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retiradaq 3



TABLE 4.2  BASIC FOURIER TRANSFORM PAIRS

Signal Fourier transform (f periodic)
2 aet 2 > 2Blw - kwo)
et <
e 2rbta - wo) !
=0, otherwise
ccccc #Blw - wa) + 8w +wl) AT :
a, =0, otherwise
T @mm-agw +
Z (St - wa) ~ & 2
Sinwo! }[ (@ - wa) — Stw + wy)] @ =0, otherwise
G=1 a=0 kA0
xn =1 2 Blw) ‘this 1 the Founer senes mpresertaton for
any choice of T > 0

L =<7,
= <~ 2sin kT
) [c—. LEVES A lm‘ 5T g = ko) w.;T. sinc (Ao;;’.r.)_ st kiwo Ty

anc i

wr+ T = a0
S 2r <& 2wk 1
-_2-5(:-..1') F .-Z:‘G(a.l -5 ar = 5 forallk
x(r){ LoWem 2voaTy _
o d>T, @
in Wi i wlew
i io-{g iy -
B(r 1 —
1) —- + W) —
e = w} vy —_
1
ule), Relu} >0 7 —
1
t¢) Giela} > € @ jar —_
Fuente: S&S.A.V.Opp.
ekt 1 _
Rela} > 0 {a+ joor 27

Propiedad de la convolucion de la TF

= Vimos al principio del tema:
= y(t) = [ x(©h(t —1)dt
= Calculando la TF:
= Y(0) =
ffooo y(t)e J@tdt = ffooo[ffooox(r)h(t — 1)dt| e /@tdt
= Intercambiando:
« V()= [7 x(@[[7_ht —t)e 7t dt]dr
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\§$Transformada de Laplace

= Problemas de convergencia de TF

= Algunas de las funciones de control no cumplen
condicion de convergencia (escaldn, rampa,
parabola)

= Se introduce el término (exponencial real) e~ ?¢,0 € R
= Se garantiza la convergencia de la integral
(dependiendo del valor de o):
« f(&) = f(t)e™ "
= F(o,0) =TF{f(t)} =
o f@e i @tde = [ f(t)e" @) de
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= Considerando el dominio complejos =0 + jw
= F(s) = [ f()e stdt; F(s),s €C

_ 1 (otjo st
 f(2) = - fa_joo F(s)estds
= Con la condicién de convergenciaa <o < b

»m TFesTLparas =jw
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TL, €j.
= Dos funciones distintas pueden tener la misma TL

pero con diferentes regiones de convergencia (ROC).
w x1(t) = e u(t); X.(s) =

® _at,-stgr — (® ,—(c+a)t,—jwt 4 _ L _

J, e7®e™stdt = [ eT 0T PleTIdt = — Refs} > —a
n xp(t) = —e " u(—t); Xp(s) =
[0 —emate=stgr = — [ e=(ot@ig-jwtgr = 1 Refs} < —a
—0o — sta

gm am

0 s % Planos
" %"“ )

\
-
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Ej.
— ,—t -2t
m x(t) =e tult) + e “tu(t)
_ (@ ~stgp— L4 1 _ i
u X(S) - f_OOX(t)e dt - s+1 + S+2 - / Plano s
_ 25+3
T 5243542

ROC primer término:Re{s} > —1 )
ROC segundo término: Re{s} > -2 =2 "'/ Ge
ROC total? _
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\\i ROC

= Especificacion completa de TL requiere expresion
algebraica y ROC

= ROC son los valores de s = ¢ + jw para los que la
TF[x(t)e~°t] converge

= La TL de x(t) converge en los lugares de la ROC, pero
para que la TF de x(t) converija, el eje jw tiene que
estar en la ROC.

= Reparar en ej. x;(t) y x,(t), TL su ROC existe si
a = 0, pero la TF solo existe si @ > 0 en el primer
caso y si a < 0 en el segundo.

Transformadas 33

= Propiedades:
= Son bandas del plano s paralelas a eje jw
= Que la TF de x(t)e°‘converja, solo depende de o
= Para TL racionales la ROC no contiene ningln polo
= Porgue si no X(s) seria infinito
= Si x(t) es de duracidn finita y hay algun valor de s para

el que converge la X(s), entonces la ROC es todo el
plano
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= Si x(t) esta limitada por la izquierda (rigth-sided) y la
linea o, esta en la ROC, entonces todos los valores de
S cuya Re{s} > g, estan en la ROC.

« Si [”]x(t)|e~?0tdt < w0, entonces también lo sera para
1
cualquier o > gy

= Si x(t) esta limitada por la derecha (left-sided) y la
linea o, esta en la ROC, entonces todos los valores de
S cuya Re{s} < o, estan en la ROC.

= Si x(t) esta ilimitada en t (double-sided) y la linea g,
esta en la ROC, entonces la ROC consiste en una
banda del plano s que incluye a la linea Re{s} = g,.

Transformadas 35

= Vista la interpretacion de la TL como TF :

s X(s) =X(0+ jw) = F{x(t)e °} = f_oooox(t)e_“e_j“’tdt
= Donde ¢ = a es una linea de ROC, entonces, la TIF:

s x(De t =F X0+ jw} = ifjoooX(a + jw)el“tdw
= Despejando:

w x(t) = if_ooooX(a + jw)e@Hitdy
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T IL

N

= Haciendo cambio de variable de integracion de
o+ jw =s,siendo o = a, queda ds = jdw Y:
1 fo+joo
n X(t) = Efd—joo
integracién en el plano complejo s que es una recta
paralela al eje jw con un valor de ¢ para el que X(s)
converge (es decir, esta en su ROC)

= Normalmente se pasa de la expresion racional a

combinaciones lineales de términos de menor orden y

se calculara la TIL inmediata de cada uno y su ROC.ver
4.7 y 4.8 D'azzo)

X(s)eStds, en un contorno de

N(s)

b (S) S=—a;
Transformadas 37

= X(s) = NG) _ ym 4 , donde 4; = [(s + a;)

D(s) “i=lgiq;

= Si F(s) es una funcion racional con polos complejos
conjugados (si f(t) era real, siempre sera asi):
[ F(S) =

as+b __a(s+o) b-ac
(s+¢)2+d?2  (s+¢)2+d? = (s+c)2+d?

= Cuyas TIL directas se obtienen de las tablas:

s F1 {(S:l(cs)—:fr)dz} = ae “‘cosdt

- ( h—ac ) 1
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TIL €j.

1
m X(s) = m con Re{s} > —1;

Transformadas 39

Propiedades (TL bilateral)
Propiedad Senal Transformada ROC
x(1) X(s) R
x1(8) X1(s) Ry
x2(1) Xa(s) Ry
9.5.1 axy(t) + bx;,(l) aXi(s) + bXa(s) Al menos Ry N R,
9.5.2 x(t — to) e~sto X (s) R
9.5.3 esorx(t) X(s — s0) Versién desplazada de R [es decir, s
estd en la ROC si (s - 50) estd en R]
9.5.4 x(at) ﬁ X(%) ROC “escalada” [es decir, s estd en la
ROC si (s/a) est4 en la ROC de
X1
9.5.5 x1(t) = x2(1) X1(5) X2(s5) Almenos Ry N R3
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Propiedades

= Teorema del valor inicial y final: suponiendo que
x(t) = 0 para t<0 y que no contiene impulsos o

funciones singulares de orden superior en el origen,
entonces:

= x(07) = lim sX(s)
S—00

» lim x(t) = lim sX(s)
t—oo s—0

Transformadas 41

1 8(1) Alls

2 u(t) Refs} >0

3 —u(—1) Refs} <0

4 ()

®Refs} >0
n—1)!

u(—1) Rels} < 0

O

[n—l
Tm-Nn!

-

6 e==y(r) Re{s} > o

o
-
&

7 )

Reefs} < —a

“
+
’

1

e Rels) > —a

n=1
(n‘— n!e“'u(l)

1

9 G

e-uty(—1) Refs} < —a

=1
=D

10 &r—T) e—sT para toda §
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\\\\iTL unilateral

= En general en control se trabaja con f(t) =
Oparat <O0:

= F(s) = [, f(H)e™stdt

= Converge para valores o > a

= No incluye a t=0 y no incorpora ningun impulso o
funcion singular u,(t),n > 0 en t=0 (Opp. 3.7)

= Es la TL bilateral de una senal cuyos valores para
t < 0% son 0.

= Ej: ver TLby TLu en

tn—l

« x(t) = (n_l)!e_atu(t)

. — p,—a(t+1)
x(t) =e u(t+%2

nsformadas 43

= En general TLb y TLu son iguales si x(t) es 0 para
t<0 y no contiene impulsos ni funciones singulares.

= Las propiedades son iguales, excepto para derivadas
e integrales.

= Derivada en t (integrando por partes):

Tdx(t) g, —st| @ ” —st
f0+78 Stdt = x(t)e™s o —(—s) 0+x(t)e stdt =

= sX..(s) —x(0H)
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“"mm= Integracion indefinida:
o L,[f x()dr] =22 4.2 [f x@ar]| _
= Se obtiene integrando por partes la Tlu
" fooi[f x()dr]e~stde = [ x(r)dr]?jt

0 e~st 1 Xy (5)
Jor x@® —-dt = ;[f x(r)dr“T:O + 2o

S

oo
0

= Si hay singularidades en 0, habria que distinguir entre
la TLuen Ot oen O

= Para la integral definida:
s Ly, [fotx(r)dr] = X”T(S)

= Puesto que fotx(r)dt = [fx(r)dT“T:t — [fx(r)dr]L:O

Transformadas

= La propiedad de diferenciacion en el t nos convierte
las ED en polinomios en el dominio de s, con
resolucion algebraica.

= La integral de convolucion en el t, se convierte en
producto de senales en el dominio s.

= Una aplicacion muy utilizada de la TLu es la solucidn
de ED con coeficientes constantes y condiciones
iniciales_distintas de 0
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m X(t) + 3x(t) + 2x(t) = 5u(t); x(0) = 2;x(0) = —1;

[s2X (5) = 5x(0) = £(0)]+ H[sX (5) = x(0)] + 2.X (5) = >
s

[52X ()45 — 2]+ 3[sX () + 1]+ 2X (s) = >
S

(s* +3s+2)X(s)+(S+1)=§
§

—s =545 _ —s'-s+5 52 5 32

X(s)=— = =
s(s“+3s+2) s(s+D(s+2) s s+1 s+2

5 3
x(t)===5e"+=¢*
(t) > >

Transformadas 47
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