Tema 4. Analisis de Fourier de senales y sistemas de
tiempo discreto.
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Introduccién

Introduccidn

Tema anterior. Sistemas LTI
z(t) y z[n] se pueden expresar como combinacién lineal de impulsos (deltas).
9 Por tanto, la salida de un sistema LTI es:

(t) * h(t) (1)
h

Objetivo

Expresar las sefiales de tiempo continuo z[n| como combinacién lineal de otro tipo
de seiiales basicas que permitan:

@ Calcular la salida sin_yeali g moa T [ ey o
) B \{vA AR A EQ A .“1 A
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Autovalores y autofunciones

Respuesta de sistemas LTI a exponenciales complejas:
Autovalores y autofunciones

Consideracién

Las exponenciales complejas son autofunciones de los sistemas LTI.

co

z[n] = z5 — y[n] = Z h[k]zg_k = H(zo0) - 2

k=—o0

oo
= Z h[k]zgk — Autovalor

k=—oc0

z4 — Autofuncién

Linealidad
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© Representacién de sefiales periddicas: series de Fourier
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Exponencial compleja de tiempo discreto

x[n] — ejﬂml

Periodicidad
@ Calculo del periodo:

z[n] ==z [n+ N]
Aejﬂn :Aejﬂ(n-HV)
2rk

ON =2rk= N="g~, N,keZ?

% No todas son periédicas !!!
@ La frecuencia es Q = 2}{—’“ los miiltiplos de 27r/N, N € Z+.

o Existen muchas frecuencias que generan la misma sefial: Q y Q + 27k, k € Z:

Aedm — AP]'(Q‘FZ?\"C)’H

solo necesitamos un intervalo de longitud 27 para obtener todas las frecuencias!!!




Exponencial compleja de tiempo discreto

x[n] — ejﬂml

Periodicidad
@ Calculo del periodo:

z[n] ==z [n+ N]
Aejﬂn :Aejﬂ(n-HV)
2rk

ON =2rk= N="g~, N,keZ?

% No todas son periédicas !!!
@ La frecuencia es Q = 2}{—’“ los miiltiplos de 27r/N, N € Z+.

o Existen muchas frecuencias que generan la misma sefial: Q y Q + 27k, k € Z:

Aedm — AP]'(Q‘FZ?\"C)’H

solo necesitamos un intervalo de longitud 27 para obtener todas las frecuencias!!!




SEGEICN IO [T ER R W STl Desarrollo en Serie de Fourier

Exponenciales complejas armdnicamente relacionadas

Proposicién

Una senal periddica con periodo N se puede expresar como una combinacién de
exponenciales complejas arménicamente relacionadas = Desarrollo en Serie de
Fourier (DSF).

Definicién

La familia de exponenciales complejas arménicamente relacionadas con periodo NV:
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Desarrollo en serie de Fourier

Ecuacién de sintesis

Sea una sefial periddica x[n] con periodo fundamental N = se puede poner como
combinacién lineal de exponenciales complejas arménicamente relacionadas:

ik 2r
x[n] = E are?®* N ap € C
k=<N>

@ ay: Coeficientes del Desarrollo en Serie de Fourier

@ k =0 — Componente continua

@ k=1 — Componente fundamental (Primer arménico)
@ k= P — P-ésimo armdnico
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Calculo de coeficientes: ejemplo 1

Sea una sefial periédica z[n] = sin (37 ) los coeficientes del DSF se pueden

obtener por identificacién con la expresion:
i 27,
E akejk Fn
k=<N>
para ello expresamos la sefial en términos de exponenciales:

1 2x 1 2«
x[n] = Te]%” - TG*JQW"
J J

Identificando, los coeficientes quedan:




Obtencién de los coeficientes del DSF

Ecuacién de sintesis

Sea x[n] una sefial con periodo N, se puede expresar:

ik2x
x[n] = E are?® N ap € C
k=<N>

Ecuacién de andlisis

Los coeficientes se obtienen:




Ejemplo de DSF

Célculo de coeficientes: ejemplo 2

Sea la sefial con periodo N = 4:

T T — l : — 7
-6 5 —4 3 -2 3 12 5 6
1 Nl
_ip2r 3T
ak:—g z[n] - e IFN [14—26 Ik _ e 3k2}
N
n=0
auedando: A A =y i

AMED EXVIA W ANSAPES B2
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Los coeficientes del DSF seran:

1 M _ 1 eFkQNy _ gikQo(N1+1)

_ —jk2Zn _
ap = ——= E e N == - =
N N 1 — ek
=N,

1 eJon(N1+ ) — Jkﬂo(N1+ )
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Tabla de DSF

EJEMPLOS DE CALCULO DE COEFICIENTES DEL DESARROLLO EN SERIE DE
FOURIER DE SENALES DISCRETAS

SENAL COEFICIENTES
k —n
> akeJ B
k=(N)
2nmm

@) Q, = N

glton (1, k=m,m=N,mz=2N,--
a, =4

L otro valor

Q
(b) —2 jracional = sefial aperiédica
27

@) Q,
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EJEMPLOS DE CALCULO DE COEFICIENTES DEL DESARROLLO EN SERIE DE
FOURIER DE SENALES DISCRETAS

SENAL COEFICIENTES
2nm
(@ Q, =
sen Qn (1/2j, k=m,m% N,m=* 2N,
a, =4-1/2j, k=-m,-m+ N,-m=z% 2N,
[0, otro valor
£20. o a2 g
(b) —irracional = sefial aperiédica
2n
1, k=0,£ N,+ 2N
x[n]=1 a, :J
0, con otro valor
- ! v k
x|n|= 3(n — kN a, = —
Io]= 3 o0 -wy) -

Onda cuadrada periédica
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@ Propiedades de los coeficientes de la serie de Fourier
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SERIES DE FOURIER EN TIEMPO DISCRETO

Propiedad Sefial periédica Coeficiente
x[nly ) al )
+ Periédicas con periodo N + Periddicas de periodo N
yinlj by
frecuencia fundament&lo=2n/N
E ion i 22,
cuaciones xlnl= 3 ae"” a - LZ dnle *¥
=(n) N W Z(n)
Linealidad Ax,[n]+ Bx,[n] Aa, + Bb,
- - —
Desplazamiento de tiempq x[n— ”o] ae k220,
Desplazamiento en M 220 a,_
. x[n]e" ™ k-m
frecuencia
Conjugacion x"[n] a’,
Inversion en el tiempo x[- n] a
Escalado en el tiempo (x[n/m]. n mutiplo dem | 1 ) o ]
”,,,[n] = —a, (vistas como periddicas de period .
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SERIES DE FOURIER EN TIEMPO DISCRETO

Propiedad | Sefial periodica | Coeficiente
Multiplicacién x[n]y[n] S a b,
r=(N)
Primera diferencia x[n]- x[n-1] (1- e kM),

Suma consecutiva

n

Z x[k] (de valor finito y periédica solof W
skl’a;o)
a, =a’,
Simetria conjugada para Rela]= Re[a., ]
sefiales reales. x[n]Re al mfa,]=-mfa ]
‘ak ‘ = ‘a k‘
9a = ~Pa,
Sefiales reales y pares xin| REALYPAR a real y par
Sefiales reales e impares |x[n] REAL e IMPAR a imaginaria e impar

Descomposicion par e imp|
de sefiales reales

x,[n]= Par{ ¥ nl}
x,[n]=1m par{xn}} [Xn]real]

[ X[ n] real ]

Re[a, ]

jim[a, ]

Relacién de,R
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Representacién espectral

Representacién espectral

El espectro de frecuencias de una sefial ondulatoria muestra cudl es la proporcién
de cada una de las frecuencias que la componen (sonora, luminosa,
electromagnética,...).




Representacién espectral de sefiales

Representacién espectral de senales. Ejemplo 1

El valor de los coeficientes del DSF son la proporcién de cada uno de los armdnicos
que forman la sefial. Se representa el valor de los coeficientes para cada frecuencia.

Ejemplo coseno
x[n] = Agcos (gn + QSQ)

x[n] — U —ign ,—ido + =2 A n, eJdo

@ ;Cuanto vale el periodo?

° LCuanto valen los coeficientes?




Representacién espectral de senales. Ejemplo 1

Ao/2 | 1klgy)2
— | ——+— 0
™ _r jus s

3 3
Figura: Mddulo
Pan bo
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Representacién espectral de sefiales

Ejemplo de representacion espectral. Ejemplo 2

Representar el desarrollo en serie de la sefial:

2m 2m 4m
z[n] =1+ sen (Wn) + 2cos <Wn) + cos (Wn + 7r/4>

Identificando términos: si lo ponemos en funcién de exponenciales complejas
quedara:




Representacién espectral de sefiales

Ejemplo de representacion espectral. Ejemplo 2
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Ejemplo de representacion espectral. Ejemplo 3

|a]

/5 V5
2 1 2
1 1
2 2
} i l T [ T l i { Q
—3n —2m - m 27 3T
-T 4 Tz I 1 T 1 g
Figura: Amplitud
Pay,
/4

arctg(0,5) |

1 |

L
f T 1

—3m

Cartagena99 emwwwm&&&ma%@




Ejemplo de representacion espectral. Ejemplo 4

Representacién espectral del tren de pulsos rectangulares:

sin(kQo(N1+1)) i .
— oy 0, N
Nak — sin(k’nTO) # )
2Ny + 1, k=0,N

Ca“ag‘*“a” {emwwwmwm&q%i

R0 SERRS-TAsnansakle do adniomacinn.contedida sag




	Introducción
	Respuesta de sistemas LTI a exponenciales complejas
	Representación de señales periódicas: series de Fourier
	Desarrollo en Serie de Fourier
	Propiedades de los coeficientes de la serie de Fourier

	Representación espectral de señales

