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Esgquema
m Convergencia en probabilidad, en LP y casi seguro

m Combinaciones lineales de variables aleatorias

m Sucesiones de variables aleatorias
m |_eyes de |los grandes numeros
m Ejemplos de aplicacion del TCL

m [eorema del Iimite central
m Otras versiones del TCL
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7

Colecciones numerables de variables aleat«
de variables aleatorias, {Xn}, cn-

Xn cuando n se hace grande, es decir. qué es |lo que pasa

nales, con n finito.
variables aleatorias.

m En el tema anterior hemos examinado vectores aleatorio
sion

m En este tema vamos a analizar secuencias infinitas nu
s Dado un espacio probabilistico (€2,.<7, P), considerarem
m En especial nos plantearemos qué ocurre con las probabi

URJC
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{Xn}nEN )

y otra variable X definida obre el mismo espacio.

Varios tipos de convergencia
de variables aleatorias,

converger a la variable X.

y Ccasi seguro.

bucion.

= Dado un espacio probabilistico (2,7, P), considerarem
sion

m Por el momento definiremos la convergencia en probab

= VVamos a definir diferentes formas de que la secuencia {X
m M3as adelante introduciremos el concepto de convergen

URJC
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E|Xn— X|*=0.

I'm
n—oo

Se dice que la sucesion de variable aleato

Convergencia en media cuadratica
converge en media cuadratica a X si

m Notese que esto implica que la dispersion de X,, con resp
X, se aproxima a O al crecer n.

m Abreviadamente |Io denotaremos

m Definicion:
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E|Xn,— XI|P = 0.
X

lrm
n—oo

Convergencia en LP
da convergencia en LP, que puede definirse para cualqu

m |3 convergencia en media cuadratica es un caso particula
{Xn},en CcOnverge en media cuadratica a X si

m Definicion: Dadop € ]R+, se dice que |la sucesion de varia

m Abreviadamente |Io denotaremos
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iIncorrelcionada entre si.

siguen todas la misma distribucion.

variables aleatorias que estan
m Y muy especialmente en variables que son independient

m Este caso es especialmente importante en inferencia es

A partir de variables incorrelacionadas....
m Ahora vamos a centrarnos en sucesiones que se definel
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Vv

= aE(X)+b,
= a’V (X)

FE(aX 4+ 0b)
V(aX +b)

Transformaciones lineales de variables ale
m Recordemos que, si X es una variable aleatoria, vy a,b € R
tes, entonces
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Combinaciones lineales de v. al. incorrelac

URJC

m Las expresiones anteriores se simplifican cuando, en p
variables aleatorias X1 e X» son incorrelacionadas:

e Para la suma de dos variables aleatorias incorrelaciona

E (X1 + X5)
V(X1 + X2)

E(X1)+ E(X2),
V(X1)+V(X2),

e Para |la diferencia de dos variables aleatorias incorrelas

E (X1 - X5) E(X1) - E(X2),
V(X1—X2) = V(X1)+V(X2),

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

e Para el promedio de dos variables aleatorias incorrelac
E(X1+X2) _ BE(Xy) + E(X2)
2 2 ’
V(X1+X2) _ V(X)) +V(X2)
2 4 '

Cartagena99
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Combinaciones lineales de v. al. independi

URJC

m Recordemos que las variables aleatorias independien
estan incorrelacionadas.

m Evidentemente esto implica que las simplificaciones de la
rior para la varianza de combinaciones lineales de variab
siempre son validas cuando las variables son indepen

m [ambién debemos recordar que, en general la incorrela
plica independencia, aunque en el caso de variables gaus
condiciones equivalentes.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Cartagcna99
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Combinaciones de v.al. independ’s (contin

URJC
m Cuando, ademas de ser independientes, las variables X4

la misma esperanza y la misma varianza, es decir, vq.

E(X1) E(X2) = u,
V(X1) = V(X2) =02
entonces se pueden simplificar aun mas las expresiones:

e Para |la suma de dos variables aleatorias indepen

media p v varianza o2:
E(X1+X2) = 2p
V(X1+ Xo) = 267

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

e Para el promedio de dos variables aleatorias ind

con media p y varianza o2:
(Xl + X2> _ optu
E - — K,
2 2
V<X1+X2> . 02—|—02_02
2 o 4 2

Cartagcna99
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Variables aleatorias i.1.d.

URJC

En este ultimo caso o que tenemos son dos variables ale
pendientes y la misma esperanza p y la misma varia

Esta situacion aparece siempre que las variables X e Y s¢
nes independientes de una distribucion comun, es decir
variables independientes e idénticamente distribuidas, |0 C

X,Y i.i.d.

Cuando se extraen al azar muestras de una poblacior
es que las observaciones se escojan de manera indeper,
de otras.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

3 |

Ademas, como todas las observaciones proceden de la r &=~
cion, constituyen realizaciones de una variable aleatori
decir, tienen idéntica distribucion.

Por tanto, las observaciones de la muestra constituyen L
de variables aleatorias i.i.d

Cartagena
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Colecciones de cariables aleatorias i.i.d.

URJC

Si llamamos n al tamano de la muestra es decir, a

elementos extraidos de la poblacion, y denotamos a esty

por X1, Xo,...,Xn, entonces tenemos que
X1, X0, ..., Xp ii.d.

Habitualmente, la muestra X1, Xo,..., X, se ha extraido
cion a fin de obtener informacion sobre una caracteristic

Por tanto, la muestra X4, Xo,..., X, consiste en n realiz
pendientes de la distribucion que tiene en la poblacion
que queremos estudiar.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Evidentemente, puesto que X1, Xo,..., X, tienen una dis
mun, tienen todas ellas la misma media (que denotare
misma varianza (que denotaremos ¢2):

E(X1)
V(X1)

L=V (Xp) =07

Cartagena99
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o
()

trada estara la probabilidad de X en tor

o[
|

mas concen

Error estandar
n, €l error estandar disminuye.

m a3 desviacion tipica de la media muestral se denomina er
y viene dada por

m Observemos que a medida que aumenta el tamano de
m Esto se traduce en que, cuanto mayor sea el tam
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Ejemplo: combinaciones lineales de v. al. |

URJC

= Ejercicio 4: Consideremos una coleccion {X;}, -y de var

rias independientes e idénticamente distribuidas con distrili’

X; ~ Exp(0.5)

n

2. X
1. ;Cudles son la esperanza y la varianza de X, = =1
n

2. iQué ocurre con la varianza de X, cuando n tiende 3

3. Intuitivamente, ;iqué sucedera con la distribucion de
de X, cuando n tiende a infinito?

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

m |as leyes de los grandes numeros nos indican qué cC
distribucion limite de X,, en situaciones de este tipo.
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ley fuerte de los grandes n
m

e

1ZacCion

General
con que todas ellas tengan varianza finita.

que basta con que sean incorrelacionadas.

m NO es necesario que las variables de partida ean indepen
ros.

m Y tampoco es preciso que todas tengan la misma distrib
m E| resultado siguiente generaliza la ley fuerte de los gra

m La ley fuerte de Kolmogorov puede extenderse a casos
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;. Qué pasa con la distribucion en el limite'

URJC

= Ejercicio 7: Consideremos una coleccion {X;},.n de v

torias e idénticamente distribuidas con distribucion comy

X; ~ Exp(0.5)

n
1. ;Cudles son la esperanza y la varianza de » X7
i=1

mn
2. iQué ocurre con la varianza de )  X; cuando n tiend
i=1

3. iPuede decirse algo sobre la distribucion de probabilig

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

cuando n tiende a infinito?

m LOS teoregnas del limite central establecen cual es la

Iimite de > X; (v también de X,), en situaciones de est
i=1

Cartagena99

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.
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Combinaciones lineales de v.al. gaussianas

URJC

m Recordemos que cualquier combinacion lineal de di
normales es sigue también una distribucion normal.

m Por tanto, si X1,...,X, son variables aleatorias indepenc
distribucion normal de esperanza u y varianza 02, es dec

X17 s 7Xn Ni.i.d N(,LL, 02)7
entonces:

e | a distribucion de la suma de estas n variables, es

n
Sp = ZXizXl—I—...—I—XnNN(n,u,naQ)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

i=1
e La distribucion del promedio de estas n variables,

Xl—l—...—l—XnNN< 02>

777/: Hy ——

n

n

)

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
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Convergencia en distribucion

URJC

Para poder enunciar correctamente el teorema del limite C

necesitamos introducir previamente otra forma de convg.

tocastica.

Ya hemos definido algunas formas de convergencia de var
rias: convergencia en probabilidad, convergencia en LP,
casi seguro... Ahora definiremos la convergencia en dis

Definicion: Se dice que una sucesion de variables aleato
converge en distribucion a una variable aleatoria X si |
im Fy, (z) = Fx(z),

n—oo
en todos los puntos x donde Fx(x) es continua.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Esto se denota abreviadamente como

X, % x

A partir de esta definicion pasamos a enunciar el Teorem
Central en su version mas sencilla.

Cartagena99

v

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.



"epeinal eias A Jages ojsoueley 019218) UN 3P SOYIBI8P O SaUSIQ BUOIS3| O BLIDI|I S8 0JUSWINJOP |8 US BPIUSIUOD UgldeLIolUl B IS
2002 ap olnl ap TT ap ‘021U01I3|T 0I12J18WO0D 8P A UQIOBLIIOJU| B] 8P PRP3IN0S B| ap SOIDIAIBS ap a7 B ap T'LT O|ndiuy
[e PNUIA US 01UBWNJOP Bluasald |8 Us BpIUSILOD UQIDBLLIOIUI B] 8P 3|qesuodsal a9.y as ou W0 garuaheLIed MMM

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO
S1IN3IANLS 3dON3IOS 404 SNOSSHT dLVAIAd INITINO

g%._d

0L v G¥ 689 -ddVSLVHM VJANT O VIAV T
ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

L] © ©
.|“ % m R )
" I @ & N
= © o —
X & © © g
> > W | -
Q \(C
qv) © .dy )
- © o )
a ,m . - Q y_2 v
= % < © V o)
S 9 <L il- & 8 ~d 7§ &
35 n A = |2 0
© | > = R b €
= - m O O g _VA
U .V < B g © =
C o~ 2 8 5 @
Q )
.._u N WA\ Q R @ ._nlav ,m
c S © W = v 'O
£ 5l I I G E
— < 'O 3 m% L =
— S B (- o — 0 )
O Q> 2 £ =8 o
! e ~ O 0
m c = 0 (x\ n ° Q
) = O R, L )
pu S | - G O S =
o) o I C © m O >
O QO ~ i Qo O -
_| V 5 D v c n @)
= o O > L ) O
[ |

URJC



Entendiendo en Teorema del Limite Centrq

URJC

m LO que establece el teorema del limite central es que, Si
son variables aleatorias independientes e idénticaments.
con media p y varianza 02, entonces, para n suficientem
se verifica

sin que importe cual sea la distribucion de las variables J

m Este resultado es valido tanto para variables discretas con
sean simétricas o asimétricas, unimodales o multimodales
resultar muy util en inferencia estadistica.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

m M3as exactamente, |0 que asegura este teorema es que, Si

. > ) L S
son i.l.d. con E(X;) = u, V(X;) = o<, entonces la funcic =
bucion de l|la variable aleatoria E

X —p —

-7 =

o/\/n =
tiende a ® cuando n — co. L

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
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Y

d
-

n

—p
o/\n

donde Z denota, como es habitual, la distribucion normasa

Referencia sobre la demostracion del TCL
X
en la Seccion 7.4 del libro de Wackerly, Mendenhall vy

establece que, si la varianza comun es finita, entonces,
tadistica Matematica con Aplicaciones.

m ES decir, esta version para vaiables i.i.d. del teorema cenf
m Una demostracion de este resultado puede encontrarse,

URJC
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lanzamiento dado (cont

Puntuacion en el lanzamiento de 1 dado

0C'0 GT°0 0T 0 S0°0 00°0

Ejemplo del TCL
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Ejemplo del TCL

veces. Los n lanzamientos son n variables aleatorias ind

y todas con la misma distribucion:
m E|l promedio de lIas n puntuaciones es otra variable aleatq

m Supongamos ahora que no lanzamos el dado una
m E|l TCL implica que, cuando n es grande, se tiene
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Ejemplo del TCL

m Los graficos siguientes muestran el promedio de 4 vy 6 |
respectivamente:
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Ejemplo del TCL

m Es evidente que la distribucidon del promedio de l|las va
aproximando a una distribucion normal centrada en u =

m Representacion del promedio de 10 y 30 lanzamientos:
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ODbservaciones sobre el Teorema del Limite

URJC

Se trata de un resultado muy importante (central) en es

A partir de una secuencia de variables aleatorias y sin asui
que sean i.i.d., jjobtenemos normalidad!!

La clave de la demostracion de este resultado es que la n
obtiene por la suma de cantidades “pequeinas” e inde

Notese que es necesario asumir varianzas finitas p
normalidad.

En general no sabemos como de rapido se da esta cot
la normalidad. Es necesario comprobarlo para cada ¢

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Cartagcna99

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.



"epeinal eias A Jages ojsoueley 019218) UN 3P SOYIBI8P O SaUSIQ BUOIS3| O BLIDI|I S8 0JUSWINJOP |8 US BPIUSIUOD UgldeLIolUl B IS
2002 ap olnl ap TT ap ‘021U01I3|T 0I12J18WO0D 8P A UQIOBLIIOJU| B] 8P PRP3IN0S B| ap SOIDIAIBS ap a7 B ap T'LT O|ndiuy
[e PNUIA US 01UBWNJOP Bluasald |8 Us BpIUSILOD UQIDBLLIOIUI B] 8P 3|qesuodsal a9.y as ou W0 garuaheLIed MMM

©C @©

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO
S1IN3IANLS 3dON3IOS 404 SNOSSHT dLVAIAd INITINO

g%._s

0L v G¥ 689 -ddVSLVHM VJANT O VIAV T
ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

E. E.I
X mm
v tQm
s 38
S Smw @) @)
e (qv] =,
m m,m V A\
= 8 8
- am _ —
n
T 828 L,
+ O | )
.m %a% ) C
c
5| 258 o 8 ¢
Q n 5 9 m
o] O@d __ p—
<l E"S B o
- S 9o © — S
5 o5 0 — ‘o) = =) o
C mqn — i :
- n =
- R 3
T 0 o ©
- 5 O
n R Q
@) o 3 = o)
al £% 0 .
= mmd o
n \O
) o.we r
o 5% ©
S5 © O —
v > - LL
[ | [ |

URJC



"epeinal eias A Jages ojsoueley 019218) UN 3P SOYIBI8P O SaUSIQ BUOIS3| O BLIDI|I S8 0JUSWINJOP |8 US BPIUSIUOD UgldeLIolUl B IS
2002 ap olnl ap TT ap ‘021U01I3|T 0I12J18WO0D 8P A UQIOBLIIOJU| B] 8P PRP3IN0S B| ap SOIDIAIBS ap a7 B ap T'LT O|ndiuy
[e PNUIA US 01UBWNJOP Bluasald |8 Us BpIUSILOD UQIDBLLIOIUI B] 8P 3|qesuodsal a9.y as ou W0 garuaheLIed MMM

0 v o

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO
S1IN3IANLS 3dON3IOS 404 SNOSSHT dLVAIAd INITINO

gﬂ_m%u

0L ¥¥ S¥ 689 ‘ddVSLVHM VIANT O VIAVTI
ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

- - 0 o
c S o ©
) — c ©
- e O ©
O c S
@) (qv] %D. -~
"~ — " LO
© n > O N
5 2 g4 I 7
s g e T7
c O mm ” ;
o LO
2 x Sagy¢ +w 4|
S ) 1t.02 a
o 2 =8 0 X >
@) Cdd
X © Q S|_| |_|
M -
N N
o Wa. e%.qla
Q o N v o 9 1O L0
© CCm_X oY
- a o = e
.. © g @O
3 82 85¢
O gw 583
- cEll o 9w
= O O
c g 2 X
m OS O O O
o) qrae o . v
Iqla rao
m R O < O .-
>
Q m._& n (@) -
o T ERO) o O D
_._-_ eu._&eS 0
n & WwWo © \O
[ | [ |

URJC



"epeinal eias A Jages ojsoueley 019218) UN 3P SOYIBI8P O SaUSIQ BUOIS3| O BLIDI|I S8 0JUSWINJOP |8 US BPIUSIUOD UgldeLIolUl B IS
2002 ap olnl ap TT ap ‘021U01I3|T 0I12J18WO0D 8P A UQIOBLIIOJU| B] 8P PRP3IN0S B| ap SOIDIAIBS ap a7 B ap T'LT O|ndiuy
[e PNUIA US 01UBWNJOP Bluasald |8 Us BpIUSILOD UQIDBLLIOIUI B] 8P 3|qesuodsal a9.y as ou W0 garuaheLIed MMM

n

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO
S1IN3IANLS 3dON3IOS 404 SNOSSHT dLVAIAd INITINO

g&ss

0L v G¥ 689 -ddVSLVHM VJANT O VIAV T
ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

o o
= I 14
= = o
o) 4 =
O © =l =
N’ v -.
o 0 s
T gl .
c T © | =
e —_
QO @© e
c - o -
@ n i
S n
m. o 9 =
3 5 O 1E
35 O
d re [
“ O
D o O =
- ° - v
@
©
| B O 1
] E O | &
O 55 i
@)
_| o °© .. . HE
4+ Mu. -
0 c - N N | O O I O
m. 0 FERARSxHSRWEH ©
O © s
m n O
o2
) -
: v O
T i
W o
[ |

URJC



"epeinal eias A Jages ojsoueley 019218) UN 3P SOYIBI8P O SaUSIQ BUOIS3| O BLIDI|I S8 0JUSWINJOP |8 US BPIUSIUOD UgldeLIolUl B IS
2002 ap olnl ap TT ap ‘021U01I3|T 0I12J18WO0D 8P A UQIOBLIIOJU| B] 8P PRP3IN0S B| ap SOIDIAIBS ap a7 B ap T'LT O|ndiuy
[e PNUIA US 01UBWNJOP Bluasald |8 Us BpIUSILOD UQIDBLLIOIUI B] 8P 3|qesuodsal a9.y as ou W0 garuaheLIed MMM

L

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO
S1IN3IANLS 3dON3IOS 404 SNOSSHT dLVAIAd INITINO

g&ss

0L v G¥ 689 -ddVSLVHM VJANT O VIAV T
ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

- - o
c n . e
5 S8
- Q — =
o) < |
& © = o
— wm a
(O
Q - -
c c v
S o
Q O C - ~
- c O
@) ICHNS)
o =
@] Ca | =
5 & ¢
C o = - o
+ o - O
> 0 9
e © O = pa
sl 25
7))
[ ] ﬁmaﬁla Tl B
| -,
- o C
U Q¥
wn =1 O
_I Vs
h.nlu P
m donp .MH_ | N B
fa TR _
= S 2 T s 2 e*ougszgz °
@) L
Q kL
0 29
)
-J el
LLJ ©
> 5
[ |

URJC



"epeinal eias A Jages ojsoueley 019218) UN 3P SOYIBI8P O SaUSIQ BUOIS3| O BLIDI|I S8 0JUSWINJOP |8 US BPIUSIUOD UgldeLIolUl B IS
2002 ap olnl ap TT ap ‘021U01I3|T 0I12J18WO0D 8P A UQIOBLIIOJU| B] 8P PRP3IN0S B| ap SOIDIAIBS ap a7 B ap T'LT O|ndiuy
[e PNUIA US 01UBWNJOP Bluasald |8 Us BpIUSILOD UQIDBLLIOIUI B] 8P 3|qesuodsal a9.y as ou W0 garuaheLIed MMM

I 2

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO
S1IN3IANLS 3dON3IOS 404 SNOSSHT dLVAIAd INITINO

gﬂ_m%u

0L ¥¥ S¥ 689 ‘ddVSLVHM VIANT O VIAVTI
ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

= = © B N
.n — 3 S
+ ] %m S =
c 27n n S 5
O © o @ BRI
O [ S S0
= ~ ® O S Elo o
T < > c c g |
.ﬁla — n @ o 2
®) N = o & 5 0
c g . T T > €
V ° c O
5 B . 53 h
a S 2n_uX 0w _ Il lo o
X < 59 <™
O X > mw 1
© < o 24 S g
[ ®) I O O ®©
v 8 | 3 S A
-] ._LW o 0
= o 3 n O .. ° %O 19
. 4 Y8R e ERD
) g N © o O
= £ ~ S0 (g8
Q © o
m O _/v.A\ D.Mn S ©
@ K mﬂ.y o &
O — ! o ¢ © 0O w© To
o O [ %m__ S 5|
—_ ma ot 2| C
o SNg [FES
. C
LLJ m m Oa%
Al O A T O
| |

URJC



"epeinal eias A Jages ojsoueley 019218) UN 3P SOYIBI8P O SaUSIQ BUOIS3| O BLIDI|I S8 0JUSWINJOP |8 US BPIUSIUOD UgldeLIolUl B IS
2002 ap olnl ap TT ap ‘021U01I3|T 0I12J18WO0D 8P A UQIOBLIIOJU| B] 8P PRP3IN0S B| ap SOIDIAIBS ap a7 B ap T'LT O|ndiuy
[e PNUIA US 01UBWNJOP Bluasald |8 Us BpIUSILOD UQIDBLLIOIUI B] 8P 3|qesuodsal a9.y as ou W0 garuaheLIed MMM

2 ©

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO
S1IN3IANLS 3dON3IOS 404 SNOSSHT dLVAIAd INITINO

gﬂ_m%u

0L ¥¥ S¥ 689 ‘ddVSLVHM VIANT O VIAVTI
ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

(D)
| ® 3 -
e = b
N > % n
v S n 0} <
[®, % Q w © /%\
@) > -
S . C (© Z,
O . 9 © =
) - . " + g NN
ofd ~ n_nb - qra © . Q N
(@) o < © T N + S
ofd X y c 9 d\—/ -
= 28 =t 8 E @ +
@® =<V x.8 £ 3 & ”
c < e £ g o +
O g IO E 5 & O "
— S5 S S = >~
S o . O 0 |
U o > A = qra Zl
o o © S
2 % 7S = € Q 1
O O < n - - I
~ = O 0
© - K © 5 O S
© D -
7)) © __ v O
Q m 3 g w w S
— c o Q ®©
\S S O N c £
- o © Q N O %
o) c 2 O
N — o O C a
Wl . O Z W
| [ | |

URJC



"epeinal eias A Jages ojsoueley 019218) UN 3P SOYIBI8P O SaUSIQ BUOIS3| O BLIDI|I S8 0JUSWINJOP |8 US BPIUSIUOD UgldeLIolUl B IS
2002 ap olnl ap TT ap ‘021U01I3|T 0I12J18WO0D 8P A UQIOBLIIOJU| B] 8P PRP3IN0S B| ap SOIDIAIBS ap a7 B ap T'LT O|ndiuy
[e PNUIA US 01UBWNJOP Bluasald |8 Us BpIUSILOD UQIDBLLIOIUI B] 8P 3|qesuodsal a9.y as ou W0 garuaheLIed MMM

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO
S1IN3IANLS 3dON3IOS 404 SNOSSHT dLVAIAd INITINO

41 s.au

0L v G¥ 689 -ddVSLVHM VJANT O VIAV T
ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

del TCL

-

ICacClon

Ejemplos de apl

Probabilidad-Grado en Matematicas (URJCQC)

Sonia Hernandez Alonso

9



"epeinal eias A Jages ojsoueley 019218) UN 3P SOYIBI8P O SaUSIQ BUOIS3| O BLIDI|I S8 0JUSWINJOP |8 US BPIUSIUOD UgldeLIolUl B IS
2002 ap olnl ap TT ap ‘021U01I3|T 0I12J18WO0D 8P A UQIOBLIIOJU| B] 8P PRP3IN0S B| ap SOIDIAIBS ap a7 B ap T'LT O|ndiuy
[e PNUIA US 01UBWNJOP Bluasald |8 Us BpIUSILOD UQIDBLLIOIUI B] 8P 3|qesuodsal a9.y as ou W0 garuaheLIed MMM

O @© )

04 ¥ 9G¥ 689.-ddVSLVHM dO TI1VO
S1IN3IANLS 3dON3IOS 404 SNOSSHT dLVAIAd INITINO

gﬂ_m%u

0L ¥¥ S¥ 689 ‘ddVSLVHM VIANT O VIAVTI
ANIINO SYJINOIL SYIHOLNL ‘'STFIVINDILEVd SASV1D

q

g & 9
© Q
Q -
dn
Q - 0w 9
& c =
O m T O
1) o O st T VY
@ %Q o O
- Qv mmm
e ©
a %8 & 8°
oS g 83
/)] L © Q =
o © T 3
— O n © © &
o O + . £
v O < o
d b, ) da
o © c Q@
= 0
@) mg - c
) QO = (O
mr (@] X =
v c o +
o O @ S NG L)
O +° Q
5 = 83
[ | a.l a a
- < O N g E
v O (qV]
°l 8% 5 £
_I — a:nlve
-u
c o 9O
9 ©®g9 6 o©©O
2 9892 § -3
m .maK ) ha%
O N O o S5
= Q Q © 0
w s s n OO
[ |

URJC



Solucion al Ejercicio 8

URJC

m Disponemos de una m.a.s. de pesos de los pitbulls, es q

coleccion de variables i.i.d.,

P].) P27 ) P].OO?

con E(P;)) =25y V(P;) = 202 = 400, pero con distribud
cida.

Tenemos que calcular una probabilidad sobre |la variable

P1+ P+ ...+ Pioo

100 '
Aunqgue la distribucion de las P, es desconocida, como di
una muestra grande el Teorema del Limite Central ¢

P =

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

la distribucion de P es aproximadamente normal, con m

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

®

que |la del pesos de cada pitbull, es decir
E(P) = 25 kg,
y CON varianza,
2
S o 400 2 2
V(P)=—=—— Kg© =4 kg~.
(P) 100 100 J )

Cartagena99
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Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
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Ejemplo TCL: turistas franceses e inglesey

URJC

m Ejercicio 9: Tras efectuar un amplio estudio sobre los tu

ses e ingleses que pasan sus vacaciones en la Comunidad ¢
ha comprobado que el gasto medio en alimentacion de log.

de 21 euros por persona y dia, con una varianza de 36 eu
que para los ingleses el gasto medio es de de 18 euros p
con una desviacion tipica de 3 euros.

Se ha realizado una encuesta a 300 turistas franceses y a

Suponiendo que cada grupo de turistas encuestados es und
variables .,i.d., y que los gastos en ambos grupos con ind

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

1. Calcular la probabilidad de que el gasto total de la m
franceses supere los 7000 euros.

2. iCOmo es de probable que los gastos medios diarios
cion de los turistas franceses no superen a los gastos r
ingleses en Mmas de 2.5 euross?

Cartagena9

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
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de la binomia
por la distribucion normal

-

iImacion

A Prox

Probabilidad-Grado en Matematicas (URJCQC)

Sonia Hernandez Alonso
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Calcular probabilidades sobre Bin(n,p) con

URJC

m E| calculo de probabilidades sobre una binomial cualdo ¢

repeticiones n es grande puede resultar largo y tedioso,
utilice algun programa como R.

Ejemplo 4: La proporcion de piezas defectuosas que 1
maquina es del 40 %.

Si se seleccionan al azar 500 piezas, jcual es |la probabid
numero de defectuosas esté entre 197 y 2057

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

resolucion:......... pizarra Solucion: 0.2821

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Como consecuencia inmediata del Teorema 1, podemos €
aproximacion de la distribucion binomial a Ia norm.
es grande.

e

I

(i
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O

de De Moivre-Laplace, es buena si se verifi
np > 5,
nqg>D5

-

. Cuando puede aplicarse esta aproximac
m En general, suele considerarse que la aproximacion que p
aproximacion

URJC



Correccion por continuidad

URJC

m Notese que la distribucion binomial es discreta, mientras (
es una distribucidon continua.

m Cuando aproximamos una distribucion binomial mediants
estamos aproximando una variable discreta por una cont

m Esto implica, entre otras cosas, que si aplicamos directam
Ximacion de De Moivre-Laplace, obtendriamos, por ejemfy
cualquier k € {0,1,2,...,n},

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

|0 que evidentemente no parece una buena aproximacion

3 |

m Por ello, cuando se aproximan probabilidades de una binc
normal, conviene aplicar la correccion por continuida
que consiste en ampliar en el intervalo considerado en 0.k
cada extremo del intervalo considerado.

igenad
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Otras versiones del T.C.L.

Probabilidad-Grado en Matematicas (URJCQC)

Sonia Hernandez Alonso
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Condiciones para T.C,L.’s para variables n

URJC

m E| problema de los teoremas del Iimite central para vari
tienen todas la misma distribucidon es que requieren con

en este punto del grado, os resultaran dificiles de intepre.

primera vista no resultan intuitivas.

m Pero vamos a tratar de entender las conclusiones a |las qug
teoremas.

m Las condiciones que se imponen son condiciones sobre
de las X;, que recordemos que en el caso general no tieng
todas iguales.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

18
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;. QuUé condiciones se requieren?

URJC

m Para aplicar el resultado anterior es necesario que se ve

tas restricciones que, como ya hemos comentado, no I

intuitivas.

m |_as siguientes condiciones (que se dejan para vuestra cg
porcionan condiciones suficientes para asegurar que ¢
macion de |la pagina anterior es valida:

e Condiciones de Lindeberg

Mirar, por ejemplo, Yohai, V.J. Notas de Probabilidadg
ca, Teorema 11.12

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

e Condiciones de Lyapunov

Mirar, por ejemplo, Yohai, V.J. Notas de Probabilidade
ca, Teorema 11.13
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