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Proélogo

El material que presentamos recoge una selecciéon de contenidos de Matemé-
tica Discreta adecuada para el seguimiento de esta disciplina en, entre otros,
los estudios de Ingenieria Técnica en Informéatica de Sistemas, Ingenieria
Técnica en Informatica de Gestion e Ingenieria Informatica. Se ha utilizado
como material docente en la Escuela Superior de Ciencias Experimentales y
Tecnologia de la Universidad Rey Juan Carlos desde el curso 2000/2001, en
las titulaciones anteriormente senaladas. En el transcurso de este periodo
de tiempo se han ido incorporando las reflexiones de numerosos profesores y
alumnos que lo han utilizado. Este texto constituye, pues, la sintesis de un
material trabajado y desarrollado desde distintas influencias y reflexiones.

Senalamos sus principales caracteristicas.

e Es una seleccion de contenidos realista (de hecho se ha impartido
en estos cursos) y adecuada (en el contexto de las titulaciones se-
naladas) pues sus contenidos se ajustan, en este nivel, a las ultimas
recomendaciones de algunas de las principales instituciones y asocia-
ciones profesionales de informética y ciencias de la computacion (ACM
e IEEE-CS).

e Es un material globalmente autocontenido y s6lo necesita conoci-
mientos y herramientas elementales proporcionados por las matemati-
cas del bachillerato.

e Es un material no exhaustivo en el sentido de que los contenidos
abordados no se desarrollan en su totalidad. Nuestro objetivo es dar
fundamentos adecuados donde sustentar posteriores profundizaciones.

e Contiene una lista de ejercicios resueltos con las soluciones escritas al
final de cada capitulo, lo que constituye una herramienta imprescindible
en el aprendizaje de matematicas.

e La mayoria de los resultados presentados van acompanados de su corres-
pondiente demostracién, escrita en una forma clara y sencilla, de
modo que el enfoque adoptado en el texto no se limita a mostrar la
matemética desde una perspectiva tinicamente instrumental sino que
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e el texto aporta ejemplos disenados con el programa de célculo simbélico
Maple.

e En el material se muestra una posible secuencia temporal para im-
partir sus contenidos. Esto resulta util tanto al docente afanado en la
preparacion de cada clase como al estudiante presencial o, en su caso,
seguidor a distancia del curso. Esta secuencia se ha llevado a la practica
en Cursos sucesivos.

e La secuencia temporal adoptada se complementa con una propuesta de
adecuacion al Espacio Educativo de Educaciéon Superior mediante
su traslacién a créditos ECTS.

e El texto se complementa con una coleccién de exdmenes propuestos
en anos anteriores junto con su resolucién, complemento que esperamos
que sirva como un instrumento de medida de la preparacién obtenida
en el proceso de aprendizaje.

e En la pagina web de la asignatura

http://www.escet.urjc.es/~matemati/md_iti/md.html

se encuentran materiales adicionales, exdmenes recientes y practicas de
Maple complementarias.

Podemos decir que, en la experiencia de estos anos, esta monografia se ha
revelado como un instrumento tutil en la preparacién de los temas abordados
en la misma y puede resultar adecuada para estudiantes y profesores de otras
titulaciones que también necesitan de estos contenidos.

Queremos agradecer a los profesores que han impartido la asignatura en
estos anos sus constantes aportaciones. También a los alumnos que han
senalado erratas, errores y han hecho acotaciones que mejoran el texto.

El segundo autor (R. M.) quiere agradecer a M. A. Fontelos su colabora-
cion en la resoluciéon de algunos de los ejercicios del texto.

El texto completo en su version actualizada se puede encontrar en la
pagina web

http://www.escet.urjc.es/~matemati/materiales.html

v es intencién de sus autores que sea un texto vivo que se someta a actuali-
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Introduccion

Comenzamos esta introduccion tratando de responder a la pregunta de qué
es la Matematica discreta. La primera respuesta obvia es senalar que
la matematica discreta es la parte de la matematica que estudia los objetos
discretos. Esta respuesta no resulta muy satisfactoria pues seguimos sin
conocer el significado del calificativo discreto. No resulta facil, sin recurrir a
definiciones formales que en este contexto resultarian muy oscuras, dar una
definicion de lo que es ser discreto, asi que vamos a utilizar algunos ejemplos
familiares para el lector.

Comenzamos con los nimeros naturales, un objeto que, aunque matema-
ticamente precisa de cierto esfuerzo para su presentacion, pertenece a nuestro
bagaje cultural comin:

N={1,2,3,4,5,... }.

Todos entendemos lo que es tener 5 sillas o que en clase haya 80 alumnos.
Cuando los representamos solemos usar una semirrecta colocando a la derecha
los niimeros mayores:

1 2 3

Una vez que tenemos los niimeros naturales, recurramos a un objeto ma-
teméatico un poco mas complejo, los niimeros reales positivos R™. De nuevo
éste es un conjunto conocido que contiene al conjunto de los nimeros natura-
les, N C R*, y es estrictamente méas grande, N # R. Ahora contiene al cero,
a las fraccidénes y también a esos nimeros especiales que no son fracciones
(es decir que no se pueden escribir mediante un nimero decimal con una
cantidad finita de cifras o con un periodo) como por eiemplo el nimero /2
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También solemos representar a los niimeros reales positivos mediante una
semirrecta donde cada uno de sus puntos es un nimero real y hacia la derecha
quedan ordenados de menor a mayor:

0 1 2 3 4

Miremos con detenimiento un conjunto y otro. Hay cuantiosas diferencias
entre ellos pero aqui vamos a centrarnos en las que establecen los conceptos de
discreto (que se aplica a los ntimeros naturales) y de continuo (a los niimeros
reales).

Los nimeros naturales son discretos, es decir, se disponen en la semirrecta
que los representa separados entre si. Del uno al dos hay un salto de una
unidad. No hay ningin ntmero natural entre ellos, es decir, no existe n €
N tal que 1 < n < 2. Lo mismo ocurre entre el dos y el tres o entre
dos cualesquiera niimeros naturales consecutivos. Los conjuntos finitos o los
ntimeros enteros Z (union de los naturales el 0 y los negativos) tienen de
igual manera esta propiedad.

Sin embargo, los niimeros reales son muy distintos. Estan todos pegados,
no quedan huecos entre ellos, la recta que los representa esti completamente
punteada. Entre el uno y el dos no hay agujeros, siempre hay niimeros entre
ellos; esta por ejemplo el 1.5 en medio. Entre el 1 y el 1.5 est& por ejemplo
el 1.2. Y entre el 1 y un niimero muy cercano a 1, pongamos por ejemplo el
1410710 (verdaderamente cercano ya que la distancia es cero coma un millon
de ceros y luego un uno), hay nimeros por medio, por ejemplo el 1+ 10710%,
Valga esta aproximacion a la nocién de ser continuo: completamente pegados
entre si, sin espacios que los separan. De la formalizaciéon de este concepto es
de donde parte la idea de limite y por tanto los conceptos de continuidad de
funciones, derivada, integral y, en fin, todos los que constituyen un curso de
Calculo o Analisis Matematico, complementario a éste curso de Matematica
Discreta en la formaciéon de un ingeniero.

Con esta nocioén intuitiva acerca de qué es la matemaética discreta la lista
de contenidos del curso nos aclara un poco mas:

e Logica

e Algoritmos
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e Combinatoria
e Grafos
e Relaciones

Esto es, formalizar, disefiar procesos finitos para resolver problemas, anali-
zar las propiedades fundamentales de los ntimeros enteros, contar, enumerar,
relacionar conjuntos finitos, representar estas relaciones...

Una vez que hemos respondido (de forma intuitiva) a la pregunta sobre
el concepto de matematica discreta se trata de responder ahora a la cuestién
de por qué estudiar matematica discreta.

En primer lugar la matemética en general y la matemética discreta en
particular tiene un caracter instrumental. Todas las ciencias usan la mate-
maética como instrumento (para medir, calcular, estimar, definir...) e incluso
como lenguaje de expresion (por ejemplo las ecuaciones diferenciales para la
fisica). En concreto, la matematica discreta esta ligada profundamente a las
Ciencias de la Computacion pues los objetos con los que trata un ordenador
son objetos finitos (aunque pueden ser muy grandes) y por el triunfo de la
tecnologia digital, que en muchos aspectos es una representaciéon discreta de
la realidad. A los verbos anteriores objeto de la matematica discreta pode-
mos asociar algin concepto relacionado con la informatica: formalizar con
lenguagjes de programacion, procesos finitos con algoritmos, nimeros enteros
con criptografia, contar con estudiar la capacidad de un ordenador, enumerar
con bases de datos, relacionar con redes, representar las relaciones con planos
de redes...

Por otro lado la matematica tiene un caricter formativo para un cientifi-
co cualquiera y también para un ingeniero. Escribir con claridad, formalizar,
adquirir destrezas para enfrentar situaciones nuevas, calcular y razonar con
precision, perserverar con constancia... son habilidades fundamentales para
el cientifico o el ingeniero y para las que las matematicas son un instrumento
adecuado de desarrollo (evidentemente no el tnico).

Finalmente senalar que el curso esta estructurado en 6 temas, cada tema
tiene una pequena introduccién donde se explican los objetivos que pretende-
mos alcanzar, una relacion autocontenida de los conceptos y resultados que
hemos seleccionado, ejemplos ilustradores y ejercicios propuestos y resueltos.
El capitulo 7 es una colecciéon de exdmenes propuestos v resueltos. material
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0.1 Una propuesta de temporalizacion

Este curso de Matemaética Discreta ha sido impartido en las titulaciones de
Ingenieria Informética de Sistemas y Gestion en la Universidad Rey Juan
Carlos desde el curso 2000/2001. Es un curso de 7.5 créditos que se imparte
en 15 semanas, a razéon de 5 horas semanales. Fundamentados en esta ex-
periencia, proponemos una temporalizaciéon del mismo, indicando la materia
que se puede explicar en cada sesion y actividades complementarias de tipo
practico (practicas con Maple y ejercicios). En las sesiones practicas resulta
conveniente trabajar con grupos mas pequenos de alumnos. Esta es la apor-
tacion maés interesante, a nuestro entender, de este material: que responde a
una seleccion cuidadosa de conceptos y herramientas que se puede impartir
de forma efectiva en 75 horas de clases y es asimilable por el estudiante en
el tiempo de un cuatrimestre. En este sentido el libro no tiene una vocacién
exhaustiva.

Pesentamos entonces el contenido de cada sesién (una propuesta que pue-
de ser util para el docente):
Sesion 1. (1 hora/ total 1 hora)

Presentacion del curso, mediante el contenido de la pagina web de la
asignatura:

http://www.escet.urjc.es/~matemati/md_iti/md.html

Todos los materiales adicionales (hojas de ejercicios y practicas con Ma-
ple) que se sugieren en esta temporalizacion pueden encontrarse en esta pa-
gina.

Tema 1: Loégica. 11 horas

Sesién 2. (1 hora/ total 2 horas)

2.1) Logica e informética
2.2) Logica y ciencia
2.3) Logica proposicional: definiciones basicas
2.4) Formas proposicionales
Sesién 3. (2 horas/ total 4 horas)

3.1) Tablas de verdad
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0.1. UNA PROPUESTA DE TEMPORALIZACION 9

3.3) Implicacion logica y equivalencia logica
3.4) Razonamiento valido
3.5) Ejemplos

Sesién 4. (1 hora/ total 5 horas)

4.1) Demostracion directa
4.2) Demostracion por contrapositivo
4.3) Demostracion por casos

Sesién 5. (2 horas/ total 7 horas)

5.1) Demostracion por reducciéon al absurdo

5.2) Método de refutacion

5.3) Logica de predicados. Definiciones bésicas

5.4) Cuantificadores existencial y universal. Contraejemplos
5.5) Modelizacién de frases del lenguaje natural

Sesién 6. (2 horas/ total 9 horas)

6.1) Formas de predicado
6.2) Asignacion de valores de verdad a las formas de predicado
6.3) Ejercicios. Ejercicios adicionales: Hoja 1

Sesion 7. (1 hora/ total 10 horas)
Sesion de ejercicios.
Sesion 8. (2 horas/ total 12 horas)

8.1) El principio de induccién
8.2) Demostracién por induccion
8.3) Induccién completa

8.4) Induccion estructural

8.5) Ejemplos

Trabajo personal. Lectura de la secciéon de aplicaciones

Tema 2: Algoritmos. 9 horas
Sesi6on 9. (2 horas/ total 14 horas)

9.1) Relacion cliente/informéatico
9.2) Algoritmos, definicion.
9.3) Modelo computacional
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9.5) Ejemplos
Sesién 10. (2 horas/ total 16 horas)

10.1
10.2
10.3
10.4

Sesi6on 11. (1 horas/ total 17 horas)

11.1) Mas consideraciones sobre O(T")
11.2) Complejidad de algoritmos
11.3) Ejemplos

Sesion 12. (1 hora/ total 18 horas)

Algoritmos de ordenaciéon

Nuamero de operaciones en el peor de los casos
Complejidad. La notaciéon O

Ejemplos

— N N’ N

12.1) Ejemplos de computo de complejidad: busqueda secuencial, bus-
queda binaria, ordenacién burbuja...
12.2) Complejidad de un problema

Sesion 13. (1 hora/ total 19 horas)
Sesion de ejercicios. Ejercicios adicionales: Hoja 2
Sesi6n 14. (2 horas/ total 21 horas)

Practica con Maple: Practica 1

Tema 3: Aritmética modular. 14 horas
Sesi6on 14. (2 horas/ total 23 horas)

14.1) Axiomatica de los naturales. Estructura algebraica
14.2) Axiomatica de los enteros. Estructura algebraica

14.3) Ordenacion en ambos conjuntos
14.4) Teorema de la division entera

Sesién 15. (1 horas/ total 24 horas)

15.1) Divisibilidad. Propiedades
15.2) Méximo comun divisor
15.3) Ejercicios

Sesiéon 16. (2 horas/ total 26 horas)
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0.1. UNA PROPUESTA DE TEMPORALIZACION 11

16.2) Algorimo de Euclides
16.3) Lema de Bezout
16.4) Factorizacion

Sesi6n 17. (2 horas/ total 28 horas)

17.1
17.2
17.3
17.4

Sesién 18. (1 hora/ total 29 horas)

Unicidad en la factorizacion

Ejercicios

Congruencia modulo un entero mayor que 1
Artimética modular

N N N N

18.1) El conjunto cociente Z,
18.2) Ejemplos de aritmética modular

Sesion 19. (2 horas/ total 31 horas)

19.1) Mas cuentas modulo p

19.2) Congruencias lineales. Lema de existencia del inverso

19.3) Sistemas de congruencias lineales. Teorema chino de los restos
19.4) Aplicaciones

Sesion 20. (1 hora/ total 32 horas)

20.1) Bases de numeracion
20.2) Cambios de base
20.3) Aritmética en base 2

Sesion 21. (1 hora/ total 33 horas)
Sesion de ejercicios. Ejercicios adicionales: Hoja 3
Sesion 22. (2 horas/ total 35 horas)

Préctica con Maple: Practica 2

Tema 4: Combinatoria. 11 horas
Sesién 23. (2 horas/ total 37 horas)

22.1) Combinatoria: contar y enumerar
22.2) Cardinales de conjuntos finitos
22.3) Propiedades de los cardinales
22.4) Ejemplos
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24.1) Variaciones. Variaciones con repeticion
24.2) Permutaciones. Permutaciones con repeticion
24.3) Combinaciones. Combinaciones con repeticion

Sesion 25. (1 hora/ total 40 horas)

25.1) Propiedades de los niimeros combinatorios
25.2) Ejercicios. Ejercicios adicionales: Hoja 4

Sesién 26. (2 horas/ total 42 horas)

26.1) Probabilidad. Nociones basicas. Regla de Laplace
26.2) Asignacion de probabilidades
26.3) Probabilidad condicionada

Trabajo personal. Leer las seccidon correspondiente a variables aleatorias.
Sesién 27. (2 horas/ total 44 horas)

27.1) Ejercicios
27.2) Experimentos de Bernoulli
27.3) Mas ejercicios

Sesién 28. (2 horas/ total 46 horas)

Practica con Maple: Practica 3
Tema 5: Grafos. 18 horas

Sesion 29. (2 horas/ total 48 horas)

29.1) Los 7 puentes de Konisberg
29.2) Definiciones béasicas

29.3) Adyacencias e incidencias
29.4) Grado de un vértice

29.5) Grados de entrada y salida

Sesién 30. (2 horas/ total 50 horas)

30.1) Grafos con nombre. Numero de vértices y aristas en cada caso
30.2) Subgrafos, union, producto y particion

Sesion 31. (1 hora/ total 51 horas)

31.1) Matrices de advacencias
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0.1. UNA PROPUESTA DE TEMPORALIZACION 13

31.3) Ejercicios. Ejercicios adicionales Hoja 5
Sesién 32. (2 horas/ total 53 horas)

32.1
32.2
32.3
324

Sesi6n 33. (2 horas/ total 55 horas)

33.1) Grafos etiquetados
33.2) Problema del camino minimo. Algoritmo de Dijkstra.
32.3) Ejercicios

Caminos en grafos

Conexién. Componentes conexas
Caminos y matrices

Criterio de conexion

— N N e

Trabajo personal. Leer las secciones de grafos eulerianos y hamiltonianos
Sesién 34. (1 horas/ total 56 horas)

Control de los temas 1, 2 y 3. Ejemplos de estos controles se pueden ver
en la pagina web o en el capitulo 7.

Sesién 35. (1 horas/ total 57 horas)

35.1) Arboles. Definiciones basicas.
35.2) Arboles con raiz.
35.3) Teorema de las hojas de un arbol m-ario

Sesién 36. (2 horas/ total 59 horas)

36.1
36.2
36.3
36.4

Sesion 37. (1 horas/ total 60 horas)

Arboles de busqueda
Arboles de decisiéon
Arboles generadores
Arbol generador minimo

— N N N

Sesion de ejercicios
Sesion 38. (2 horas/ total 62 horas)

38.1) Otros aspectos de teoria de grafos (seleccionar los que mas interesen,
el resto puede ser trabajo personal)

Sesion 39. (2 horas/ total 64 horas)
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Tema 6: Relaciones. 11 horas
Sesion 39. (1 hora/ total 65 horas)

39.1) Relaciones. Definiciones bésicas
39.2) Relaciones de equivalencia
39.3) Ejemplos

Sesién 40. (2 horas/ total 67 horas)

40.1) Representacion de relaciones. Conjuntos. Tablas. Grafos dirigidos.
Matrices.

40.2) Las propiedades en cada representacion

40.3) Clausura reflexiva y simétrica

Sesion 41. (2 horas/ total 69 horas)

41.1) Clausura transitiva. Dos algoritmos
41.2) Ejercicios. Ejercicios adicionales: Hoja 6

Sesi6n 42. (2 horas/ total 71 horas)

42.1
42.2

Conjuntos parcialmente ordenados
Diagramas de Hasse

42.3) Elementos caracteristicos de un POSET
42.4) Ejemplos

Sesién 43. (2 horas/ total 73 horas)

~— e N

43.1) Inclusion de un orden parcial en uno total
43.2) Aplicacion a la gestion de tareas
43.3) Ejercicios

Sesion 44. (2 horas/ total 75 horas)
Reticulos y algebras de Boole

Trabajo Personal. Practica con Maple: Practica 5

0.2 Créditos ECTS

En el nuevo Espacio Europeo de Educacion Superior, resultado del acuerdo
de Bolonia. la unidad de medida de la carga docente de una asignatura es el
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0.2. CREDITOS ECTS 15

y del trabajo que debe desarrollar, mas que en el niimero de horas de clase
de la asignatura que va a recibir.

En nuestra experiencia de ensenanza de esta asignatura podemos presen-
tar el siguiente computo de créditos ECTS:

Concepto Numero de Horas | Créditos ECTS
Horas de contacto 75 2.5
Trabajo clases teodricas 40 x 2 =280 3.2
Trabajo clases practicas | 10 x 2+ 25 x 1 =45 1.8
Entrega de problemas 5x4=20 0.8
Consulta de la bibliografia 12.5 0.5

Lo que constituye un total de 8.5 créditos ECTS.

Y donde se aplican los siguientes criterios de conversion:
e 30 horas de clase constituyen 1 crédito ECTS.

e Cada hora de clase teorica necesita dos horas de trabajo personal por
parte del alumno, esto es, un total de 80 horas de trabajo personal.

e 25 horas de trabajo personal constituyen 1 crédito ECTS.

e Cada clase de laboratorio necesita dos horas de trabajo extra en el
laboratorio, esto es, 20 horas de trabajo en el laboratorio.

e Cada clase de problemas necesita una hora de trabajo por parte del
alumno, esto es, 25 horas de trabajo sobre los ejercicios.

e 25 horas de trabajo practico (ejercicios o laboratorio) constituyen 1
crédito ECTS.

e Cada hoja de problemas necesita 4 horas extraordinarias de prepara-
cion, entonces 20 horas de trabajo sobre los ejercicios.

e 25 horas de biblioteca constituyen 1 crédito ECTS.
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Capitulo 1
Logica

En este capitulo se presenta una introducciéon a la légica proposicional y de
predicados, se define con precisiéon lo que es un razonamiento valido y se
muestran distintos métodos de demostracion, entre ellos la induccién mate-
mética. El capitulo contiene algunas aplicaciones de los temas tratados a la
informatica.

Como objetivos se espera que los alumnos sean capaces de realizar con
soltura las siguientes actividades:

e Construir tablas de verdad de proposiciones compuestas.
e Averiguar si dos proposiciones son logicamente equivalentes.

Traducir enunciados del lenguaje natural a expresiones logicas.

Verificar si un razonamiento es correcto.

Aplicar el principio de induccion.

1.1 Lobgica e informéatica

., Qué relacion existe entre la logica y la informatica? Los ordenadores son
méquinas disenadas para mecanizar trabajos intelectuales, entre otros, los
calculos basados en operaciones aritméticas o el almacenamiento, clasificacion
y busqueda de datos.

Al intentar mecanizar tareas mas complejas entramos en el campo de la
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292 CAPITULO 1. LOGICA

el ordenador sea capaz de realizar ese tipo de razonamientos que el hombre
efectiia de una manera un tanto informal, por lo que es necesario definir y
analizar con precisiéon dichos razonamientos. En otras palabras, se trata de
formalizar los razonamientos. Y de esto se ocupa la logica.

También la logica tiene relaciéon con el mundo de la programacion debido
a la denominada crisis del software: los programas son cada vez més comple-
jos, menos fiables y més dificiles de mantener. Se han propuesto y se utilizan
diversas metodologias para la construcciéon de programas y su verificacion
(métodos para comprobar la coincidencia entre lo que se cree que hace el
programa y lo que realmente hace). En palabras de R. Fairley la verifica-
cion formal es una rigurosa demostracion matemdtica de la concordancia del
codigo fuente de un programa con su especificacion. En esta linea de acerca-
miento entre el codigo fuente de un programa y su especificacion estéan los
denominados lenguajes de programacion declarativa (como contraposicion a
la visiéon tradicional conocida como programacion imperativa). Desde esta
perspectiva se pretende que los programas no sean una secuencia de instruc-
ciones que le digan al ordenador, paso a paso, como resolver el problema
(programacion imperativa), sino mas bien una especificacion de lo que se
pretende resolver dejando que sea el propio ordenador el que determine las
acciones necesarias para ello. En este sentido la logica puede verse como un
lenguaje de especificacion mediante el cual podemos plantear los problemas
de forma rigurosa.

Por otra parte, desde el punto de vista estrictamente electrénico, el so-
porte tecnolégico principal de los ordenadores lo constituyen los circuitos de
conmutacion o circuitos logicos, denominados asi por tener en comin con las
formas elementales de la 16gica el modelo mateméatico conocido como Algebra
de Boole. Esta estructura se presentaré en el capitulo 6.

Finalmente, otra relacion de la logica con la informatica viene dada por el
hecho de que el estudio matematico de los lenguajes es uno de los pilares de la
informética, entendiendo por lenguaje un sistema de simbolos y de convenios
que se utiliza para la comunicacion, sea ésta entre personas, entre personas y
mdquinas, o _entre mdquinas: la Logica Formal puede considerarse como un
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1.2. LOGICA Y MODELOS MATEMATICOS 23

1.2 Loégica y modelos matematicos

Adoptemos una perspectiva mas general a la de la seccion anterior. Las
ciencias experimentales y las ciencias sociales se basan en la observacion de la
naturaleza y utilizan un razonamiento de tipo inductivo para poder formular
teorias generales. Parten de lo particular y se conducen a lo general. Las
teorias generales formuladas permiten entender y clasificar los resultados de
observaciones particulares. Introducen también una capacidad predictiva
sobre el resultado de futuros experimentos.

El conocimiento cientifico es una representacion del mundo real y alcanza
altos niveles de precision y exactitud cuando dichos modelos son de natura-
leza matematica. La utilidad de los modelos matematicos reside en las tres
caracteristicas que, segin entendemos, configuran su esencia:

1. Por una parte la necesaria simplificacién que se realiza en los modelos;
permite analizar con claridad aspectos y relaciones que se presentan en
el mundo real, prescindiendo de otras relaciones superfluas que ocultan
y complican los aspectos objeto de estudio.

2. La segunda caracteristica se refiere a la facilidad para hacer deduc-
ciones dentro del modelo. Es posible que una de las mayores dificulta-
des del trabajo cientifico consista en elegir entre los distintos modelos o
distintas representaciones del fenémeno objeto de estudio aquel modelo
que mas facilite la labor de deduccion.

3. La tultima caracteristica esencial de un modelo es extrinseca al mismo,
a diferencia de las dos anteriores, y consiste en su capacidad pre-
dictiva, o lo que es lo mismo, el grado de coincidencia obtenido del
contraste entre lo que estaba previsto dentro del modelo y lo que suce-
de en el mundo real. El método cientifico incorpora la experimentacion
para realizar dicho contraste.

Si las ciencias experimentales siguen un modelo inductivo, las matemaéaticas
siguen un modelo deductivo de razonamiento. Es decir, desde una coleccion
inicial de verdades, denominadas axiomas, se van obteniendo, mediante re-
glas correctas de deduccion, méas hechos verdaderos teoremas. Se puede
decir que el obieto de la légica es el estudio sistemético de las condiciones
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24 CAPITULO 1. LOGICA

demostracion de un teorema refieren a una argumentaciéon loégicamente irre-
futable que establece que dicho teorema es verdadero. La eleccion de los
axiomas no es, en principio, arbitraria, sino que trata de explicar el mundo
real. Asi por ejemplo, los niimeros naturales surgieron de la necesidad de
contar objetos.

Si asumimos, como primera aproximacion, que una sentencia es verdadera
si es verificable experimentalmente resultara sencillo comprobar la validez de

la sentencia
3+2=5

para lo cual se puede considerar suficiente coger tres peras y dos manzanas
y contar el nimero de objetos obtenidos al reunirlas. Sin embargo, si ahora
queremos comprobar ezperimentalmente la validez de la sentencia

3-10"°+2.10"%=5.10%

nos encontraremos ante un serio problema.
Para resolverlo necesitamos construir un modelo o representacién abstrac-
ta de los nimeros naturales de manera que la validez de la sentencia

3-101°+2.101%=5.10'

se pueda demostrar a partir de las propiedades que postulamos para la suma
de niimeros naturales en esa representacion (profundizaremos sobre esto en
el capitulo 3).

Se comienza entonces con un conjunto de postulados o axiomas que
establecen una serie de propiedades bésicas de los objetos matemaéticos bajo
estudio. Estas propiedades se admiten como verdaderas, no se demuestran
y responden a la descripcion de los objetos en cuestion y a las propiedades
que debieran tener. Los axiomas deben ser:

i) compatibles: no debe poderse deducir logicamente a partir de ellos
que una cierta sentencia es simultdneamente verdadera y falsa,

ii) independientes: ningin axioma se debe poder demostrar a partir del
resto y

iii) suficientes: todas las propiedades que entendemos que deben satis-
facer los objetos que estamos representando deben poderse deducir a partir
de los axiomas.

Una vez_establecidos los axiomas. el resto de propiedades verdaderas o
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1.3. LOGICA PROPOSICIONAL 25

de los axiomas o de otros teoremas previamente demostrados. Los términos
lema, corolario y proposicién se emplean para cierto tipo de teoremas. Un
lema es un teorema mas simple que se emplea para demostrar otro mas
complejo. Un corolario es un teorema que es consecuencia directa de otro
teorema previo. El término proposicion es sinébnimo del término teorema. Se
suele preferir la palabra teorema para hechos maéas relevantes y la palabra
proposicion para hechos mas secundarios.

1.3 Loégica proposicional

1.3.1 Los conectivos légicos

Al realizar razonamientos empleamos sentencias que estan conectadas entre
si por conectivas lingiiisticas. La logica proposicional se ocupa del estudio
de las conectivas lingiiisticas entre proposiciones. Una proposicién es una
sentencia que puede ser verdadera, circunstancia que indicaremos asociandola
el valor de verdad V, o falsa, en cuyo caso le asociaremos el valor de verdad
F. Nuestro principal interés en relacién con la logica proposicional es dejar
establecido el papel que juegan las conectivas lingiiisticas y sus conectivos
logicos asociados en relacion con los conceptos de verdad y demostracion.

Las conectivas lingiiisticas permiten construir proposiciones compuestas
a partir de otras més simples. Asi, si los simbolos p y ¢ representan pro-
posiciones genéricas, las conectivas lingiiisticas més empleadas son las que
aparecen en la siguiente tabla:

Conectiva lingiiistica | Conectivo légico | Simbolo | Se escribe
no p Negacion - —p
Py q Conjuncion A pAq
poOq Disyuncion \Y pVyq
Si p entonces ¢ Implicacion = p=q
p si y solo si ¢ Equivalencia & P& q

e Kl significado del conectivo légico negacion, —, reside en que la propo-
sicion —p es verdadera en el caso de que p sea falsa y reciprocamente
que —p es falsa cuando p es verdadera. Recogemos el significado del
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26 CAPITULO 1. LOGICA

-p

o <

F
v

Del mismo modo podemos recoger el significado del resto de los conecti-
VOS:

e La sentencia p A ¢ es verdadera sélo cuando p y ¢ son verdaderas simul-
taneamente. La tabla de verdad correspondiente a este conectivo sera,
pues:

| | < <|Rs
| < 1| <<
S|

e Lasentencia pVq, que se lee p ¢ ¢, debe entenderse en su acepcién mas
amplia, es decir, p ¢ ¢ 0 ambos, con lo que pV g serd verdadera en el
caso de que p sea verdadera, ¢ sea verdadera o ambas sean verdaderas
simultdneamente:

o | < <3
| < | <<
< <|<| <

e Para establecer el significado de la sentencia p = ¢, que se lee si p en-
tonces q o también p implica q, debemos tener presente que en lenguaje
natural la sentencia p implica g encierra una relacion de causalidad, cau-
salidad que no siempre aparece al utilizar este conectivo en el ambito
formal. Se pretende que el valor V o F de la sentencia p = ¢ dependa
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1.3. LOGICA PROPOSICIONAL 27

que exista o no alguna relacién de causalidad con sentido entre p y ¢.
En lenguaje matematico, p implica q quiere decir que si p es verdadera,
necesariamente ¢ es verdadera, o lo que es lo mismo, que es imposible
que q sea falsa y p verdadera. Esto es, si el valor de verdad de p es
V y el de q es F, el valor de verdad de p = ¢ es F; para el resto de
posibles valores de p y ¢ la sentencia serd verdadera. Considérese el
ejemplo siguiente:

Sea la proposicion: Si quemo madera, hay humo en el ambiente, que
representaremos por p = ¢ . Entendemos que esta sentencia es verda-
dera, puesto que en nuestra experiencia no encontramos una situacion
en la que una madera esté ardiendo y no produzca humo. Sin embargo,
la sentencia es verdadera independientemente de que se tenga madera
a mano y no haya humo en el ambiente, de que no estemos quemando
madera y haya humo debido a que estamos quemando papel, o incluso
de que efectivamente estemos quemando madera y se esté llenando el
ambiente de humo. En otras palabras p = ¢ sigue siendo verdadera
aun en el caso en el que p sea falsa (no estemos quemando madera) y
q sea falsa (no hay humo en el ambiente), p sea falsa y ¢ sea verdadera
o incluso que p sea verdadera y ¢ sea verdadera. El significado de este
conectivo légico queda pues del siguiente modo:

P19 |P=4q
V|V \Y%
V| F F
FlV \Y%
F|F \Y%

Obsérvese que por ejemplo la sentencia Si 2+2=/ entonces el sol es una
estrella es verdadera (segun el significado del conectivo légico establecido en
la tabla anterior) y sin embargo no existe relacion alguna de causalidad entre
las proposiciones simples que en ella intervienen.

Es importante destacar que de la tabla anterior se sigue que para demos-
trar que la sentencia p = ¢ es verdadera, basta con estudiar el caso en el que
p es verdadera, puesto que si p es falsa, la sentencia p = ¢ es verdadera.

A las sentencias p v ¢ las denominaremos. respectivamente. antecedente
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28 CAPITULO 1. LOGICA

La sentencia ¢ = p es denominada sentencia reciproca de la sentencia
p = ¢, y la sentencia =q¢ = —p sentencia contrarreciproca de la sentencia

P=q

e La proposicion p < ¢, que se lee p si y solo si ¢, o también p equivale a
q es verdadera cuando p y ¢ tienen el mismo valor de verdad, es decir:

P|l|q|P=4q
VIV \Y%
V| F F
F |V F
F|F \Y%

Para representar proposiciones emplearemos los simbolos p, ¢, r... o,
lo que es lo mismo, emplearemos los simbolos p, ¢, r... como variables
proposicionales.

1.3.2 Forma de una proposiciéon

Uno de los descubrimientos més sorprendentes con el que nos encontramos
al estudiar logica consiste en que la validez de una deducciéon depende ex-
clusivamente de la forma que ésta tenga, y no del posible significado de las
proposiciones que en ella intervienen. Asi por ejemplo, las deducciones:

keta es una roya o keta es larga
keta no es una roya
por lo tanto keta es larga

Cucufato estudia o Cucufato trabaja
Cucufato no estudia
por lo tanto Cucufato trabaja

son igualmente vélidas, independientemente de que existan o no las ketas,
de que sean o no largas, de que Cucufato estudie o trabaje o incluso de que
exista alguien que se llame asi.
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1.3. LOGICA PROPOSICIONAL 29

pVyq
P
q

Donde se esta representando en cada linea una de las proposiciones, y se
han separado las hipotesis de la conclusién por una linea horizontal. Sobre
esto volveremos més adelante.

Veamos otro ejemplo para aclarar lo que entendemos por forma de una
proposicion:

las proposiciones trabajo o no trabajo y estoy sentado o no estoy sentado
tienen la misma forma pV —p. La tabla de verdad de esta forma proposicional

pV —p es:
p|lp|pV P
V| F V
F|V \Y

Es decir, cualquier proposicion que tenga la forma p V —p serd verdadera
independientemente del valor de verdad que tenga p.

La forma de las proposiciones va a estar determinada por cémo estan
dispuestos los conectivos {—, A,V,=-, <}, por lo que vamos a introducir
la definicion de forma proposicional para estudiar aquellas propiedades
que unicamente dependen de la manera en la que estin colocados dichos
conectivos 16gicos:

Definicion 1.3.1 Llamaremos forma proposicional (o férmula) a cual-
quier expresion formada por:

a) variables proposicionales tales como p, q, T, ...
b) los conectivos logicos =, \,V, =, <

¢) los paréntesis (,)

y construida utilizando las siguientes reglas:
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30 CAPITULO 1. LOGICA

2. Si A y B son formas proposicionales, entonces también lo son (—A),

(ANB),(AVB),(A=B)y (A« B)

En la practica se suelen suprimir los paréntesis en aquellos casos en los que
al hacerlo no se produce ambigiiedad. Senalar también que, como veremos
en la seccion 1.5, la regla 2 puede ser simplificada prescindiendo de algunos
de los conectivos.

Ejemplo 1.3.2 La expresion
Vp—V —q

no es una forma proposicional (por ejemplo porque comienza por un conectivo
V), mientras que la expresion

(pA(—q) =)

st lo es porque sigue las reglas de su construccion.
Obsérvese que ultima forma proposicional puede ser representada sin am-
bigiiedad suprimiendo paréntesis por

(pA—q) = .

Cada forma proposicional tiene asociada una tabla de verdad, que recoge
los distintos valores de verdad de la forma al asignar valores V y I’ a las
distintas variables involucradas. La tabla de verdad asociada a una forma
proposicional se puede construir sisteméaticamente a partir del procedimiento
empleado para construir dicha forma proposicional:

Ejemplo 1.3.3 Construccion de la tabla de verdad de la forma proposicional
(pPA—q) =7

e Lo primero es determinar los pasos seguidos en su construccion. Ob-
sérvese que segun las reglas de construccion de formas proposicionales
siempre se tiene un ultimo conectivo que va separando la parte de la
derecha y la de la izquierda que son proposiciones mas simples (con
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1.3. LOGICA PROPOSICIONAL 31

(pA—q) =1
/ N
(pA—q) r
/ N\
p —q
!
q

e En segundo lugar se construye la primera fila de la tabla teniendo en
cuenta dichos pasos:

2| a]|~q] r=q) | r]| (pA—q) = r |

e En tercer lugar establecemos todas las posibles situaciones de verdad o
falsedad de las primeras variables del enunciado que intervienen:

=q | (pA—q) | 7 | (PA—q) =7

o <<=
| <) | <=

e Finalmente se van rellenando el resto de las columnas teniendo en cuen-
ta por una parte el significado de los conectivos logicos -, A, V, =, <
y por otra, que cada vez que aparece una nueva variable proposicional
es preciso comparar las situaciones de verdad o falsedad obtenidas con
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32 CAPITULO 1. LOGICA

(Paso intermedio)

plq|q| (A~ | T | (PA~g) =T
VIV|F F \%
VIF|V vV |V
F|V|F F \%
F|F|V F \%
F
F
F
F
(Tabla final)
plq|q| (A~g) | T | (PAg) =T
VIV|F F \% v
VIF|V vV |V \%
F|V|F F \% vV
F|F|V F V \%
VIV|F F F \Y
VIF|V \% F F
F|V|F F F \%
F|F|V F F \%

Ejercicio 1 Construir las tablas de verdad de las siguientes formas proposi-
cionales:

1. ~(pVa)

2. (p\—p)

co

= (p A -p)

p=(gN—r)

Svoos

—(pAg) & ((—p) V (—9))

1.3.3 Tautologias y razonamientos validos

Definicién _1.3.4 Una forma proposicional es una tautologia si toma el
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1.3. LOGICA PROPOSICIONAL 33

variables proposicionales que en ella intervienen. Una forma proposicional
es una contradiccion si toma el valor F cualquiera que sea la forma en
que asignemos los valores V ¢ F a las variables proposicionales que en ella
intervienen.

Ejemplo 1.3.5 (p = q) < ((—p) V q) es una tautologia segin se sigue de su
tabla de verdad:

plalp=q|p|(p)Ve| =49 (=p)Va)
V|V \Y F \Y A%
V|F F F F V
F|V \Y% \Y% \Y% \Y
F|F \Y \Y% \Y% \Y%
Ejercicio 2 Probar que las siguientes formas proposicionales son tautolo-
gias:
1. (pAp=q)=q
2. (p=a)N(g=r)=p=r)
3. (p=aN(p=14)=q
4. ((pVa)N=p)=q
5. (pA-p)=q

Ejercicio 3 Probar que las siguientes formas proposicionales son tautolo-
gias:

L (p=gN@=p)e@@eq
2. (p=4q) & ((—q) = (-p))
3 (p=q & ((pAN—q) = (-p))

4 pe (-p=0p)
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34 CAPITULO 1. LOGICA

Definicién 1.3.6 Si A y B son formas proposicionales se dice que A impli-
ca logicamente a B si la forma proposicional (A = B) es una tautologia.

Otras formas habituales de decir A implica l6gicamente a BB son :
e 3 es consecuencia ldgica de A
e A es condicion suficiente de B
e B es condicion necesaria de A.

Analicemos el significado de esta definicion:

si (A= B) es una tautologia entonces es imposible asignar valores de
verdad a las variables proposicionales de A y B de manera que A sea Vy B
sea F.

En otras palabras: Si (A = B) es una tautologia y A es V, entonces
necesariamente B es V.

Del ejercicio 2 tenemos que:

pA(p=q) implica légicamente a g
(p=q)N(qg=r) implica légicamente a (p =)
(p=q) AN (—p=¢q) implica légicamente a ¢
(pVqg)A—p implica légicamente a g
(p A\ —p) implica l6gicamente a ¢

Observacion 1.3.7 El hecho de que p A (p = q) implica ldgicamente a q es
la regla de inferencia que se suele conocer como modus ponens.

La regla modus tolens es el hecho de que (p = q) A —q implica ldgica-
mente a —p.

Definicion 1.3.8 Sean A y B dos formas proposicionales se dice que A
equivale légicamente a B si la forma proposicional (A < B) es una tau-
tologia.

Analicemos el significado de esta definicion:

si (A < B) es una tautologia entonces es imposible asignar valores de
verdad a las variables proposicionales de A y B de manera que el valor de
verdad de A sea diferente del valor de B.

En otras palabras si (A e B) es una tautologia A es V siy solo si B es
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1.3. LOGICA PROPOSICIONAL 35

Ejercicio 4 Probar que los siguientes pares de formas proposicionales son
logicamente equivalentes

-p ) p

(A ATy pA(gAT) (N es asociativa)
(pVgVr y pV(gVvr) (V es asociativa)

(pAq) Y (g N\ p) (N es conmutativa)
(pVaq) Yy (qVp) (V es conmutativa)
pA(gVr) y (pAq V(pAr) (N es distributiva respecto de V)
pVigAr) y (pVag ANpVr) (V es distributiva respecto de N)
“(pve) vy () A (79 ley de De Morgan
-(pNg) y  (=p)V(79) ley de De Morgan
peaq) oy (¢ & p)

pAV y p

pVF Y p

=9 y PA-Q=TF

Del ejercicio 3 tenemos que:

(p=q)N(qg=p) equivale l6gicamente a (p<q)
(p=q) equivale l6gicamente a (—q) = (—p)
(p=1q) equivale logicamente a  ((p A —q) = (—p))

D equivale logicamente a (=p = p)
p equivale légicamente a  ((—p) = (¢ A —q))

Por otro lado el ejemplo 1.3.5 indica que p = q es equivalente l6gicamente
apVyg.

Esta tabla de equivalencias l6gicas pone de manifiesto los siguientes re-
sultados:

1. La equivalencia (p < ¢q) es V si y solo si las implicaciones (p = ¢q) y
(¢ = p) son V.

2. Laimplicacion (p = ¢) es logicamente equivalente a su contrarreciproca
(=q) = (=p).

3. El principio de reduccion al absurdo: la verdad de p es equivalente al
hecho de que su negacién —p implique una contradicciéon. Este hecho se
sustenta en la siguiente equivalencia logica, presentada anteriormente:
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36 CAPITULO 1. LOGICA

Estas equivalencias lo6gicas nos permitiran presentar algunas técnicas de
demostracion. Antes introduzcamos con precision el sentido que tiene el
hecho de que un razonamiento sea correcto.

Definicion 1.3.9 Sean A4, ..., A, y B formas proposicionales. Se dice que
un razonamiento del tipo

de A, .., A, se deduce B

es correcto o logicamente valido si A1 A...A A, implica ldgicamente B o, lo
que es lo mismo, si es imposible encontrar un caso en el que siendo verdaderas
las sentencias A4,..., A, sea falsa la sentencia B. A las sentencias A4,...,A,
las denominamos premisas o hipotesis y a la sentencia B conclusién o
tesis.

Para distinguir las premisas de la conclusion, el razonamiento anterior se
suele representar por

Ay
A
B

Ejemplo 1.3.10 EI sigutente razonamiento es correcto:

p=q
_r
q

Ya que ((p = q) A p) = q es una tautologia.
Ejercicio 5 Determinar si el siguiente razonamiento es correcto:
(p=(qVr))

(g = —r)

p
qg/N-—r

Ejercicio 6 Identificar adecuadamente las distintas conectivas lingiiisticas y
las variables_proposicionales. obtener las premisas y la conclusion y estudiar
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1.3. LOGICA PROPOSICIONAL 37

1. H es un subgrupo st es no vacio, contiene al neutro y es cerrado para
la operacion. Si H es no vacio y cerrado para la operacion, entonces H
contiene al neutro. En consecuencia, si H es cerrado para la operacion,
H es un subgrupo.

2. Si a es un niumero perfecto entonces a es par y n es impar. a es par y
n no es impar. Por consiguiente a no es perfecto.

3. St no hay huelga, o el sindicato miente o el ministro tiene razon. Hay
huelga o en caso contrario el ministro se equivoca. Por lo tanto el
sindicato no miente.

Ejercicio 7 Determinar si el siguiente razonamiento es correcto:

St José gand la carrera entonces Pedro fue el sequndo o Ramdn fue el sequndo.
St Pedro fue el sequndo entonces José no gand la carrera. Si Carlos fue el
sequndo entonces Ramon no fue el sequndo. José gand la carrera. Luego
Carlos no fue el sequndo.

De esta manera, a partir de proposiciones verdaderas (que inicialmente
conforman los axiomas) se pueden utilizar razonamientos validos para de-
mostrar que una nueva proposiciéon es también verdadera. Veamos algunos
ejemplos de demostraciones tipo:

e Demostraciones directas: se usan para probar que una sentencia
de la forma p = ¢ es verdadera para lo cual utilizamos la siguiente
tautologia recursivamente:

(p=r)AN(r=3)=(p=s).

De esta manera si podemos construir una cadena finita de sentencias
verdaderas de la forma p = p1, p1 = po, -.., pn = ¢ habremos demos-
trado que p = ¢ es verdadera.

Ejemplo 1.3.11 Demostremos que st x es un entero impar su cuadrado es
1mpar.
En efecto, si x es impar entonces existe un entero p tal que
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38 CAPITULO 1. LOGICA

por la definicion de ser impar. Formalmente hemos demostrado que si la
proposicion q es X es impar y qi es la proposicion existe p entero tal que
z=2p+1 entonces tenemos la veracidad de:

q = q.

De hecho, por definicion de tmpar, q < q;.
Aplicando las reglas para hacer el cuadrado tenemos:

= 2p+ 1) =4p® +4p + 1.

Esta es una implicacion g1 = qo donde g2 es la proposicion existe p entero
tal que x° se puede escribir como x> = 4p? + 4p + 1.
Sacando factor comin obtenemos:

r? = 2(2p% + 2p) + 1.

Por lo que en efecto x* es impar.

Ejercicio 8 Sean a,b dos nimeros naturales a,b € N = {1,2,3...}. Se define
que a > b si existe un numero natural ¢ € N tal que a = b+ c. Demostrar
que st a > b y b > c entonces a > c.

e Demostracion por contrapositivo: consiste en utilizar la equiva-
lencia logica de las sentencias p = ¢y ~q¢ = —p.

Ejemplo 1.3.12 Vamos a demostrar, usando la demostracion por contrapo-
sitivo, la implicacion reciproca del ejemplo anterior:

22 impar implica x impar.
Debemos demostrar entonces que es verdadera la sentencia contrarreciproca:
x no impar implica x* no impar.

O equivalentemente:
x par implica x* par.

Lo que se hace mediante una demostracion directa idéntica a la del ejemplo
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1.3. LOGICA PROPOSICIONAL 39

e Demostracion por reducciéon al absurdo: consiste en utilizar la
equivalencia logica escrita anteriormente

p< (p= (¢ —q)).

Esto es, suponer que la hipotesis es verdadera, la conclusion es falsa y
llegar a una contradiccion.

Ejemplo 1.3.13 Demostramos el siguiente hecho: si a es un numero real,
a > 0, entonces é > (.

Usamos la propiedad de los signos que indica que el producto de dos ni-
meros reales es posisitivo si y solamente si o ambos son positivos o ambos
son negativos.

Supongamos que la conclusion es falsa y la hipdtesis es verdadera, esto
es, a >0y é < 0. Es evidente que % # 0 pues aé = 1. Por tanto, como el
producto a% =1, entonces a < 0 en contradiccion con la hipdtesis a > 0.

e Demostraciéon por casos: cuando se tiene una implicacion del tipo
p=-aiVayV..Va, para demostrar que p = ¢ es suficiente demostrar
que a; = qy que ... a, = q.

Ejercicio 9 Determinar la tautologia que justifica el método de demostra-
cion por casos. Hacer la tabla de verdad para n = 2.

Ejemplo 1.3.14 Sea x € N demostramos que el resto de dividir *

solo puede tomar los valores 0 ¢ 1.
Como se tiene que st x € N entonces x es par o x es impar, entonces
debemos probar que:
st x es par entonces se cumple la afirmacion y que
st x es impar entonces también se cumple la afirmacion.
En efecto, si x es par entonces existe p € N de modo que

entre 4

T =2p
y por tanto
:L,Z — 4p2
de modo que x es mailtiplo de 4, esto es, su resto al dividir por 4 es 0.

Y st x es impar entonces existe p € N de modo que
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40 CAPITULO 1. LOGICA

y por tanto
w? =4p® +4p+1=4(p* +p) + 1

por lo que el resto de dividir por 4 es 1.

e Demostracion de dobles implicaciones: La demostraciéon de una
doble implicacién p < ¢ se convierte, mediante la equivalencia logica
con (p = q) A (¢ = p), en dos demostraciones. La de p = ¢ y la de

q=7p

Ejemplo 1.3.15 Mirando los ejemplos presentados en la demostracion di-
recta y en la demostracion usando la sentencia contrarreciproca se ha demos-
trado el hecho siguiente: = es impar si y solamente si v° es impar.

1.3.4 El método de refutacion

El método de refutacion sirve para determinar si una forma proposicional es
o no una tautologia sin necesidad de obtener su tabla de verdad completa.

Este método consiste en intentar probar que la forma proposicional dada
no es una tautologia buscando aquellos valores de las variables proposicio-
nales que hacen falsa la forma proposicional dada. Si vemos que esto es
imposible, la forma proposicional objeto de estudio serd necesariamente una
tautologia. En caso contrario no lo serd y habremos encontrado unos posibles
valores de verdad de las variables proposicionales que hacen que no lo sea.

Es importante senalar que este método es especialmente fecundo debido
a que el mecanismo basico que emplea consiste en reducir la féormula dada a
una expresion cada vez més simple.

Notacién. Si A es una forma proposicional entonces A : V' (respectivamente
A : F) significa que consideramos la proposicion A verdadera (respectivamen-
te falsa). Cuando la forma es una variable, digamos p, a veces escribiremos
p:=V (resp. p:=F).

Ejemplo 1.3.16 Vamos a demostrar que la siguiente proposicion es una
tautologia utilizando el método de refutacion:

(p=qV(r=q)e((pAr)=7q)

Supongamos que su valor de verdad es F y vamos a ir deduciendo los
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1.3. LOGICA PROPOSICIONAL 41

que eso ocurra. Si

(= Vr=0q)=(prr)=q:F

caben dos posibilidades, que iremos desarrollando paso a paso:

o bien o bien
p=¢Vir=qg:V | p=¢gVir=q:F
y((pAr)=q) - F ypAr)=q:V

de donde de donde
pP=qVir=q¢:V (p=q¢:Fr=q:F
(pAT) V. ,q: F (pAT)=9q:V

luego luego
(p=F)V(r=F:V p:V,r:V,q: F
p:V,r:V (pAT)=q:V
por lo que por lo que
(V=F)V(V=F:V (VAV)=F:V
es decir es decir
F: V (contradiccion) | F : V (contradiccion)

Luego falla el intento de probar que no es una tautologia, o lo que es lo
mismo, no es posible asignar valores de verdad a las variables proposicionales
que intervienen de manera que la forma proposicional ((p = q) V (r = q)) <
((p A1) = q) sea falsa, por lo que concluimos que dicha forma proposicional
es, efectivamente, una tautologia.

Ejemplo 1.3.17 La sentencia

(p=a)Na)=p

no es una tautologia. En efecto, tomamos ((p = q) ANq) : V yp: F. Como
((p=q)Nq):V entonces q : V y (p = q) : V. Como p : F entonces
efectivamente (p = q) : V. De este modo p : F y q : V hacen que la
sentencia sea F' y por tanto no estemos ante una tautologia.

1.3.5 Conjuntos adecuados de conectivos en logica de
proposiciones

Es posible, utilizando las equivalencias légicas. expresar cualquier forma pro-
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42 CAPITULO 1. LOGICA

mente aparezcan variables proposicionales y ciertos conectivos 16gicos selec-
cionados como primitivos. Asi por ejemplo, no es dificil demostrar que para
cualquier forma proposicional A es posible encontrar una forma proposicio-
nal equivalente en la que los tinicos conectivos que aparezcan sean los del
conjunto {V, A, —=}. Por ejemplo, si A es la forma proposicional B = C, ten-
dremos que la forma proposicional A es logicamente equivalente a (-8B V C).
Si A es la forma proposicional B < C, tendremos que la forma proposicional
A es logicamente equivalente a (=BV C) A (=C V B).

Por eso se dice que los conectivos {V, A, -} constituyen un conjunto
adecuado de conectivos. Utilizando las leyes de De Morgan como axio-
mas es posible mostrar que tanto {V,—} como {A, —} constituyen conjuntos
adecuados de conectivos.

Existen conjuntos adecuados de conectivos que constan tinicamente de un
elemento. Sheffer introdujo en 1913 dos nuevos conectivos, que actualmente
se conocen como nand y nor. Estos dos conectivos tienen gran utilidad en las
aplicaciones a los circuitos de conmutacion. El conectivo nor se representa
con el simbolo |, siendo la sentencia p | ¢ logicamente equivalente a = (p V q).
El conectivo nand se representa con el simbolo |, siendo p | ¢ légicamente
equivalente a = (p A q).

Ejercicio 10 Comprobar que tanto {|} como {|} son conjuntos adecuados
de conectivos. Para verlo expresar las formas proposicionales pNV q, p /AN q y
—p en funcion, en primer lugar, del conectivo {|} y, en sequndo lugar, en
funcion del conectivo {|}.

1.4 Lobgica de predicados

1.4.1 Introduccién: predicados y objetos

Hay deducciones que se realizan habitualmente en matemaéticas para las que
no es posible analizar su validez dentro del ambito de la logica de proposi-
ciones. Por ejemplo, si consideramos la deduccion:

Todos los hombres son mortales
Sécrates es un hombre
Socrates es mortal

e intentamos _formalizarla (esto es. expresar su forma) en logica de propo-
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1.4. LOGICA DE PREDICADOS 43

p
q

r

por lo que no es un razonamiento valido (tomando p : V, ¢: V y r: F) en
contradiccién con nuestra intuicion. Necesitamos entonces una descripciéon
maés fina que permita distinguir los hombres (los objetos) de sus propiedades
(predicados).

Consideremos ahora la deduccion:

Todos los niimeros primos son impares
3 es un nimero primo
3 es impar

Si separamos las sentencias:

3 es primo
5 es primo
5 es impar

observamos que, aun siendo distintas, aparecen en ellas partes comunes:
e en las dos primeras interviene la propiedad ser primo
e en las dos tltimas interviene el objeto 4.

Estas sentencias pueden ser simbolizadas del siguiente modo:

T es primo P(x)
T es impar I(z)
3 es primo P(3)
5 es impar I(5)
5 es primo P(5)

O en el ejemplo del comienzo:

T es mortal M(z)
z es hombre H(zx)

También es posible simbolizar de este modo propiedades que afectan a
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44 CAPITULO 1. LOGICA

T es el padre de y P(z,y)
T estudia la carrera y E(z,y)
z,1,2 estdn alineados L(z,y,z)
x es igual a y =y

T es mayor que y x>y

En logica de predicados se distingue, pues, entre las propiedades (también
llamadas predicados) y los objetos a los que dichas propiedades se refieren.

En logica, y en general, en matematicas, se utilizan dos tipos de objetos:

e las constantes, que son objetos concretos y forman un universo de
discurso, un conjunto U,

e las variables, que son objetos genéricos que normalmente denotamos
con las letras z,y, z.... y que podran sustituirse por objetos de U.

Por ejemplo, tomando el conjunto de los ntimeros naturales U = N, el
1 es una constante y representa un elemento de N, mientras que podemos
escribir x, una variable que puede tomar cualquier valor natural.

La caracteristica esencial que diferencia las variables de las constantes es
que las variables pueden ser sustituidas por cualquier objeto del universo
de discurso en el transcurso de una deduccion.

Un predicado es entonces una sentencia que involucra variables de modo
que al ser sustituidas por constantes se convierte en una proposicion.

Por ejemplo, el predicado z es primo se convierte en una proposicion al
sustituir  por un nimero natural.

Los predicados se pueden representar por simbolos del tipo P(x), Q(x),
R(z)... que se denominan funciones proposicionales o también senten-
cias abiertas. Una vez que se haya asignado un valor adecuado a la variable
x la funcién proposicional P(z) da lugar a una proposicion de la que es po-
sible afirmar si es verdadera o falsa. Por ejemplo, si P(z) =z es primo
entonces P(3) es verdadera, y P(4) es falsa.

Por otra las funciones proposicionales pueden tener mas de una variable.
Asi por eiemplo. si Q(x.y. 2) designa la sentencia x + y = z. tendremos que
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1.4. LOGICA DE PREDICADOS 45

1.4.2 Los cuantificadores universal y existencial

Como hemos visto, una funciéon proposicional (o sentencia abierta) puede dar
lugar a una proposicion (o, lo que es lo mismo, se puede cerrar) asignando
valores concretos del universo de discurso a las variables que en ella inter-
vienen. Introducimos ahora otra manera de cerrar las sentencias abiertas,
usando los cuantificadores universal y existencial.

1) Consideremos la expresion: Para todo objeto x de un universo de dis-
curso U se verifica P(x). La frase para todo objeto x de U se denomina
cuantificador universal y se representa por Va € U.

Si la funcion proposicional P(z) resulta ser una proposicion verdadera
al sustituir la variable x por cualquier elemento del universo de discurso U,
diremos que para todo elemento x de U la proposicion P(x) es verdadera.
Podemos escribir abreviadamente la siguiente sentencia que resulta ser ver-
dadera:

Ve e U P(x).

2) Por otra parte, el hecho de que para al menos un elemento a del universo
de discurso U la sentencia P(a) sea una proposicion verdadera, nos permite
afirmar que la proposicion existe un elemento x de U tal que la proposicion
P(z) es verdadera, que expresamos de forma més breve por

dr € U P(x)

es verdadera.
La frase existe un objeto = del conjunto U se denomina cuantificador
existencial y se representa por dx € U.

Asi pues, para poder asociar un valor de verdad (o, lo que es lo mismo,
interpretar) a una sentencia abierta, es necesario cerrarla previamente (se
dice que una sentencia es cerrada si no tiene variables sin cuantificar). Como
hemos visto una sentencia se puede cerrar asignando constantes a las variables
que en ella intervienen o cuantificando dichas variables. Si las variables estan
cuantificadas, el valor de verdad depende del universo de discurso que se
considere. Asi por ejemplo, la sentencia
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46 CAPITULO 1. LOGICA

es verdadera en el universo de discurso de los niimeros reales (U = R, siendo
x = /2), pero es falsa en el universo de discurso de los niimeros enteros
(U =Zya que V2 ¢ 7).

Si el universo de discurso es finito, el cuantificador universal puede susti-
tuirse por un nimero finito de conjunciones y el cuantificador existencial por
un numero finito de disyunciones.

Por ejemplo, si los valores posibles de la variable x son a,b,c, (U =
{a,b, c}) la sentencia cerrada

Vz € U P(x)

es, por definicion,
P(a) N P(b) A\ P(c)

y la sentencia
dr € U P(x)

es, por definicién,
P(a)V P(b)V P(c).

Estas definiciones muestran que los cuantificadores existencial y universal
son una forma abreviada de escribir los conectivos V y A.

1.4.3 Forma de predicados

Como en el caso de la logica proposicional en la logica de predicados obser-
vamos que la validez o no de ciertos razonamientos esta en su forma. Sea por
ejemplo el razonamiento antes considerado, que intuitivamente se muestra
como valido:

Todos los hombres son mortales
Sécrates es un hombre
Socrates es mortal

Este razonamiento es el mismo, en su forma, que:

Todos los casos son resolubles
El caso Nécora es un caso
El caso Nécora es resoluble
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1.4. LOGICA DE PREDICADOS 47

Ve e U P(x)
acU
P(a)

Nuestra intuicién senala que este razonamiento es valido siempre, en el
sentido de que no depende del universo de discurso considerado. Resulta en-
tonces natural escribir la siguiente expresién que consideraremos verdadera:

(Vx P(x)) = P(a).

Obsérvese que no se ha escrito el universo de discurso.

De este modo es interesante construir una légica formal usando predica-
dos. Con este objeto vamos a dar un conjunto de reglas para definir forma
de predicados, que es el equivalente, en la logica de predicados, al concepto
de forma proposicional en la légica proposicional.

Paso 1. Comenzamos primero considerando funciones proposicionales, de la
forma P(x),Q(z),... (donde también se pueden considerar varias variables).
Las funciones proposicionales son formas de predicados.

Paso 2. Se pueden construir nuevas formas de predicados usando los conec-
tivos logicos. Formas por ejemplo, del tipo:

Px) AQ(x)
Px) N Q(y)
~P(z)
P(r) Vv Q(z)
P(x) = Q(x)
P(z) < Q(x)

Paso 3. Dada una forma de predicados de las construidas hasta ahora, donde
aparece la variable x, digamos por simplicidad P(z), se pueden construir las

expresiones:
Vo P(x)

dzx P(z).

Por ejemplo se construyen las formas:

Vo (P(z) A Q(x))
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48 CAPITULO 1. LOGICA

En las formas construidas en el paso 3, la variable = afectada por el cuan-
tificador universal o existencial se dice que queda ligada. El resto de posibles
variables se dicen [ibres. Volveremos més adelante sobre esta definicion.

Paso 4. Dos formas de predicado se pueden combinar usando conectivos
logicos. Los paréntesis son necesarios para evitar ambigiiedades. Estamos
considerando, por ejemplo, expresiones del tipo:

(Vz P(x)) = (Fz Q(x)).

Paso 5. Dada una forma de predicados P(z) donde aparece una variable
libre x, se pueden construir expresiones del tipo:

vV P(x)

dz P(x).

Por ejemplo expresiones del tipo:

Va(P(z) = (Vy Qy)))

Paso 6. Dada una forma de predicado, cualquiera de sus variables libres
puede sustituirse por una constante arbitraria, dando lugar a una nueva
forma de predicado.

Usaremos los términos forma de predicados, sentencia de logica de predi-
cados o expresion de logica de predicados indistintamente.

Ejemplo 1.4.1 Una expresion de ldgica de predicados es, por ejemplo:

(Vo P(z)) = —(3z Q(z)).
O el ejemplo que ilustraba el comienzo de la seccion:
(Vz P(z)) = P(a).

Observacion 1.4.2 Cuando en un predicado aparece una variable afectada
por un cuantificador y simultdneamente aparece también sin ser afectada por
ese mismo cuantificador, debe interpretarse que se estd utilizando el mismo
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1.4. LOGICA DE PREDICADOS 49

EL PREDICADO DEBE INTERPRETARSE COMO
(Vo P(x)) V (Vo Q(z)) (Vo P(z)) vV (Vy Q(y))
(Fz P(x)) vV (I Q(z)) (Fz P(x)) vV (Fy Qy))

Observacion 1.4.3 Dado un universo de discurso U, la expresion construi-
da en la seccion 1.4.2, a saber, Vo € U P(x), no es una forma de predicado se-
gun las reglas que acabamos de describir. Para componer una forma de predi-
cado con ese significado definimos un predicado de la forma U(zx) := (x € U)
y escribimos:

Vo (U(x) = P(x))

o lo que es lo mismo
Vo ((xr € U) = P(x)).

Recuperamos la definicién establecida anteriormente:
Definicion 1.4.4 Diremos que una variable x aparece ligada en una forma

de predicado P si estd afectada por algun cuantificador. En caso de que una
variable no aparezca ligada diremos que aparece libre.

Por ejemplo

EN LA(S) VARIABLE(S) APARECE(N)
N(x) x aparece libre
x>y x e y aparecen libres
Jy (y > x) x aparece libre e y ligada
N(z) = Fy (y > z) x aparece libre e y ligada
Vo (N(z) = Jy (y > x)) x e y aparecen ligadas

Para poder asignar valores de verdad a las formas de predicado hay que,
como se decia anteriormente, cerrar las formas, esto es, sustituir las variables
libres por constantes y entender como se asignan valores de verdad a las
variables cuantificadas.

e Si en una forma no aparecen cuantificadores, al sustituir las variables
por constantes, la asignacion de valores de verdad se hace exactamente
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50 CAPITULO 1. LOGICA

Ejemplo 1.4.5 Por ejemplo, tomemos la forma:
(P(z) AQ(x)) = R(y),
y constantes a y b. Al sustituir tenemos:
(P(a) A Q(a)) = R(b),

que es una expresion de ldgica proposicional, donde P(a), Q(a) y R(b) son
variables proposicionales, y como tal se trata, pudiéndose construir su tabla
de verdad.

e Dada una forma de predicado del tipo Yz P(x), donde P(z) es una
forma de predicado sin cuantificadores y con una sola variable z, se
dice que la expresion Yr P(x) es verdadera si al sustituir x por una
constante a cualquiera en cualquier universo de discurso, se tiene que
P(a) es verdadero.

Ejemplo 1.4.6 La sentencia Yx (P(x) V (=P(z))) es V. En efecto, ya que
para cada constante a en cada universo de discurso U se tiene que P(a) V
—P(a) es verdadera.

e Dada una forma de predicado del tipo 3= P(z), donde P(x) es una for-
ma, de predicado sin cuantificadores y con una sola variable z, se dice
que la expresion Jx P(zx) es verdadera si al sustituir z por una cons-
tante a en algin universo de discurso, se tiene que P(a) es verdadero.
Es decir, el valor de verdad de 3z P(x) es el mismo de =(Vz =P (z)).

Ejemplo 1.4.7 La forma 3z (P(x) = P(a)) (donde x una variable y a una
constante) es verdadera pues tomando la constante a, al sustituir la variable
libre = por a se obtiene la expresion (P(a) = P(a)) que es verdadera.

e Usando los significados de los distintos conectivos logicos podemos asig-
nar valores de verdad a nuevas formas de predicado. Veamos un ejem-
plo.

Ejemplo 1.4.8 La siguiente sentencia es verdadera:
(Vz P(x)) = (3y P(y))-

En efecto si Vx P(x) es falso la implicacion es verdadera. Y si Vx P(x) es
verdadera entonces para cada constante a_en cada universo. P(a) es verda-
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1.4. LOGICA DE PREDICADOS 51

Para asignar valores de verdad a cualquier forma de predicado necesita-
mos el concepto de tautologia en logica de predicados, que no es exactamente
igual que el que manejamos en logica proposicional, y usar coherentemente
los significados de los conectivos 1ogicos:

Definicion 1.4.9 Diremos que una forma de predicado que contenga va-
riables libres es una tautologia si toma unicamente el valor V independien-
temente del universo de discurso y los objetos concretos de dicho universo
que asignemos a las variables que aparecen libres.

Ejemplo 1.4.10 Siendo P(x) una funcidn proposicional, el predicado P(x)V
(=P(x)) es una tautologia. Podemos argumentar ese hecho del siguiente
modo: puesto que, dependiendo del objeto concreto que coloquemos en lugar
de la x, P(x) serd V ¢ F, tenemos la tabla:

P(z)
v
F

Utilizando ahora P(x) junto con los conectivos ldgicos NV y — construimos
P(z) V (—=P(x)). Teniendo en cuenta el significado de dichos conectivos,
podemos completar la tabla de verdad obteniendo:

| Plx) | ~P(x) | P(z) V (=P(2)) |
vV F Vv
F v v

Ejercicio 11 Demostrar que la expresion

(P(z) A (=P(x))) = Q(z,y)

es una tautologia.

e Podemos ahora asignar un valor de verdad a la forma Va P(x), donde
P(z) es una forma cualquiera y x es una variable libre, de la siguiente
manera: la sentencia Yo P(x) es V si P(x) es una tautologia. v F' en
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52 CAPITULO 1. LOGICA

Ejemplo 1.4.11 La sentencia (recordar que = es una variable y a, b son
constantes):

(Vy(Vx P(x,y))) = P(a,b) esV, puesto que :

a) Si (Vy(Vx P(x,y))) es V, P(x,y) es una tautologia, lo que significa que al
sustituir la variable x (respectivamente la y) por cualquier objeto concreto,
digamos a (respectivamente b), del universo de discurso que se considere
obtenemos que P(a,b) verdadera, y por consiguiente

(Vy(Vz P(z,y))) = P(a,b)

es V.
b) Si por el contrario (Yy(Vx P(x,vy))) es F, la implicacion

(Vy(Vz P(x,y))) = P(a,b) esV.

e Para asignar un valor de verdad a la expresion 3z P(x), donde P(x)
es una forma cualquiera y x es una variable libre , consideramos lo
siguiente: la sentencia Jx P(x) es V si =P(z) no es una tautologia, y
F' en caso contrario.

Es decir, 3z P(x) es V si hay un universo de discurso U y una constante
a € U tal que P(a) es V.
Se establece entonces la equivalencia logica siguiente:

dz P(z)

es logicamente equivalente (en el sentido de que tienen el mismo valor de
verdad) a
—(Vz = P(x)).

a) Si dzx P(x) es V, =P(x) no es una tautologia, o lo que es lo mismo, Vz
—P(x) es F, con lo que —~(Vx = P(x)) es V.

b) Reciprocamente, si =(Vx —P(x)) es V, necesariamente (Vz —P(z)) es
F, 0 lo que es lo mismo, =P(x) no es una tautologia. Entonces existe
un objeto a de un universo de discurso tal que —P(a) es F, con lo que
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1.4. LOGICA DE PREDICADOS 53

Por consiguiente en cualquier universo de discurso, para todo predicado
P y para toda variable z, la siguiente sentencia es verdadera:

dx P(z) & —(Va—P(x)).

Ejercicio 12 Probar que en cualquier universo de discurso, para toda fun-
cion P(x), la siguientes sentencias son verdaderas:

~(VxP(z)) < (Jz—P(x))
—(3xP(z)) & (Vz—P(x))

El ejercicio anterior indica como negar adecuadamente las sentencias afec-
tadas por cuantificadores. La negacion de la frase todo hombre es mortal no
es todo hombre es inmortal sino que existe un hombre que es inmortal.

Observacion 1.4.12 Para probar que (Vo € U P(x)) es F basta encontrar
una constante a en U de modo que P(a) es F'. A dicho a lo denominaremos
contraejemplo. Por ejemplo, sea U el conjunto de los nimeros naturales,
U =N, y el predicado P(x) :=z es primo o producto de exactamente dos
nimeros primos; la sentencia (Yx € U P(x)) es F' puesto que 30 no es primo
nt producto de exactamente dos primos. FEl nimero 30 es un contraejemplo
a la sentencia Vr € U P(z).

1.4.4 Ejemplos de sentencias verdaderas. Contraejem-
plos

Veamos algunos ejemplos més:

Proposicion 1.4.13 En cualquier universo de discurso establecido y para
cualquier predicado P(x,y) la siguiente sentencia es V':

(FaVyP(z,y)) = (Vy3zP(z,y))

Demostracion. Razonaremos por reduccion al absurdo, vamos a suponer que
la sentencia escrita es falsa y obtendremos una contradiccion:
Supongamos que_(JzxVyP(x. y)) (VydzP(x.y)) es F. En ese caso se
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54 CAPITULO 1. LOGICA

De la primera condicion se sigue que existe un objeto concreto a de un
universo de discurso tal que YyP(a,y) es V. Por tanto P(a,y) es una tauto-
logia.

De la segunda condicién se sigue que existe un objeto concreto b de un uni-
verso de discurso tal que 3x P(z, b) es F', o lo que es lo mismo, = (Vx (—=P(x,b)))
es I'. En consecuencia tendremos que Vz (—P(z,b)) es V con lo que =P(z,b)
también es una tautologia. Ahora bien, por ser P(a,y) una tautologia P(a,b)
es V, y por ser =P (z,b) una tautologia, —P(a,b) también es V', con lo que
hemos obtenido la contradiccién buscada.

Proposiciéon 1.4.14 No es cierto que para cualquier predicado P(x,y) la
stquiente sentencia es V independientemente del universo de discurso:

(Vz3yP(x,y)) = (3yVeP(z,y))

Demostracion. Basta encontrar un ejemplo en el que la forma escrita no sea
verdad, esto es, un contraejemplo:

Sea el predicado P(x,y):=x es estrictamente menor que y en el universo
de los niimeros naturales. En este universo, con este predicado se tiene:

VeeU3dyeUP(x,y): V

ya que para cada nimero natural x siempre existe un nimero natural y (por
ejemplo y = x + 1) estrictamente mayor. Pero:

JyeUVeeUP(x,y): F

ya que no existe un nimero natural mayor que el resto de los niimeros natu-
rales. Por tanto:

(Ve3yP(z,y)) = (FyVrP(z,y))
es falsa en este ejemplo.

Proposicion 1.4.15 En cualquier universo de discurso y para cualesquiera
que sean los predicados P y (Q la siguiente sentencia es verdadera:

Jz (P(z) V Q(z)) < (JzP(x)) V (FzQ(x)).

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



1.4. LOGICA DE PREDICADOS 55

i) dz (P(x) V Q(x)) = (FzP(z)) V (FzQ(x)) es V
y que
ii) (JzP(x)) V (F2Q(x)) = Jz (P(z) VQ(z)) es V

i) Supongamos verdadera la sentencia 3z (P(z) V Q(z)) . Sea a tal que

(P(a) v Q(a))

es verdadera. Existen dos posibilidades:

e Si P(a)es V entonces (3xP(z)) es V y por tanto (FzP(z)) VvV (FzQ(x))
es V.

e Si Q(a) es V se razona andlogamente.

ii) Supongamos verdadera la sentencia (JzP(z)) V (JzQ(x)). En ese caso
existen también dos posibilidades:

e Si(JzP(x))es V entonces, siendo a un objeto tal que P(a) es V, resulta
que P(a) V Q(a) es V' y por tanto 3z (P(x) V Q(x)) es V.

e Si (JzQ(x)) es V se razona andlogamente.

Proposicion 1.4.16 En cualquier universo de discurso y para cualquier par
de predicados P(x) y Q(z) la siguiente sentencia es verdadera

(VeP(z)) vV (VeQ(x))) = Vo (P(z) V Q(x)) .

Sin embargo no es cierto que en cualquier universo de discurso y para cual-
quier par de predicados P(x) y Q(z) la siguiente sentencia sea verdadera:

Vo (P(z) V Q(x)) = ((VaP(x)) V (VeQ(x)))

Demostracion. Para demostrar la primera parte razonamos por reduccion al
absurdo: supongamos que ((VzP(x)) V (VzQ(x))) es V'y que Va (P(z) V Q(x))
es F'. De la segunda condicion se deduce que existe un objeto a tal que
(P(a)V Q(a)) es F_con lo que P(a) es ' v Q(a) es F. En consecuencia
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56 CAPITULO 1. LOGICA

Para demostrar la segunda parte pondremos un contraejemplo: sea el
universo de los niimeros naturales y los predicados P(x):=z es pary Q(x):=x
es impar. Sea la sentencia todo numero natural es o bien par o bien impar, es
decir Vz(P(x) V Q(z)). Esta sentencia es V. Sin embargo la sentencia todo
nimero natural es par o todo nimero natural es impar, esto es, Ve P(x) V
VrQ(x) es F.

Proposicion 1.4.17 En cualquier universo de discurso y para cualquier pre-
dicado P(x,y) la siguiente sentencia es verdadera

VaVyP(x,y) & VyVr P(z,y)

Demostracion. Demostramos primero la implicacién de izquierda a derecha.
Razonamos por reduccion al absurdo: supongamos que VaVyP(z,y) es V
y que YyVxP(x,y) es F. De la segunda condicién se sigue que existe b tal
que VxP(x,b) es F. Por ello existe a tal que P(a,b) es F. Luego VyP(a,y)
es F'y en consecuencia VaVyP(z,y) es F.
Para la otra implicacion, o bien se razona anilogamente a la implicacién

que acabamos de probar, o bien se aplica el resultado anterior a la sentencia
YyVz P(z,y).

Ejercicio 13 Demostrar el siguiente hecho usando una demostracion por
contrapositivo: Si a > 0 es un numero real tal que para todo niumero real
positivo, € > 0, se tiene 0 < a < €, entonces a = 0.

1.4.5 Modelizacién de expresiones en forma simbdlica

Veamos algunos ejemplos de como se expresan en lenguaje formal frases del
lenguaje natural.

La sentencia Todos tenemos exactamente un alma gemela se puede mo-
delizar de la siguiente forma:

Sea G(z,y) la sentencia y es el alma gemela de x. La sentencia que
queremos modelizar dice que para cualquier persona x, existe otra y que es
su alma gemela y que cualquier otra persona z no es el alma gemela de x:

Vo 3y (G(z,y) AV2 ((2 # y) = ~G(z,2)))

Observacion 1.4.18 Hay que tener cuidado con la negacion de una senten-
cia cuando_viene afectada por un cuantificador. Supongamos que queremos
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1.4. LOGICA DE PREDICADOS 57

Todos los alumnos de esta clase han aprobado algin examen en febrero.

Para ello simbolicemos por C(z) el predicado z es un alumno de esta clase,
por A(x,y) el predicado = ha aprobado el examen y 'y por F(y) y se realizd
en febrero. Asi, la sentencia dada se puede escribir

Vo [C(r) = 3y (Alz,y) AF(y)))]-
Su negacion seria
vz [C(z) = Ty (Alz,y) A F(y)))]
que, segin sabemos, es légicamente equivalente a
Jz —[C(x) = By (Az,y) A F(y)))]
que a su vez es logicamente equivalente a
dz = [=C(x) V (Jy (A(z,y) A F(y)))]
que a su vez es logicamente equivalente a
Fz [=(=C(x)) A =CyA(z, y) A F(y))]
que a su vez es légicamente equivalente a
dr [Cz) A (Vy =(Alz,y) A F(y))]
que a su vez es loégicamente equivalente a
Jr [Cz) A (Yy (2 A(,y) V - F(y))].-

Es decir, la negacion de la sentencia es

Existe algin alumno de esta clase que o no ha aprobado ningin examen
(Vy (—=A(z,y))) o, si lo ha aprobado, no ha sido en febrero.

Si preferimos quedarnos con la sentencia logicamente equivalente a ésta de
la peniltima linea se podria leer
existe alaun alumno de esta clase que no ha aprobado ningun examen en
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58 CAPITULO 1. LOGICA

Ejercicio 14 Fscribir de forma simbdlica las siguientes sentencias y su ne-
gacion, de manera que en la expresion final no haya ningin cuantificador
precedido del simbolo negacion:

1. No todos los espanoles son periodistas
2. Si algin caminante bosteza, todos los caminantes bostezan
3. Todo el mundo conoce a algin modisto

4. Entre dos nimeros numeros reales distintos cualesquiera existe algun
numero racional

5. No existe un primo mayor que el resto de los niimeros primos

Ejercicio 15 Sea x, una sucesion de nimeros reales. Sea R el conjunto
de los nimeros reales positivos y N el conjunto de los nimeros naturales. Se
dice que
lim(z,) = a si Ve € RT (In € N(Ym € N(m > n = |z, — a| < g))).
FEscribir una sentencia que indique formalmente que lim(x,,) # a.

1.5 El razonamiento por inducciéon

En esta seccion revisamos una de las técnicas mas potentes que emplearemos
con frecuencia para demostrar propiedades de objetos discretos (complejidad
de algoritmos, teoremas sobre grafos, etc...)

El conjunto N de los niimeros naturales es un conjunto caracterizado por,
entre otras, la siguiente propiedad (volveremos sobre esto en el capitulo 3):

St A C N es tal que
leAy
VneN(neA= (n+1) e A,
entonces A =N .
Esta propiedad es la base de lo que se conoce como razonamiento por
induccioén:

Proposicion 1.5.1 Sea P(z) una propiedad de manera que
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1.5. EL RAZONAMIENTO POR INDUCCION 59

2. ¥n € N se verifica que (P(n) = P(n+1)) es V
En estas circunstancias, la sentencia (Yn € N P(n)) es V.

Demostracion. Sea A = {n € N|P(n) es V }. La demostracion consiste en
ver que A = N.

De las hipotesis se sigue que 1 € A. Para ver que A = N s6lo queda por
demostrar que si n € A entonces (n+ 1) € A. Supongamos que n € A; en
ese caso P(n) es V, y por la hipétesis 2 (P(n) = P(n+1)) es V, con lo
que P(n) A (P(n) = P(n+1)) es V, y puesto que la sentencia p A (p = ¢q)
implica légicamente a la sentencia ¢, concluimos que P (n+ 1) es V o, lo que
es lo mismo, que (n + 1) € A. Esto concluye que N = A.

El razonamiento por induccion se puede ver intuitivamente del siguiente
modo: como P(1)es V,y P(1) = P(2) es V, ya que es un caso particular de
(P(n) = P(n+ 1)), podemos concluir que P(2) es V. Siendo P(2) verdad,
como P(2) = P(3) es V, podemos concluir que P(3) es V' y asi sucesivamen-
te. Como lo que se pretende es probar que P(n) es V para cada n natural
es suficiente observar que, por muy grande que sea n, se puede repetir el ar-
gumento anterior tantas veces como sea necesario, pero siempre un nimero
finito de veces (exactamente n), y concluir que P(n) es V.

Observacion 1.5.2 Es usual, al hacer un razonamiento por induccion, em-
plear la siguiente jerga:

e P(1) es V es la base de induccion
e VneN (P(n)= P(n+1)) es el paso de induccion

e Normalmente se hace una demostracion directa del paso de induccion.
La suposicion de que P(n) es V' para cierto n fijo es conocida como
hipotesis de induccion.

Ejemplo 1.5.3 Cualquier tablero cuadriculado de 2" x 2" casillas iguales al
que se le ha quitado una casilla puede cubrirse con piezas de tres casillas en
forma de L sin que se solapen.

Para demostrarlo razonamos por induccion sobre n:

Base de tnduccion: P/[(1) es la proposicidn: Un tablero 2z2 al que se le
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60 CAPITULO 1. LOGICA

de L. FEstd claro que en este caso con una sola pieza basta y la sentencia es
verdadera.

Paso de induccion: Supongamos que para tableros de 2™ x 2" casillas hay
solucion. Si ahora consideramos un tablero de tamarnio 2! x 2"+ podemos
descomponerlo en cuatro tableros de tamano 2" x 2" dividiéndolo por la mitad
longitudinal y transversalmente. Como en el tablero inicial falta una casilla,
en una de las cuatro partes en que lo hemos dividido falta una casilla. En
las otras tres partes quitamos la casilla de la esquina que se encuentra en el
centro del tablero. De esta forma las tres casillas que quitamos forman una
L. Ahora en cada una de las cuatro partes tenemos un tablero de tamano
2™ x 2™ al que le falta una casilla. Por tanto, por la hipdtesis de induccion,
podemos rellenar cada uno de ellos con piezas en forma de L por separado.
Para acabar de rellenar el tablero original solo basta anadir una L en el hueco
central formado por las tres casillas que hemos quitado.

Ejercicio 16 Demostrar, razonando por induccion, la validez de las siguientes
formulas:

“ 1
Vn €N, Zk:%
k=1

VneN, > (2k-1)=n’

k=1

VneN, 2" <(n+1).

Ejercicio 17 Demostrar por induccion que en efecto es una tautologia la
senalada en el ejercicio 9.

1.5.1 Razonamiento por induccién completa

El razonamiento por induccién completa es equivalente al razonamiento por
induccion, en el sentido de que cualquier demostracién por induccién se puede
realizar por induccién completa y reciprocamente, aunque hay casos en los
que, por simplicidad, es conveniente emplear uno u otro método. Se trata de
demostrar la validez de una sentencia de la forma
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1.5. EL RAZONAMIENTO POR INDUCCION 61

El razonamiento por inducciéon completa consta de los siguientes pasos (ob-
serva que la tnica diferencia con el razonamiento por induccién esta en el
paso de induccion):

e Base de inducciéon: P(1) es V.

e Paso de induccién: Se demuestra que Vn € N (P(1) A ... A P(n))
= P(n+1)esV.

Como en el caso del razonamiento por induccién la conclusiéon es que la
sentencia Vn € N P(n) es V.

Ejemplo 1.5.4 Vamos a demostrar utilizando el método de induccion com-
pleta, que todo nimero entero mayor que 1 es primo o producto de nimeros
Primos:

Base de induccion: P(2) es verdadera pues 2 es primo.

Paso de induccion: Supongamos que los nimeros 2, ..., n son primos o
producto de primos. Si n+1 es primo, hemos acabado. En caso contrario
n+1 es compuesto, es decir n+1 =pq, con 1l <p<n+1yl<qg<n+1.
Por hipdtesis de induccion p y q son primos o producto de primos, ¥y, en
consecuencia n+1 también lo es .

Obsérvese que en este caso la demostracion por induccién en lugar de
induccion completa es més complicada ya que no podriamos afirmar, por
hipotesis de induccion, que p y ¢ son primos o producto de primos. Esto

solo lo podriamos afirmar para n pues la hipotesis de inducciéon es P(n) y no
P(1)A...AP(n).

1.5.2 Induccién estructural

El método de induccién ordinaria se apoya en el hecho de que dado un niimero
natural n, su sucesor n + 1 es tinico. La induccion estructural es una genera-
lizacién de la induccion ordinaria que tiene lugar cuando, teniendo en cuenta
la estructura de los objetos que se estan considerando, el paso de induccion
de un elemento al siguiente puede producirse en méas de una direccion.

Este método es una herramienta utilisima para el tratamiento de muchos
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62 CAPITULO 1. LOGICA

particular en la teoria de lenguajes formales y en la seméantica de los lenguajes
de programacion.

El método consiste en definir en primer lugar una cierta construccion,
como por ejemplo un programa en Pascalinductivamente, y demostrar alguna
propiedad del programa por induccién sobre el nimero de aplicaciones de las
reglas del programa.

Ejemplo 1.5.5 Los nimeros enteros vienen determinados por las siguientes
reglas:

0 € Z.
Sin € Z, entonces (n+1) € ZN(n—1) € Z.

En este caso el paso de induccion tiene dos direcciones, es decir, para probar
el paso de induccion habria que comprobar que si n satisface la propiedad
objeto de estudio, entonces también la satisfacen (n+1) y (n —1).

Veamos un ejemplo de una demostracion por induccion estructural en este
contexto.

Dado a € R, definimos a™ para n € Z del siguiente modo:

a = 1

n+1 n n—1 a

fiijamos m arbitrario y razonamos por induccion (estructural) en n:

Base de induccion: paran =0,

Paso de induccion: Supongamos vdlida la ley para n. Tenemos que de-
mostrar que en ese caso la ley también es vdlida para (n+ 1) y para (n —1):

m+(n+1) _ a(m+n)+1 _ m+n

a a s =
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1.5. EL RAZONAMIENTO POR INDUCCION 63

donde la igualdad tercera es la hipotesis de induccion. Y también:

am—i—(n—l) _ a(m+n)—1 _ am—i—n _
a
m ., n n
e S Y

donde de nuevo la igualdad tercera es la hipotesis de induccion. Con esto
concluimos, como consecuencia del razonamiento por induccion estructural
efectuado, que la ley es vdlida Vn € Z.

Ejemplo 1.5.6 Dada una forma proposicional A, definimos la forma pro-
posicional complementaria de A del siguiente modo:

Si p es una variable proposicional, comp(p) = -—p, comp(—p) = p,
comp(AV B) comp(A) A\ comp(B),
comp(ANB) = comp(A)V comp(B).

Teorema: Para toda forma proposicional C' se verifica:
comp(C) = —C.

Demostracion. Razonamos por induccion estructural:

Base de induccion: Los tnicos casos (casos bdsicos) para los que se pue-
de aplicar directamente la definicion de forma proposicional complementaria
son: st C' = p,

comp(C') = comp(p) = —p = =C

ystC=-p
comp(C') = comp(—p) = p = ——p = =C.

Antes de hacer el paso de induccion recordar que {A\,V, =} es un conjunto
adecuado de conectivos por lo que toda forma proposicional se puede construir
mediante las reglas de construccion de formas proposicionales y solo usando
estos conectivos.

Paso de induccion. Hipdtesis de induccion: Supongamos que cualquie
forma proposicional con n conectivos logicos del tipo N\ o V satisface el teo-
rema. Sea C una forma proposicional con n+1conectivos del tipo N\ o V .
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64 CAPITULO 1. LOGICA

S1 C = AV B, tendremos que

comp(AV B) = comp(A) A comp(B) =
= - AA-B=(De Morgan) =

Donde la sequnda igualdad es verdadera por hipdtesis de induccion.

Si C' = AN B, tendremos que

comp(ANB) = comp(A)V comp(B) =
= - AV -B=(De Morgan) =

Donde la sequnda tqualdad es verdadera por hipotesis de induccion.

Si C = = A entonces por las leyes de De Morgan —~A admite una forma
equivalente, que denotamos igual, con el mismo nimero de conectivos del tipo
A o V. De este modo, por hipotesis de induccion:

comp(C') = comp(—A) = =(-A) = A= -C.

Por consiguiente, concluimos, como queriamos demostrar, que para cual-
quier forma proposicional se tiene:

comp(C) = —C.

1.6 Aplicaciones

1.6.1 Correccién de algoritmos y verificaciéon de progra-
mas

Como estudiaremos con mas detalle en el siguiente capitulo, un algoritmo
es una rutina o procedimiento mecanico que acepta un cierto conjunto de
inputs, para cada uno de los cuales obtiene un output tras un nimero finito
de pasos. Por un programa entenderemos una expresién o una secuencia
finita de expresiones en algin lenguaje de programacion. El concepto de pro-
grama esta relacionado con el concepto de algoritmo. pero no es exactamente
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1.6. APLICACIONES 65

algoritmo puede ser programado (o implementado) en diferentes lenguajes
de programaciéon. En el siguiente capitulo estudiaremos el concepto de efi-
ciencia relacionado con los algoritmos (tiempo de ejecucion y necesidades de
memoria). En esta seccién nos ocuparemos de la siguiente pregunta: ;Cuén-
do podemos asegurar que un algoritmo (o el programa que lo implementa)
es correcto (i.e., que hace aquello para lo que fue disefiado)? Probar que
un algoritmo es correcto requiere métodos de demostraciéon similares a los
estudiados en el desarrollo del capitulo. En cualquier caso, verificar que un
algoritmo es correcto puede ser una tarea muy dificil. Sélo algoritmos rela-
tivamente simples pueden ser verificados utilizando las técnicas que vamos a
describir a continuacién. En cualquier caso, la comprensién de estas técnicas
es seguro que servira de ayuda para disenar algoritmos de una manera mejor.

Por otra parte es imposible disenar un método que nos permita verificar
la correccién de cualquier programa. Esto es una consecuencia del teorema
de incompletitud de Go6del sobre los limites del razonamiento formal. No
obstante, este resultado nos permite garantizar que no es posible desarrollar
una maquinaria general de verificacion de la correccion de programas, pero
el tipo de programas que aparecen en la practica no son, en cualquier caso,
totalmente generales, asi que podemos desarrollar métodos de verificacién en
algunos casos importantes. Méas atn, al hacerlo estaremos mejorando nuestra
metodologia de programacion. El ideal seria disenar programas junto con las
demostraciones de su correccion.

La verificaciéon de programas estd muy relacionada con lo que se deno-
mina Demostracion automdtica de teoremas. De hecho, para ser riguroso
con el concepto de verificacion, necesitariamos una descripcién precisa de
aquello que se pretende que el programa haga, y esto debe expresarse en
un lenguaje disefiado para este propoésito. A este tipo de lenguajes se les
denomina lenguajes de especificacion.

En cualquier caso el objetivo de este apartado es remarcar el papel que
juega la induccion en las iteraciones y recursiones que se emplean en muchos
lenguajes de programacion, para lo que incluimos algunos ejemplos para ilus-
trar las ideas.

Ejemplo 1.6.1 Consideremos el siguiente fragmento de programa, disenado
para calcular el producto de dos numeros naturales a y b utilizando sdélo la
suma, la multiplicacion por 2 y la division por 2:
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66 CAPITULO 1. LOGICA

while m > 0
if m es impar then r :=7r+n
m:=m/2
n:=2n

En las sentencias anteriores, m /2 representa el nimero parte entera del
cociente de m entre 2. La intencion es que si a y b son los valores iniciales de
las variables m y n, entonces el programa deberia terminar con la variable
r con el valor ab. Por ejemplo, para a = 11 y b = 26, el programa haria lo
siguiente:

OI—‘[\DOTHS
—_
(@)
[\
DN
D

es decir, el output es 286=11-26.

Este programa particular tiene una estructura muy simple: después de
asignar el valor 0 a la variable r, ejecuta la iteraciéon while hasta que la
variable m toma el valor 0. Probaremos por induccién sobre k que, después
de k ejecuciones de la iteracion while, los valores que alcanzan m, n y r
satisfacen la igualdad:

m-n+r=ab

Base de induccidn: si k = 0, es decir, si estamos justo antes de que la
iteraciéon while sea ejecutada por primera vez, los valores de m, n y r son,
respectivamente, a, b y 0, con lo que el resultado es inmediato.

Paso de induccién: Supongamos el resultado para k, estrictamente
menor que el nimero de veces que se repite el bucle. Sean aq, b1 y ¢; los
valores de m, n y r antes de la iteracion k£ + 1, y ao, by y ¢5 los valores de m,
n y r después de dicha iteraciéon. Por hipotesis de induccion

a1~b1+01:ab

y lo que tenemos que demostrar es que
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1.6. APLICACIONES 67

Distingamos dos casos:
a) si a; es par, entonces ay = 4, by = 201 y ¢ = ¢, por lo que

ag-bg+02:%-2b1+01:ab.

b) si a; es impar, entonces ay = M, by = 2b; y co = ¢1 + by, por lo que

(a1 — 1)
2

as - by +co = 201 +¢1 + by = a1by — by + ¢y + by = ab

con lo que la demostracion por induccion estd completa.

Una vez realizada esta demostraciéon podemos asegurar que el programa
(en este caso el fragmento de programa) es correcto parcialmente ya que si
el programa termina, entonces da la respuesta correcta. El otro ingrediente
de la demostracion de correcciéon es la terminacion. Para que el programa
sea correcto, tenemos que demostrar que el programa siempre termina.

Examinando la clausula while, vemos que el programa termina sélo cuan-
do m toma el valor 0, y por otro lado en cada iteraciéon de la clausula while
el valor de m decrece. Esto significa que, como méaximo en la repeticion m-
ésima, tomara el valor 0, por lo que podemos asegurar que el programa es
correcto.

1.6.2 Ingenieria del conocimiento: sistemas expertos

Un sistema experto es un sistema informético disenado para resolver pro-
blemas en un area especifica, y al que de algiin modo se le ha dotado de
una competencia similar a la de un experto humano de ese area. Asi por
ejemplo, MYCIN es un sistema experto en diagnostico y tratamiento de un
nimero muy reducido de enfermedades infecciosas de la sangre, y PROSPEC-
TOR es un sistema experto en determinar la probabilidad de la existencia
de yacimientos de ciertos minerales a partir de las pruebas realizadas sobre
el terreno.

Segiuin el caso, el objetivo de un sistema experto puede ser el de sustituir
al experto humano o el de ayudar a los expertos humanos a tratar con vo-
limenes de informacioén que desbordan su capacidad. En cualquier caso el
obijetivo final es el mismo de todas las aplicaciones informéticas: relevar al
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68 CAPITULO 1. LOGICA

sus capacidades mentales. Los sistemas expertos se construyen siguiendo una
concepcién modular. Por una parte se construye una base de conocimientos
o base de hechos y por otra se desarrollan los procedimientos que permiten
manipular esa base para obtener una respuesta con datos concretos (motor
de inferencia). Los problemas que surgen en relaciéon con estos dos aparta-
dos han dado lugar a un area de trabajo que se conoce como ingenieria del
conocimiento.

En este apartado veremos cémo se utilizan las expresiones logicas para
representar el conocimiento y, en particular y para no complicar mucho la
exposicion, las sentencias de la l6gica proposicional.

Un sistema de produccién es un modelo de computaciéon que distingue tres
componentes: una base de hechos, una base de conocimientos y un motor
de inferencias. La base de comocimientos no es necesariamente una base de
datos en el sentido informéatico habitual: segin el sistema puede ser desde
una tabla de niimeros hasta una base de datos en sentido propio.

Las reglas de produccioén se aplican sobre la base de hechos, cambiando su
estado y el sistema de control gobierna estos procedimientos y aplicaciones
y hace que la computacién se detenga cuando el estado de la base de datos
satisface alguna condicién de terminacion predefinida.

La base de hechos contendra los hechos iniciales y los que se vayan obte-
niendo como consecuencias en el proceso inferencial. Las reglas de produccion
son pares ordenados (A,B). Segtn el tipo de sistema se denominan anteceden-
tey consecuente, condiciony accion o premisay conclusion. Su formalizacion
logica es la de las sentencias condicionales A=-B. Por ejemplo, en la base de
conocimientos del sistema XCON hay unas 2500 reglas. Una de ellas es:

Si el contexto actual es el de asignar una fuente de alimentacion,
y se ha colocado un mddulo SBI en un armario,

y se conoce la posicion que ocupa el modulo,

y se dispone de una fuente de alimentacion,

entonces colocar la fuente en dicha posicion.

Es claro que, independientemente del significado de esas expresiones en el
contexto de dicho sistema, la regla se puede formalizar mediante la sentencia:

(p1 Ap2 Aps Aps) = q.

En el contexto de un sistema experto en medicina. podriamos considerar
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1.6. APLICACIONES 69

R1: Si el paciente tiene fiebre,
y tose,
y tiene dolores musculares,
entonces padece gripe.
R2: Si el paciente padece gripe o resfriado,
y no tiene tlcera,

entonces recomendar aspirina y conac.

La formalizacion de tales reglas seria:

Rl : [fAtAm]=g
R2 : [(gVr)A(—u)] = (aNc)

Utilizando las equivalencias logicas vistas, la regla R2 es logicamente
equivalente a

[(g A (mu)) = al Al(g A (mw)) = AL A (mw) = a] A(r A () = ]

y en consecuencia se podria descomponer en las siguientes:

R2a (gN () =a
R2b (gN (—u)) =c¢
R2c (rA(—u)) =a
R2d (rA(—u)) =c

Ante una situacion concreta en la que se hace una consulta al sistema, se
tiene la evidencia de que un subconjunto de esos hechos son verdaderos y se
trata de encontrar qué otros hechos pueden inferirse de esa certidumbre y de
las reglas.

Si por ejemplo hiciésemos una consulta al sistema sobre un paciente que
satisface los hechos f,t,m y —u, el sistema trataria de aplicar las reglas
para ver qué terapia habria que aplicar. Asi pues, sabiendo que tenemos los
hechos f.t.m v —u. podemos hacer las siguientes inferencias. usando la regla
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fAtAm
Rl:[fAtAmM]=g
g
(en este momento hemos ampliado la base de hechos con el nuevo hecho g)
g A ()
R2a: (g A (—u)) = a
a
(en este momento hemos ampliado la base de hechos con el nuevo hecho a)
g A ()
R2b: (g A (—u)) = ¢
c

es decir, la terapia es aspirina y conac.

El problema que surge es que en general no tendremos dos, sino muchas
reglas (en los sistemas expertos es frecuente que sean del orden de cientos
o de miles), y en general hay que establecer en qué orden y de qué manera
aplicamos las reglas (es decir, cuél o cuales se aplican primero) para establecer
el procedimiento de inferencia.

Para esto, hay dos estrategias bésicas:

1. Ir aplicando cuantas reglas de produccién y cuantas reglas de inferencia
se puedan para ir sucesivamente ampliando la base de hechos, que es lo
que hemos hecho en el ejemplo y que se conoce como encadenamiento
hacia adelante.

2. Fijarse un hecho como objetivo y tratar de deducirlo, viendo de qué
reglas de produccién es consecuente. Este es el principio de encadena-
miento hacia atrds.

En otras palabras, el encadenamiento hacia adelante consistiria en ir re-
corriendo las reglas desde la primera hasta llegar a una que pueda aplicarse
(de acuerdo con la ley de inferencia modus ponens), ampliar la base de he-
chos con la nueva consecuencia, empezar de nuevo con la primera regla, y asi
sucesivamente hasta incluir el objetivo en la base de hechos, o hasta que ya
no puedan aplicarse reglas.

Cuando no se trata de derivar cuantas conclusiones se puedan, sino de in-
ferir un objetivo, o verificar que un hecho concreto es consecuencia de otros
hechos v de_las reglas de producciéon. lo que procede es aplicar el encade-
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1.7. EJERCICIOS 71

deducirse un hecho x, buscariamos en primer lugar las reglas en las que figu-
ra como consecuente, y a partir de ellas iriamos realizando el estudio hacia
atras.

Un lenguaje grafico muy adecuado es el de los arboles de decisiéon que
estudiaremos en su momento.

1.7 Ejercicios

Ejercicio 18. Escribe la tabla de verdad de las siguientes proposiciones:
((pV=g) Am) =

(ﬂq\/ (p=q) = ﬂp

(p=(mVn))=
(p = ) =

(m An)

)
2)
3)
4)

Ejercicio 19. Determina si el siguiente razonamiento es correcto: todo
estudiante de esta clase mide menos estrictamente que 1.70 o mas de 1.70.
Pedro mide mas de 1.70 luego es de esta clase.

Ejercicio 20. Sea X el conjunto de paises e Y el conjunto de deportes
olimpicos. La sentencia M (x,y) significa que el pais x € X ha ganando
una medalla en el deporte y € Y. Escribe las siguientes frases utilizando
cuantificadores, evitando la aparicién de un signo de negacion delante de un
cuantificador:

Ningin pais ha ganado todas las medallas.

Todos los paises han ganado alguna medalla.

Algtn pais ha ganado alguna medalla.

Algin pais no ha ganado ninguna medalla.

Ejercicio 21. Sea N el conjunto de los nimeros naturales y P(a,b) la sen-
tencia a divide a b (esto es, el resto de dividir b entre a es 0). Determina el
valor de verdad de las siguientes proposiciones:
P(2,3)
P(5,10)
P(2,3) A P(5,10)
P(2,3) Vv P(5,10)
P(2,3) P(5,10)
VYm € NVn € N P(m.n)
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dn € NVvm € N P(m,n)
Vn € N P(1,n)
Vm e N P(m,1)

Ejercicio 22. Escribe formalmente las siguientes frases y su negacién en
lenguaje formal y en lenguaje natural:

Si vale menos de 1000 pts, comeré en la cafeteria.

Todos los habitantes de Madrid viajan en metro.

Ningin habitante de Méstoles coge el autobis.

Hay personas en todas las ciudades que usan el transporte publico.

Ejercicio 23. Demuestra por induccion las siguientes afirmaciones:
2+22+. .. +n*=n(n+1)2n+1)/6.
2" > n + 1 para cada entero mayor o igual que 2.
x™ — y™ es divisible por x — y para todo natural n.

Ejercicio 24. Poner un ejemplo distinto al de las notas de una senten-
cia tal que siendo la afirmacion Vax3yP(x,y) cierta no lo sea la afirmacion
JxVyP(x,y).

Ejercicio 25. Demuestra por casos la propiedad del valor absoluto por la
cual:

lzy| = |z[|y]

Ejercicio 26. Demuestra poniendo un contraejemplo que las siguientes afir-
maciones no son verdaderas:
Todo entero mayor que 17 es el cuadrado de un niimero entero.
Todo entero mayor que 6 es miltiplo de 2 6 de 3.
100n + 1 > n? para todo entero n.

Ejercicio 27. Demuestra por reduccion al absurdo las siguientes afirmacio-
nes:

v/2 no es racional,

si un numero real x es racional entonces 7 + x no es racional.

Eijercicio 28. Escribe en lenguaje formal los siguientes razonamientos de-
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Si salgo a la calle me visto. Salgo a la calle, por tanto voy vestido.

La comida incluye el primer plato y el segundo, por tanto incluye el
primer plato.

Venda es una palabra de género femenino, por tanto venda es feme-
nino y singular.

Si vale menos de 1000 pts. tengo dinero suficiente. Si tengo dinero
suficiente lo compraré. Vale menos de 1000 por tanto lo compro.

1.8 Ejercicios resueltos

Los ejercicios 1, 2, 3, 4 y 18 se presentan resueltos con Maple.

1.8.1 Légica con Maple

El programa Maple V permite trabajar algunos aspectos de légica, que se
cargan con el paquete logic.

> restart; with(logic);
Nos interesan en este momento algunas de estas funciones:

bequal (B1,B2) - comprobacién de la equivalencia logica de las expre-
siones B1 y B2.

tautology(B) - comprobacion si la expresion B es una tautologia.

convert /toinert - para poder evaluar.

bsimp(A)- simplifica una expresion.

Para obtener mas informacion sobre facilidades logicas de Maple se puede
consultar la ayuda.

> 7logic;

Conectivos légicos

Maple s6lo tiene los conectivos logicos and, or, not. Son suficientes
por las equivalencias légicas de la implicacién y la doble implicaciéon con
sentencias logicas s6lo hechas con and, or y not. Para evaluar las funciones
hay que poner delante el simbolo & con que se representa la conjuncién y.

> p and q;
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74 CAPITULO 1. LOGICA

> p or q;
porgqg
> not p;
not p

Usemos la funciéon bequal para comprobar que la negacion de (p or
q) es equivalente a (not p and not q).

> bequal(&not(p &or q), (&not p) &and (&not
> q));

true

Aunque el conectivo implies no esté, si hay una funciéon implies. La
implicacion p implies q es equivalente a not p or q.

> bequal(p &implies q, &not p &or q);
true

Podemos hacer un procedimiento para tener el conectivo implicacion
(impl) y la doble implicacion (la vamos a llamar dimpl). Recordemos que
p dimpl q es equivalente a (p impl q) and (q impl p).

> impl:=proc(a,b)

> 1local c:

> c¢:=(not a or b):

> ¢; end:

> dimpl:=proc(a,b) local c:
> c¢:=(not a or b)

> and (not b or a):

> ¢; end:

> impl(p,q); dimpl(p,q);

not p or ¢

( not p or ¢) and ( not ¢ or p)

Ejemplos de uso
Veamos algunos ejemplos donde se comprueba que ciertas expresiones son
tautologias. La funcién convert/toinert pone los simbolos & para que se
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Ejercicio 2.

Escribimos las formas proposicionales:
ej2_1:=impl(p and impl(p,q),q):
ej2_2:=impl (impl(p,q) and
impl(q,r),impl(p,r)):

ej2_3:=impl (impl(p,q) and impl(not
P,q),q):

ej2_4:=impl((p or q) and (not p),q):

vV V V V V.V V

ej2_5:=impl(p and not p, q):
Comprobamos que son tautologias:

> tautology(convert(ej2_1,toinert));
true

> tautology(convert(ej2_2,toinert));
true

> tautology(convert(ej2_3,toinert));
true

> tautology(convert(ej2_4,toinert));
true

> tautology(convert(ej2_5,toinert));
true

Ejercicio 3.

1. La equivalencia entre la doble implicaciéon y la conjuncién de las dos
implicaciones (en realidad esto sélo comprueba que hemos hecho las cosas
bien pues asi hemos definido la doble implicacion al construir dimpl):

> A:=impl(p,q) and impl(q,p);

A := ( not p or ¢) and ( not ¢ or p)

> Al:=dimpl(p,q);

1 L i AY . e i A
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Vv

bequal (convert (A,toinert),convert(Al,toinert));

true

2. La equivalencia entre una sentencia y su contrarreciproca:
> A:=impl(p,q);

A:= not porq
> B:=impl(not g, not p);

B :=gqor notp

\%

bequal (convert (A,toinert),convert(B,toinert));
true

3. Otra forma de ver la implicacién: p implica q es equivalente a que p
and not q implica not p:

> B:=dimpl(impl(p,q),impl(p and not q,not

> p));

B := not (( not por ¢) and p and not ¢ and p) and (p and not ¢ and p or not p or q)

> Bil:=convert(B,toinert):

> tautology(B1l); bequal(B1,true);
true
true

4. Reduccién al absurdo:

Y

C:=dimpl (p,impl(not p,p));

C = true

\%

tautology(convert(C,toinert));

true
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> E:=dimpl(p,impl(not p,q and not q));

E = true
Ejercicio 4.
Doble negacion:
> dimpl(not(not q),q);
true

And es asociativo:

> Andasociativo:=dimpl((p and q) and r,p
> and (q

> and r)):

> tautology(convert(Andasociativo,toinert));
true

Or es asociativo:
> Orasociativo:=dimpl((p or q) or r,p or (q

> or
> r)):
> tautology(convert(Orasociativo,toinert));

true

And es conmutativo:
> Andconmuta:=dimpl((p and q),(q and p)):

> tautology(convert(Andconmuta,toinert));

true
Distributivas:
> distl:=dimpl(p and (q or r),(p and q) or
> (p
> and r)):
> dist2:=dimpl(p or (q and r),(p or q) and
> (p
> or r)):
> tautology(convert(distl,toinert));
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> tautology(convert(dist2,toinert));

true

Leyes de de Morgan:

> dimpl(not(r and q),not r or not q);

true

> dimpl(not(r or q),not r and not q);

true

Las restantes son obvias.

Ejercicio 1. Para hacer tablas de verdad hay que construir un pequeno
procedimiento en Maple. Se construyen para una, dos y tres variables y los
nombres de las variables los da el nombre del procedimiento.

> tablap:=proc(B)

> local A, L, ¢, i, j:

> L:=[true,false]:

> for i from 1 to 2 do

> c¢:=bsimp(subs(p=L[i],q=L[i],B));
> print(p=L[i],q=L[i],A=c);

> od:

> end:

> tablapq:=proc(B)

> local A, L, ¢, i, j:

> L:=[true,false]l:

> for i from 1 to 2 do

> for j from 1 to 2 do

> c:=bsimp(subs(p=L[i],q=L[j]1,B));
> print(p=L[i],q=L[j],A=c);

> od-
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tablapqr:=proc(B)

local A, L, ¢, i, j, k:
L:=[true,false]:

for i from 1 to 2 do

for j from 1 to 2 do

for k from 1 to 2 do
c:=bsimp(subs(p=L[il,q=L[j],r=L[k],B));
print (p=L[il,q=L[j],r=L[k],A=c);
od:

od:

od: end:

VVVVVYVVYVVYVYV

Estos procedimientos se pueden usar siempre que haya una, dos o tres
variables y éstas se llamen p, q y r. Si no se llaman asi las cambiamos el
nombre. Si queremos anadir mas variables no hay mas que introducir otro
bucle.

Las cinco proposiciones que se presentan son:
> ejl:=not(p or q):

> ej2:=p and (not p):

> ej3:=not(p and (not p)):

> ej4:=impl(p,q and not r):

> ejb:=dimpl(not(p and q),(not p) or (not
> q)):

Sus tablas de verdad son:

> tablapq(ejl);

p = true, ¢ = true, A = false

p = true, ¢ = false, A = false

p = false, ¢ = true, A = false

p = false, ¢ = false, A = true
> tablapq(ej2);

p = true, ¢ = true, A = false

L1 A L1
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p = false, ¢ = true, A = false

p = false, ¢ = false, A = false
> tablap(ej3);

p = true, ¢ = true, A = true

p = false, q = false, A = true
> tablapqr(ej4);

p = true, q = true, r = true, A = false
p = true, ¢ = true, r = false, A = true
p = true, q = false, r = true, A = false
p = true, q = false, r = false, A = false
p = false, ¢ = true, r = true, A = true
p = false, ¢ = true, r = false, A = true
p = false, q = false, r = true, A = true

p = false, q = false, r = false, A = true
> tablapq(ejb5);

p = true, ¢ = true, A = true
p = true, q = false, A = true
p = false, q = true, A = true

p = false, q = false, A = true
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En el apartado 1 las variables proposicionales se llaman p, ¢ y m. Como

en nuestro procedimiento se llaman p,q y r, cambiamos el nombre de m por
I.

> ej18_1:=impl((p or not q) and m,m);
ej18 _1 := not ((p or not ¢) and m) or m
> ej18_1:=subs(m=r,ej18_1);
ej18 1 := not ((p or not ¢q) and r) or r
> tablapqr(ej18_1);
p = true, q = true, r = true, A = true
p = true, q = true, r = false, A = true
p = true, q = false, r = true, A = true
p = true, q = false, r = false, A = true
p = false, q = true, r = true, A = true
p = false, q = true, r = false, A = true
p = false, q = false, r = true, A = true

p = false, q = false, r = false, A = true

En el apartado 2 no hay problemas con los nombres de las variables:

> ej18_2:=impl(not q and impl(p,q),not p);
ej18 2 := not ( not ¢ and ( not p or ¢) and p)
> tablapq(ej18_2);
p = true, q = true, A = true

L1 A
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p = false, ¢ = true, A = true
p = false, q = false, A = true

En los apartados 3) y 4) hay que cambiar los nombres de m y n por q y

> €j18_3:=impl(impl(p,m or n),m):
> ej18_3:=subs(m=q,n=r,ej18_3):

> €j18_4:=impl(impl(p,m and n),m):
> ej18_4:=subs(m=q,n=r,ej18_4):

> tablapqr(ej18_3);

p = true, q = true, r = true, A = true
p = true, q = true, r = false, A = true
p = true, q = false, r = true, A = false
p = true, q = false, r = false, A = true
p = false, ¢ = true, r = true, A = true
p = false, q = true, r = false, A = true
p = false, q = false, r = true, A = false
p = false, q = false, r = false, A = false

> tablapqr(ejl18_4);

p = true, q = true, r = true, A = true

p = true, ¢ = true, r = false, A = true

L1
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p = true, q = false, r = false, A = true
p = false, q = true, r = true, A = true
p = false, q = true, r = false, A = true
p = false, q = false, r = true, A = false

p = false, q = false, r = false, A = false

Ejercicio 5. Sean
Ai=p=(qVr) Ay=q=-r
As:=0p Ay =g
Se trata de demostrar que la proposicion siguiente P es una tautologia:
AL NAy N Az = Ay

Si tomamos p =V, g = F y r =V se observa que la proposiciéon P toma el
valor F' con lo que no es una tautologia.

Ejercicio 6.
1) Sea p := H es un subgrupo, q := (H # (), r :=el elemento neutro
pertenenece a H, s := H es cerrado. La primera hipotesis es:

A= (gArAs)=p.

La segunda hipoétesis es:
Ay = (qNs)=r.

La conclusién es:
B=s=p

Se trata de demostrar si la siguiente proposicién es una tautologia:

(.Al N AQ) = B.
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2) Sea p:=a es perfecto, ¢:=a es par e i:=n impar se comprueba que la
proposicién siguiente es en efecto una tautologia:

((p= g Ai) AgA—i) = —p.

3) Si h es hay huelga, s es el sindicato mientey r es el ministro tiene razon
entonces el razonamiento que se presenta no es correcto porque la siguiente
proposicién no es una tautologia:

(mh=sVr)A(hV(=hA-r)) = —s.

Ejercicio 7. Sean p := José gand la carrera, q :=Pedro fue el sequndo,
r :=Ramodn fue el sequndo y s :=Carlos fue el sequndo.

El razonamiento que se presenta es correcto porque la siguiente proposi-
cién es una tautologia:

(p=qVr)A(g=—p)A(s=—r)Ap) = —s.

En efecto, como la ultima hipotesis es p podemos suponer que p es verdadero.
Como p es verdadero la primera hipotesis dice que o bien ¢ es verdadero o lo
es r. La segunda hipdtesis indica que si g es verdadero entonces p es falso, por
tanto no se puede dar ¢ verdadero. Entonces r es verdadero. La sentencia
contrarreciproca de la tercera hipoétesis indica que si r es verdadero entonces
—s es verdadero, como queriamos demostrar.

Ejercicio 8. Si a > b entonces existe un nimero natural d tal que a = b+d.
De igual manera si b > ¢ entonces existe un niimero natural d’ tal que b =
¢+ d'. De este modo usando ambas igualdades se puede escribir

a=b+d=(c+d)+d=c+ (d+d)
con lo que efectivamente se verifica a > c.

Ejercicio 9. La tautologia que justifica el método de demostraciéon por casos
es:
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En el caso particular de n = 2 se tiene:
(p=a1Vay)A(a1 = q) N(aa=q)) = (p = q).
Cuya tabla de verdad esta efectivamente formada sélo por V.

Ejercicio 10. El ejercicio es consecuencia de las siguientes equivalencias
logicas:
plae-(pVa
plpe~(pVp) & p
ploge ~(mpV o) S pAg
plg = ~(pAq)
plp= ~(pAp) & —p
“plmg < =(-pA-g) & pVy
(Plg)l(pla) = ~(plg) < p g

Ejercicio 11. Como la hipotesis P(z) A—P(x) es siempre falsa la implicacion
es siempre verdadera.

Ejercicio 12. Se deducen directamente de la tautologia:

dx P(z) < —(Vz—-P(x))

en el primer caso aplicindola a —=P(x) y en el segundo caso tomando la
equivalencia de las negaciones.

Ejercicio 13. Razonamos demostrando la sentencia contrarreciproca: si
a # 0, como es a > 0 entonces se tiene a > 0. De este modo tomando € = a
se verifica que existe € verificando 0 < € < a.

Ejercicio 14.
1) Sea el universo U de las personas y los predicados E(x) = ser espanol
y P(x) = ser periodista:
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0 equivalentemente

dr € U(E(z) A —P(x)).

Su negacion es:
Ve € U(E(x) = P(z))

esto es, todos los espanoles son periodistas.

2) Sea U el conjunto de los caminantes y el predicado B(x) z bosteza.
Entonces:
(3z € U B(x)) = (Vx € U B(x)).

Su negacion es:
(Jz € U B(x)) A (3 € U =B(x)).

Esto es, existen personas que bostezan y personas que no bostezan.

3) En el universo U de las personas se toman los predicados M (z) z es
modisto y P(x,y) z conoce a y:

VeeU3Jy e U (P(z,y) N M(y)).
Su negacion es:
Jr e UVy e U (=P(z,y) V -M(y)).

Esto es, existen personas que no conocen a ningin modisto.

4)
Vp,g e Rp<qgdseQp<s<yq

Su negacion es:
I,g eRp<qV¥seQ((s=q) V(s<p)).

Esto es, existen dos nimeros reales p,q sin nimeros racionales entre ellos.

5) Sea P el conjunto de los niimeros primos:
Vpe Pdge Pp<q.

Su negacioén es:
dJpePVqe Pp>q.
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Ejercicio 15. El lim(z,) # a si

—(Ve € R*(In € N(Vm € N(m > n = |z,, — a| < €))))

o equivalentemente, usando la equivalencia légica entre la implicaciéon p = ¢
y pVg
de > 0VndIm >n |z, —al > e

Ejercicio 16. Demostraciones por induccion:

Hl+..+n=nn+1)/2
Base de induccién: en efecto se cumple que 1 = (1 -2)/2.
Paso de induccion: usando la hipoétesis de induccion se tiene:

I+ +n+(n+)=0+.4+n)+n+1)=n(n+1)/24+ (n+1).
Y es una comprobacion verificar la igualdad de polinomios:

nn+1)/2+ (n+1)=Mn+1)(n+2)/2

ii)
Ye_(2k — 1) = n?
Base de induccion: en efecto se cumple que 1 = 1.
Paso de induccion: usando la hipétesis de induccion se tiene:

Y2k —-1) =S 2k — 1)+ (2n+ 1) =n*+2n+ 1.

Y en efecto se tiene:
n*+2n+1=(n+1)>%

ii) 2" < (n+ 1)L
Base de induccion: en efecto se cumple que 2 < 2! = 2.
Paso de induccion: usando la hipoétesis de induccion se tiene:
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Y como 2 < n + 2 se tiene que:
2"t < (n 4 2)!
como queriamos demostrar.

Ejercicio 17. Base de induccién: ((p = a1) A (a1 = q)) = (p = q) es una
tautologia como vimos en los apuntes.

Paso de induccién: Es una consecuencia inmediata de la equivalencia
logica:

(p=a1V..Va,Va1) < ((p=a1V..Va,) V(p=au1)).

Ejercicio 19. Sea z € U donde U es el conjunto de estudiantes. Sea R(z) : el
estudiante x es de esta clase. Sea P(x) : El estudiante x mide estrictamente
menos que 1.70. El razonamiento se puede simbolizar en la forma

(Hl /\Hg) =T

donde
H, :=Vx €U R(x) =)P(z) V ~P(x)).

Hy :=-P(a)
T := R(a)

y donde a representa a Pedro. Observamos que H; es siempre V y que
tomando R(a) := F'y P(a) := F se tiene que el razonamiento no es valido.

Ejercicio 20.
Ningin pais ha ganado todas las medalla:

—(3xvy M(z,y).

O equivalentemente
Vady—M(z,y).

Todos los paises han ganado alguna medalla: Vx3y M (z,vy).
Algtn pais ha ganado alguna medalla: Jx3y M(x. y).
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Ejercicio 21. P(2,3) : F, P(5,10) : V, P(2,3) A P(5,10) : F, P(2,3) V
P(5,10) : V, P(2,3) = P(5,10) : V, Vm € N Vm € N P(m,n) : F,
dJn e NVne N P(m,n):V,3n e NVm &€ N P(m,n) : F, Vn € N P(1,n) :
V,Ym € N P(m,1) : F.

Ejercicio 22.

St vale menos de 1000 ptas, comeré en la cafeteria.

Sea U el conjunto de posibles precios de la comida. Sea P(z) : z < 1000.
Sea q : comeré en la cafeteria. Nuestra frase es, en lenguaje formal, P(z) = q.
Su negacion es = (P(z) = q), que es logicamente equivalente a = (—P(x) V q).
Por la ley de de Morgan, esto es equivalente a P(z)A—q. En lenguaje natural:

vale menos de 1000 ptas y no como en la cafeteria.

Todos los habitantes de Madrid viajan en metro.

Sea U el conjunto de habitantes de Madrid. Sea P(x) : x viaja en metro.
La frase es en lenguaje formal Vax € U; P(x). Su negaciéon es -Vz € U P(x)
que es logicamente equivalente a 3x € U —P(x). En lenguaje natural:

existe algiun habitante de Madrid que no viaja en metro.

Ningun habitante de Mdstoles coge el autobis.

Sea U el conjunto de habitantes de Moéstoles. Sea P(z) : x coge el autobis.
La frase es en lenguaje formal —=(3z € U P(z)). Su negacién es 3z € U P(z).
En lenguaje natural:

existe algiun habitante de Mostoles que coge el autobis.

Hay personas en todas las ciudades que usan el transporte publico.

Sea U el conjunto de personas y V' el conjunto de ciudades. Sea P(z,y) :
La persona x usa el transporte piblico en la ciudad y. Entonces, en lenguaje
formal, nuestra frase es Vy € V Jdx € U P(z,y). Su negacién es —Vy €
V 3z € U P(xz,y), que es logicamente equivalente a Iy € V -3z € U P(x,y)
equivalente a su vez a 3y € V Vo € U =P(z,y). En lenguaje natural:

hay ciudades en las que ninguno de sus habitantes usa el transporte pu-
blico.

Ejercicio 23. a)

DL Vn‘;2 n(n+1)(2n+1)
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90 CAPITULO 1. LOGICA

Verifiquemos la base de induccion P(1). Por una parte,

y por otra
11+1)(2-1+1)
6

=1

En consecuencia, P(1) es V.
Verifiquemos que bajo la hipétesis de induccion (P(n) es V) es P(n) =
P(n+ 1) también V; es decir, que P(n + 1) es V. Para ello calculamos

n+1 n
Z k* = Z k* 4 (n + 1)* = (por hipétesis de induccién)
k=1 k=1
1)(2 1 2 1
n(n + )6( n+1) 1) = (1) [n( n6+ ) Yt =
2n? 1)+ 2)(2 H+1
P i +T™m+6] _ (n+1)((n+ )+2)2(n+1)+1)
6 6
lo que implica que, en efecto, es P(n + 1) verdadero. Por induccion, Vn € N,
P(n)es V.
b)

P(n):2" >n+1paran > 2.

Nuestro argumento comienza en n = 2. Por tanto, la base de induccién la
podemos tomar como P(2). P(2) es V, ya que 2* > 2 + 1. La hipotesis de
induccion es que P(n) es V. Verifiquemos que bajo esta hipotesis, es P(n+1)
verdadera:

2"t1 = 2"2 > (por hipétesis de induccién)

>n+1)-2=n+2+n>n+2=(n+1)+1

Luego Vn € N, P(n) es V.
c)
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La base de inducciéon es V, ya que = — y es divisible por x — y (obvio). La
hipétesis de induccion es que 2 —y" es divisible por z—y. Veamos si P(n+1)
es V:

$n+1 o yn—H _ x<xn _ yn) + (l‘ o y)yn

que es claramente divisible por (x — y) si lo es (z” — y"). Por induccion,
Vn € N, P(n)es V.

Ejercicio 24. Sea P(x,y): y es el padre de x. Es claro que todo z tiene un
padre, pero no es cierto que exista al menos un z que es hijo de y (que puede
no tener hijos en absoluto).

Ejercicio 25. Hay cuatro casos:
a) x > 0,y > 0. Entonces zy > 0 y se tiene |zy| = zy = |z| |y|.
b) x < 0,y > 0. Entonces zy < 0y se tiene |xy| = —zy = (—x)y = |z||y|.

¢)x >0,y < 0. Entonces zy < 0y se tiene |zy| = —zy = 2(—y) = |z||y|-
d) z < 0,y < 0. Entonces zy > 0 y se tiene |zy| = zy = (—x)(—y) =
=] [yl.

Ejercicio 26. Todo entero mayor que 17 es el cuadrado de un nimero entero.
Por ejemplo, el 21 no es el cuadrado de un entero, ya que 4> = 16 es menor
que 21 y 5% = 25 es mayor.

Todo entero mayor que 6 es multiplo de 2 6 de 3. El 23 es primo.

100n + 1 > n? Basta tomar n suficientemente grande. Por ejemplo,
n = 1000.

Ejercicio 27. Si /2 es racional entonces existen p, ¢ € N primos entre si de
modo que

V2 =p/q.

Elevando al cuadrado se obtiene 2¢> = p? con lo que p* es par y por tanto
(demostrado en los apuntes) p es par. Si p es par entonces existe r € N de
modo que p = 2r con lo que p? = 472. De este modo 2¢> = p? = 472 de donde
se deduce que ¢ es par y por tanto ¢ es par. Entonces p y ¢ son ambos pares
en contradicciéon con el hecho de que los hemos tomado primos entre si.

Si m + x es racional entonces existe y € @ de modo que ™ + x = .
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92 CAPITULO 1. LOGICA

nimeros racionales por tanto racional. Como 7 no es racional tenemos la
contradiccion.

Ejercicio 28. a) Sea p :=salgo a la calle y q :=me visto. Entonces, el
razonamiento es

[(p=q) Ap]=q.
El razonamiento es valido (modus ponens).

b) Sea p :=la comida incluye el primer plato y q :=la comida incluye el
segundo plato. El razonamiento seria [p A q] = p. Esto es una tautologia,
ya que la implicacion solo puede ser falsa si p Ages V y pes F. Pero esto
es imposible, porque para que p A g sea V es necesario que p sea V. El
razonamiento es correcto.

c) Sea p :=Venda es una palabra de género femenino. Sea q :=Venda
es una palabra singular. El razonamiento seria p = [pAq]. Esto no es
una tautologia, ya que si p es V' y q es F se tiene V = I que es F'. El
razonamiento no es correcto.

d) Sea v :=vale menos de 100, s :=tengo dinero suficiente, ¢ :=lo com-
pro. El razonamiento es correcto puesto que la siguiente sentencia es una
tautologia:

(v=35)A(s=c)ANv)=c
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Capitulo 2

Algoritmos

En este capitulo abordaremos el tema del diseno y evaluacién de algorit-
mos, es decir, de procedimientos automaéticos de resoluciéon de problemas.
Se definira el concepto de algoritmo, se describiré el lenguaje en que vamos
a escribir los algoritmos (pseudocodigo) y se introducird una medida de la
bondad de un algoritmo: la complejidad en el peor de los casos, esto es, una
estimaciéon del niimero de operaciones basicas que realiza el algoritmo en el
caso més complicado.

Se pretende que al final del capitulo el alumno:

e Conozca los conceptos de modelo computacional, algoritmo y comple-
jidad y sepa discernir si un procedimiento es o no un algoritmo.

e Escriba algoritmos en pseudocddigo.

e Construya algoritmos sencillos y sea capaz de analizarlos, estudiando
su complejidad.

2.1 Definiciones y ejemplos

Uno de los puntos principales de relacién entre las matematicas y la infor-
maéatica es la resolucion automdtica de problemas, esto es, la construccién
de métodos que permitan abordar con la ayuda del ordenador situaciones
matematicamente complicadas o laboriosas. Las calculadoras y, més recien-
temente, los programas de céalculo simbdlico (Derive. Maple. Mathematica
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94 CAPITULO 2. ALGORITMOS

tediosas o complejas cuentas u otros procedimientos donde habitualmente
el tiempo y la probabilidad de error al realizarse por una persona son muy
grandes.

El cliente plantea un problema que se puede formular en términos precisos
y el informéatico hace riguroso el planteamiento del problema, estudia si
presenta solucidn, disena un procedimiento para buscar dicha solucién,
demuestra que su método resuelve el problema y estudia la eficiencia de
dicho método.

Problema real
Planteamiento formal
Presenta solucion
Algoritmo que da la solucion
Demostracion
Estudio de la eficiencia

En el tema anterior se introdujo el lenguaje de la légica como ejemplo de
lo que quiere decir ser riguroso y formalizar el enunciado de un problema.
En este tema analizaremos las siguientes etapas del proceso: construccién
de algoritmos, demostracion de su solvencia y estudio de su eficiencia, in-
troduciendo el concepto de complejidad y su formalizacién matemaética.

Definamos el concepto de algoritmo, poniendo el acento en los elementos
que lo conforman.

Definicién 2.1.1 Se define algoritmo como un procedimiento constructivo
para la resolucion de un problema que consta de los siguientes elementos:
unos datos de entrada de naturaleza precisamente definida, una cantidad
finita de instrucciones ordenadas que aplicadas a los datos de entrada ofrecen,
tras una cantidad finita de operaciones, una solucion precisa del problema de
partida.

Dos comentarios sobre el término algoritmo:

i) proviene del nombre del matematico arabe del siglo IX Al-khowarizmi,
ii) tiene un significado mas amplio que el meramente aplicado a las
matemaéticas. como procedimiento definido paso a paso v encaminado a un
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Resaltamos que:

i) la naturaleza de los datos de entrada debe ser exactamente descrita
(una lista de nimeros enteros, un numero racional...);

ii) las operaciones que el algoritmo realiza son siempre una cantidad fi-
nita cuando se aplican a unos datos de entrada de los que admite el algoritmo,
esto es, el algoritmo siempre termina, aportando un valor de salida;

iii) se describe una demostracion o al menos una evidencia de que el
algoritmo resuelve el problema;

iv) se estudia en profundidad y en términos precisos la complejidad
del algoritmo, es decir, de alguna manera (que precisaremos), el tiempo (o el
espacio) que va a necesitar para obtener la solucion de este problema.

v) la respuesta es precisa, lo que significa que se obtiene el resultado
esperado. Esto no quiere decir que la respuesta sea necesariamente exacta,
sino que cumple las condiciones que se la exigen. A saber, se puede por
ejemplo disenar un algoritmo para obtener el valor numérico aproximado de
una cierta integral (o un limite, o una operacioén...) con un error del orden
de las milésimas. Si el algoritmo est4 bien construido, el resultado no es
necesariamente el valor exacto de dicha integral (o limite, u operacion...),
pero verifica las condiciones pedidas, esto es, aproxima la solucién exacta
con un error menor que 1 milésima.

De las observaciones i) y ii) del parrafo anterior se deduce que cuando se
disenia un algoritmo se debe saber con qué tipo de datos se puede trabajar
y cudles son las operaciones bésicas que se pueden considerar; estos dos
elementos constituyen lo que se suele denominar modelo computacional.

Un modelo computacional habitual es el conocido como RAM (random
access machine) donde los datos estan formados por nimeros enteros y las
operaciones basicas son las siguientes:

i) Asignacion a un dato de una direccion de memoria.

ii) Las operaciones de suma, resta, multiplicacién y division (calculo
de cociente y resto) de nimeros enteros.

iii) La comparacion de dos nimeros enteros a, b, pudiendo decir si a < b,
a=0boa>b.

Este es el modelo computacional con que nosotros vamos a trabajar.

Observar que un_modelo computacional es un ente abstracto. L.a ar-
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96 CAPITULO 2. ALGORITMOS

programacioén hacen de un modelo computacional una maquina concreta que
admite esos datos (adecuadamente representados) como datos de entrada y
realiza con ellos esas operaciones basicas y todas aquellas otras que se pueden
realizar como combinacién de las operaciones basicas.

En este sentido podemos poner otros ejemplos de modelos computacio-
nales.

Ejemplos 2.1.2 i) La Geometria con regla y compds. Donde los datos son
puntos, rectas y circunferencias y las operaciones bdsicas son:

a) apoyar la regla en un punto,

b) apoyar una pata del compds en un punto,

¢) apoyar una pata del compds en una recta,

d) producir una recta con la regla,

e) producir una circunferencia con el compds,

[) intersecar rectas, circunferencias y rectas con circunferencias.

ii) El modelo conocido como Real RAM donde los datos de entrada son

numeros reales en lugar de enteros y las operaciones bdsicas son las mismas
que en el RAM.

Y hay una primera interesante cuestion de saber qué tipo de proble-
mas se pueden resolver dentro de un modelo computacional. Es conocido
(aunque tardd varios siglos en descubrirse) que los problemas de la trisec-
cion de un angulo (dividir un 4ngulo en tres sectores iguales), la duplicacion
del cubo (dado un cubo construir otro que tenga exactamente el doble de
volumen que el primero) y la cuadratura del circulo (dado un circulo cons-
truir un cuadrado con exactamente el mismo 4rea) no se pueden resolver con
regla y compas, esto es, no hay un algoritmo cuyas instrucciones estén forma-
das por combinaciones de las operaciones bésicas del modelo computacional
denominado Geometria con regla y compds que permita realizar esas cons-
trucciones. Una exposicion sencilla que relaciona estos problemas clasicos de
las matematicas con las ciencias de la computacion se puede encontrar en
[M].

Una segunda cuestiéon importante es la de conocer los problemas que
realmente se pueden resolver en un modelo computacional. Es decir,
aquellos problemas para los que la sucesién de operaciones que efectiia el
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2.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS 97

afos por ejemplo) para aportar la soluciéon del problema. Haremos otras con-
sideraciones acerca de esta segunda pregunta més adelante cuando hablemos
de la complejidad.

Ejemplo 2.1.3 Problema que plantea el cliente: contabilidad, una lista de
ingresos y una lista de gastos. Obtencion del balance.

Etapa 1: Planteamiento en términos formales: se tienen dos listas de niimeros
enteros de tamanos n y m correspondientes a los ingresos y a los gastos
respectivamente. La suma de los elementos de la primera lista proporciona
los ingresos. Con el mismo procedimiento para la segunda lista se obtienen
los gastos. El balance es la diferencia entre ingresos y gastos.

Etapa 2: Procedimiento para resolver el problema. Es evidente que el proble-
ma tiene solucion y que se podria resolver manualmente. Se trata de escribir
ese procedimiento manual para que se pueda hacer autométicamente.

Datos de entrada: aq,as,...,a, y by, bs, ..., b, dos listas de niimeros enteros.

Procedimiento: generar un mecanismo que vaya recorriendo los valores de la
lista de ingresos desde el primero hasta el enésimo y de los gastos desde el
primero hasta el emésimo y dos variables, una donde se van anadiendo los
valores de los ingresos y otra para los gastos. Finalmente hacer la diferencia
para obtener el balance.

Una vez que sabemos cémo resolver el problema queremos escribir el algorit-
mo de manera que sea claro en su escritura y facil de traducir a un lenguaje
concreto de programaciéon. El lenguaje de los algoritmos en nuestro contex-
to, esto es, en el modelo RAM se suele conocer como pseudocddigo y esté
formado por los siguientes elementos:

Los datos de entrada son variables que se puedan sustituir por constantes
para que el algoritmo actiie sobre ellas. Normalmente representaremos las
variables por letras.

Para asignar a una variable x un valor a escribiremos:
Xr = aqa.

Para sumar, restar o multiplicar nimeros enteros utilizaremos los signos
habituales:
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98 CAPITULO 2. ALGORITMOS

Para el cociente y el resto de la divisidn entera:
a/b, a mod b.

Donde, por ejemplo, 5/2 es 2 y 5 mod 2 es 1. Atencion a la diferencia con
la notacién matematica habitual. En el contexto de nuestro pseudocodigo
5/2 no es una fraccion sino un nimero entero, justamente la parte entera de
dicho niimero.

Las comparaciones se representan con los signos < (menor o igual), >
(mayor o igual), < (estrictamente menor), > (estrictamente mayor), = (igual)
y # (distinto).

Esto con respecto a las operaciones basicas.

También introducimos ciertas instrucciones.
e Podemos escribir frases condicionales del tipo:

If condiciéon then operaciéon 1 else operaciéon 2.

Si ocurre la condicién entonces se efectiia la operaciéon 1 y si no ocurre se
efectiia la operaciéon 2. Si no se escribe la segunda parte de la condicional
(la que empieza con else) se interpreta que si la condicion no ocurre no se
hace nada. Cabe senalar que también podemos tener varias condiciones que
separaremos con comas.

Ejemplo 2.1.4 Por ejemplo:

Entrada: a,b
If a > b then c :=a else ¢ :=b.
Salida: ¢ (el mas grande entre los dos nimeros).

e Repeticion de operaciones denominadadas bucles.

1. For ¢ = a to b operacion.

Donde la operacion se repite desde el valor a del contador ¢ hasta que éste
toma el valor b, increméntandose el valor del contador en una unidad cada
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Ejemplo 2.1.5 Por ejemplo:

Entrada: a,b (numeros enteros positivos)
c:=0
Fori=1tob
c:=c+a
Salida: ¢ (el producto ab).

Observar que las operaciones que se realizan dentro del bucle se escriben
un poco mas en el interior del parrafo para distinguirlas.

2. While condicién, operacion.

Mientras la condicion se cumple se repite la operacion.

Ejemplo 2.1.6 Por ejemplo el bucle anterior se puede escribir como:

1:=1

While : < b
c:=c+a
1:=14+1

Y de nuevo senalar la posibilidad de que se tengan varias condiciones sepa-
radas por comas.

Estas normas de escritura nos permiten escribir el algoritmo de la con-
tabilidad de una manera clara y precisa. Esta manera de escribir, segtin las
normas propuestas la llamaremos pseudocddigo. Ademas resulta facilmente
transcribible a un lenguaje de programaciéon con la sintaxis adecuada del
lenguaje escogido.

Datos de entrada: ay,...,a,;b1,..., by

I =ay,1:=1
While: <n -1
1:=1+4+1
I =1+aq;
Ingresos == 1
G:=bj:=1

While 7 <m —1
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100 CAPITULO 2. ALGORITMOS

G = G + bj
Gastos := G
Salida: Balance := Ingresos — Gastos

Etapa 3: Estudio de la solvencia del algoritmo: comprobemos que el algo-
ritmo termina. En efecto, al introducir los datos de entrada, se establecen
los valores de n y m que son dos niimeros enteros positivos. Asi se entra en
el primer bucle que se repite exactamente n — 1 veces (desde i = 1 hasta
n — 1), cuando ¢ toma el valor n ese proceso termina. Lo mismo pasa en el
segundo bucle cambiando el papel de n por el de m. Finalmente hay una
asignacion del valor correspondiente al balance con lo que el proceso finaliza.
El algoritmo da la solucién al problema porque copia exactamente el proceso
manual que realizaria un contable.

Etapa 4: Estudio de la eficiencia del algoritmo. Para realizar dicho estudio
necesitamos algunas definiciones precisas, que se estableceraAn méas adelante,
para saber en qué términos se va a medir esa eficiencia. Posponemos este
estudio para después de la definicion del concepto de complejidad.

Ejercicio 29 Aplicar el agoritmo anterior a dos listas concretas de nimeros.
(Es una manera adecuada de observar el funcionamiento de un algoritmo.)

Ejemplo 2.1.7 Encontrar el valor mdzimo en una lista de niimeros enteros.

Datos de entrada: una lista de enteros aq, as, ..., a,.

Procedimiento: definir una variable a que toma inicialmente el valor de a; y
que va comparandose con los distintos valores a», a3, ... hasta a,, cambiando
su valor (por el de la correspondiente a;) si en la comparacion es estrictamente
menor.

Datos de entrada: agy, ..., a,
a:=ay,t:=1

While i <n —1
1:=1+1
If a < a; then a := a;
Salida: a

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



2.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS 101

Datos de entrada: aq, ..., a,
a = aq
Fori=2ton

If a < a; then a := a;
Salida: a

Ejercicio 30 Aplicar el algoritmo a una lista concreta de nimeros enteros.
Mostrar que el algoritmo termina.

Ejemplo 2.1.8 Fl siguiente procedimiento no es un algoritmo porque no
termina. Esto quiere decir que realiza una cantidad no finita de operaciones.
St lo consideramos implementado por una mdquina, dicha mdquina comienza
a ejecutar operaciones pero no termina nunca.

k:=0
For a =1 to 10
b:=a
While b < 10
k:=k+1
Salida:= k

Observamos que el valor inicial de la a es 1, por tanto b toma inicialmente
el valor 1, que es menor o igual que 10. Se realiza entonces el bucle interior,
donde k cambia de valor pero b no cambia de valor. Asi, la condicién b < 10
se verifica siempre y el procedimiento nunca sale de ese bucle.

Ejercicio 31 Consideremos el siguiente algoritmo:

Entrada: n € N
c:=0
Fori=1ton
For j=1to i
c:=c+j
Salida: ¢
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102 CAPITULO 2. ALGORITMOS

Terminamos esta seccién con la construccion de algunos algoritmos mas.
Veamos como hacer algunas operaciones basicas en listas. Para ello intro-
duciremos algunas instrucciones nuevas. Usaremos una funcion longitud(L)
que indica el niimero de elementos de una lista L y una funciéon elementos(L)
que indica si la lista es vacia (saca un 0) o no (saca un uno). Estas dos fun-
ciones no son operaciones elementales de nuestro modelo pero entenderemos
que las hacemos, de alguna manera, al introducir la lista. Ademés llama-
remos a un algoritmo denominado min(L) que indica cuél es el minimo de
una lista, propuesto como ejercicio méas adelante. Finalmente permitiremos
hacer asignaciones del tipo x := L’ donde L es una lista.

Problema. Dada una lista L = aq,...,a, y un nimero natural 1 < ¢ <
n, construir una lista con un elemento menos, resultado de borrar de L el
elemento que ocupa el lugar i-ésimo. Lo denotaremos Borrar(L,1).

Ejemplo. Sea L = 3,4,2,8 entonces Borrar(L,2) = 3,2,8.

Algoritmo Borrar(L,i)

Entrada: L =aq,...a,, ¢
Forj=i1ton—1

aj = aj+1
a, = null (deshace la asignacion de a,,)
Salida: L
Problema. Sea m un nimero entero. Dada una lista L = aq,...,a, y un

nimero natural 1 < ¢ < n + 1, construir una lista con un elemento maés,
resultado de anadir a L en el lugar ¢-ésimo el elemento m, desplazando en
una unidad los términos a partir de él. Lo denotaremos Anadir(L, m,1).

Ejemplo. Sea L = 3,4,2, 8 entonces Anadir(L,7,3) = 3,4,7,2,8.

Algoritmo Anadir(L,m,1)

Entrada: L =ay,...a,, 1, m

ji=n+1
While 5 >4
A; = A;_1
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a; ‘=m
Salida: L

Problema. Dadas dos listas L = ay,...,a, y L' = by,...,b,, construir la

lista de longitud n + m resultado de poner los elementos de L’ a continuacion

de los elementos de L, esto es, el resultado serd aq,...,a,,01,...,b0,. Lo

denotaremos Concatenar(L, L").

Ejemplo. Sea L = 3,4,2,8 y L' = 4,8 entonces

Concatenar(L, L") = 3,4,2,8,4,8.

Algoritmo Concatenar(L, L")

Entrada: L =a4,...a,, L' =0b1,...,b,,
Fori=1tom
L :=Anadir(L,b;,n + 1)
Salida: L

Problema. Sea m un ntimero entero. Dada una lista L. = a4,...,a, y un
nimero natural 1 < ¢ < n + 1, construir una lista con los mismos elementos
resultado de sustituir L; por m. Lo denotaremos Sustituir(L,i,m).

Ejemplo. Sea L = 3,4,2,8, m = 3, i = 4 entonces Sustituir(L,3,4) =
3,4,2,3.

Algoritmo Sustituir(L,i,m)

Entrada: L =a4,...a,, 1, m
L, =m

Salida: L

Problema. Sean dos listas de nimeros reales L = aq,...,a,y L' =by,..., b,
ordenadas de menor_a mavor: construir un algoritmo para mezclar ambas
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104 CAPITULO 2. ALGORITMOS

L y L' ordenados de menor a mayor. El funcionamiento del algoritmo debe
ser el siguiente:

Ejemplo. Sean L = 1,5,89, L' = 3,6,8 entonces M := mezclar(Ly, Ly) =
1,3,5,6,8, 89.

Idea. Comparar los primeros elementos de L y L' y elegir el menor como
primer elemento de la lista salida.

Con la idea senalada y estos algoritmos se puede escribir una solucion del
problema de la siguiente manera.

Algoritmo mezclar(L, L)

Entrada: L, L' dos listas ordenadas:
While elementos(L)elementos(L') = 1
If min{L,, L]} = L, then j =0else j =1
M; = min{Ly, L}
If j =0 then L = Borrar(L,1) else L' = Borrar(L',1)
If longitud(L) > 0 then M := concatenar(M, L) else
M = concatenar(M, L)
Salida: M

Es siempre de utilidad verificar el funcionamiento de un algoritmo sobre
una lista particular. Llamaremos a estos algoritmos en secciones posteriores
cuando los necesitemos.

2.2 Algoritmos de biisqueda y de ordenacién

Dos problemas tipicos que sirven para ilustrar distintas maneras de disenar
algoritmos son los problemas de bisqueda (determinar si un dato estd o no en
una lista de datos) y de ordenacion (dada un lista, ordenarla de alguna mane-
ra preestablecida). Son problemas importantes dado que el manejo adecuado
de la informacién es fundamental para la tecnologia actual. Estudios de mer-
cado, el genoma humano, determinacién de patrones de comportamiento...
son algunas de las situaciones en las cuales un adecuado tratamiento de los
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2.2.1 Algoritmos de btisqueda

Se trata de resolver la siguiente cuestion:

Problema: dada una lista de ntimeros enteros determinar si un nimero que
se da estd o no en la lista.

Datos de entrada: aq,as,...a,; a. Una lista de ntimeros enteros y un entero
a.

Algoritmo 1. Buasqueda Secuencial. Va comparando el elemento a con
todos los de la lista. Si encuentra uno igual que a la salida es si en caso
contrario la salida es no.

Entrada: aq,...,a,; a

1:=1
While i < n, a # a;
1:=1+1
If : <n then r :=S7else r :=No
Salida: r

Algoritmo 2. Basqueda binaria. En este caso la lista de niimeros enteros
de la entrada debe estar ordenada de menor a mayor. En este procedimiento
se compara el elemento a con el que ocupa el lugar central en la lista. Si
es igual, el proceso termina; si es mayor, el proceso se repite con la segunda
mitad de la lista; si es menor, con la primera mitad de la lista. En el siguiente
algoritmo ¢ y j representan en cada momento los subindices de los elementos
inicial y final de la lista que se trata, m es el subindice que ocupa el lugar
central.

Entrada: ai,...,a,; a (con a3 < as < ... < ay)

1:=175:=n
While 7 < j, a 7§ A(i+5)/2
m:=(i+7)/2

Ifa, <atheni:=m-+1lelse j:=m—1
If + < j then r :=57
else If a;, ;2 # a then r :=No
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106 CAPITULO 2. ALGORITMOS

La bisqueda binaria es un ejemplo de una forma de abordar el disefio
de algoritmos conocido como divide y venceras. Este paradigma propone
dividir el problema en problemas de tamano méas pequenio (en el ejemplo
problemas de tamaifio la mitad del de partida) y aplicar sucesivamente esta
técnica de division hasta llegar a problemas triviales (en nuestro caso com-
parar dos niimeros, que es una de nuestras operaciones bésicas).

Observacion 2.2.1 Como veremos mds adelante no resulta imprescindible
ser completamente preciso al contar el numero de operaciones que realiza un
algoritmo, pues vamos a centrarnos en el estudio de su complejidad. Vamos
a entender que ni las asignaciones de la entrada, ni el computo del tamano
de una lista guardada necesitan consumir niguna operacion.

Ejercicio 32 Aplica los dos algoritmos para buscar el elemento 9 en la lista
1, 3, 5, 7, 9 y compara las operaciones que se realizan en cada uno de los
casos, teniendo en cuenta la observacion anterior.

2.2.2 Algoritmos de ordenacién

Se trata de resolver la siguiente cuestion:

Problema: dada una lista de niimeros enteros distintos, ay, ..., a,, ordenarla
de menor a mayor. (Por ejemplo: Entrada 2, 1, 6, 4. Salida: 1, 2, 4, 6.)

Datos de entrada: ai, as, ..., a,. Una lista de nimeros enteros distintos.

Algoritmo 1. Ordenacién burbuja. La idea en este algoritmo es compa-
rar dos elementos sucesivos de la lista y en caso de que no estén ordenados
adecuadamente intercambiar sus valores. Comenzamos comparando el pri-
mer elemento de la lista con el segundo e intercambiando los valores si es
necesario, luego el segundo con el tercero y asi hasta acabar la lista. Cuando
acabamos la lista, el valor més grande se ha colocado en el altimo lugar (que
es el que debe ocupar en la salida) por lo que debemos repetir el proceso con
la nueva lista resultado de los intercambios prescindiendo del dltimo valor.

Veamos un ejemplo:

Tomamos la lista a1 = 2, as = 1, a3 = 6, aq = 4.

Como el primer valor a; = 2 es mayor que el segundo a; = 1 entonces se
intercambian los valores:
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2.2. ALGORITMOS DE BUSQUEDA Y DE ORDENACION 107

Como el segundo valor es ahora a; = 2 menor que el tercero, el algoritmo
no hace nada:
A9 = 2 as = 6

Como el tercer valor a3 = 6 es mayor que el cuarto entonces se produce
un intercambio de valores:

as = 4 as = 6
Se acaba la lista y la nueva lista es:

ap :1,a2:2,a3:4,a4:6.

En este caso la lista ya estd ordenada, pero podria no ser asi con lo que
habria que repetir el proceso con la lista a, as, as.

Visto el ejemplo escribamos el algoritmo:

Entrada: ay, ..., a,.
Forj=1ton—1
Fori=1ton—j
If a; > a;y; then intercambiar sus valores (ver observaciéon
siguiente)
Salida: aq, ..., a,.

Observacion 2.2.2 Observamos que para intercambiar el valor de las va-
riables a; y a;11 necesitamos hacer tres operaciones:

C = a;
A; = A1
a;+1 = C

Porque si sencillamente hiciésemos:

Q; 1= Qi1
Qi1 = Ay

En la primera linea la variable a; toma el valor de a;,; y en la segunda al
asignar a a..; el valor de a;. como ésta va tiene el valor de a;.;. en realidad
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108 CAPITULO 2. ALGORITMOS

Ejercicio 33 Aplicar el algoritmo burbuja de ordenacion a la lista 1, 3, 2,
9,5, 4.

Algoritmo 2. Algoritmo de seleccién. La idea de este algoritmo de
ordenacién es que en el paso j-ésimo mira la lista a;, aj1, ..., a, calcula
el minimo y si no es a; (como debiera ser si la lista estuviera ordenada) lo
intercambia con a;.

Ejercicio 34 Disenar un algoritmo que tome una lista de nimeros enteros
ai, as, ..., a, e indique cudl de ellos es el minimo.

Escribamos el algoritmo usando el ejercicio anterior. Esto es, dentro de
nuestro algoritmo vamos a llamar a otro algoritmo, digamos min, que calcula
el minimo de una lista, la salida es min(L) = m,i donde m es el minimo
e 7 el lugar que ocupa en la lista L. Llamamos a un algoritmo denominado
Intercambiar(L, 1, j) que intercambia los valores de a; y a; en la lista L.

Entrada: M :=aq,...,a,.

L:=a,..,a,

Forj=1ton—1
If min(L); # a; then
M := Intercambiar(M, j,min(L)y + j — 1)
L := Borrar(L,j)

Salida: M.

Veamos un ejemplo:

Tomamos la lista a; = 2, as = 1, a3 = 6, ay = 4.

Como el minimo de la lista es as y as # a; entonces intercambian sus
valores, obteniéndose por tanto:

a1:1 CL2:2.

En la lista as = 2, az = 6, ay = 4 el minimo es ay por lo que no se realiza
ninguna operacion.

Finalmente en la lista a3 = 6, a4 = 4 el minimo es a4 y por tanto se
intercambian los valores de los dos elementos, ordenédndose de este modo
toda la lista.

Eiercicio 35 Aplicar el algoritmo de seleccidn para ordenar la lista 1. 3. 2.
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2.3. COMPLEJIDAD 109

Este es un ejemplo del paradigma de construccién de algoritmos denomi-
nado algoritmo voraz porque va construyendo una sublista ordenada cada
vez mas grande que al concluir contiene a todos los elementos de la lista
inicial.

2.3 Complejidad

Como hemos senalado en las secciones anteriores debemos hacer un estudio de
la eficiencia de un algoritmo. Esto resulta especialmente interesante cuando
conocemos distintos algoritmos para abordar un mismo problema (como en
la busqueda y la ordenacién) y debemos decidir cual de ellos usar, segiin unos
criterios razonables y defendibles.

Evidentemente hay dos parametros que seria interesante minimizar: el
tiempo y el espacio. Con el tiempo nos referimos a la cantidad de operaciones
basicas que la maquina debe realizar en un algoritmo y con el espacio a la
cantidad de memoria que el algoritmo utiliza en su funcionamiento.

Nos centraremos en el control del niimero de operaciones que el algoritmo
efectia, esto es, en el control del tiempo.

Definicién 2.3.1 Sea un algoritmo cuyos datos de entrada tienen tamano
n. Definimos la funcion T(n), nimero de operaciones que realiza el
algoritmo en el peor de los casos, como el valor mdzimo del nimero de
operaciones que realiza el algoritmo entre todas las aplicaciones del mismo a
las posibles entradas de tamano n.

El tamarfio de la entrada en el modelo computacional (RAM) que hemos
elegido estaré relacionada con la cantidad de niimeros enteros que involucra
dicha entrada. Las operaciones a que se refiere la definiciéon de la funcion
denominada 7'(n) son las operaciones basicas de nuestro modelo.

La funcién 7'(n) para el ejemplo del calculo del maximo

Reproducimos el algoritmo que teniamos para calcular el maximo de una
lista:

Datos de entrada: a;.....a.
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110 CAPITULO 2. ALGORITMOS

While i <n —1
=141
If a < a; then a := a;
Salida: a

Definimos el tamano de la entrada como la longitud de la lista. Es decir el
valor de n. Analicemos el niimero de operaciones para una lista de longitud
n. En el propio analisis iremos viendo cuél es el peor de los casos.

El algoritmo comienza con dos asignaciones (a e i) y determinando el valor
de n — 1 por medio de una diferencia (recordamos que en la observacion
2.2.1 deciamos que el computo de n no precisa de ninguna operacién para
ser efectuado).
Después entra en un bucle que se repite n — 1 veces y en cada repeticiéon se
hace:

una comparacién que determina si entrar o no en el bucle (i con n — 1),

una asignacién a la ¢ y una suma i + 1,

una comparaciéon de a con a; y

finalmente una asignacién que a veces se hace y a veces no. En el peor
de los casos se hara.

Por tanto en el bucle se hacen 5(n — 1) operaciones.
Después hay una comparacion (i valiendo n con n — 1) que nos saca del bucle
y la asignacion a la salida.
Resultado total en el peor caso:

T(n)=3+5(n—1)+2=bin.

Ejercicio 36 Describir como es la lista que da el peor caso en este algoritmo.

Observacion 2.3.2 Se podrian definir otro tipo de funciones para medir la
cantidad de operaciones de un algoritmo, por ejemplo funciones de tiempo
medio, M(n), que nos dan el nimero de operaciones promedio que el algo-
ritmo realiza cuando recibe una entrada de tamario n. (Se suelen obtener de
forma experimental.)

Sobre la funcién 7T'(n) conviene hacer dos precisiones:
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2.3. COMPLEJIDAD 111

ii) si cada operacion necesita una fraccion muy pequenia de tiempo para
realizarse, no es precisa una exactitud total en el calculo de T'(n), por ejemplo
un error de una operacion en el calculo de T'(n) es totalmente irrelevante.

Estas dos precisiones nos invitan a la definiciéon de la complejidad del
algoritmo como un concepto que recoja la naturaleza asintética de la fun-
cion T'(n) y no su valor exacto. Dicha naturaleza que sehalamos debe dar
informacién de como crece la funcién cuando aumenta el tamano n de la en-
trada, especialmente para valores muy grandes del tamano n de la entrada.
Para dar esta definicion precisamos ciertos conceptos del anélisis matemaético.

Definicion 2.3.3 Sean 7,5 : N — R* dos sucesiones reales con valores
positivos. Se dice que T'(n) domina a S(n) si existen dos nimeros reales ng
y k>0 de modo que para cada n > ngy se verifique:

S(n) < kT(n).

Sea O(T(n)) el conjunto de las sucesiones dominadas por T(n), entonces si
T(n) domina a S(n) escribiremos S(n) € O(T'(n)).
Si S(n) € O(T(n)) y T(n) € O(S(n)) diremos que S(n) y T'(n) son del

mismo orden.

Definicién 2.3.4 Se llama complejidad de un algoritmo al orden, O(T(n)),
de su funcidn T'(n) nimero de operaciones en el peor de los casos.

La complejidad de un algoritmo es entonces una medida del niimero de
operaciones que éste realiza en el peor de los casos para tamanos muy gran-
des de la entrada n y establece una jerarquia que permite determinar si un
algoritmo es mejor que otro. Si el algoritmo A; tiene como funcién niimero
de operaciones en el peor de los casos T y, respectivamente, el algoritmo
A, tiene como funcion Ty y T» domina a T}, entonces (segin esta forma de
comparar) el algoritmo A; es mejor (o al menos igual) que el algoritmo As.
El analisis matemaético (estudiado en la asignatura de Bases de Matematicas)
es el instrumento que permite establecer esta jerarquia.

Esta no es la tinica forma de medir la eficiencia de los algoritmos. En
muchas ocasiones los algoritmos no se van a usar para entradas muy grandes
ni posiblemente va a interesar lo que ocurre en el peor de los casos.

Ejemplo 2.3.5 Sean T'(n) = n* y S(n) = 2n? se verifica que T'(n) y S(n)
son del mismo orden_ya_que para cada n _natural se tiene que T(n) < S(n) u
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112 CAPITULO 2. ALGORITMOS

Ejercicio 37 Comprobar que todos los polinomios de grado s en las condi-
ciones de la definicion de dominancia, digamos,

ag+a1x+ ... +asx® as #0
son del mismo orden.

Ejercicio 38 Sean a y b nimeros reales positivos mayores que 1. Demostrar
que log,(n) y logy(n) son del mismo orden.

Ejercicio 39 Sea l(n) el logaritmo neperiano. Demostrar la siguiente cade-
na de inclusiones:

O(1) Cc O(I(n)) € O(n) C O(nl(n)) C O(n*) C O(e")

Ejercicio 40 Sean T y S sucesiones reales con valores positivos. Demostrar
que st T domina a S entonces T domina a T + S.

Demostrar, usando el apartado anterior, que si un algoritmo A; tiene
como funcion nimero de operaciones en el peor de los casos T y respecti-
vamente un algoritmo A, tiene la funcion S, y T domina a S, entonces la

complejidad del algoritmo resultado de realizar sucesivamente A, y As es
O(T+S5)=0(T).

La terminologia mas usada es la siguiente:

e si T'(n) es del mismo orden que la funciéon S(n) = n se habla de
complejidad lineal.

e si T'(n) es del mismo orden que S(n) = n? decimos complejidad
cuadratica;

e asi sucesivamente complejidad ciibica, cuértica... y en general com-
plejidad polinomial si el orden de T'(n) es el de un polinomio;

e si T'(n) es del mismo orden que /(n) se habla de complejidad lo-
garitmica;

e si T'(n) es del mismo orden que e se habla de complejidad expo-
nencial.

Volvemos a comentar aqui la cuestion de los problemas que son realmen-
te resolubles_en un modelo computacional. Estamos entonces preocupados

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



2.3. COMPLEJIDAD 113

ejemplo supongamos que un algoritmo A; tiene complejidad O(T}) = O(n),
un algoritmo A, tiene complejidad O(Ty) = O(n?) y un algoritmo Az tiene
complejidad O(T3) = O(n®). Supongamos que la operacién bésica se realiza
en una décima de segundo. Si tomamos una entrada de tamafio 103, entonces
respectivamente:

T1(10°) = 10°,  Ty(10%) =10°  73(10°*) = 10"

Mientras el primer algoritmo emplea apenas dos minutos, el segundo emplea
algo més de un dia y el tercero emplea més de mil millones de afios en aportar
la salida.

Analicemos la complejidad de los dos algoritmos de biisqueda.

Complejidad de la blisqueda secuencial. El peor de los casos es dquel en
que a no estd en la lista que se nos ha proporcionado. Como nos interesa la
complejidad no nos preocupamos de las asignaciones que se hacen al principio
y al final sino de cuéntas veces se repite el bucle. Esto se justifica en el hecho
de que O(14+T) = O(T) si T domina a 1. Como a no esta en la lista, el
bucle se repite n veces, y en cada una de ellas hay dos comparaciones, una
asignacion y una suma, es decir, hay 4(n — 1) operaciones. Por tanto este
algoritmo es de complejidad lineal.

Complejidad de la blisqueda binaria. El peor de los casos es de nuevo
el caso en que a no estd en la lista que se nos ha proporcionado. Como
senalamos en el ejemplo anterior, para calcular la complejidad nos interesa
cuintas veces se repite el bucle. Veamos una idea acerca de este niimero de
repeticiones. Cada vez que se realiza el bucle el tamano de la lista queda
reducido a la mitad. Tras el primer paso por el bucle tenemos una lista
de tamano n/2, tras el segundo paso sera una lista de tamano n/4 y asi
sucesivamente en s pasos por el bucle tendremos una lista de tamano n/2°.
Por tanto, como el proceso termina cuando la lista est4 formada por un tinico
elemento, se tiene:
1=n/2°
es decir,
s = loga(n).

De esta manera, el algoritmo de buisqueda binaria presenta complejidad
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114 CAPITULO 2. ALGORITMOS

Propiamente los dos algoritmos no pueden ser comparados, ya que los
datos de entrada de uno y otro no son exactamente iguales, en el segundo caso
deben estar ordenados. Asi pues, aunque a simple vista el segundo algoritmo
resulta mejor (recordemos que O(I(n)) C O(n)), lo que propiamente se debe
comparar es el algoritmo de biisqueda secuencial con un algoritmo resultado
de realizar sucesivamente un algoritmo de ordenacion y la biisqueda binaria.
Lo que si se puede concluir del analisis anterior es que cuando los datos de la
lista estdn ordenados entonces ambos algoritmos se pueden aplicar y resulta
més eficiente la busqueda binaria.

Ejercicio 41 FEstudiar la complejidad de los algoritmos de ordenacion pre-
sentados.

Ejercicio 42 FEstudiar la complejidad del algoritmo de biusqueda resultado de
concatenar el algoritmo de ordenacion burbuja con el algoritmo de busqueda
binaria. Comparar con la complejidad de la bisqueda secuencial.

Terminamos el capitulo con el interesante concepto de complejidad in-
herente a un problema. Se trata de encontrar el mejor algoritmo que
resuelve un problema (siempre desde el punto de vista del concepto de com-
plejidad presentado).

Asi diremos que un problema es de complejidad O(T") cuando:

i) hay un algoritmo que resuelve dicho problema cuya funcién niimero de
operaciones en el peor de los casos es del mismo orden que T

ii) cada algoritmo que resuelve el problema, cuya funcién nimero de o-
peraciones en el peor de los casos la denotamos S, verifica que T € O(S).
Esto es, cualquier otro algoritmo que resuelve el problema tiene complejidad
igual o mayor que el de funciéon 7.

Demostraremos como ejemplo méas adelante (cuando hablemos de arbo-
les de decision) que el problema de ordenacion de listas es de complejidad

O(nl(n)).

2.4 Algoritmos de biisqueda con Maple

Problema: dada una lista de niimeros ¢ v un niimero b determinar si dicho
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2.4. ALGORITMOS DE BUSQUEDA CON MAPLE 115

2.4.1 Busqueda secuencial

El primer algoritmo que presentamos toma una lista de nimeros a y un
numero b y devuelve un vector donde cada entrada es: un uno si la entrada
de la lista correspondiente es igual a b y un cero en caso contrario.

Vector:=proc(a::list,b)
local c¢,j,1i:
c:=[seq(0*j,j=1..nops(a))]:
for i from 1 to nops(a) do
if alil=b

then c[i]:=1 fi:

od:

c; end:

vV V.V V VYV VYV

Vector([1,2,0,4,5],4);

\Y

[0, 0,0, 1, 0]

Ejemplo de una aplicacién a la teoria de niimeros:
Determinar si 356 es el cuadrado de un nimero entero.

Como 1072 =100 y 20~2=400 entonces si 356 fuera un cuadrado lo seria
de un nimero entre 11 y 19; tomando la lista de dichos cuadrados podemos
ver si 356 es un cuadrado.

> Vector([seq(x~2,x=11..19)],356);

[0, 0,0, 0,0,0, 0,0, 0]

Como no esta en la lista (pues la salida del procedimiento Vector esté
formada tinicamente por ceros) no puede ser un cuadrado.

Dado este algoritmo se puede responder a distintas preguntas, como por
ejemplo:

a) el elemento b esta en la lista a si el resultado de aplicar el procedimiento
Vector a a contiene algin uno;

b) el nimero de unos de Vector(a) dice cuantas veces esta b en la lista a;

c) si ya se sabe que se tiene un elemento de la lista, se puede construir un
sencillo algoritmo que obtenga todos los lugares donde esté el elemento b.
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> preguntasayb:=proc(a::1list,b)

> local i,1,c:

> 1l:=add(Vector(a,b)[i],i=1. .nops(Vector(a,b))):
> if 1=0 then

> c¢:=[no,0] else c:=[si,1] fi:

> ¢; end:

Lo aplicamos a un ejemplo concreto:
> preguntasayb([1,2,1,3,0,1,0],1);

[s1, 3]

Para responder a la pregunta c)
preguntac:=proc(a::list,b)

local c,j,i:
c:=[seq(0%j,j=1..preguntasayb(a,b) [2])]: j:=1:
for i from 1 to

nops(a) do

if Vector(a,b) [i]=1 then

cljl:=i: j:=j+1: £fi: od:

Cc; end:

vV V.V V VYV VYV

Lo aplicamos a un ejemplo concreto:
> preguntac([1,2,1,3,0,1,0],1);

1, 3, 6]

En cualquier caso estos algoritmos tienen complejidad lineal ya que,
cuando se tiene una lista de tamano n , realizan esencialmente kn operaciones
con k constante. Comprobamos esta tltima afirmacion.

El procedimiento vector:

Vector:=proc(a::list,b)

local c,j,i:

c:=[seq(0*j,j=1..nops(a))]: (se hacen n asignaciones)

for i from 1 to nops(a) do (un bucle que se repite n veces)

if afi]=b then cli]:=1 fi: od: (se hace una comparacién y una asignacion)

c; end:

Total: 3n operaciones

El procedimiento preguntasayb:
preguntasavb:=proc(a::list.b)
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l:=add(Vector(a,b)[i],i=1..nops(Vector(a,b))): (se hace el procedimiento
Vector por tanto $n operaciones, luego se hacen como méaximo n sumas)

if 1=0 then ¢:=[no,0] (una comparacién y una asignacion)
else c:=[si,]] fi: ¢;
end:

Total: 4n+2 operaciones

El procedimiento preguntac:
preguntac:=proc(a::list,b)

c:=[seq(0*j,j=1..preguntasayb(a,b)[2])]: (se hace el procedimiento pre-
guntasayb por tanto 4n+2 operaciones, luego se hacen como maximo n asig-
naciones)

j:=1: (1 asignacion)

for i from 1 to nops(a) do (un bucle que se repite n veces y cada vez que
se repite hace 3 operaciones)

if Vector(a,b)[i]=1 then c|j|:=i: j:==j+1:

fi: od: c;
end:
Total: 8n+3

Este algoritmo tiene complejidad lineal O(n)

2.4.2 Buasqueda binaria

Se trata de un algoritmo que toma una lista ordenada de menor a mayor de
nimeros y realiza la bisqueda comparando b con el elemento que esta en el
medio de la lista. Si es igual, el algoritmo termina; si es menor, trabaja con
una nueva lista (la de los elementos menores que el elemento intermedio) e
itera el algoritmo: si es mavor. trabaja con una nueva lista (la de los elementos
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Binaria:=proc(a::1list,b)

local c¢,i,j,k,s:

i:=1: j:=nops(a): c:=0;

for s from 1 to nops(a) while j-i>-1 do
k:=floor ((i+j)/2):

if b=alk] then c:=1: s:=nops(a)+l: fi:
if

b>al[k] then i:=k+1: fi:

if b<alk] then j:=k-1: fi: od:

if c=1 then

RETURN(si) else RETURN(no) fi:

end:

VVVVVVVYVVYVYVYV

Comprobemos el algoritmo en algunos ejemplos:

> Binaria([3,4,5,6,7,7.5,8,9],7.25);

no

> Binaria([3,4,5,6,7,7.5,8,91,9);
5%

> Binaria([3,4,5,6,7,7.5,8,9],4);
5%

> Binaria([seq(x~2,x=10..20)],169);

St

En el tltimo ejemplo la salida es si porque 169 = 132.

Para estudiar la complejidad es relevante saber cuédntas veces como méxi-
mo se repite el bucle, ya que, cada vez que se repite, el niimero de operaciones
que se efectiian es constante. Como la lista se va dividiendo en una lista de
tamano la mitad, hasta que queda una lista con un dnico elemento, el bucle
se repite como méaximo log(n) donde log es el logaritmo en base 2.

Binaria:=proc(a::list,b)

local c¢,i,j,k,s: i:=1: j:==nops(a): c:=0; (tres asignaciones)

el bucle se repite log(n) veces y cada vez se hace

for s from 1 to nops(a) while j-i>-1 do (una comparacion)
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if b—alk| then c:=1: s:=nops(a)+1: fi: (una comparacién y una asigna-
cion, en el peor de los casos el nimero no esté en la lista)

if b>a[k| then i:=k+1: fi:

if b<a[k| then j:=k-1: fi: od:

if c=1 then RETURN(si) else RETURN(no) fi: (una comparacion y una
asignacion)

end:

Total: 4log(n)+5

Este algoritmo tiene complejidad logaritmica O(log(n)).

2.5 Algoritmos de ordenacién con Maple

2.5.1 Ordenacién Burbuja

Presentamos el algoritmo burbuja para ordenar de menor a mayor una lista,
esto es, los datos de entrada son una lista L de ntmeros enteros y la salida
es una lista ordenada de menor a mayor con los mismos elementos que L.

Intercambiar dos elementos

Una operacién que hace falta en este algoritmo es intercambiar dos ele-
mentos, el i-ésimo y el j-ésimo, de una lista que llamamos lista. La idea que
vamos a utilizar para ello consiste en introducir una nueva variable transito-
ria, llamada temp, y seguir los tres pasos siguientes:

e Primero: almacenaremos el contenido de listafif en la variable transi-
toria temp.

e Segundo: introducimos el contenido de lista/j] en el lugar listafi]. Ahora
listafi] y listafj] contienen el mismo dato.

e Por dltimo copiamos el contenido de la variable transitoria temp en
listafj].

Podriamos pensar_que el cédigo siguiente nos resuelve el problema. pero
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cambiar:=proc(a,i,j)
local t: t:=alil:
alil:=aljl: aljl:=t: a; end:

cambiar([1,2,3,4,5,6],1,6);

vV vV V V

Error, (in cambiar) illegal use of a formal parameter

El problema viene de la asignacion afi/:=afj. Tenemos que escribirlo
usando el comando subsop y estableciendo una copia de la lista inicial, asi:
> Intercambiar:=proc(lista,i,j)

> local

> loc_lista,temp;

> loc_lista:=lista;

> temp:=loc_listalil;

> loc_lista:=subsop(i=loc_listal[j],loc_lista);
> loc_lista:=subsop(j=temp,loc_lista);

> Jloc_lista;

> end:

> Intercambiar([3,2,3,4,5,10],1,6);
[10, 2, 3, 4, 5, 3]

> Intercambiar([1,6,3,4,7,6],2,5);
[17 77 3a 47 6? 6]

Ordenacién burbuja
Ahora ya podemos escribir el algoritmo de ordenacién burbuja:

Burbuja:=proc(a)

local i, j,n,aloc;

n:=nops(a);

aloc:=a;

for i from 1 to n-1 do

for j from 1 to n-i do

if (aloc[jl>aloc[j+1]) then aloc:=Intercambiar(aloc,j,j+1)
1;
od:
nd: __RETIIRN(alac) -

v VYV V V VYV VYV
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Probamos el algoritmo en un ejemplo:
> Burbuja([5,2,8,2,4,3,7,7,1]1);
1,2,2,3,4,5 7,7, 8]

2.5.2 Ordenacion selecciéon

Necesitamos un procedimiento que calcule el lugar que ocupa el elemento de
una lista que da el minimo de dicha lista:

minimo:=proc(a)

local c,i,j:

c:=al1l]:

for i from 2 to nops(a) do
if alil<c then c:=al[i] fi:
od:

je=1:

while a[jl<>c do

ji=j+1

od:

Js

end:

VVVVVYVVYVYVVYVYV

minimo([1,2,3,4,5,0.5]);

Y

> minimo([1,4,0.8,67,50]);
3

Ahora podemos llamar a este procedimiento para construir el algoritmo
de seleccion. Hay que construir una lista cada vez mas pequena e ir calcu-
lando los minimos para intercambiar los valores si es necesario. En lugar de
construir listas cada vez méas pequenas, lo que vamos a hacer es ir poniendo
el valor infinito en el correspondiente término de la lista de modo que, como
infinito es mavor que_cualquier niimero. se tendré que a la hora de calcular
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seleccion:=proc(a)
local b,c,i,m:

b:=a:

c:=a:

for i from 1 to nops(a) do
m:=minimo (b) :

if b[il<>b[m] then
b:=Intercambiar(b,i,m):
c:=Intercambiar(c,i,m):
fi:

b[i] :=infinity:

od: «c¢;

end:

seleccion([2,1,3,6,5]);

V VVVVVVVYVVYVYVVYV

11,2, 3, 5, 6]

> seleccion([2,5,4,3,1,0]1);
0,1, 2,3, 4, 5]

2.6 Ejercicios

En todos los ejercicios escribir el algoritmo que se pide, aplicarlo a dos ejem-
plos y estudiar su complejidad.

Ejercicio 43. Dada una lista de ntiimeros enteros, construir un algoritmo
que calcule el méximo de sus valores absolutos.

Ejercicio 44. Supongamos que quitamos de nuestro modelo computacional
las operaciones basicas de producto y division de niimeros enteros. Construir
un algoritmo para, dados dos ntimeros enteros, calcular su producto.

Ejercicio 45. Construir un algoritmo para, dados dos enteros a y n construir
la potencia a”.

Ejercicio 46. Escribir un algoritmo para calcular la media aritmética de los
elementos de una lista de nimeros enteros.

Ejercicio 47. Escribir un algoritmo que dada una lista de nimeros naturales
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los elementos de la lista, senale cuantos de estos miltiplos hay y en qué
posiciones de la lista estan.

Ejercicio 48. Distancia de Hamming. Dadas dos palabras de la misma
longitud construidas con ceros y unos la distancia de Hamming entre ellas se
define como el niimero de letras diferentes entre una y otra palabra (letras
diferentes situadas en el mismo lugar): por ejemplo la distancia de Hamming
entre la palabra 01 y la palabra 00 es uno porque la primera letra es igual
y la segunda distinta. La distancia de Hamming entre 111 y 010 es dos.
Construir un algoritmo que dadas dos palabras de ceros y unos nos devuelva
su distancia de Hamming.

Ejercicio 49. Dada una lista ordenada de menor a mayor de niimeros enteros
y otro niimero entero construir un algoritmo que inserte dicho nimero en el
lugar correspondiente de la lista inicial.

Ejercicio 50. Dadas dos listas ay,..,a, y by,...,b,, de nimeros enteros,
construir un algoritmo para construir el producto cartesiano de las dos listas,
esto es, el conjunto completo de los pares ordenados de la forma (a;, ;).

2.7 Ejercicios resueltos

Ejercicio 29. Lista de Ingresos: 5, 4, 4. Lista de Gastos: 4, 3.

Entrada: 5, 4, 4; 4, 3.

I:=51:=1
como 1 < 2entonces 1 : =2, :=5+4
como 2 < 2 entonces i := 3, [ := 13
como 3 > 2 sale del bucle.

Ingresos := 13

G:=4,j:=1
como 1 < 1 entonces j:=2, G:=4+ 3
como 2 > 1 sale del bucle.

Gastos := 17

Balance : =13 —-7=06

Ejercicio 30. El algoritmo termina porque el bucle se repite exactamente
n — 1 veces.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



124 CAPITULO 2. ALGORITMOS

a:=1,1:=1
como 1 < 2 entonces 7 := 2 y al ser 1 < 2 entonces a := 2
como 2 < 2 entonces 7 := 3 y al ser 2 < 0 entonces a := 2
como 3 > 2 sale del bucle.

Salida: a = 2.

Ejercicio 31. El algoritmo realiza la siguiente suma:

RPN

Ejercicio 32. Lista: 1, 3,5, 7, 9.

Biisqueda secuencial:
i:=1 (1 operacién)

Como 1 <5y 1#9 entonces i := 2. (4 operaciones)

Como 2 <5y 3 #9 entonces i := 3. (4 operaciones)

Como 3 <5y 5+#9 entonces i := 4. (4 operaciones)

Como 4 <5y 7#9 entonces i := 5. (4 operaciones)

Como 5 < 5 pero 9 =9 entonces sale del bucle. (2 operaciones)
Como 5 < 5 entonces la salida es S7. (2 operaciones)

Total de operaciones: 21.

Biisqueda binaria:

i:=1, 7:=5 (2 operaciones)
Como 1 <5y 1+#9 entonces m := 3. (4 operaciones)
Como 5 < 9 entonces i := 4, j = 5. (4 operaciones)
Como 4 < 5 entonces m := 4. (3 operaciones)
Como 7 < 9 entonces i := 5, j = 5. (4 operaciones)
Como 5 = 5 entonces sale del bucle. (1 operacion)
Como a; = 9 entonces la salida es S7. (2 operaciones)

Total de operaciones: 20.

Ejercicio 33. Lista: 1, 3, 2, 9, 5, 4.

Como a; < ay entonces no se hace ninguna operacion.
Como as > az entonces a, =2y az = 3.
Como as < a4 entonces no se hace ninguna operacién.
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Como as > ag entonces a5 =4y ag = 9.

De este modo la lista es ahora: 1, 2, 3, 5, 4, 9.

El algoritmo recomienza con la lista: 1, 2, 3, 5, 4.

Al recorrer esta nueva lista, el maximo, que es el 5, se coloca en el tltimo
lugar y la lista queda ordenada.

Ejercicio 34. Para aprovechar el algoritmo del méximo observamos que el

minimo de una lista as, .., a,, es el maximo (cambiado de signo) de los valores
de la lista —ay, ..., —a,. Por tanto si llamamos M al algoritmo que calcula
el maximo tenemos que:

Entrada: aq, ..., a,.

Fori=1ton

b, = —a;
m = —M(by,...by)
Salida: m.

Ejercicio 35. Sea la lista L:=1, 3, 2, 9, 5, 4.

Como el minimo de la lista L es a; = 1 entonces no se hace ninguna
operacion.

L:=3,2,95,4.

Como el minimo de la lista L es a3 entonces a, = 2y as = 3.

L:=3,9, 5, 4.

Como el minimo de la lista L es a3 entonces no se hace ninguna operacion.

L :=9, 5, 4.

Como el minimo de la lista L es ag entonces ag =9y ay = 4.

L :=5,9.

Como el minimo de la lista L es a5 entonces no se hace ninguna operacién
y el algoritmo ha terminado.

Salida: L :=1, 2, 3, 4, 5, 9.

Ejercicio 36. El peor de los casos es dquel en que la asignaciéon a := a; se
hace siempre, esto es, cuando la lista estd ordenada de menor a mayor.

&1§Cl2§...§a

n-

Ejercicio 37. Demostramos que P(x) = ao + a1z + ... + a.x° es del mismo

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



126 CAPITULO 2. ALGORITMOS

s tiende a +oo (cuando z tiende a +00) cuando su coeficiente principal (el
coeficiente del monomio de mayor grado) es de signo positivo. Por tanto en
tal caso su signo es positivo para todo = mayor o igual que un cierto ng (para
el que no se aporta una expresion explicita).

El polinomio z° domina a P(z) ya que si tomamos k > a se tiene que
kx® — P(z) = (k — as)z® + ... + (—ap), que segun la observacion anterior es
positivo para todo x > ny.

P(z) domina a z* ya que si tomamos k > 1/a, entonces kP(x) — z° =
(kas — 1)x® + ... + kao.

Ejercicio 38. Es una consecuencia directa de la formula del cambio de base:

l0ga(n) = loga(b)logy(n).

Ejercicio 39. Adjuntamos las gréaficas representadas con Maple, donde se
observan las distintas relaciones de dominancia.

La funcion I(n) domina a la funcién 1 porque [(n) > 1 para cada n > 3.
En efecto, la funcién g(n) = I(n) — 1 es positiva para cada n > 3 puesto que
g(3) > 0y es creciente (su derivada ¢'(n) = 1/n > 0).

Se verifica que n > [(n) para cada n € N. En efecto, sea la funciéon
h(n) = n —I(n), se verifica que h(1) > 0 y que es siempre creciente ya que
R(n)=1-1/n>0.

Las demas dominancias son consecuencia de que:
rn)=nln)—n  r3)>0 r'(n)=1In)>0
s(n) =n* — ni(n) s()y>0  s'n)=2n—-1In)—1>0

ttn)=e€"—n*> t(1)>0 ' (n)=¢€"—2n>0.

Ejercicio 40. Si T domina a S entonces existen ng € Ny k£ € R de modo
que para cada n > ng se verifica
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De este modo para cada n > ny se verifica
S(n)+T(n) < (k+1)T(n).

Lo que muestra que 7" domina a S + T

La segunda cuestion es s6lo observar que la funcién nimero de operaciones
en el peor de los casos del algoritmo que concatena A; y Ay es T+ S.

Ejercicio 41. El algoritmo de ordenacion burbuja es un algoritmo de com-
plejidad cuadratica O(n?). En efecto, cada vez que se ejecuta el bucle en j el
bucle en ¢ hace una cantidad constante de operaciones y las hace exactamente
n — j veces, cOmMo

1+24+3+..+n=n(n+1)/2,

se tiene el resultado.

De igual manera el algoritmo de seleccion es cuadratico pues el bucle j
se repite n — 1 veces y cada una de ellas llama a un algoritmo llamado min
que es lineal.

Ejercicio 42. El algoritmo de ordenacién burbuja es cuadratico y el algorit-
mo de busqueda binaria es logaritmico, por tanto la concatenacion de ambos
es cuadratica.

Mientras, la biisqueda secuencial es lineal.

En los siguientes ejercicios, dejamos al estudiante la parte de aplicar los
algoritmos a listas concretas.

Ejercicio 43. Definimos primero un algoritmo que calcula el valor absoluto
de un entero.

Entrada: a
If @ < 0 then |a| := —a else |a| := a.
Salida: |a|

Observar que —a = a * (—1).

Entonces_aplicamos el algoritmo M que calcula el miximo a la lista de
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Entrada: aq, ..., a,.
Fori=1ton
a; = ‘CLL’

Salida: M(ay, ..., a,)

El algoritmo del méaximo es de complejidad lineal, el cédlculo del valor
absoluto es de complejidad constante (7'(n) = 3). La reasignacion de la
lista tiene complejidad lineal (7'(n) = 5n + 3). Por tanto el algoritmo es de
complejidad lineal.

Ejercicio 44. El producto de dos enteros positivos no es més que sumar uno
de ellos tantas veces como indica el otro. Como el producto es conmutativo
y la suma una operacion bésica, elegimos el minimo de los dos para decir
cuantas veces hay que sumar. Multiplicamos entonces los valores absolutos
y después atendemos al signo:

Entrada: a,b.
a; =minimo{|al, |b|}, as :=méaximo{|al, |b|}.
pi=0,i:=1
While 7 < a;
p:=p+ta
1:=1+1
If a>0,b<0then p:=—pelseIf a <0,b>0 then p:= —p
Salida: p

El tamano de la entrada es aqui el valor absoluto del minimo de ambos
nameros (esto es n = a;). El clculo del minimo y el méaximo son algoritmos
de complejidad lineal, en este caso se aplican a listas de longitud 2, luego
realizan una cantidad constante de operaciones. En el algoritmo que estamos
estudiando hay primero dos algoritmos constantes, después un bucle que se
repite n = a; veces y que realiza cada vez que se ejecuta una cantidad
constante de operaciones. Finalmente una asignacién de signo, que se hace
mediante una cantidad constante de operaciones. Asi el algoritmo es de
complejidad lineal.

Ejercicio 45.
Entrada a, n.
If a = n = 0 then p :=indeterminaciéon
else
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p=11:=1
While : < n
pi=pxa
1:=1+1
else
p=11:=1
While i < |n]
p:=p=x(1l/a)
1:=14+1
Salida:=p

El tamanio de la entrada es |n| y la complejidad del algoritmo es lineal ya
que el bucle se repite exactamente tantas veces como el tamano de la entrada.

Ejercicio 46. Sumaremos todos los elementos de la lista y la suma la di-

vidimos por el n imero de elementos. El problema esencial en el diseno de

este algoritmo es que no tenemos una operaciéon bésica que calcule divisio-

nes y exprese el resultado como nimero decimal. Llamemos a esa operaciéon
a

div(a,b) y el resultado es § con, digamos, 2 decimales. Entonces, nuestro
algoritmo es muy simple:

Datos de entrada: aq,ao,...,a,
c:=0
Fori:=1ton
c:=c+aqy
media = div(c,n)

Implementemos ahora la operacion div(c, n) de la siguiente manera: cl :=
le|/n, rl:=|c| modn

c2:=(10-r1)/n, r2:=10-r1 mod n

c3:=(10-72)/n, r3:=10-r2 mod n

El algoritmo completo, para calcular la media con dos decimales, seria

Datos de entrada: aq,ao, ..., a,
c:=0
Fori:=1ton

c:=cH a;
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c2:=(10-r1)/n, r2:=10-7r1 mod n
c3:=(10-72)/n, r3 :=10-1r2 mod n
If ¢ > 0 then media:=c1’c2c3 else media:=—c1'c2c3

Complejidad. Hay:

1) Una asignacion,

2) Un bucle que se repite n veces y en cada paso se hace una suma y una
asignacion. Total: 2n operaciones.

3) El célculo de un cociente y un resto, dos multiplicaciones y dos divi-
siones, el calculo de dos restos y 6 asignaciones, adméas de una comparacion
y posiblemente un cambio de signo. Total: 16 operaciones.

Entonces, T'(n) := 2n + 12. Complejidad lineal.

Si calcularamos la media con més decimales, el nimero de operaciones
seria mayor pero la complejidad seguiria siendo lineal.

Ejercicio 47.
Datos de entrada: aq,ao,...,a,,a

1:=0,75:=0
While: <n—1
1:=14+1

b:=a; mod a
Ifb:=0thenj:=j+1,dj:=a;ye; =1
Salida: Hay j multiplos de a. Estdn en las posiciones ey, ...,e; y sus
valores son dy, ..., d;.

Calculemos la complejidad. Hay:

1) dos asignaciones y el calculo de n — 1. Total: 3 operaciones.

2) un bucle que se repite n veces. Dentro del bucle hay: dos asignaciones,
el calculo de un resto y una suma, una condicional con una condicién y, en
el peor de los casos, tres asignaciones y una suma. Total: 9n.

3) Del bucle se sale cuando la comparacion es falsa. Total: Una operacion.

Tn)=3+9In+1=9n+4.

La complejidad es lineal.

Ejercicio 48. Sean ay,as, ..., a, las cifras en bits de uno de los nimeros y
bi,bs, ..., b, las del otro.

Datos de entrada: aq,as,as, ..., a, ; by, bo, ..., b,
c:=0
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If a; # b; then ¢ :=c+1
Salida: ¢

Calculamos la complejidad. Hay:

1) Una asignacion.

2) Un bucle que se repite n veces. Dentro de él, y en el peor de los casos,
hay una comparacién, una suma y una asignacion. Total: 3n operaciones.

Entonces T'(2n) = 3n + 1 operaciones (notemos que hay 2n datos de
entrada). Por tanto, T'(n) = $n + 1.

La complejidad es lineal.

Ejercicio 49. La idea de este algoritmo es leer la lista hasta que lleguemos
al punto en el que debemos insertar el nimero dado a. Almacenar en valor
de la lista en ese punto en una variable auxiliar (para no perderlo), introducir
el valor a, y a partir de alli colocar los demés elementos de la lista. Estos
ultimos elementos se pueden rellenar desde el final de la lista hasta el punto
en el que esta a (probar otras alternativas para comprobar que es esta la que
mejor funciona).

Datos de entrada: aq, as, as, ..., ay,;a

1:=0,p:=0

While: <n—1and p >0
=1+ 1
p=a—a;

c:=a;, a; = =a

Forj=0ton—i—1
Unt1-j *= Qn—j

Aijr1 = C

Salida: ay,az,.... Apil

Complejidad. Hay:

1) Dos asignaciones y el calculo de n — 1. Total: 3 operaciones.

2) Un bucle que se repite, en el peor de los casos, n veces. En cada
pasada del bucle tendremos dos comparaciones, una asignacién y una suma,
otra asignaciéon y una diferencia. Total: 6n.

3) Del bucle se sale cuando una de las comparaciones sea falsa, lo que da
lugar a otra operacion.

4) Dos asignaciones. Total: 2 operaciones.
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6) Un bucle que, en el peor de los casos, se repite n veces y en el que hay
una asignacioén y el calculo de los subindices. Total: 4n operaciones.
7) Una asignacion y el calculo del subindice.

Notemos que es imposible que se ejecuten todas las operaciones del bucle
de 2) y del bucle de 6) ya que, en el valor del indice en el que termina uno
termina el otro. En el peor de los casos, es el bucle 2) el que se ejecuta
completamente.

En consecuencia la complejidad es lineal.

Ejercicio 50.
Datos de entrada: ai,as, ..., a,; by, bo, ..., by,
Fori:=1ton

For j:=1ton
Cij = (ai,bj)
Salida: C11,C12,---y,C21,C22, ...., Cn1y ---y Cpn

Complejidad. Hay dos bucles anidados. El primero se repite n veces y
el segundo otras n. En este segundo bucle hay una asignacién. Por tanto,
T(2n) = n?. Por tanto, T'(n) = in?. Complejidad cuadratica.
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Capitulo 3

Aritmética modular

En este capitulo se estudiaran los niimeros enteros, sus propiedades y opera-
ciones, introduciendo también las nociones béasicas de la aritmética modular.
Se pretende que al final del capitulo el alumno:

e Conozca las propiedades basicas de los niimeros enteros (operaciones,
factorizacion).

e Pueda calcular el med de dos nimeros enteros por el algoritmo de
Euclides.

e Realice con soltura operaciones en la aritmética modular.

e Resuelva congruencias lineales y sistemas de congruencias.

3.1 Los nameros naturales y los niimeros ente-
ros

Los niimeros naturales y los niimeros enteros son objetos conocidos. El lector
estd familiarizado con dichos objetos y con sus operaciones:

N={1,234..}
Z=1{0,1,-1,2,-2,..}.

Son, como decimos. obietos con los que estamos habituados a trabajar v
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136 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

para presentar una técnica potente de demostracién que es el principio de
induccion.

Nuestro primer objetivo es introducir de forma rigurosa estos objetos.
Existen varias maneras de hacerlo, una de ellas (la que vamos a elegir) es la
axiomaética. Consiste en caracterizar el conjunto N de los nimeros naturales
por algunas de sus propiedades que se imponen como axiomas, de manera
que cualquier otra propiedad se deduce (usando las reglas de la logica) de
estos axiomas.

Podemos usar por ejemplo la caracterizacion de N como cualquier con-
junto que verifique los llamados Axiomas de Peano:

e En N hay un elemento distinguido que denominamos 1.

e Para cada n € N se define de manera tnica el siguiente de n. Se
denota s(n). Es un elemento de N y verifica que s(n) # 1 para cada
n € N.

e Si s(n) = s(m) entonces n = m.

e Principio de induccién: si un subconjunto A C N verifica que 1 € A
y que n € A implica s(n) € A, entonces se tiene que A = N. (Esta
propiedad es la que se uso6 en el capitulo 1.)

Observacion 3.1.1 Los axiomas de Peano sequndo y tercero son equivalen-
tes a la existencia de una aplicacion inyectiva s : N — N de modo que el 1
no estd en la imagen de s.

En este conjunto se puede definir una primera operacién denominada
suma, de manera que dados dos naturales cualesquiera a,b € N se puede
construir el nimero natural a + b € N que es la suma de los dos. Esta
operacion se define por las reglas:

e Para cada a € N se define a + 1 = s(a).

e Para cada a,b € N se define a + s(b) = s(a +b).

Es consecuencia del principio de inducciéon que asi hemos definido cual-
quier suma a4+ b con a.b € N. En efecto. sea a € N un nimero natural. Sea
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3.1. LOS NUMEROS NATURALES Y LOS NUMEROS ENTEROS 137

Vamos a demostrar por induccién que A = N con lo que las reglas anteriores
permiten definir a + b para cada par de nimeros naturales a,b € N.

Base de induccién. Se tiene que 1 € A ya que la primera regla indica
que a + 1 = s(a).

Paso de induccioén. Debemos demostrar que si b € A entonces s(b) € A.
Como por hipoétesis de induccion b € A entonces a + b esta definido. Usando
la regla segunda sabemos que a + s(b) = s(a + b) con lo que a + s(b) esta
definido y por tanto s(b) € A como queriamos demostrar.

Estudiemos la estructura algebraica del par (N, +), es decir las propie-
dades que verifican los niimeros naturales con esta operaciéon de suma. Se
tienen las siguientes:

i) propiedad asociativa: (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) para cualesquiera
a,b,c € N,

ii) propiedad conmutativa: para cualquier pareja a,b € N se tiene que
a+b=>b+a.

Ejercicio 51 Demostrar (por induccion sobre c) la propiedad asociativa, u-
sando las reglas de la definicion de la suma.

También se puede definir una segunda operacién en N que es el producto,
asignando a cada par a,b € N el producto de ambos a-b (6 axb 6 simplemente
ab, usaremos las tres notaciones indistintamente). De la misma manera que
en el caso de la suma, es una consecuencia del principio de inducciéon que las
reglas que se presentan a continuacion son suficientes para definir el producto
de dos niimeros naturales a,b € N.

e Para cada a € N se tiene que a - 1 = a;
e Para cada a,b € N se tiene que a - s(b) = a - b+ a.

Ejercicio 52 Demostrar, usando el principio de induccion, que las reglas
anteriores permiten definir el producto de cualquier par de nimeros naturales.

Los nimeros naturales con esta operacion de producto, (N, x), tienen
las siguientes propiedades, que se pueden demostrar usando el principio de
induccién y las reglas de definicién del producto:

1) propiedad asociativa: (a X b) X ¢ = a X (b X _c¢) para cualesquiera
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138 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

2) existencia de elemento neutro: existe 1 € N tal que para cualquier
numero natural a € N se tiene que a x 1 =1 X a = a,

3) propiedad conmutativa: para cualquier pareja a,b € N se tiene que
axb=>bxa.

Las dos operaciones, la suma y el producto, quedan relacionadas por la
propiedad distributiva:

4) propiedad distributiva: para cualesquiera a,b,c € N se tiene que
ax(b+c)=axb+axec.

Una vez definidos los ntimeros naturales, los nimeros enteros se pueden
construir a partir de los naturales de la siguiente manera. Tomamos dos
copias del conjunto de los ntimeros naturales, marcando los elementos de
una de ellas con un signo menos. Llamamos N* = {1,2,3,4, ...} a la primera
copiay N~ ={—1,-2,—-3,—4,...} a la segunda. Los niimeros enteros son la
union de N*, N~ y un conjunto formado por un elemento distinguido, que
escribimos como {0}:

Z={1,2,3,.U{0}U{-1,-2,-3,.} =Nt U{0} UN".

Tanto Nt como N~ vienen dotados de su respectivo concepto de siguiente,
que denotamos respectivamente st y s~. Asi se tiene, por ejemplo, que
sT(5) = 6 y que s~ (—5) = —6. Estas dos nociones permiten definir en el
conjunto de los niimeros enteros un concepto de siguiente denotado como s
y un concepto de anterior, denotado como a, de modo que:

e Para cada n € NT se tiene que s(n) = s*(n),

e 5(0) =1,

e para cada n € N7, n # —1, existe m € N~ de modo que n = s~ (m).
Entonces s(n) = m.

e Para cada n € N~ se tiene que a(n) = s (n),
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e para cada n € Nt n #£ 1 existe m € N* de modo que n = s*(m).
Entonces a(n) = m.

Notacién Usaremos el simbolo () para representar el conjunto vacio.

Y como ya senalamos cuando hablamos de la induccién estructural se
verifica que: si A C 7Z wverifica que A # 0 y para cada n € A se tiene que
s(n) € A ya(n) € A entonces A = Z.

La operacién suma de ntimeros enteros se construye apoyandose en
la suma de los nimeros naturales, de modo que las siguientes reglas son
suficientes:

e Para cada n € Z se define n + 1 = s(n).
e Para cada n € Z se define n + (—1) = a(n).
e Para cada n,m € Z se define n + s(m) = s(n +m).

e Para cada n,m € Z se define n + a(m) = a(n + m).

Ejercicio 53 Demostrar por induccion estructural que con las reglas ante-
riores se define n + m para cada n,m € Z.

Y los niimeros enteros con la operacion de suma asi construida, (Z, +), ve-
rifican las siguientes propiedades, que se pueden demostrar usando las reglas
de definicion de la suma y el principio de induccion estructural:

i) propiedad asociativa: (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) para cualesquiera
a,b,c €7,

ii) propiedad conmutativa: para cualquier pareja a,b € Z se tiene que
a+b=>b+a.

iii) existencia de elemento neutro: existe un entero 0 € Z tal que para
cualquier nimero entero a € Z se tiene que a + 0 =0+ a = «a,

iv) existencia de elemento inverso: para cualquier entero a € Z existe
otro entero denominado —a € Z tal que a + (—a) = (—a) + a = 0.

Notacién. En la propiedad iv) para cada a € Z denotamos con —a el inverso
de a. Se puede demostrar que: si a = 0 entonces —a = 0; que si a € Nt
entonces —a es su correspondiente pareja marcada en N~ v que si @ € N~
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140 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

ejemplo —(—5) =5, —0 =0, —(5) = —5. Escribiremos a — b para simplificar
la expresion a + (—b).

Decimos entonces que (Z,+) es un grupo conmutativo (cualquier con-
junto con una operacién verificando las propiedades i) a iv) es un grupo
conmutativo). Observamos que al construir los niimeros enteros hemos am-
pliado el conjunto de los niimeros naturales para que la operacion resta tenga
siempre sentido. Por ejemplo 5 — 7 es una diferencia de nimeros naturales
cuyo resultado no es un nimero natural pero si un niimero entero, —2 € Z.

De la misma manera que con la operaciéon de la suma, atendiendo a la
casuistica del signo, se puede definir otra operaciéon sobre los niimeros enteros
que es el producto: dados dos niimeros enteros a,b € Z se puede construir el
producto de ambos a x b € Z.

Ejercicio 54 Describir un conjunto de reglas suficientes para definir el pro-
ducto ab de cualquier par de niumeros enteros a,b € 7, atendiendo a las
distintas posibilidades para los signos de a y b.

En esta operacion se tienen las mismas propiedades que en N:

1) propiedad asociativa: (a x b) X ¢ = a X (b X ¢) para cualesquiera
a,b,ce,

2) existencia de elemento neutro: existe un entero 1 € Z tal que para
cualquier nimero entero a X 1 =1 X a = a,

3) propiedad conmutativa: para cualquier pareja de enteros a,b € Z
se tiene que a X b =05 X a.

Pero es claro que, en general, no existe elemento inverso, por ejemplo, el
inverso del nimero entero 2 deberia ser el niimero 1/2 que no es un nimero
entero. (La sucesiva ampliacion de Z para que la division sea una operacion
que tenga sentido es construir el conjunto de los niimeros racionales Q.)

Las dos operaciones, la suma y el producto, quedan, igual que en N,
relacionadas por la propiedad distributiva:

4) propiedad distributiva: para cualesquiera a,b,c € Z se tiene que
ax(b+c)=axb+axec.

Entonces decimos que (Z,+, x) es un anillo conmutativo (de nuevo
cualquier conjunto con dos operaciones verificando las propiedades i) a iv) v
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3.2. TEOREMA DE LA DIVISION 141

El estudio de las estructuras algebraicas es importante y abre todo el
campo de las matematicas conocido como algebra. Capta la estructura
profunda de los conjuntos dotados de operaciones y permite describir sus
propiedades y estudiar caracteristicas generales. El &lgebra es entonces el
estudio de las reglas del juego, como en esos juegos de mesa que se presentan
con distinto aspecto pero al leer sus reglas descubrimos un juego ya conocido.

Ejercicio 55 Comprobar que las matrices de tamano 2 X 2 con coeficientes
enteros son un anillo no conmutativo (esto es, el producto no es conmutativo)
con la suma y el producto habituales de matrices.

3.2 Teorema de la division

Aunque en el anillo de los niimeros enteros no se puede dividir, porque los
cocientes no son enteros, si se puede hacer una divisiéon entera, obteniéndose
un cociente y un resto. Esta division nos va a permitir por un lado construir
un algoritmo para el calculo del maximo comiin divisor de dos nimeros sin
necesidad de factorizarlos y por otro establecer una relacion de equivalen-
cia, la congruencia médulo un entero, con interesantes utilidades para
trabajar en anillos parecidos a los enteros pero con una cantidad finita de
elementos.

Antes de enunciar y demostrar el teorema del resto debemos detenernos
un momento a reflexionar sobre el orden que presentan los ntimeros natura-
les y los nimeros enteros. Aunque volveremos sobre ellas en el capitulo 6,
definamos lo que es una relacién de orden.

Definicién 3.2.1 Sea A un conjunto, se define una relacion en el conjunto
A como un subconjunto R del producto cartesiano Ax A = {(a,b) : a,b € A},
de modo que dos elementos a,b € A estdan relacionados si y solamente si la
pareja (a,b) estd en R.

Ejemplos 3.2.2 Podemos definir una relacion en el conjunto finito A =
{1,2,3,4} como
R = {(17 1)7 (27 1)’ (1’ 2)}’

es decir, el 1 se relaciona con el 1 (a veces escrito 1R1) y con el 2 (1R2) y
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142 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

Una relacion habitual es la que define los nimeros racionales. Tomemos
el conjunto de las fracciones F' = {p/q : p,q € Z,q # 0} y definimos la
relacion R de modo que p/q se relaciona con r/s si y solamente si ps = qr
(producto de medios es igual a producto de extremos).

Definicion 3.2.3 Sea A un conjunto, una relaciébn R en A se dice que es
de orden si verifica las propiedades:

i) Reflexiva: a se relaciona con a para cualquier a en A, esto es (a,a) €
R para cada a de A;

ii) Antisimétrica: si (a,b) € R y (b,a) € R entonces a = b;

ii) Transitiva: si a se relaciona con b y b se relaciona con ¢ entonces a
se relaciona con c, es decir si (a,b) € R y (b,c) € R entonces (a,c) € R.

En el conjunto de los nimeros naturales hay una relacién de orden deno-
tada con el signo >, por la que, por ejemplo 5 > 3y 100 > 34 y que se puede
definir de la siguiente manera: dados a,b € N se dice que b > a si o bien
b = a o bien existe un nimero natural c tal que b = a+ c. Este ordenamiento
de los nimeros naturales se suele representar sobre una semirrecta (hacia la
derecha los valores mayores):

3

Consideremos N* C Z (a veces diremos sencillamente N C Z) asi orde-
nado segin el orden anteriormente descrito. Vamos a extender dicho orden
a los nimeros enteros, de manera que se respete el orden que tenemos en
N*. La relacion de orden se definird de la siguiente manera: sean a,b € Z
entonces a > b si y solamente si a — b € NT U {0}.

Este orden sobre el conjunto de los ntimeros enteros se suele representar
en una recta (hacia la derecha los valores mayores):

—2 —1 0 1 2
[ [ [ ] [ J [ ]
Un teorema fundamental sobre el conjunto N es el siguiente:

Teorema 3.2.4 Cada subconjunto no vacio A de N tiene un elemento mi-
nimo m € A _de manera _que para cada elemento n € A se tiene que n > m.
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3.2. TEOREMA DE LA DIVISION 143

Demostracion. Supongamos que A no tiene minimo, entonces demostramos
por induccién completa que N — A = N, lo que quiere decir que A es el
conjunto vacio.

Como A no tiene minimo entonces 1 ¢ A, esto es, 1 € N — A. Se tiene la
base de induccion.

Ahora bien si 1 ¢ A, 2 ¢ A, .., n ¢ A entonces s(n) ¢ A pues seria
minimo. De este modo se tiene el paso de induccién y por tanto A = (.

Hemos demostrado la existencia de un minimo, veamos su unicidad. Si
m y m’ son minimos entonces se tiene que m < m’ y m’ < m por lo que
m = m’. Por tanto el minimo es tnico.

Notacién. Si a > by a # b escribiremos a > b. La expresion b < a es otra
manera de escribir a > b.

Observacion 3.2.5 El 1 y el —1 son los unicos niumeros enteros que tienen
inverso para el producto, 1 x 1 = (—1) x (—1) = 1. Estos dos nimeros se de-
nominan unidades del anillo de los enteros. A partir de ahora trabajaremos
sitempre con nimeros positivos. Para cambiar el signo a un numero basta
multiplicar por -1, un proceso facilmente reversible. Esto indica que trabajar
con numeros positivos para la division no es una grave restriccion.

Ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema del resto.

Teorema 3.2.6 Sean a,b € Z con a > 0 y b > 0,entonces existen dos
enteros q ( cociente) y r (resto) unicos tales que ¢ >0, 0 < r < b y se tiene
la expresion

a=0bq+r

esto es, dividendo es igual a divisor por cociente mds resto.

Demostracion. Comenzamos demostrando la existencia de ¢ y r.

Si a < b entonces ¢ = 0 y r = a verifican las hipoétesis.

Si a = b entonces ¢ = 1 y r = 0 verifican las hipotesis.

Si a > b entonces tomamos el conjunto A = {a—nb: n € N}N(NTU{0})
que es un subconjunto no vacio de N* U {0}. Por tanto, 0 0 € A y es un
elemento minimo, 0 0 ¢ A y el teorema anterior garantiza que A tiene un
elemento minimo. Denominamos r € A al minimo. De este modo existe
a € N tal que

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



144 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

o lo que es lo mismo
a=qb+r.

Para demostrar que r < b se razona por reducciéon al absurdo. Sir > b
entonces 7 = b+ [ con [ € NT U {0}, de modo que

a=(g+1)b+1

entonces [ es un elemento de A estrictamente menor que r en contradiccion
con que 7 es el minimo de A.
La unicidad es consecuencia en los primeros casos de la desigualdad

a<b

y en el dltimo de la unicidad del minimo y del hecho de que dos elementos
de A difieren en un multiplo de b.

3.3 Divisibilidad, mcd y factorizacion

Como ya hemos senalado, la no existencia de inverso para el producto de ni-
meros enteros hace que la operacion de division no se pueda realizar siempre
(igual que no se puede efectuar siempre la resta en los nimeros naturales).
Aunque se puede dividir 4 entre 2 y obtener un niimero entero, sin embargo,
la division 5 entre 3 no se puede efectuar (s6lo podemos obtener un cociente
y un resto segin el teorema antes demostrado). Esto da lugar a una nocion
interesante que es la de divisibilidad.

3.3.1 Definiciones basicas

Definicion 3.3.1 Sean a,b dos nimeros enteros, se dice que a divide a b
y se escribe alb si existe un nimero entero c¢ tal que b = a x c. También
decimos que b es miltiplo de a o que a es un factor de b.

Es decir, en el caso divisible, se puede efectuar la division b entre a y se
obtiene un nimero entero, esto es, al hacer la division entera entre b y a el
resto es 0.

Ejemplo 3.3.2 FEl nimero entero 12 divide a 60 porque 60 = 5 x 12 pero 12
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3.3. DIVISIBILIDAD, MCD Y FACTORIZACION 145

Observacion 3.3.3 Todo numero entero a € 7 es divisible por a, por —a,
por 1 y por —1.

Observacion 3.3.4 Cada divisor d de un numero entero no nulo a € 7Z
verifica |d| < |a|, donde |x| es el valor absoluto, esto es, para cada x € Z se
tiene |z =z six >0y |z|=—x siz <O0.

Definicion 3.3.5 Un entero positivo a # 1 se dice que es un nimero pri-
mo si sus unicos factores positivos son a y 1. Si a tiene un factor positivo
distinto de a ¢ de 1 se dice que es compuesto.

Ejemplo 3.3.6 Los enteros 5, 13 y 19 son nimeros primos, 125 y 258 son
compuestos.

3.3.2 Algoritmo de Euclides para calcular el mcd

Como se deduce de las dos observaciones del parrafo anterior el conjunto de
divisores positivos de un niimero natural a es un conjunto no vacio (ya que al
menos a y 1 son divisores de a) y finito (ya que esta contenido en el conjunto
{—a,—a+1,...,a—1,a}) por lo que tiene sentido la siguiente definicion.

Definicion 3.3.7 Dados dos niumeros enteros positivos a y b se define el
mdzimo comun divisor de a y b y se escribe med(a,b) como el mayor de los
divisores comunes de a y b.

Vamos a desarrollar un algoritmo para calcular el mcd de dos nimeros.
Es un algoritmo clasico conocido como algoritmo de Euclides. Necesitaremos
para esta construccion el siguiente lema.

Lema 3.3.8 Dados dos nimeros enteros positivos a y b, a > b entonces
med(a,b) = med(b,r) donde r es el resto de dividir a entre b.

Demostracion. Vamos a demostrar que el conjunto de divisores comunes a a
y b es igual que el conjunto de divisores comunes a by a r. Esto implica que
med(a,b) = med(b,r).

En efecto, si p divide a a y a b entonces existen niimeros enteros s,t € Z
tales que
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146 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

de modo que la igualdad que da el teorema del resto a = ¢gb + r se puede
escribir como

r=a—qb=ps—qpt=p(s—qt)
lo que demuestra que p divide a a r.

Reciprocamente si p divide a by a r entonces

b=pt r = pu,

con lo cual

a=qb+r=qpt+pu=pqt+u),

lo que demuestra que p divide a a. Esto finaliza la demostraciéon del lema.

Por tanto si dividimos a entre b el problema de calcular el mcd(a,b) se
reduce al calculo del med(b,r) que son ahora nimeros mas pequenos por el
teorema de la division. Nuevamente podemos dividir b entre r y obtener un
resto r1, por lo que el problema es calcular el mcd(r,ry). Asi sucesivamente
se van calculando 7y, r3... que son niimeros enteros positivos que van decre-
ciendo (1 > r9 > rs...). Llegara entonces un momento en el que r,, = 0, esto
implica que r,_; divide a r,_5 (el resto de la division es r,, = 0) y entonces
el med(a,b) = med(rp_o,Tpn_1) = rn_1-

Ejemplo 3.3.9 Calcular el mdzrimo comin divisor de 125 y 8872.
Dividimos 8872 entre 125 para obtener:

8872 = 125 x 70 + 122

Lo que indica que:

med(8872,125) = med(125,122).
Dividimos 125 entre 122:

125 =122 x 1 4+ 3.

Por tanto:
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De nuevo:
122 = 3 x 40 + 2,
y por tanto:
med(122,3) = med(3,2).
Otra vez:

—2x1+1,

lo que significa:

med(3,2) = med(2,1).

El resto de dividir por 1 es siempre 0 por lo que el mecd(8872,125) = 1. Esto
se suele indicar como que 8872 y 125 son primos entre si (o relativamente
Primos).

Definicion 3.3.10 Si dos nimeros enteros positivos a,b € 7 verifican que
med(a,b) =1 se dicen primos entre si (o relativamente primos).

Ejercicio 56 Calcula por el algoritmo de Euclides el med(247,9981).

Notacion. Al resto de dividir @ entre b lo denotaremos a mod b (como
senalamos en el capitulo anterior).

Ejercicio 57 FEscribe en pseudocddigo el algoritmo de Fuclides.

Lema 3.3.11 (de Bezout) Sean a,b € Z nimeros enteros positivos, existen
dos enteros s y t tales que

med(a,b) = sa + tb.
Demostracion. Es una consecuencia del algoritmo de Euclides, recordemos
que, suponiendo que a > b, teniamos una expresion de la forma:

a = qob+ 1o
b:qm)—i-rl
n = GoT1 + 1o
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148 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

Tn—3 = Qn-1"n—2 + Tn_1
T'n—2 = qnTn—1

donde 7,1 = mcd(a,b).
Vamos a demostrar que para cada r; (i > 0) existen enteros s; y t; de
modo que:
r; = 8;a + t;b.

Esto concluye el lema porque r,,_; = mcd(a, b).

La demostracién que vamos a presentar es, de alguna manera, construc-
tiva. Si despejamos r,,_; en la peniltima igualdad, expresamos el mcd(a, b)
como combinacién lineal entera de 7,3 y 7,_o (esto quiere decir que exis-
ten dos nimeros enteros A y B de modo que mcd(a,b) = Ar,_3 + Br,_2).
Si vamos despejando 7, 5 en la siguiente igualdad, r, 3 en la anterior... y
recurrentemente vamos sustituyendo en las expresiones anteriores, al final
expresamos mcd(a, b) como combinacion lineal entera de a y b que es justa-
mente lo que queremos.

Formalizamos el razonamiento por induccién completa en 1.

El caso i = 0 es cierto puesto que:

ro = a — qob.

Por tanto s =1y tg = —qo.
El caso i = 1 es también cierto puesto que r; = b — ¢,79. De este modo,
sustituyendo la igualdad anterior tenemos:

r1=b—q(a—qb) = (14 q19)b — qra.

Por tanto s1 = —q1 y t1 = 1 + q1qo.

Veamos ahora que si el lema es cierto para cualquier valor estrictamente
menor que ¢ también lo es para i.

En efecto, tenemos:

Ty =Ti—2 — ¢iTi-1.

Usando la hipotesis de inducciéon para r;_1 y 7;_2 se obtiene:
ri = (Si—2a + t;_2b) — qi(si—1a + t;_1b).

Por tanto
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3.3. DIVISIBILIDAD, MCD Y FACTORIZACION 149

bi =tio — qitic1

hacen que se verifique el lema.

Ejemplo 3.3.12 Ezpresar el med(35,20) como combinacion lineal de 35 y
20.

Las expresiones del algoritmo de Euclides:

3H=20x1+15
20=15x1+5

Entonces, despejando el 5 en la segunda igualdad obtenemos 5 = 20— 15 x 1.
Despejando el 15 en la primera igualdad 15 = 35 — 20 x 1. Sustituyendo el
segundo valor en la primera igualdad 5 = 20 — (35 — 20 x 1), es decir:

5=2x 20+ (—1) x 35.
Corolario 3.3.13 Sean a,b € Z dos nimeros no negativos. St 1 < p < ab
es un entero positivo que divide al producto ab y mcd(a,p) = 1 entonces p

divide a b.

Demostracion. Como mcd(a,p) = 1, del lema de Bezout, se deduce que
existen enteros s,t € Z de modo que:

1 =sa+tp.
Multiplicando por b se obtiene que:
b = sab + tpb.
Como p divide a ab se tiene que existe ¢ € Z tal que ab = pc, de este modo:
b = spc + tpb = p(sc + tb).
Y por tanto p divide a b.

Corolario 3.3.14 Seanp. pi. .... p, nidmeros primos. Sip divide al producto
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Demostracion. Razonamos por induccion en n, que es el niimero de factores
primos.

Sin =1 el corolario es trivial, por definiciéon de nimero primo.

Si p divide a p;...p,pn11 entonces, llamando a al producto p;...p,, tenemos
que p divide al producto ap,1. Si med(a,p) = 1 entonces, por el corolario
anterior, p es un nimero primo que divide a p,,.1, que también es primo. Por
tanto concluimos que p = p,,1. Podemos entonces suponer r = med(a, p) #
1. En particular r divide a p y, como r # 1 y p es primo, entonces r = p. De
este modo r = p divide a a = p;...p,, y se concluye por hipotesis de induccion.

3.3.3 Factorizacion

Finalizamos esta seccion con una propiedad fundamental de los ntmeros
enteros, la de la factorizacion tinica como producto de ntimeros primos. Esto
es, cada nimero entero se puede escribir de forma tinica como producto de
nimeros primos.

Teorema 3.3.15 Todo nimero entero a > 2 puede escribirse de forma tunica
(salvo posibles reordenamientos) como producto de nimeros primos,

al

a An
a=pi" X py® X ..py

donde los numeros aq, ..., a, son numeros naturales no nulos y pi, p2, ...,
Pn SON numeros primos distintos. A la expresion de a de arriba se le llama
factorizacion prima de a o descomposiciéon en factores primos de a.

Demostracion. Construyamos un algoritmo para factorizar el nimero entero
a > 2. Este algoritmo recoge el procedimiento clasico de ir probando or-
denadamente si los niimeros menores que a (y mayores que 1) lo dividen,
deteniéndonos en el momento en que encontramos un divisor de a. Si hemos
llegado hasta a entonces a no tiene divisores y por tanto es un nimero primo.
Si encontramos un divisor p < a al ser el primero que encontramos, nece-
sariamente es primo. En efecto, como es el primero que encontramos, p no
tiene divisores menores que él, pues serian divisores de a. En esta segunda
posibilidad dividimos a/p y empezamos de nuevo el proceso con el cociente

a/p:

Entrada: a (a > 2)
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while a mod i # 0

=1+ 1
If © < a then r :=1¢ es factor de a else r :=a es primo
Salida: r

En caso de que a no fuera primo repetimos el proceso con el cociente a/i.
Ejemplo 3.3.16 Calculemos la factorizacion de 135.

Como 135 no es par, no es divisible por 2.

Si dividimos entre 3 obtenemos que 135 = 3 x 45. Por tanto 3 es un factor
primo de 135.

Reiniciamos el algoritmo con 45. (No hace falta probar con los primos
que no dividian al nimero de partida, porque no pueden dividir al cociente,
ver ejercicio siguiente).

De nuevo es divisible entre 3, esto es 45 = 3 x 15.

El cociente de nuevo es divisible entre 3, 15 = 3 x 5.

Y 5 es un namero primo: 135 = 33 x 5.

Ejercicio 58 Sean a,b,c enteros positivos. Supongamos que b divide a c.

Demostrar que st a no divide a ¢ entonces a no divide al cociente de c entre
b.

El algoritmo presentado muestra la existencia de la factorizacion, debe-
mos comprobar ahora la unicidad de la misma. Razonamos por reduccion
al absurdo.

Supongamos que la factorizacién no es tinica entonces:

al

Qa an __ b bm,
a =Dy XPy? X ..o X Pt =qt XX g

Por tanto:

o bien existe ¢; distinto a cualquiera de los p;, lo que es una contradiccion
porque entonces por un lado ¢; divide a a y por el otro ¢; no divide a a (aqui
se estd usando el corolario 3.3.14);

o bien n = m y, reordenando si es necesario, p; = q1, ..., Pn = ¢n V €Xiste
a; # b;. Supongamos que a; > b; (si no fuera asi el razonamiento se haria
cambiando los papeles de la a v 1a b) entonces tomando el cociente ¢ := a/p"
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152 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

producto de primos distintos de p; (aqui de nuevo se esté usando el corolario
3.3.14) lo que es una contradiccion.

Por tanto concluimos la demostracion del teorema, al haber demostrado
tanto la existencia como la unicidad de la factorizaciéon de a.

La siguiente proposicién aumenta notablemente la eficiencia del algoritmo
de factorizacion.

Proposicion 3.3.17 Todo nimero entero compuesto a tiene un factor primo
p # 1 menor o igual que \/a.

Demostracion. Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que todos
los factores primos de a son estrictamente mayores que /a. Como a es
compuesto, tenemos

— @ an
a=p'xX..Xp,

donde o bien a; > 1 o bien n > 1 (o ambas cosas). En cualquiera de los
casos, como hemos supuesto que p; > \/a para cada ¢ = 1...n, se tiene que
a > (y/a)? > a lo que es una contradiccion.

Veamos un ejemplo donde se muestra la utilidad del lema.
Ejemplo 3.3.18 Factoricemos 8872.

Como es un nimero par 8872 = 2 x 44306.

El cociente es de nuevo par 8872 = 22 x 2218 y de nuevo 8872 = 23 x 1109.

Como /1109 = 33.3001, debemos probar con los primos menores o iguales
que 31, que son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 y 31.

Es una comprobacion ver que ninguno de ellos lo divide, por tanto 1109
es primo y la descomposicién es

8872 = 23 x 11009.

Observar la mejora que ha introducido el hecho de sé6lo tener que probar
con los primos hasta la raiz de 1109.
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3.4. RELACIONES DE CONGRUENCIA 133

La relaciéon de divisibilidad y sobre todo la primalidad de niimeros enteros
son conceptos profundamente ligados a la seguridad informaética en lo que
se denomina criptografia, referente a la transmisién de mensajes codificados
para no poder ser descifrados por un ajeno al sistema. La idea fundamental
es que los algoritmos que se conocen para saber si un niimero es o no primo
precisan demasiado tiempo. Esto parece indicar que si se envia un nimero
primo (o compuesto) suficientemente grande, un posible receptor indeseado
del mensaje no va a ser capaz de saber si el nlimero es primo o extraer sus
factores.

El problema de la distribucién de los primos en el conjunto de los enteros,
es decir, el de conocer el primo enésimo, permanece misterioso a pesar de ser
una cuestion que ha fascinado a mateméaticos de todas las épocas. En la
pagina web de la asignatura se puede leer un articulo divulgativo de M. A.
Abanades sobre algunos aspectos interesantes de la teoria de los niimeros
primos.

La divisién entera nos abre el campo de la aritmética modular, que es el
resultado de establecer unas relaciones de equivalencia en los enteros para
construir otros anillos con un nimero finito de elementos y propiedades muy
interesantes.

3.4 Relaciones de congruencia

Aunque volveremos sobre ellas en profundidad en el dltimo capitulo, defina-
mos lo que es una relacién de equivalencia.

Definicion 3.4.1 Sea A un conjunto, una relaciébn R en A se dice que es
de equivalencia s: verifica las propiedades:

i) Reflexiva: a se relaciona con a para cualquier a en A, esto es (a,a) €
R para cada a de A;

it) Simétrica: si a se relaciona con b entonces b se relaciona con a, esto
es, si (a,b) € R entonces (b,a) € R;

i11) Transitiva: si a se relaciona con b y b se relaciona con ¢ entonces a
se relaciona con c, es decir si (a,b) € R y (b,c) € R entonces (a,c) € R.

Definicion 3.4.2 Sea Z el conjunto de los numeros enteros u p € 7, un

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



154 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

que denotamos a = b mod p, de la siguiente manera: a es congruente con b
mddulo p si y solamente st a — b es miltiplo de p.

Observacion 3.4.3 Si a y b son positivos entonces a = b mod p si y sola-
mente st a mod p= b mod p.

Ejercicio 60 Demostrar la veracidad de la observacion anterior.

Proposicion 3.4.4 La relacion de congruencia antes definida es una rela-
cion de equivalencia.

Demostracion. Debemos comprobar las tres propiedades:

Reflexiva. Se tiene la propiedad reflexiva ya que para cada a € Z se
verificaa —a=0=0 x p.
Simétrica. Si a = b mod p entonces existe un entero ¢ de modo que
a — b= pc, de este modo b — a = p(—c) con lo que b = a mod p.
Transitiva. Si a = b mod py b = ¢ mod p entonces existen ¢, r € Z tales
que
a—b=npq
b—c=pr.

Sumando ambas relaciones se obtiene:
a—c=(a—0b)+ (b—c)=pg+pr=plg+r).
Con lo que a = ¢ mod p como queriamos demostrar.
Ejercicio 61 Comprobar las siguientes relaciones de congruencia:

2=4mod2 13=-2modb 15 =3 mod 3.

La siguiente proposicion observa que las operaciones de la aritmética en-
tera, esto es, suma y producto, respetan esta relacion de equivalencia. Por
tanto se puede hablar de aritmética modular. Es decir, se pueden hacer
sumas y productos modulo un cierto entero.

Proposicion 3.4.5 Sean a,b,c,d,p € Z niumeros enteros con p > 1, tales
que a = cmod p y b= dmod p. Se verifica que:

i) a+b=c+ dmodp:
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3.4. RELACIONES DE CONGRUENCIA 135

Ejercicio 62 Usar la definicion de congruencia para demostrar la proposi-
cion anterior.

Ejemplo 3.4.6 Tomemos la relacion de congruencia mdodulo 5.

Empecemos mirando los niimeros positivos. Como a = b mod 5 si y
solamente si el resto de dividir a o b entre 5 es el mismo (por la observacion
3.4.8), nos interesa saber cudntas posibilidades existen para dicho resto. Por
el teorema de la division entera el valor del resto de dividir por 5 es un niumero
comprendido entre 0y 4. De esta manera aparecen, al trabajar modulo 5, los
nimeros que dan resto 0 al dividir por 5 (es decir los maltiplos de 5), los que
dan resto 1, los que dan resto 2, 3 0 4.

En este sentido, al tomar relacion modulo 5, se tienen 5 elementos, los
que se relacionan con el 0, con el 1, ..., con el 4:

e (0=5=10=15=20... mod 5
e1=6=11=16=21... mod 5
e2=7=12=17=22... mod 5
e3=8=13=18=23... mod 5
e4=9=14=19=24... mod 5

Los nimeros negativos también son de alguno de esos tipos:

ed=-1=-6=-11=—-16... mod 5
e3=-2=-7=-12=-17... mod 5
e2=-3=-8=-13=-18... mod 5
el=-4=-9=-14=-19... mod 5
e()=-5=-10=—-15=—20... mod 5

Esto indica que para hacer operaciones con un entero a moédulo un cierto
niimero p podemos utilizar el resto de dividir a por p. Esta eleccién simplifica
las operaciones.

Por ejemplo, si queremos multiplicar médulo 5 los ntimeros 7421 y 124590,
en lugar de hacer la multiplicacién directamente, tomamos los restos modulo
5y asi

7421 x 124592 =1 x 2 = 2 mod 5.

Ejercicio 63 Opera mddulo 7, obteniendo un resultado entre 0 y 6:
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156 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

La formalizacion de estos conceptos, sobre la que profundizaremos en el
capitulo 6 se encuentra en las siguientes definiciones:

Definicion 3.4.7 Sea A un conjunto y ~ una relacion de equivalencia en
A. Para cada elemento a € A se define la clase de equivalencia de a, y
se denota por C'(a) o por a, como el conjunto de todos aquellos elementos de
A que se relacionan con a:

a={becA:b~a}

Definicion 3.4.8 Sean A un conjunto y ~ una relacion de equivalencia en
A. Se define el conjunto cociente de A por la relacion de equivalencia ~
como el conjunto de las clases de equivalencia:

Al.={a:a€ A}

Entonces la aritmética moédulo un entero positivo p son las operaciones
que se realizan en el conjunto cociente de Z por la relaciéon de congruencia
moédulo p. A este conjunto cociente lo denotaremos Z, y atendiendo a las
consideraciones anteriores:

Z,={0,1,....,p—1}.
Ejemplo 3.4.9 FEstudiemos las operaciones de suma y producto en Zs.

Esta formado por 7 clases de equivalencia:
Z; ={0,1,...,6}.

En la clase de equivalencia del 0 estan los miltiplos de 7.

En la clase de equivalencia del 1 estan todos los ntimeros positivos que
dan resto 1 al dividir por 7, por ejemplo, 8, 15, 22. Ademas el -6, -13, -20...

Y asi en cada clase de equivalencia.

Para sumar basta saber lo que ocurre al hacer las sumas médulo 7 de los
nimeros del 0 al 6 v lo mismo para el producto. Lo representamos en dos
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+1011(2]3[4]|5|6
010(1]2(3]4|5]6
1111213451610
21213[4|15]6|0]1
313]4/5(6]0]1]2
41415/6[011]2|3
5156|011 (2]3]|4
616|011 [2]3|4|5
x 1011123456
0/0(0/0]0]0]0]0
11011123456
21012]4(6|1[3][5
310131625 |1|4
410(4(1(5|2[6|3
510531642
610654321

Las tablas de las sumas y los productos de los niimeros
0,1,....,p—1

contienen todos los productos y sumas de la aritmética modular (para un
cierto entero p).

Hemos abierto entonces el campo de la aritmética modular. Podemos
efectuar operaciones (hacer sumas y productos) médulo un cierto nimero p.
Tiene entonces sentido plantear ecuaciones, hacer otras operaciones, tratar
de resolver sistemas de ecuaciones...

3.5 Sistemas de ecuaciones modulo enteros

Como deciamos al finalizar la seccién anterior, las operaciones de la aritmé-
tica modular nos permiten plantear ecuaciones o sistemas de ecuaciones. Asi
podemos hablar de una congruencia lineal como una ecuacion lineal de la
forma

ar+b=cmodp
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158 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

Ejemplo 3.5.1 Sea por ejemplo la congruencia 3z + 3 = 4 mod 5. Se trata
de buscar todos aquellos nimeros enteros x tales que al multiplicarlos por 3
y sumarles 8 son congruentes con 4 modulo 5.

Si razonamos como si fueran ecuaciones de primer grado tradicionales, lo
que hacemos primero es pasar el 3 restando al otro miembro para escribir
3z =1 mod 5. Esto es, sumar -3 (6 2 ya que —3 = 2 mod 5) a ambos lados
de la equivalencia. Esta operacién no supone ningin problema porque en el
anillo de los niimeros enteros podemos restar (existe el inverso para la suma)
y se respetan las relaciones de congruencia.

Ahora lo que querriamos es pasar el 3 dividiendo, lo que en los nimeros
enteros no podemos hacer porque el inverso de 3 es la fraccion 1/3 que no
es un numero entero. La cuestion natural es saber si al trabajar modulo 5
(o moédulo otros nimeros enteros) el 3 tiene o no inverso para el producto
modulo p. Para saber cudndo ocurre esto necesitamos el lema de Bezout,
demostrado anteriormente.

Teorema 3.5.2 Sean a,p € Z nimeros enteros positivos no nulos. Si med(a,p) =
1 entonces existe el inverso de a para el producto, es decir un entero b tal
que a X b =1 mod p.

Demostracion. Como med(a,p) = 1 el lema de Bezout garantiza la existencia
de dos niimeros enteros s,t € Z de modo que:

l=sa+1tp

y por tanto al trabajar moédulo p tenemos:

1 = sa mod p,

Por tanto s es el inverso de a para el producto médulo p.

Observacion 3.5.3 Sean a y p enteros, con p > 1. St existe b entero tal
que ba = 1 mod p entonces b es tinico maodulo p.

Demostracion. Supongamos ab’ = 1 mod p. Entonces ab — ab’ = 0 mod p,
esto es, p divide a a(b—"b'). Si med(a,p) = 1 podemos usar el Corolario 3.3.13
y asi p divide a b — ' lo que concluye la demostracion. Si r = mced(a,p) # 1,
entonces existen enteros s y ¢ tales que a =rsy p=rt (1 <t < p). De este
modo. abt =0 mod p. Como ab = 1 mod p entonces t es un multiplo de p lo
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3.5. SISTEMAS DE ECUACIONES MODULO ENTEROS 159

Observacion 3.5.4 En las mismas condiciones del teorema, si med(a,p) =
r # 1 no existe b € Z tal que ab =1 mod p.

Demostracion. Como mecd(a,p) = r # 1, entonces existen enteros s,t € Z
tales que a = rsy p =trcon 1 <t < p. De este modo at = 0 mod p.
Supongamos que existe b € Z tal que ab = 1 mod p. Entonces:

bat =t mod p

y de este modo
t=0modp

lo que es una contradicciéon pues 1 < ¢t < p.

De esta manera el teorema anterior y las observaciones subsiguientes ca-
racterizan cuando existe el inverso para el producto médulo p y ademaés el
teorema indica como calcularlo. Hay que usar el algoritmo de Euclides para
llegar a la identidad del lema de Bezout.

Ejemplo 3.5.5 Sean los nimeros 5 y 11. Vamos a calcular el inverso de 5
mddulo 11. Como son primos entre si entonces existe a € 7 tal que ba =
1 mod 11. Calculamos el valor de a. El algoritmo de Euclides da la identidad
de Bezout:

1=11+5x (-2).

Por tanto, modulo 11:
1=5x(—2) mod 11.

Por lo que a = 9 es el inverso de 5 mddulo 11. (Obsérvese que —2 =
9 mod 11.)

Esto permite resolver la congruencia que poniamos en un ejemplo anterior:
3x + 3 =4 mod 5.

Senalamos que dicha congruencia era equivalente, pasando el 3 restando, a
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160 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

Por el teorema anterior, como 3 y 5 son primos entre si existe el inverso de
3 modulo 5. Al trabajar modulo 5 todo niimero es congruente con uno del
conjunto {0,1,2,3,4}. Podemos entonces buscar el inverso probando:

3x0=0modb
3x1=3modb
3x2=1modb
3x3=4modb
3x4=2modb

Es decir el inverso del 3 es el 2, ya que 3 X 2 =1 mod 5.

Multiplicamos la congruencia por 2 y tenemos
3r x2=1x2modb5,

es decir,
xr = 2 mod 5.

Por tanto todos los niimeros enteros x que son soluciéon de la congruencia son
de la forma
r=5K+2 K eZ.

Observar que hemos propuesto dos maneras de calcular el inverso de un
ntimero ¢ moédulo p. Por un lado usar la identidad de Bezout, por otro lado ir
probando con los distintos productos a1, a-2, ..., a- (p — 1) hasta encontrar
el producto que valga 1.

Ejemplo 3.5.6 Como

3:-1=3mod6 3-2=0mod6 3-3=3modb6
3:4=0mod6 3-5=3mod6 3-0=01modb6

entonces & no tiene inverso modulo 6. Obsérvese que no se tienen las hipotesis
del teorema, ya que mcd(3,6) = 3.

Ejercicio 64 Demostrar que la congruencia lineal

3z +4=5mod6

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



3.5. SISTEMAS DE ECUACIONES MODULO ENTEROS 161

Ejercicio 65 Hallar todas las soluciones enteras de la congruencia
S5r+2=5mod 7.

Si se pueden plantear ecuaciones lineales, es natural ahora plantear el pro-
blema de resolver sistemas de congruencias lineales, es decir, expresiones
del tipo

T = a1 mod pq

T = as mod po

r = a, mod p,

El Teorema chino de los restos es el instrumento adecuado para saber
si un sistema de este tipo tiene soluciéon y permite calcularla.

Teorema 3.5.7 Sean ai,as, ..., a, nimeros enteros y p1, pa, ..., Pn enteros po-
sitivos verificando:

i) pi > 1 para cadai =1, ..., n;

i) med(pi,pj) =1 para cada i,j =1, ..., n con i # j.
Entonces el sistema

r = a; mod py

T = as mod po

x = a, mod p,
tiene solucion unica mddulo el producto P = pi1ps...p,.
Demostracion. Sean P = py..p, y P; = P/p; con i un entero entre 1 y n.

Por hipotesis los p; son primos entre si con lo cual med(P;,p;) = 1,1 =1, ...,
n. Como hemos visto antes (Teorema 3.5.2) para cada i existira ¢; tal que
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162 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

Sea entonces

o = a1 P11 + a2 Paga + ... + anPogn
de modo que al tomar congruencia modulo p; se obtiene:

si j # i entonces P; es divisible por p;, por tanto P; = 0 mod p;
si j =1 entonces P;q; = 1 mod p;,

por tanto zg = a; mod p; (i = 1, ..., n) como queriamos demostrar. Asi todos
los nimeros de la forma
r=x9+ KP

con K € Z son solucién del sistema.

Demostramos ahora la unicidad de la solucion médulo P. Esto prueba
ademas que toda solucion del sistema es de la forma z = g+ K P con K € Z.

Tomemos « y 3 dos soluciones del sistema, entonces o — 3 es solucion del
sistema de congruencias

x = 0 mod p;

x = 0 mod p

x = 0 mod p,
es decir, « = [ mod P, (ya que o — [3 es miltiplo de p; para cada i) lo que

demuestra la unicidad de la solucién modulo P.

Ejemplo 3.5.8 Resolver el sistema:

T =2mod3
z =3 mod 5
r=2modT

Como 3.5 v 7 son primos entre si. el teorema chino de los restos permite
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3.5. SISTEMAS DE ECUACIONES MODULO ENTEROS 163

Siguiendo la notacién del teorema

Py =105/3 = 35
Py =105/5 = 21
Py =105/7 = 15

Ahora ¢; es el inverso de 35 médulo 3. Como 35 = 2 mod 3 entonces
entonces ¢; = 2, ya que 2 X 2 =1 mod 3.

De la misma manera ¢, es el inverso de 21 moédulo 5, es decir, el inverso
de 1 moédulo 5, por tanto g; = 1.

Finalmente g3 = 1.

Por tanto

T=2X35x2+3x%x21lx1+2x15x1=233

es la unica solucion modulo 105, de modo que todas las soluciones del sistema

son:
r=23+100K K €Z.

Una aplicacion que podriamos presentar del teorema chino de los restos es
la observacién de que los restos médulo un conjunto de ntimeros primos entre
si permiten determinar univocamente un nimero. De esta manera ntiimeros
de gran tamano se podrian representar por sus restos modulo unos ciertos
primos y asi reducir sustancialmente su tamano. Con estos restos se pueden
hacer operaciones y la recuperacién del ntimero en cuestiéon pasa por la re-
solucién de un sistema de congruencias. Esto resolveria parcialmente, como
veremos en el ejemplo siguiente, la limitaciéon de digitos de una méaquina.

Ejemplo 3.5.9 Supongamos que tenemos una calculadora de 8 digitos y que-
remos hacer la suma de los numeros 5888851358 y 259632147. Tomamos,
por ejemplo, los nimeros primos entre si 100, 99 y 97 cuyo producto P es
960.300, menor de 8 cifras.

El primer nimero verifica:

5888851358 = 58 mod 100
5888851358 = 72 mod 99
5888851358 = 78 mod 97.

El sequndo verifica:

259632147 = 47 mod 100
289632147 = 93 mad 99
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164 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

Y para hacer la suma basta hacer la suma de los restos, y después resolver

el sistema
x = 47 + 58 mod 100

z =72+ 93 mod 99
z=T78+7 mod97

En este iltimo paso, para recuperar el nimero, hay que hacer operaciones
con enteros de mds de 8 digitos, por lo que, propiamente, con 8 digitos sdlo
podemos hacer aritmética con las representaciones por sus restos modulo 100,
99 y 97.

También puede usarse este teorema para hacer recuentos con ntimeros
grandes.

Ejemplo 3.5.10 Supongamos que tenemos una manifestacion que sabemos
que ha congregado a menos de un millon de personas y queremos, desde la
organizacion, saber el niumero exacto de congregados. Les pedimos que se
agrupen de 100 en 100 y apuntamos el resto. Pongamos que son 30. Esto
indica que el niumero x de participantes verifica

z = 30 mod 100.

Después les pedimos que se agrupen en grupos de 99, y sobran 25 y en grupos
de 97 y sobran 13. FEs decir, se tiene el siguiente sistema de congruencias:

x = 30 mod 100
x = 25 mod 99
x = 13 mod 97

Como 100, 99 y 97 son primos entre si, el sistema tiene solucion. Como
100 - 99 - 97 = 960.300 entonces la unica solucion positiva y menor que ese
numero es el numero de participantes en la manifestacion.

Ejercicio 66 Determinar el nimero de participantes en la anterior mani-
festacion.

3.6 Sistemas de numeracion

Terminamos_este tema con esta seccion dedicada a los sistemas de nume-
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3.6. SISTEMAS DE NUMERACION 165

escogida para la numeracion es arbitraria y est4 universalmente admitida la
base 10 (sistema de numeracion decimal) quizéas debida a nuestra propia ana-
tomia que presenta 10 dedos para poder contar con ellos. Pero otras bases
de numeracién son también importantes: la base dos (sistema de numeracion
binaria) es fundamental en la informatica y las telecomunicaciones, donde la
informacion estd compuesta de ceros y unos; la base 60 es también impor-
tante en algunos campos (p.ej. medida de angulos) debido al gran nimero
de divisores del 60 (1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60); también la base 12
es relevante en medidas temporales, por razones similares a la base 60. Va-
mos a ver que todos estos sistemas permiten representar, mediante notacion
posicional, cualquier ntimero entero y hacer operaciones con esta notacion.

Cuando escribimos el niimero 12345 en base 10 estamos usando lo que se
llama notacién posicional y cada digito tiene un significado por el lugar
que ocupa. Asi, empezando por la derecha, la primera cifra es la de las
unidades, la siguiente la de las decenas..., es decir,

12345 =5 x 1094+ 4 x 10" +3 x 10> + 2 x 10> + 1 x 10*.

Y esto que se hace con la base 10, expresar el nimero como combinacién
lineal de las potencias de la base, se puede hacer para un valor arbitrario de
la base.

Teorema 3.6.1 Sean a y b niumeros enteros positivos, con b > 1. FExisten
unos valores unicos ag, ay, ...a,, con 0 < a; < b y con a, # 0, de modo que

a=uag X b +a; xb +as x b2+ ... 4+a, x b".
Demostracion. Dividimos a entre b para obtener

a:qob—i—ro.

Esto muestra que ag = g porque 0 < ry < b. Ademés muestra la unicidad
de ap ya que el teorema del resto garantiza que el resto es tinico.

Si dividimos ahora ¢y entre b se obtiene

qo = bq1 + 1
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166 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

a = b*q + bri + ao,

con lo cual a; = r; (de nuevo Gnico porque es un resto), y asi sucesivamente
hasta que el cociente ¢, sean menor que b.

Ejercicio 67 Disenar un algoritmo para escribir un nimero escrito en base
10 en base a.

Disenar un algoritmo para escribir un nimero escrito en base a en base
10.
Disenar un algoritmo para escribir un nimero escrito en base a en base

Ejercicio 68 Fscribir en base 10 los siguientes niimeros, escritos en base 2,
3y 5 respectivamente:

101001001 12101 342104
Ejercicio 69 Fscribir el nimero 1465 en base 2, 5y 7.

Y finalmente se pueden escribir algoritmos para hacer operaciones de
suma y producto de numeros escritos en cualquier base de numeracion, sin
mas que tener en cuenta que lo que tradicionalmente se expresa como me llevo
una, que en base 10 se hace cuando se llega a 10, en una base de numeracién
cualquiera se hace cuando se llega al valor de la base.

Ejemplo 3.6.2 Sumamos en base 2 los niimeros 1101 y 1001.

1101

1001

10110

En la primera cifra hemos sumado 1+1 que da 2 que alcanza a la base, por
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Ejemplo 3.6.3 Multiplicamos en base 2 los nimeros 1101 y 11.

1101

100111

Ejercicio 70 FEscribir algoritmos para sumar en base 2 y para multiplicar
en base 2.

3.7 Ejercicios

Ejercicio 71. Poner dos ejemplos de:
i) nimeros congruentes con 2 moédulo 3,
ii) nimeros congruentes con 5 modulo 7,
iii) nimeros congruentes con 11 moédulo 5,
iv) nameros no nulos modulo 12 tal que su producto médulo 12 sea nulo,
v) nameros distintos de 1 médulo 15 tal que su producto sea 1.

Ejercicio 72. Calcular usando el algoritmo de Euclides:
i) med(10223,33341),
ii) med(385,1729).

Ejercicio 73. Demostrar la regla de divisibilidad por 9: n es divisible por 9
st la suma de sus cifras es divisible por 9.

Ejercicio 74. Realiza las siguientes operaciones:
i) 3+5, 4+8, 9 x 8, 841234 245+1321 modulo 5
ii) 445, 104448, 9 x 8, 84123 24511321 médulo 2
iii) 3-+75, 234-+458, 9 x 8, 84!231 245+1321 modulo 7.

Ejercicio 75. Demostrar que el siguiente sistema de congruencias no tiene
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168 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

z =2 mod 6
=3 mod9

Ejercicio 76. Demostrar que los siguientes sistemas tienen solucién y resol-

verlos:
i)
z=3modb
Tz =5modT7
ii)
y =5 mod 11
y = T7mod 13

3.8 Ejercicios Resueltos

Ejercicio 51. Comenzamos con ¢ = 1. Entonces usando las reglas de la
suma se tiene

(a+b)+1=s(a+b)=a+sb)=a+ (b+1).

Ahora supongamos que (a + b) + ¢ = a + (b+ ¢). De nuevo de las reglas
de la suma se tiene

(a+b)+s(c) =s((a+b)+c)=s(a+ (b+c)) =a+s(b+c) =a+ (b+s(c)).

Ejercicio 52. Fijamos n € N. Tomamos el conjunto A = {m € N: nm esta
definido}. La primera regla del producto garantiza que 1 € A. La segunda
regla dice que si m € A entonces s(m) € A. De este modo A = N por el
principio de induccioén.

Ejercicio 53. Fijamos n € Z. Tomamos el conjunto A ={m €Z: n+m
esta definido}. Como 1 € A entonces A # (). Si m € A las reglas tercera
v cuarta garantizan que s(m) € A v que a(m) € A. Por tanto A = 7 por
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Ejercicio 54. Basta tener en cuenta el signo y usar el producto que tenemos
en los nimeros enteros no negativos, N*.

Definimos como es habitual el valor absoluto de n € Z como |n| = n si
neN [0]=0y |n|=-nsineN:

e ax0=0xa=0
e axb=la|x|bsiobiena>0yb>0o0biena<0yb<O0.

e a X b= —|a|] x |b] en el resto de los casos.

Ejercicio 55. Dadas dos matrices, se define la suma como la suma de cada
una de sus entradas. Como cada entrada esta formada por un niimero entero,
la asociatividad de la suma de matrices es consecuencia de la asociatividad
de la suma de los nimeros enteros. Idem la conmutatividad.

El elemento neutro es la matriz nula, cuyas entradas son nulas.

(37

El elemento inverso para la suma de una matriz A es la matriz — A resul-
tado de cambiar de signo cada entrada de A, denominada con la letra a y su
correspondiente subindice.

—a11 —a12
A=
—a21 —az2
Sean dos matrices A y B cuyas entradas son denominadas respectivamente

con las letras a y b (y sus correspondientes subindices). El producto de
matrices se define:

AB — ( a11011 4+ a12b21  a11b12 + ajabas )

a21011 4 agebar  ag1biy + ageba

Comprobamos que es asociativo, esto es, (AB)C' = A(BC), donde las
entradas de C' estdn denominadas con la letra c¢. Lo hacemos para la entrada
de subindice 11 del producto, de igual manera se haria para las otras tres
entradas.

En el producto (AB)C se tiene que dicha entrada es:

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



170 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

En el producto A(BC) se tiene que dicha entrada es:
a1 (bricin + biacar) + ara(barcin + baacar ).

Y es una comprobacion verificar que ambas expresiones son iguales.

El elemento neutro para el producto es la matriz identidad, con la diagonal
formada por unos y el resto ceros.

(o 1)

Tomando por ejemplo las matrices

v=(o1)
- (19)

se puede comprobar que M N # NM con lo que el producto de matrices

no es conmutativo.

Ejercicio 56. El resto de dividir 9981 entre 247 es 101. El resto de dividir
247 entre 101 es 45. El resto de dividir 101 entre 45 es 11. El resto de dividir
45 entre 11 es 1. Por tanto:

med (9981, 247) = med(247,101) = med(101,45) = med(45,11) = med(11,1) = 1.

Ejercicio 57.
Entrada: a,b € N, a > b

t:=a,j:=b
while 7 #£ 0
r:=1mod j
1:=1]
Ji=r
Salida: ¢

Ejercicio 58. Supongamos que a divide al cociente ¢ = ¢/b € Z entonces
existe un entero s de modo que as = ¢g. Esto implica ¢ = abs en contradicciéon
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Ejercicio 59. El nimero 1653 no es par pero si es miltiplo de 3. Entonces
dividiendo entre 3 se obtiene 1653 = 3 x 551. Ahora bien 23? = 529 y
242 = 576. Por tanto 551 ha de tener un factor menor o igual que 23. El 19
divide a 551. Se tiene que 551 = 19 x 29. Como 29 es primo se tiene:

1653 = 3 x 19 x 29.

Ejercicio 60. Si r = a mod p = b mod p, entonces se tiene que existen
enteros no negativos ¢ y ¢ tales que a = pg+1ry b = pq’ + r. Se sigue que
a—b=p(qg—{), conlo que a = bmod p.

Sin perdida de generalidad supongamos a > b. Por el teorema del resto
q,¢ € NU{0} y enteros ry 7’ talesque 0 <r <p, 0<r' <pya=pqg+r
y b=pq +1'. Entonces a —b=p(q—¢)+ (r —r'). De este modo r — 1’ =
(a —b) — p(q — ¢') es un miltiplo de p. Como —p < r — 1’ < p entonces
necesariamente r = r’/, como queriamos demostrar.

Ejercicio 61. 2 =4 mod 2 porque 2 — 4 = —2.
13 = —2 mod 5 porque 13+ 2 =5 x 3.
15 = 3 mod 3 porque 15 — 3 =4 x 3.

Ejercicio 62. Si a = ¢ mod p entonces existe un entero s tal que:
a—c=sp.
Si b = d mod p entonces existe un entero ¢ tal que:
b—d=tp.
Sumando ambas igualdades se tiene:
(a+0b) — (c+d) =p(t+s).

De modo que a + b = c+ d mod p.

Por otro lado multiplicando por b la primera igualdad se tiene:
ab — bc = spb.

Multiplicando por c¢ la segunda igualdad se tiene:
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172 CAPITULO 3. ARITMETICA MODULAR

Sumando las dos igualdades se tiene que ab — dc = p(ab + tc) como
queriamos demostrar.

Ejercicio 63. 2345 4 214 x 432 = 6 mod 7.
24194 987 =4 mod 7.

Ejercicio 64. Si existe v € Z tal que 3x + 4 = 5 mod 6, entonces 3x =
1 mod 6, de modo que existe un entero k tal que

3r =06k +1
lo que da una contradiccién pues 1 no es multiplo de 3.

Ejercicio 65. Como 5242 = 5 mod 7 pasamos el dos restando para obtener
5z = 3 mod 7. Como el med(5,7) = 1 entonces existe el inverso de 5 para el
producto médulo 7. En efecto, dicho inverso es 3 ya que 5 x 3 = 1 mod 7.
De este modo multiplicando por 3 obtenemos x = 2 mod 7. Entonces las
soluciones son de la siguiente forma donde k € Z:

x="Tk+ 2.

Ejercicio 66. Las congruencias lineales planteadas tienen solucién por el
teorema chino de los restos. Dicha solucion es 316.330.

Los ejercicios 67), 68), 69) y 70) Se presentan hechos con Maple.

3.8.1 Bases de numeracién con Maple

Cambios de base de sistema de numeracién

Veamos cémo se pueden implementar en Maple distintos algoritmos de
cambio de base.
Ejercicio 67.
De base 10 a base a

La entrada es el nimero entero n y la base a. El algoritmo debe ir
calculando las cifras del niimero en base a haciendo divisiones sucesivas por
a v tomando los restos. La salida serd una lista aq. a4, .... a,, de modo que
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> cambiol0a:=proc(n,a)
> local b,i,j,1,s:

> i:=n: s:=1:

> while i<>0 do

> bls]:=i mod a:

> s:=s+l:

> i:=floor(i/a);

> od:

> seq(b[jl,j=1..s-1);
> end:

Veamos algunos ejemplos
> cambio10a(8,2);

0,0,0,1

> cambio10a(724,6);
4,0,2,3
Comprobemos que en efecto éste es el resultado:
> 4%670+0%6"1+2%6°2+3%6"°3;
724

Otro ejemplo y su comprobacion:
> cambiol10a(1234,8);

2,2, 3,2

> 2%(870)+2*%(8°1)+3*%(8°2)+2x(8~3) ;
1234

Ejercicio 69.
> cambio10a(1465,2);

1,0,0,1,1,1,0,1,1,0, 1
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0,3,3, 1,2
> cambio10a(1465,7);
2,6, 1, 4

Por tanto 1465 en base 2, en base 5 y en base 7 es, respectivamente,
10110111001, 21330 y 4162.

De base a a base 10

El procedimiento es el siguiente:

> cambioalO:=proc(l,a)

> 1local s,i:

> s:=1[1]:

> for i from 2 to nops(l)
> do

> s:=s+l[i]*a~(i-1):

> od:

> s;

> end:

Veamos ejemplos:
> cambiol10a(567,3);

0,0,0,0,1, 2
> cambioal0([cambio10a(567,3)],3);
567
> cambioal0([1,1,1,0,1],2);
23

Ejercicio 68.
> cambioal0([1,0,0,1,0,0,1,0,1]1,2);

329

> cambioal0([1,0,1,2,1],3);
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> cambioal0([4,0,1,2,4,3],7);
60764
De base a a base b

Lo hacemos usando los procedimientos antes definidos, pasando por la

base 10:
> cambioab:=proc(l,a,b)
> local temp:
> temp:=cambioall(l,a):
> cambiol0a(temp,b);
> end:
Ejemplos:

> cambioab([1,1,0,1],2,3);

2.0, 1
> cambioal0([1,1,0,1]1,2);
> cambioal0([2,0,1],3);
11
11

Sumas y productos en base 2

En el procedimiento siguiente el niimero més largo va en primer lugar.

> suma2:=proc(l,m) local t,i,s,r,j:
> t:=[seq(m[i],i=1. .nops(m)),seq(0,i=1..nops(1)-nops(m))]:
> r[0]:=0:

> i:=1

> while i<nops(1l)+1 do

> s[i]l:=(Q[il+t[il+r[i-1]) mod 2:

> r[i]:=floor((1[il+t[il+r[i-11)/2):
> i:=i+1: od:

> s[i]:=r[i-1]:

> [seq(s[jl,j=1..nops(1)+1)];

> end:
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[0, 1]

> suma2([0,1],[1]1);

1, 1, 0]

Damos sélo la idea para construir el algoritmo de multiplicaciéon. Se debe
hacer lo siguiente: vamos a multiplicar la lista [ con nops(l) elementos y la
lista m con nops(m) elementos. Hay que construir un bucle que recorre la
lista m. Si la entrada primera es un 0 no hace nada, si no toma la lista /. Si

la entrada segunda es 0 no hace nada, si no toma la lista [y le anade un 0 al
final. Suma la primera y la segunda lista y asi procede sucesivamente.

Ejercicio 71.
i) el 24+3=5y 24+2x3=8.
ii) el 5+7=12 y el 5+7x2=19.
iii) el 114+5=16 y el 11+2x5=21
iv)3y4(3x4=12=0mod 12),2y 6 (2 x 6 =12 =0 mod 12).
v)2y8(2x8=16=1mod 15),4y 4 (4 x4 =16 = 1 mod 15).

Ejercicio 72.

i)
med(10223,33341) = med(33341,10223)

Como 33341 mod 10223 = 2672,
med(33341,10223) = med(10223, 2672)
Como 10223 mod 2672 = 2207,
med(10223, 2672) = med (2672, 2207)
Como 2672 mod 2207 = 465,
med(2672,2207) = med (2207, 465)
Como 2207 mod 465 = 347,
med(2207,465) = med(465, 347)
Como 465 mod 347 = 118,
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Como 347 mod 118 = 111,
med(347,118) = med(118,111)
Como 118 mod 111 =7,
med(118,111) = med(111,7)
Como 111 mod 7 = 6,
med(111,7) = med(7,6)
Finalmente, como 7 mod 6 = 1,
med(7,6) = med(6,1) =1
Los dos nimeros dados son primos entre si.
K med(385,1729) = med(1729, 385)
Como 1729 mod 385 = 189,
med(1729, 385) = med(385, 189)
Como 385 mod 189 =7,
med(385,189) = med(189,7)
Como 189 mod 7 =0,
med(189,7) = med(7,0)
y nuestro maximo comin divisor es el 7.
Ejercicio 73. Un ntmero n de, pongamos, m cifras se puede escribir como
n = ag + a;10 + as10* + a310° + ... + a,, 10™

siendo q; la cifra :—ésima del ntmero.
Como 10 = 1 mod 9 entonces 10" = 1 mod 9 para cada n € N. De este
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n=ay+a + ...+ a, mod9.

Lo que significa que n es miltiplo de 9 si y solamente si lo es ag + a; +
e Q.

Ejercicio 74.
i) 34+5=28. 8 mod5=3mod 5
4+8=12=2mod 5
9x 8modb5=(—1)x (=2) mod 5 =2mod5
841234 mod 5 = (—=1)'** mod 5 = 1 mod 5 (hemos usado que 84 mod 5 =
(—1) mod 5)
(2454 1321) mod 5 = (04 1) mod 5 = 1 mod 5
ii) (44 5) mod2=(0+1)mod2=1mod 2
(1044 + 8) mod 2 = (04 0) mod 2 = 0 mod 2
(9 x 8) mod 2= (1x0)mod2=0mod 2
841234 mod 2 = 0'%3* mod 2 = 0 mod 2
(245 4 1321) mod 2 = (1 4+ 1) mod 2 = 0 mod 2
iii) (34 75) mod 7= (3+ (—2)) mod 7 =1 mod 7
(234 + 458) mod 7= (3 + 3) mod 7= 6 mod 7
(9% 8)mod7=(2x1)mod1=2mod 1
841234 mod 7 = 0133 mod 7 = 0 mod 7
(245 +1321) mod 7 = (0 +5) mod 7 =5 mod 7.

Ejercicio 75. En principio, no tiene por qué haber solucion, ya que 6 y 9 no
son primos entre si, y el teorema chino de los restos no se aplica. Veremos
que, en efecto, este es un ejemplo de no existencia de solucion.
Si x = 2 mod 6 entonces x se puede escribir de la siguiente forma donde
K, eZ
r=2+4+6K;

y si = 3 mod 9 entonces entonces = se puede escribir de la siguiente forma
donde K5 € Z
r =3+ 9K,

Tenemos pues

ague implica
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Pero 6 K7 — 9K, = 3(2K; — 3K3) lo que implica
312K, —3K,) =1
es decir, 1 es divisible por 3, lo cual no es cierto.

Ejercicio 76. En ambos casos se aplica el teorema chino de los restos (5 y
7 son primos entre si, 11 y 13 son primos entre si).
i) py =5,pp=7. P=35. P, ="7,P, =5. Buscamos ¢q; y ¢, tales que

@17 =1 mod 5
@25 =1mod 7

Probamos los diversos valores posibles de ¢; y vemos que ¢; = 3 satisface la
ecuacion. Hacemos lo mismo con ¢ y comprobamos que ¢y = 3 satisface la
ecuacion.

Entonces, el niimero buscado es

x=(3%x3xT74+5x3x5) mod35 =138 mod 35 = 33 mod 35

De este modo todas las soluciones son de la forma siguiente con k € Z:

x =33 + 35k

i) py =11, po = 13. P =143. P, = 13, P, = 11. Buscamos ¢, y ¢ tales
que

¢113 =1 mod 11
G211 =1 mod 13

Probamos los diversos valores posibles de ¢; y vemos que ¢; = 6 satisface la
ecuacion. Hacemos lo mismo con ¢ y comprobamos que ¢ = 6 satisface la
ecuacion.

Entonces, el nimero buscado es

x=(5Xx6x13+7x6x11) mod 143 = 852 mod 143 = 137 mod 143

De este modo todas las soluciones son de la forma siguiente con k € Z:
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Capitulo 4

Combinatoria

La combinatoria es el arte de contar, es decir, de calcular inteligentemente
cardinales de conjuntos, y de enumerar, esto es, determinar los elementos
de un conjunto descrito por alguna propiedad. Es una disciplina clasica que
cobra nuevo auge con la apariciéon de los ordenadores por dos razones: por
un lado por la posibilidad de célculo que éstos aportan, y por otro porque en
el estudio de algoritmos o en el anélisis de programas los problemas del tipo
calculo del ntimero de operaciones, unidades de memoria que se precisan para
realizar una cierta operacion, estudio de la complejidad... son problemas de
naturaleza combinatoria.

Se pretende que el alumno al finalizar el capitulo:

e Domine las reglas fundamentales del célculo combinatorio.

e Entienda y utilice los conceptos de variaciones, combinaciones y per-
mutaciones y los pueda aplicar para calcular cardinales de conjuntos.

e Pueda aplicar estas nociones para estudiar la probabilidad de sucesos
de experimentos con una cantidad finita de resultados posibles.

4.1 Introduccion

Como hemos senalado en el parrafo introductorio, el primer problema que
tratamos de abordar es el de contar, es decir, computar el nimero de elemen-
tos de un conjunto. Y ademés hacerlo de manera inteligente. Comencemos
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Ejemplo 4.1.1 Sea una competicion ajedrecistica con 64 participantes que
se juega por el sistema de eliminatoria, es decir, en cada partida el ganador
pasa a la siguiente fase y el perdedor queda eliminado. Determinar el numero
de partidas que se han de jugar para obtener un campeon.

Para una persona acostumbrada al sistema de eliminatorias el problema
se resuelve facilmente:

Empezamos con las 32 partidas de los 32-avos de final.
Proseguimos con las 16 de los dieciseisavos de final.
Después los 8 octavos de final.

Los cuatro cuartos de final.

Las dos semifinales.

Y la final.

Total : 32 +164+8+4+2+1=63.

El problema también se puede resolver de una manera més inteligente y
més facil de generalizar a un niimero cualquiera de participantes. La idea
clave es la siguiente: en cada partida se elimina un jugador. Para que se
tenga un ganador hay que eliminar a todos los jugadores salvo a uno (el
ganador), por tanto el nimero de partidas es:

Total : 64 — 1 = 63.

Y mientras la primera féormula aplicada por ejemplo a 512 jugadores es:

256+ 128464 +32+164+8+4+2+ 1 =511

La segunda férmula es sencillamente:

512 — 1 =511.

Con este ejemplo hemos querido mostrar lo que se pretende al desarro-
llar la combinatoria, no s6lo contar todos los elementos que conforman un
conjunto finito, sino hacerlo de forma inteligente para que se puedan obtener
féormulas generalizables a situaciones afines.

Por otro lado también la combinatoria presenta una faceta distinta, la de
enumerar los elementos de un conjunto finito. Es decir, dado un conjunto
definido por una cierta propiedad. disefiar algoritmos que presenten todos los
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Ejemplo 4.1.2 El consejo de ministros (pongamos que son 15 personas)
debe elegir a dos de sus miembros para enviarlos a una mision de paz en
el Africa subsahariana acompaniando al ministro de exteriores. Determinar
cudntas posibles parejas de acompanantes hay.

Si el consejo de ministros esta formado por 15 personas, y hay que elegir
2 para acompanar al ministro de exteriores, entonces hay 14 candidatos ele-
gibles que podemos numerar con las cifras del 1 al 14, es decir se puede
establecer una funcion biyectiva (recordaremos su definicion en la proxima
seccion) entre el conjunto de posibles ministros acompanantes y el conjunto

Ni = {1,2,3,4,...,13,14}.

El problema es decir cuantos y cuales son los subconjuntos de dos ele-
mentos de Ny4. Lo hacemos ordenadamente:

Los subconjuntos que contienen al elemento 1 son los 13 subconjuntos
formados por el 1 y otro ministro cualquiera, esto es,

{1,2},{1,3}, ..., {1, 14}.

Para el elemento 2 basta elegir entre 12 acompanantes (del 3 al 14) porque
ya hemos tenido en cuenta la pareja {1,2}. Asi son 12:

{2,3},{2,4}, ... {2,14}.

Este proceso se puede ir repitiendo y escribir la lista completa, ademés
sirve para demostrar que las parejas posibles son:

13+124+114+104+9+ ...+ 1.

Y por la féormula de la suma de los 13 primeros niimeros naturales:
(14 x 13)/2.

Por tanto principalmente contar pero también enumerar son los obje-
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4.2 Técnicas de recuento

Vamos a precisar las definiciones de los conceptos que hemos presentado.

Definicién 4.2.1 Sean A y B conjuntos, se define una funcién de A en

B y se denota f : A — B a un subconjunto del producto cartesiano A x B
de la forma {(a, f(a)):a € A} C Ax B.

Definicion 4.2.2 Sean A y B dos conjuntos y f : A — B una funcion de A
en B:

Se dice que f es inyectiva si para cada par de elementos a,b € A que
verifican f(a) = f(b) se tiene que a = b.

Se dice que f es sobreyectiva si para cada b € B existe un elemento
a € A de modo que b= f(a).

Se dice que f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Ejemplos 4.2.3 Sea A=B =Ry f:R — R que asigna a cada x € R el
valor de su cuadrado f(x) = x*. Se tiene que [ no es inyectiva porque dos
nimeros reales distintos, por ejemplo el 2 y el —2, verifican f(2) = f(—2) =
4.

Tampoco es sobreyectiva porque hay nimeros reales (todos los negativos)
que no se pueden escribir como el cuadrado de un niumero real.

Como no es inyectiva (ni tampoco sobreyectiva) no es biyectiva.

Definiciéon 4.2.4 Sean A y B dos conjuntos, se dice que el cardinal de A
es igual que el cardinal de B, y se escribe |A| = |B|, si existe una funcion
biyectiva (o biyeccion) entre A y B.

Definiciones 4.2.5 Un conjunto A se dice finito si, o bien es el conjunto
vacio, o bien existe n € N y una biyeccion f : A — N, entre A y N,
stendo N,, el conjunto de los niumeros naturales menores o iguales que n,
N, ={1,2,...,n}.

Si A es el conjunto vacio A = ) definimos el cardinal de A como 0, esto
se denota:

0] = 0.

Si A es un conjunto finito no vacio entonces para un cierto n € N existe
una biyeccion f : A — N, y definimos el cardinal de A como n:
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Observamos que la nocién de cardinal esté bien definida porque si existe
una biyeccion entre N,, y N,,, entonces n = m.

Ejemplos 4.2.6 i) Sea A el conjunto de las letras del alfabeto espaniol. La
ordenacion alfabética determina una biyeccion entre A y Nog. Por tanto
|A| = 29.

i1) El cardinal del conjunto de los nimeros naturales, N, no puede ser
finito porque no hay ninguna aplicacion biyectiva entre N y un subconjunto
suyo de la forma N,,.

Vamos a analizar algunas de las propiedades de los cardinales de conjuntos
finitos. Sean en cada caso A y B dos conjuntos de cardinal finito.
Propiedad 1. Si AN B = () entonces |[AU B| = |A| + |B].

Propiedad 2. Dado el subconjunto B C A definimos el complementario de
B en A, escrito B, como A — B ={x € A:x ¢ B} entonces
Bl = |A] - |B|.

Propiedad 3. Si A C B entonces |A| < |B|.
Propiedad 4. |[AU B| = |A| + |B| — |AN Bj.
Propiedad 5. |A x B| = |A| x |B|.

Esta propiedad 5 se suele denominar regla del producto. Establece lo siguien-
te: si el namero de posibilidades para una situacion (pongamos la primera
letra de una palabra) es n y el nimero de posibilidades para otra situacion
(pongamos la segunda letra de una palabra) es m, entonces las posibilidades
de las dos situaciones conjuntamente (digamos, palabras de dos letras) es
nm.

Propiedad 6. Principio del palomar. Si |A| > |B| entonces no hay una
funcion inyectiva de A en B.

Ejercicio 77 Demostrar que las propiedades 3 y 6 son equivalentes. Demos-
trar las propiedades 1 a 5.

Observaciones 4.2.7 i) La propiedad 2 aplicada a tres conjuntos finitos se
puede generalizar:
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186 CAPITULO 4. COMBINATORIA

=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|AnC|+|ANBNC|.
Y se pueden escribir formulas andlogas para cada union finita de conjuntos
finitos.

ii) El Principio del Palomar se puede generalizar de la siguiente manera:
Sean m,n niumeros naturales con m > n. St queremos colocar m objetos en n
cajas, en alguna de ella habrd necesariamente una cantidad de objetos mayor
0 igual que la parte entera del cociente m/n.

iii) También la propiedad del producto cartesiano se generaliza:

|A; X Ag X ... X Ay = |A1] X |As] x ... x |A,].

Ejemplos 4.2.8 de aplicacion de las propiedades.

i) Sea A el conjunto de alumnos matriculados en alguna asignatura de
primero, B el conjunto de alumnos matriculados en alguna asignatura de
sequndo. El conjunto A tiene cardinal 250 y el conjunto B tiene cardinal
220. Hay exactamente 50 alumnos que tienen alguna asignatura de primero
y alguna de sequndo. FEntonces el nimero total de alumnos de primero y
sequndo seria, aplicando la Propiedad 4:

|AU B| = 250 + 220 — 50 = 420,

ii) Sea P el conjunto de palabras de cuatro letras. Si llamamos A al
alfabeto espanol se tiene:

P=AxAxAxA.
Con lo cual, usando reiteradamente la Propiedad 5:
|P| = 29*.

iii) Si a la sequnda letra le pedimos que sea vocal, entonces, el conjunto R
de las palabras de cuatro letras cuya sequnda letra es una vocal es el producto
cartesiano

R=AXxV xAxA,

donde V es el conjunto de las vocales, por tanto
|R| =29° x 5.

iv) En cualquier conjunto de 368 personas hay dos cuyos cumplearios son
el mismo dia. En efecto, como el conjunto de personas P tiene cardinal
mayor que el de dias del ano D (368 > 365 = |D|) entonces, por el principio
del palomar, cualquier funcion de P en D es no inyectiva, es decir hay dos
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4.3. VARIACIONES 187

4.3 Variaciones

Partimos del siguiente problema:

Problema. Dada una carrera con 154 participantes, determinar cuantos
posibles resultados pueden producirse para el podium (oro, plata y bronce).

Formalmente podemos escribir el problema de una forma equivalente: sea
A el conjunto de participantes, que forma un conjunto de 154 elementos y por
tanto admite una biyeccion con Nys4 (a cada corredor un dorsal numerado).
Sea B el conjunto de las tres medallas, que admite una biyeccion con N3 (por
ejemplo el oro al 1, la plata al 2 y el bronce al 3). Se trata de determinar el
numero de funciones inyectivas de N3 en Nyz4.

Problema equivalente. Calcular el nimero de funciones inyectivas de N3
en N154.

En efecto, ambos problemas son equivalentes porque una funcién inyectiva
f de N3 en Nygy consiste en dar f(1) = a € Nygq, f(2) = b € Nysg y
f(3) = ¢ € Ni54 que son tres niimeros de dorsal distintos (ya que f inyectiva),
justamente los que suben al podium (la persona con el dorsal a gana el oro,
la de dorsal b la plata y la de c el bronce).

Observamos que para el ganador del oro hay 154 posibilidades (cualquier
corredor); una vez que se ha establecido quién ha ganado el oro, para el
ganador de la medalla de plata hay 153 posibilidades; y sabiendo el ganador
del oro y la plata tenemos 152 resultados posibles para el bronce. De este
modo hay 154 x 153 x 152 posibles resultados de la carrera o equivalentemente
hay 154 x 153 x 152 funciones inyectivas de N3 en Ny5,.

Esto nos permite plantear el problema general que atane al concepto de
variaciones.

Problema. Determinar el nimero V,, ,, de funciones inyectivas del conjunto
N,, en el conjunto N,,.

Observacién 4.3.1_FEl Principio del palomar senala que si n > m _entonces
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188 CAPITULO 4. COMBINATORIA

Una generalizaciéon sencilla de los razonamientos del ejemplo anterior indica
que si m > n:

Vin=mx (m—1)x ... x (m—n+1) =m!/(m —n)!.

Ejemplo 4.3.2 FEl niumero de funciones inyectivas que se pueden establecer
entre Ny y Nyg es:
Vios =10 X9 x 8 x 7 x 6.

Definicién 4.3.3 Al nimero V,,,, de funciones inyectivas entre un conjunto
de cardinal n y otro de cardinal m con m > n se le llama ntimero de
variaciones de m elementos tomados de n en n y se tiene

Vin =mx (m—1) x .. x (m—n+1).

Ejemplos 4.3.4 1. Determinar de cudntas maneras se pueden elegir el pre-
sidente y el vicepresidente de una asociacion de 300 miembros (funciones
inyectivas de Ny en Nzgp ).

‘/300’2 =300 x 299

2. De cudntas maneras se puede elegir un equipo de cuatro relevistas para
correr en la carrera de 4 x 100 entre los 10 seleccionados (entendiendo que
hay que indicar el orden en el que se corre).

‘/1074:10><9><8><7

3. St el corredor mds rdpido del ejemplo anterior tiene que correr nece-
sariamente en primer lugar, entonces el problema es calcular los equipos de
tres relevistas entre los 9 seleccionados que quedan.

Vog =9x8xT7

De esta manera, de las definiciones y de la observacion de los ejemplos se
deduce que cuando calculamos V;,, ,, estamos contando exactamente las se-
lecciones ordenadas de n elementos en un conjunto de m elementos.

Resumiendo, es lo mismo:
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4.3. VARIACIONES 189

e El ntimero de selecciones ordenadas de n elementos en un conjunto de
m elementos.

e El ntimero de variaciones de m elementos tomadas de n en n, esto es,
Vinn =0 st m<n

Vion=m(m—1)..(m—n+1) si m>n.

Modifiquemos un poco las definiciones.

Definicién 4.3.5 Se llama nimero de variaciones con repeticion de
m elementos tomados de n en n al nimero VR,,, de funciones de N,
en N, y se tiene

V Ry =m".

De modo que la hipotesis que ha variado con respecto a la definicién ante-
rior (de V,,,) es la inyectividad. Veamos un ejemplo donde se aplica este
concepto.

Ejemplo 4.3.6 Determinar cudntas palabras formadas por 4 bytes se pueden
construir. O equivalentemente cudntos numeros enteros se pueden almacenar
con 4 bytes.

El congunto de las palabras formadas por cuatro bytes, es decir, por cuatro
elementos del conjunto B = {0,1} es

BxBxBxDB

y por tanto, usando la propiedad del cardinal de un producto cartesiano, son
2% = 16 palabras.

Mostremos que, en efecto, una palabra de 4 bytes es una funcién de Ny
en Ny. Tomemos una biyeccion b entre B y Ny, por ejemplo, b(0) = 1y
b(1) = 2. Entonces una funcién f de N, en Ny asigna valores a f(1), f(2),
f(3)y f(4) en Ny. De esta manera f(1) indica la primera letra de la palabra
y, respectivamente, f(2) la segunda, f(3) la tercera y f(4) la cuarta. Por
eiemplo, sea la funcidn:
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190 CAPITULO 4. COMBINATORIA

Corresponde a la palabra 1100. Como en este caso se permiten palabras
con letras repetidas, las funciones que estamos contando no tienen por qué
ser inyectivas. Por ejemplo la palabra 0000 responde a la funcién constante
g : Ny — Ny definida como g(a) = 1 para cada a € Ny.

Es decir, ahora lo que estamos contando son selecciones ordenadas de
n elementos (posiblemente repetidos) de un conjunto de m elemen-
tos.

Ejercicio 78 Con el alfabeto espanol de 29 letras:

i) Determinar el nimero de palabras de 5 letras.

ii) Determinar el nimero de palabras de 5 letras sin ninguna repetida.

iii) Del conjunto de palabras de i) determinar cudntas de ellas contienen
a la letra b.

i) Idem que iii) con el conjunto de palabras de ).

v) Determinar cudntas palabras del conjunto i) empiezan por vocal. Idem
para las del congunto i).

vi) Determinar el nimero de palabras de i) que empiezan por vocal y
terminan por z. Idem con ii).

vii) Determinar el nimero de palabras de i) cuyas tres primeras letras
son vocales. Idem con ii).

Ejercicio 79 i) Determinar la cantidad de nimeros de 4 cifras que existen.
i1) Determinar cudntos de ellos son pares.
iii) Cudntos son impares.
iv) Cudntos son maltiplos de 5.
v) Cudntos contienen la cifra 2.
vi) Cudntos contienen la cifra 2 o la cifra 8.

Resumiendo, es lo mismo:
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4.4. PERMUTACIONES 191

e El nimero de selecciones ordenadas de n elementos (admitiendo repe-
ticiones) en un conjunto de m elementos.

e El nimero de variaciones con repeticion de m elementos tomadas de n
en n, esto es,

VR, =m"

4.4 Permutaciones

Un caso particular de las variaciones resulta cuando m = n, es decir, cuan-
do tratamos de contar el nimero de funciones inyectivas de N,, en N,,. La
observacion siguiente muestra que entonces debemos contar las funciones bi-
yectivas (o biyecciones) de N,, en N,,.

Observacion 4.4.1 Cada aplicacion inyectiva f : N, — N,, es una biyec-
cion. En efecto, si f : N, — N,, es una aplicacion inyectiva, entonces el
conjunto imagen de f, esto es, los elementos que se pueden escribir como
f(a) para a € N,,, es un subconjunto de N,, de cardinal n, por tanto es todo

N,.

Ejemplo 4.4.2 De cudntas maneras se pueden sentar en una mesa presi-
dencial con cinco sillas los cinco miembros de la comision.

En efecto, es un ejemplo de la situacion anterior porque si las sillas es-
tan numeradas del 1 al 5, entonces el conjunto de sillas se puede ver como
N5 y si los comensales estdn numerados del 1 al 5 también el conjunto de
comensales se puede interpretar como Nj5. Se trata entonces de establecer
cuantas funciones inyectivas (a cada comensal su silla y no a dos comensales
la misma) de N5 en Nj se pueden construir. A la postre si a cada comensal
se le asigna una silla distinta, la aplicacion sera biyectiva (es sobreyectiva
porque no sobran sillas). Entonces:

Vss =0 x4 x3x2x1.

Ejemplo 4.4.3 Sea el conjunto de los tres candidatos A = { Alicia, Ernesto,
Saral a los tres cargos_que son B = {presidente. secretario. vocalt. Calcu-
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192 CAPITULO 4. COMBINATORIA

Cada biyeccion entre A y B asigna a cada persona un cargo distinto.
Por ejemplo, denotando los nombres con su inicial e igualmente los cargos,
tenemos las 6 posibles biyecciones:

fi(A) =p, [i(E) = 5, [1(S) = v
f2(A) = p, [o(E) = v, [5(5) = s
fs(A) = s, f5(E) =p, f5(5) =v
fi(A) = s, [o(E) = v, fa(S) = p

fs(A) = v, f5(E) = s, [5(5) =p

fe(A) =, f6(E) =p, f6(S) = s,

que interpretadas como las listas ordenadas de las imdgenes nos dan las 6
posibles ordenaciones distintas del conjunto B

{p,s,v}

{p,v,s}

{s,p,v}

{s,v,p}

{v,s,p}

{v,p, s}.

Definiciéon 4.4.4 El numero P, cardinal del conjunto de biyecciones del con-
gunto N, en el conjunto N,, se denomina nimero de permutaciones de n
elementos y se tiene

P,=V,p,=nl=n(n-1)..1.

Y justamente lo que estamos contando son las distintas formas de orde-
nar un conjunto de n elementos. Cada posible ordenacién de un conjunto
A es una permutacion de A.
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4.4. PERMUTACIONES 193

Ejercicio 80 De cudntas maneras se pueden sentar 6 personas en una mesa
de 6 sillas. FEstudiar lo que ocurre st la mesa es redonda y lo unico que
queremos tener en cuenta es la posicion relativa, es decir, quién estd a la
derecha y quién a la izquierda, independientemente de la silla que se ocupa.

Resumiendo, es lo mismo:
e El niimero de aplicaciones biyectivas de N,, en N,,.
e El nimero de ordenaciones distintas de un conjunto de n elementos.
e El niimero de permutaciones de un conjunto de n elementos

P, =nl!.

e Kl niimero de variaciones de n elementos tomadas de n en n.

Podemos introducir ahora una pequena variante en el problema del calculo
de las distintas ordenaciones.

Problema. Estudiar cuantos ntimeros distintos se pueden construir reorde-
nando las cifras del 121.

Es claro que el problema no se resuelve calculando el niimero de permu-
taciones de 3 elementos, ya que P; = 6 y, sin embargo, los niimeros obtenidos
como resultado de reordenar las cifras del 121 son:

121, 211, 112

esto es, son solamente 3.

La raz6on por la que no son 6 las permutaciones es porque el nimero 1
esta repetido 2 veces y, por tanto, cuando permutamos los unos entre si, el
nimero no varia. Es decir, si en el ntimero 121 intercambiamos la primera y
la tercera cifra obtenemos el mismo niimero, que debe sélo contarse una vez.

De esta manera, como las maneras de reordenar los unos son exactamente
dos, se debe dividir por 2 para contarlas sélo una vez.

Total == P32 = 3.

Y generalizando a una lista de n elementos donde hav s elementos distin-
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194 CAPITULO 4. COMBINATORIA

Definicion 4.4.6 En las condiciones del pdrrafo anterior definimos el nt-
mero de permutaciones con repeticion de n elementos, donde hay
s elementos que se repiten n; > 1, ny > 1, ..., n, > 1 veces respecti-
vamente, como el nimero PR}""" de distintas ordenaciones de esa lista
con elementos repetidos. Se calcula mediante la formula:

n!

(no)!...(ng)!

Ejemplo 4.4.7 Determinar las palabras de 9 letras que se pueden construir
como resultado de ordenar las letras de la palabra cocodrilo. El resultado es:

NY,eesNg
PR =

9!
2,3 R
PRy™ = 213!

donde el 2 proviene de las dos ces y el tres de las tres oes.

Ejercicio 81 FEl nuevo sistema de matriculacion de automduviles establece
una matricula formada por tres consonantes sequidas de 4 cifras.

i) Determinar el nimero de matriculas diferentes que existen.
ii) Determinar cudntas matriculas hay con las mismas letras y nimeros
que la matricula:
BBK 1224

iii) Determinar cudntas matriculas empiezan por C' y terminan por 1.
iv) Determinar cudntas matriculas son capicias en la parte de los digitos.
v) Determinar cudntas matriculas hay con sus tres letras iguales.

vi) Idem que ii) con la matricula

BBC 1122.

Ejercicio 82 Fstablecemos un juego de azar en el que se venden boletos de
5 cifras (permitiendo que empiecen por 0) y en el que se extrae un nimero de
5 cifras y se premian todos los boletos que contienen exactamente las mismas
cifras que el numero extraido. Por ejemplo si sale el 12345, es premiado
también el 21345, si sale el 22345 también se premia el 23245.

i) Determinar el nimero de boletos premiados si sale el 12345.
i1) Determinar el niimero de boletos premiados si sale el 22344
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iv) Si el sistema de premios se establece en proporcion al dinero recaudado,
por ejemplo la tercera parte de la recaudacion se reparte entre los ganadores.
Determinar cudl es el tipo de boletos que tienen menos posibilidades de salir
y cudl es el tipo que mds; observar que cuando la dificultad de salir aumenta
también lo hace el posible premio.

Resumiendo, es lo mismo:

e FEl nimero de ordenaciones de una lista de n elementos con s elementos
repetidos, nq > 1 veces el primero, ..., ny > 1 veces el ultimo.

e El numero de permutaciones con repeticion de n elementos con las
repeticiones que se indican:

|

Pnl’“wns — n:

" _
nil..ng!

4.5 Combinaciones

El ultimo concepto de combinatoria que vamos a definir es el de combinacio-
nes que hace referencia al siguiente problema:

Problema. Dada una clase de 85 alumnos, de cuantas maneras se puede
elegir el trio que ir4 a las reuniones del claustro.

Obsérvese que a diferencia del problema de las variaciones (por ejemplo
eleccion de delegado, subdelegado y vocal) ahora los trios

{Manuel, Juan, Felipe}

{Juan, M anuel, Felipe}

son el mismo (los alumnos elegidos para ir al claustro son los mismos tres),
esto es, no influye el orden (mientras que en el problema de la eleccién de
delegado, el trio primero indica que Manuel es el delegado v en el segundo
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Formalmente se puede plantear el siguiente problema equivalente:

Problema. Determinar cuantos subconjuntos de 3 elementos tiene un con-
junto de 85 elementos, es decir, de Ngs.

Si en lugar de resolver el problema planteado, calculamos Vg5 5 entonces
estamos computando, no los subconjuntos, sino las selecciones ordenadas de
tres elementos. De esta manera cada subconjunto de 3 elementos lo estamos
contando mas de una vez. Exactamente lo contamos tantas veces como ma-
neras distintas haya de reordenarlo, es decir, P3 veces. Con un ejemplo: los
seis trios siguientes:

{Manuel, Juan, Felipe}

{Manuel, Felipe, Juan}
{Juan, Manuel, Felipe}
{Juan, Felipe, Manuel}
{Felipe, Juan, Manuel}
{Felipe, Manuel, Juan}

son el mismo subconjunto de 3 elementos, ordenados sus elementos de todas
las maneras posibles. Por tanto el problema se resuelve computando:
Vg5 3

Total : P,

Para, efectivamente, sélo contar cada subconjunto una vez.

Definicion 4.5.1 Llamamos nimero de combinaciones de m elemen-
tos tomados de n en n, que escribimos C,, ,,, al nimero de subconjuntos
de n elementos en N,,,, se calcula

Vi m!
Crnn = = = .
’ P, n!(m —n)!

Notacion. Escribiremos C,,, ,, como (™).
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Definicién 4.5.3 Al numero (77’:) se le denomina nimero combinatorio
m sobre n.

Ejercicio 83 Comprobar la formula anteriormente escrita:

() = =

Ejemplos 4.5.4 1) Determinar el nimero de posibles equipos de baloncesto
(5 miembros) que se pueden formar con 10 personas.

‘/1075_10><9X8><7X6

Clor — —
1057 " p, 5x4x3x2

2) Determinar en cudntos de ellos juega el jugador llamado Martin. (Sélo
un jugador se llama Martin.)

10 9
Cros — Co5 = (5) - (5)

que es calcular el nimero total de equipos y restar el nimero de equipos en
los que no juega Martin.

Resumiendo, es lo mismo:

e El niimero de subconjuntos de n elementos de N,,.

e El ntimero de selecciones no ordenadas de n elementos en un conjunto
de m elementos.

e El nimero de combinaciones de m elementos tomadas de n en n, esto
es,
Conmn=0 si m<n

an .
Cron = (TZ) = Pr; st m >n.

Algunas propiedades de los nimeros combinatorios
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198 CAPITULO 4. COMBINATORIA

0 ()=
0 ()= 05)-0)
9(0) (1) e () =

La propiedad 1) viene de observar el siguiente hecho: interpretemos el
nimero combinatorio (") como el nimero de subconjuntos de n elementos
de un conjunto A de m elementos. Elegir uno de estos subconjuntos B C A
consiste en determinar los n elementos que conforman B o equivalentemente
senalar los m — n elementos que conforman A — B. Por tanto en A hay
exactamente tantos subconjuntos de n elementos como de m —n elementos.

La propiedad 2) se deduce de lo siguiente. Interpretemos de nuevo (™)
como el nimero de subconjuntos de n elementos en A (|A| = m). Fijamos un
elemento a € A. Los subconjuntos de n elementos de A se dividen entonces
en los que contienen a a y los que no lo contienen.

El nimero de subconjuntos de n elementos de A que contienen a a es

exactamente:
m—1
n—1

ya que puede interpretarse como el niimero de subconjuntos de n—1 elementos
de A — {a}.

El niimero de subconjuntos de n elementos de A que no contienen a a es

exactamente:
m—1
n

ya que puede interpretarse como el niimero de subconjuntos de n elementos
de A —{a}.
Por tanto la cantidad total de subconjuntos de n elementos es:

()=o) ("),
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4.5. COMBINACIONES 199

La propiedad 3) se puede deducir de la formula del binomio de Newton,
que recordamos:

n n n n
by = (") a” "yt bt b
(a+0b) (O)a —|—(1>a + —l—(n_l)a —l—(n) ,

es decir:
(a+0b)" (Z) a" ok

k=0

Esta formula se puede demostrar por induccion sobre n usando las propieda-
des de los niimeros combinatorios.
Si aplicamos esta formula a a =1y b = 1 tenemos:

(141 =2 = @*(T)**(n:)*@

Esta identidad muestra que, si llamamos partes de A, denotado P(A), al
conjunto formado por todos los subconjuntos de A, el cardinal de las partes
de A verifica:

|P(A)| = 214,

Porque el conjunto total de subconjuntos se puede escribir como unién de los
subconjuntos de 0 elementos con los de un elemento, con los de 2... hasta
llegar al tinico subconjunto de A de |A| elementos que es el propio A. Esta
ultima férmula también se puede demostrar por induccién sobre el cardinal
de A.

Una vez vistas estas propiedades de los nimeros combinatorios veamos
como se puede modificar el problema de las combinaciones.

Problema. Sean z, y, z tres indeterminadas, llamamos monomio de grado
d a una expresion del tipo %9°z¢ con a + b + ¢ = d. Determinar el nimero
de monomios diferentes de grado 5 en dichas tres indeterminadas.

Observamos que un monomio de grado 5 es por ejemplo z3yz que podria
también escribirse como z2yzz, o de cualquier otra manera posible resultado
de reordenar las variables (siempre tomando tres veces la x. una vez la y v
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200 CAPITULO 4. COMBINATORIA

Veamos como contar estos monomios de forma inteligente. Como pode-
mos reordenar las variables podemos suponer que cada monomio de grado 5
estd escrito como en la definicion:

Y2 a+b+c=5

de modo que se le puede asignar una palabra formada por unos y ceros de la
siguiente manera
3yz — 1110101.

El ntimero de unos hasta el primer 0 indica cudl es el exponente de la x,
después del primer 0 y hasta el segundo 0 hay un 1 que indica el exponente
de la y y el ultimo 1 el de la z. Otro ejemplo:

zty — 1111010

El problema es por tanto dénde colocar esos cinco unos que corresponden
a que el grado del monomio es cinco. Hay que elegir cinco lugares entre 7
posibles para colocar los unos, esto es, estamos computando los subconjuntos
de cinco elementos de un conjunto de 7 elementos.

Total : (7) =21
5

5 .4 3,2 ,.2,3 4
r,ry,ry,ry,ry,

Los podemos escribir:

5,4, 3.2 2.3 4
Y,y =2y z,yz,yz,

25, xtz, 1322, 123

Y 'rz47
iz, vy, ay,
o2tz a2 w2t
Este mismo razonamiento permite calcular la férmula general.

Definiciéon 4.5.5 Sea un conjunto de m elementos, definimos el nimero de
combinaciones con repeticion de m elementos tomados de n en n al
nimero de selecciones no ordenadas de n elementos (con posibles repeticio-
nes) en un conjunto de m elementos. Se denota CR,,,, y se calcula mediante
la formula:

P _/m—l—n—l\
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4.5. COMBINACIONES 201

Ejemplos 4.5.6 1) Determinar cudntos posibles resultados pueden aconte-
cer al lanzar tres dados indistinguibles simultdneamente:

- (%) -

2) Si se extraen simultdneamente cinco cartas de cinco barajas espanolas
(40 cartas) el nimero de posibilidades es:

44
CR4075 = ( 5 ) .

Ejercicio 84 1) Dada una nube de 812 puntos diferentes, donde nunca tres
de ellos estdn alineados, determinar el nimero de tridngulos distintos que se
pueden formar con dichos puntos.

2) Si entre los puntos de 1) existen 5 puntos que estdn alineados, computar
cudntos tridngulos se pueden formar.

Ejercicio 85 1) Sean 6 bombos que contienen cada uno de ellos 5 bolas
numeradas del 1 al 5 de modo que las bolas de bombos distintos con el mismo
numero son indistinguibles entre si. Por un proceso mecdnico cada bombo
deposita en una cesta una bola, simultineamente con el resto de bombos.
Determinar el nimero de resultados posibles.

2) Determinar cudntos de estos resultados contienen al menos una bola
numerada con el 5.

Resumiendo, es lo mismo:

e El niimero de selecciones no ordenadas (con elementos repetidos) de n
elementos en un conjunto de m elementos.

e El niimero de combinaciones con repeticiéon m elementos tomados de n
en n:

CR, .\ = (m—i—n—l).

n
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202 CAPITULO 4. COMBINATORIA

4.6 Probabilidad

Una de las aplicaciénes fundamentales de la combinatoria es el cilculo de
probabilidades, es decir, estimar con qué seguridad va a ocurrir un suceso.
La regla basica por la que se rigen los experimentos que tienen una cantidad
finita y equiprobable de resultados es que la probabilidad de que ocurra un
suceso determinado es el cociente del nimero de casos en los que acontece
este suceso entre la cantidad total de casos posibles. Asi al tirar un dado
perfecto la probabilidad de que salga un 6 es 1/6: los posibles resultados
conforman el conjunto {1,2,3,4,5,6} y el caso que nos interesa (el 6) es uno
de estos 6 posibles resultados. La idea de fondo es que si uno tirara un dado
una cantidad muy alta de veces, le saldrian (més o menos) la misma cantidad
de resultados 1, que 2, ..., que 6. Esta ley se suele conocer como Ley de los
grandes nimeros.

Podemos complicar un poco el problema y pedir la probabilidad de que
al tirar dos dados consecutivamente se obtenga, por ejemplo, una pareja de
seises. La combinatoria es el instrumento adecuado para hacer este célculo.
La cantidad total de resultados es V R 2 = 36, el resultado (6,6) es uno de
ellos, por tanto su probabilidad es 1/36. Observemos sin embargo que la
probabilidad de que salga un 3 y un 2 es justamente el doble ya que son dos
los resultados posibles: (2,3) y (3,2).

Este tipo de estudio es fundamental para asignar premios en juegos de
azar de manera que sea interesante jugar y rentable el juego: piénsese, por
ejemplo, en una méaquina tragaperras. Para establecer el precio de una poliza
de seguros en funcion de las caracteristicas del usuario...

Definamos con precision los conceptos.

4.6.1 Nociones basicas

Definicion 4.6.1 Un experimento aleatorio es un procedimiento cuyos
posibles resultados forman un conjunto conocido y tal que al efectuar el ex-
perimento el resultado obtenido depende del azar.

Observacion 4.6.2 El término azar proviene del vocablo drabe az-zahr que
significa el dado para jugar. Se podrian introducir interesantes consideracio-
nes filosdficas sobre este concepto. Desde el punto de vista de las ciencias de
la computacion. en algun sentido. azar y algoritmo son antonimos. Fs muy
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4.6. PROBABILIDAD 203

Ejemplos 4.6.3 Lanzar un dado es un experimento aleatorio porque el re-
sultado (un nimero del 1 al 6) del lanzamiento depende del azar.

La extraccion de una carta de una baraja.

La extraccion consecutiva y sin reposicion de dos bolas numeradas de un
bombo que contiene cuatro bolas con los numeros 1 al 4.

La eleccion de tres nombres por sorteo en un grupo de 100 personas.

Definicion 4.6.4 Se llama espacio muestral de un experimento aleato-
rio y se denota €1 al conjunto de posibles resultados de dicho experimento
aleatorio.

Ejemplos 4.6.5 En el experimento aleatorio del lanzamiento de un dado,
su espacio muestral es Q = {1,2,3,4,5,6}.

En la extraccion de una carta de una baraja, (digamos espariola con 40
cartas), el espacio muestral Q0 es un conjunto de cardinal 40 formado por
cada una de las cartas de la baraja.

En la extraccion de las bolas numeradas el espacio muestral es € igual a
las parejas ordenadas (sin elementos repetidos) de un conjunto de 4 elemen-
tos, esto es, |Q] =4 x 3.

El conjunto de trios de un conjunto de 100 personas es el espacio muestral
Q del ltimo experimento aleatorio de los ejemplos y tiene cardinal |Q =

('5)-

Definicién 4.6.6 Se denomina suceso a cada subconjunto del espacio mues-
tral Q) de un experimento aleatorio.

Observacion 4.6.7 Nos centraremos en erperimentos cuyo espacio mues-
tral es un conjunto finito.

Ejemplos 4.6.8 En el espacio muestral del lanzamiento del dado podemos
elegir el suceso S: sacar un uno, correspondiente al subconjunto unitario S =
{1}. O el suceso S’: sacar un niimero par, correspondiente a S' = {2,4,6}.

4.6.2 Espacios muestrales homogéneos

Comencemos estudiando espacios muestrales donde todos los elementos tie-
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204 CAPITULO 4. COMBINATORIA

Definicion 4.6.9 Sea E un experimento aleatorio, ) su espacio muestral,
de cardinal finito y de modo todos los elementos de () son igualmente posibles.
Se define la probabilidad de un suceso S C €2 como el cociente:

p(S) = |S]/19.

Es la Regla de Laplace que indica que la probabilidad de un suceso la
da el cociente del niimero de casos favorables entre el de casos posibles.

Ejemplos 4.6.10 1) Determinar cudl es la probabilidad de acertar 14 en
las quinielas. El nimero de casos favorables es 1, el de los resultados de los
partidos, y el espacio muestral es 2 el conjunto de listas de longitud 14 donde
cada elemento de la lista es un 1, una x o un 2. Asi la probabilidad de acertar
una quiniela es

ﬁ.

2) Cudl es la probabilidad de ganar en la loteria tradicional el premio
gordo. El espacio muestral son los niimeros de 5 cifras, por tanto son 100.000,
asi la probabilidad de ganar es

1/10°.

3) En la loteria primitiva se tienen que elegir 6 nimeros entre 49 por
tanto la probabilidad de ganar es:

49
| /( ‘ )

4) Se extraen 3 cartas de una baraja espaniola (4 palos, numeradas con las
cifras del 1 al 7y sota, caballo y rey de cada palo), determinar la probabilidad
de que las tres cartas extraidas sean la misma carta en distinto palo. Fl
numero de casos posibles es (430). Los casos favorables se calculan de la
siguiente manera: supongamos que fijo el nimero 1 (los ases). Entonces la

baraja contiene 4 ases, por tanto, eractamente hay (g) = 4 posibles trios de
ases. Como tenemos 10 posibles nimeros hay 10 x 4 = 40 casos favorables,

por tanto
sos (40
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4.6. PROBABILIDAD 205

Ejercicio 86 Calcular la probabilidad de acertar 13 y no 14 en las quinielas.
Idem para acertar 5 y no 6 en la loteria primitiva.

Podemos entonces usar las propiedades de los cardinales de conjuntos
finitos para calcular probabilidades de sucesos definidos como uniones, inter-
secciones y complementarios.

Propiedad 1. El suceso (). Consideremos el suceso dado por el conjunto
), es decir, todo el espacio muestral, se verifica:

p(Q) = |Q/19] = 1.

Propiedad 2. Subconjuntos. Si S C 7' C Q entonces |S| < |T| < |Q] y
|§)] = 0. Por tanto:
0<p(S) <pT) <1

La probabilidad de cada suceso es entonces un nimero comprendi-
do entre 0 y 1.

Propiedad 3. Unidén de sucesos. Tomemos dos sucesos S y T entonces
p(SUT) =p(S) +p(T) —p(SNT).

Propiedad 4. Complementario de un suceso. Sea S C () un suceso
entonces el suceso complementario es

S=Q0-S={ze€Q: 2¢ S}

y su probabilidad es:

P(S) =1- P(S).

Esta propiedad 4 es consecuencia de las anteriores ya que
SuS=Q  SnS=0.

Ejemplos 4.6.11 i) Sea el experimento aleatorio consistente en lanzar dos
dados sucesivamente, calcular la probabilidad de que la suma de los resultados
sea 4. FEl suceso S: dos cifras que suman 4 se puede poner como union
disjunta del suceso S’: sacar dos doses, y S”: sacarun 1y un 3 (8'NS”" =0).

De modo que:
1 9
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206 CAPITULO 4. COMBINATORIA

ii) Sea un equipo de gimnasia de 10 miembros de los cuales sdélo uno
se apellida Munoz. Determinar la probabilidad de que en un equipo de 5
miembros elegidos entre los 10 esté Munoz. Sea el suceso S: Mufioz no
esta en el equipo (complementario del suceso del que queremos calcular su
probabilidad), el nimero de equipos en los que no estd Munoz es el nimero
de equipos formados con los jugadores restantes, entonces :

-1 ()-(2)

4.6.3 Espacios muestrales heterogéneos

La regla de Laplace ha funcionado para asignar probabilidades en un espa-
cio muestral donde todos sus elementos son equiprobables, pero ademés ha
mostrado como asignar probabilidades en un espacio muestral donde los ele-
mentos de ) no sean necesariamente equiprobables, esto es, de naturaleza
heterogénea.

Asi, sea () el espacio muestral finito de un experimento aleatorio de modo
que
Q ={ay,as,...,as}.
Si no todos los elementos del espacio muestral son equiprobables podemos
asignar (en funcion de observaciones, por ejemplo) probabilidades a cada
elemento del espacio muestral, y deben verificar:

i) 1 > p(a;) > 0 para cada i € {1, ..., s}.
i) p(a1) + plaz) + ... + plas) = 1.
Para determinar la probabilidad de un suceso S C €2, sencillamente su-

mamos la probabilidad de los elementos que la conforman, coherentemente
con la propiedad 3 antes senalada:

p(s> - Eaiesp(ai)'

Las propiedades 1 a 4 antes comentadas son coherentes, por i) y ii), con esta
definicion.

Observacion 4.6.12 FEn los casos donde todos los elementos de () son equi-
probables, para cada a; € Q) se tiene
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Ejemplo 4.6.13 Durante varios dias observamos que en un juego de dados
el resultado 1 sale el doble de veces que el resultado 2, el 2 sale el doble de
veces que los demds, mientras los otros resultados salen todos mds o menos
la misma cantidad de veces, entonces podemos asignar las probabilidades de
la siguiente forma:

p(3)=a
p4)=a
p(5) =a
p(6) =a
p(2) = 2a
p(l) =4a

Comol>a>0y4a+2a+a+a+a+a=10a =1 entonces a = 1/10.
De este modo:

p(1) =4/10
p(2) =2/10
p(i) =1/10 i=3,4,5,6.
Y para calcular la probabilidad de cualquier suceso S bastard escribirlo

como union disjunta de sus subconjuntos unitarios. Por ejemplo sea S el
suceso, el resultado sea par, entonces S = {2,4,6}, por lo que

p(S) = p(2) + p(4) + p(6) = 2/10 + 1/10 + 1/10 = 4/10.

Ejercicio 87 Sea un conjunto de 15 cartas de barajas iguales, todas del mis-
mo palo: hay 3 ases, 3 doses, 1 tres, 4 cuatros, 2 caballos y 2 reyes. Sea el
experimento aleatorio extraer una carta al azar de las 15. Determinar el es-
pacio muestral ) y asignar probabilidades razonables a cada elemento de €.
Calcular la probabilidad del suceso la carta extraida sea una figura.

4.6.4 Tratamiento numérico de la informacién: Varia-
bles Aleatorias

Vamos a introducir las variables aleatorias como un método probabilistico
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208 CAPITULO 4. COMBINATORIA

Definicién 4.6.14 Una variable aleatoria es una funcion del espacio mues-
tral de un experimento aleatorio en los niumeros reales.

Ejemplo 4.6.15 Tomamos un conjunto de 10 personas. Sea el experimento
aleatorio consistente en seleccionar una de estas 10 personas al azar, por
tanto €1 es el conjunto de las 10 personas. Definimos la variable aleatoria
H como la funcion H : Q — R que asigna a cada persona su altura. (Otros
ejemplos son la asignacion de peso, de niumero de asignaturas en que estd
matriculado...)

Con esta definicién de variable aleatoria, podemos mostrar dos instru-
mentos de la estadistica descriptiva: la esperanza matematica que hace
referencia al valor esperado que toma la variable aleatoria y la varianza que
es una medida de la dispersion de los valores que toma la variable.

Definiciones 4.6.16 Sea X : () — R wuna variable aleatoria.
Se define la esperanza matematica de X como:
E(X) =) p(s)X(s).
sEN
Se define la varianza de X como:
V(X) = p(s)(X(s) — B(X)).
seQ

Se define la desviacidén tipica de X como:

Estas medidas describen la variable aleatoria, indicando su valor esperado
o medio, e indicando lo dispersos o concentrados que estan sus valores.

Ejemplo 4.6.17 Sea un conjunto de 40 alumnos cuyos resultados en un
examen de Matemdticas es el siguiente (la nota es un nimero entero del 0 al
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Nota | Niimero de alumnos | Probabilidad
1/40
2/40
3/40
3/40
3/40
2/40
10/40
10/40
3/40
2/40
1/40

e}

DWW W N —

—_
o

—_
o

O 00| ~J|OY| U x| W[ DO —

—
S
=N

La nota es una variable aleatoria cuyo dominio es el conjunto de los alumnos
(considerado como el espacio muestral del experimento: elegir un alumno)
en el conjunto de los numeros enteros del 0 al 10. Agrupando los alumnos
que tienen la misma nota se obtiene, con los datos de la tabla:

E(X) = 0(1/40) + 1(2/40) + 2(3/40) + 3(3/40) + 4(3/40) + 5(2/40)+

+6(10/40) 4 7(10/40) 4 8(3/40) + 9(2/40) + 10(1/40) = 5.52.
V(X) = (0 —5.52)%(1/40) + (1 — 5.52)%(2/40) + (2 — 5.52)*(3/40)+
+(3 — 5.52)%(3/40) + (4 — 5.52)%(3/40) + (5 — 5.52)%(2/40)+
+(6 — 5.52)%(10/40) + (7 — 5.52)%(10/40) + (8 — 5.52)%*(3/40)+
+(9 — 5.52)%(2/40) + (10 — 5.52)*(1/40) = 5.54.
o(X) = 2.35.
Ejercicio 88 Sea el experimento aleatorio consistente en tirar dos dados

consecutivamente y X la variable aleatoria que asigna a cada resultado del
experimento la suma de los resultados de ambos dados:

i) Escribir el espacio muestral del experimento.
it) Escribir la funcion X : Q — R.
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210 CAPITULO 4. COMBINATORIA

4.6.5 Probabilidad condicionada

En esta secciéon vamos a analizar como se modifica la probabilidad de sucesos
cuando tenemos una informacion adicional. Por ejemplo:

Ejemplo 4.6.18 La probabilidad de que al extraer una carta al azar en una
baraja espanola sea un caballo es 4/40 = 1/10, ya que la baraja de 40 cartas
contiene 4 caballos. Pero supongamos que recibimos la informacion adicional
de que la carta extraida es una figura. FEstamos entonces interesados en la
probabilidad de extraer un caballo sabiendo que ha salido una figura. La
baraja contiene 12 figuras, de las cuales 4 son caballos, por tanto la nueva
probabilidad es 4/12 = 1/3, lo cual indica que, en este caso, el hecho adicional
de ser una figura hace aumentar la probabilidad del suceso.

Definicion 4.6.19 Sean S y S’ sucesos de un espacio muestral Q) de modo
que p(S’) > 0. Definimos la probabilidad condicionada de S por S’
como

p(S|S") = p(SNS")/p(S").

Y es un concepto que recoge la idea que senalabamos en el ejemplo porque
si vale la regla de Laplace entonces

, , sns'| |9 Sns

el 18

Se puede interpretar como que el hecho adicional modifica el espacio muestral

(lo reduce a S’) y también el conjunto de los casos favorables (lo reduce a
Sns.

Ejemplo 4.6.20 Cudl es la probabilidad de que al tirar una moneda sucesi-
vamente 4 veces se obtengan exactamente 3 cruces, sabiendo que la primera
tirada fue cruz.

El espacio muestral es 2 = A x A x A x A donde A es el conjunto
A = {cara, cruz}, por tanto |2| = 16. El suceso S obtener exactamente tres
cruces tiene cardinal 4 (las 4 posibles tiradas en las que salio la cara). El
suceso S’ la primera tirada fue cruz tiene cardinal 8 (se puede interpretar
como {cruz} x Ax A x A). Y el suceso S NS’ tiene cardinal 3. Entonces

acien  (3/16)
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4.6. PROBABILIDAD 211

Definicion 4.6.21 Dos sucesos S y S’ se dicen independientes si verifican
que:

p(SNS") =p(S)p(S).

Ejemplo 4.6.22 FEzxtraemos una carta al azar en una baraja espanola, los
sucesos S: sea figura y S’: sea de oros son independientes porque p(S) =
12/40, p(S") = 10/40 y p(SNS") = 3/40. Y efectivamente

3 1210

40~ 4040°

Ejercicio 89 Comprobar si los sucesos S: una familia con tres hijos tenga
hijos de los dos sexos y .S’: una familia con tres hijos tenga al menos un chico
son tndependientes.

El estudio de la probabilidad discreta constituye un interesante campo
de las matemaéticas y existen profundos teoremas que no vamos a desarrollar
(teorema de Bayes, de la probabilidad total). Ademas el espacio muestral
puede no ser finito con lo que se debe cambiar la regla de Laplace o la forma
de asignar probabilidades por instrumentos adecuados (que provienen del
Analisis Matematico), ya que si el denominador en la regla de Laplace es no
finito, el cociente no tiene sentido.

Finalizamos el capitulo con una presentacion de los experimentos de Ber-
noulli, que son experimentos aleatorios cuyo espacio muestral se reduce a dos
elementos (usualmente éxito y fracaso).

4.6.6 Experimentos de Bernoulli

Definicion 4.6.23 Un experimento de Bernoulli es un experimento cuyo
espacio muestral tiene dos elementos Q0 = {e, f} de manera que p es la
probabilidad de e (se suele entender como probabilidad de éxito) y 1 — p la
probabilidad de [ (probabilidad de fracaso).

Ejemplos 4.6.24 1) Lanzar una moneda trucada que saca cara con proba-
bilidad 1/3 y cruz con probabilidad 2/3.

2) Lanzar un dado que tiene las caras coloreadas de dos colores, 5 de
ellas en rojo, una de_ellas en negro. el rojo tiene probabilidad 5/6 y el negro
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212 CAPITULO 4. COMBINATORIA

Tomemos entonces un experimento de Bernoulli con probabilidades p de
éxito y 1—p de fracaso, de tal manera que cada repeticion del experimento sea
independiente de la repeticion anterior. Debemos senialar que, por ejemplo, si
tomamos el experimento de extraer una bola de una urna con bolas blancas
y negras, para que la repeticiéon del experimento sea independiente de la
repeticion anterior, la bola extraida debe ser reintroducida en la urna.

Problema 1. Determinar la probabilidad de que al repetir el experimento
n veces se tengan exactamente k éxitos. Si k > n la probabilidad es 0 y si

k < n el resultado es:
ny i n—k
1-— .
(k>p (1-p)

En efecto, por hipotesis de independencia, los sucesos tener un éxito en
la repeticion a-ésima (resp. un fracaso) y tener un ézito en la repeticion
b-éstma con a # b, son independientes, por tanto las probabilidades se van
construyendo multiplicando. Asi por ejemplo el suceso dadas dos repeticiones
obtener dos éritos tiene probabilidad p?.

De esta manera el suceso obtener exactamente k éxitos en las primeras k
repeticiones de las n totales tiene probabilidad

pF(1—p)"*.

Pero los k éxitos pueden acontecer en cualesquiera k repeticiones de entre
las n veces que se ha efectuado el experimento, por lo que esta probabilidad
debe ir multiplicada por el nimero de subconjuntos de k elementos de un
conjunto de n elementos, que son exactamente

n
L)
Por tanto se tiene la formula buscada.

Problema 2. Determinar la probabilidad de que al repetir el experimento
n veces se tengan al menos k éxitos:

g (?)p"(l —p)"

Esta formula sale de entender el suceso al menos k éxitos como la uniéon
de los sucesos disjuntos ezxactamente k éxritos. erxactamente k + 1 éxitos. ...
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4.7. EJERCICIOS 213

Y resulta obvio que se puede cambiar el papel de los éxitos y de los
fracasos.

Ejercicio 90 En las mismas condiciones de los problemas 1 y 2:

1) Determinar la probabilidad de obtener como mdzximo k fracasos.
2) Determinar la probabilidad de no obtener ningin éxito.

3) Determinar la probabilidad de tener exactamente k fracasos.

4) Determinar la probabilidad de que todos sean ézitos.

Ejercicio 91 Supongamos que la probabilidad de que nazca un nino es 0.4
mientras la de que nazca una nina es 0.6. Determinar:

1) La probabilidad de que entre 100 nuevos nacimientos todos sean ninas.
2) Haya al menos 50 ninos.
3) Haya como mdzimo 30 ninos.

4.7 Ejercicios

Ejercicio 92. Determinar de cudntas maneras se puede elegir un cuadrado
blanco y otro negro en un tablero de ajedrez de modo que los dos cuadrados
no estén en la misma fila ni en la misma columna.

Ejercicio 93. Determinar en cuantos nimeros de teléfono de 7 cifras, que
pueden empezar por cero, alguna de las cifras esta repetida.

Ejercicio 94. Una llave se fabrica haciendo incisiones de profundidad va-
riable en ciertas posiciones fijadas de una llave lisa. Si las profundidades
posibles son cuatro, determinar el nimero de incisiones que debe llevar la
llave para que el nimero de llaves posibles sea mayor que 100.000.

Ejercicio 95. Dado el conjunto de los 54 alumnos de una clase, donde 30
son chicos y 24 son chicas, determinar:
i) El namero de equipos de 4 alumnos que se pueden formar.
ii) El ntimero de equipos de 4 alumnos que contengan al menos una chica.
iii) El nimero de equipos formados por dos chicas y dos chicos.

Eijercicio 96. Determinar cuantas palabras de 10 bvtes:
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214 CAPITULO 4. COMBINATORIA

ii) Tienen al menos un cero.
iii) Tienen el mismo nimero de unos y ceros.

Ejercicio 97. Cuéantas palabras de 10 letras se pueden construir reordenando
las letras de la palabra dodecaedro.

Ejercicio 98. Tenemos 10 naipes de los cuéles son 3 ases de oros, 4 caballos
de bastos y otras 3 cartas diferentes entre si y a las anteriores. Si ponemos
las 10 cartas en fila, determinar el nimero de distintas filas que se pueden
formar.

Ejercicio 99. Determinar cuantas licencias de uso de un programa, formadas
con tres nimeros seguidos de tres letras no contienen la misma letra dos veces
ni el mismo niimero tres veces.

Ejercicio 100. Se tienen entradas para 17 espectéiculos distintos, determi-
nar cuantos posibles regalos de tres entradas (posiblemente para el mismo
espectaculo) se pueden hacer.

Ejercicio 101. Determinar qué suceso es mas probable: sacar un 8§ al tirar
dos dados o sacar un 8 al tirar tres dados.

Ejercicio 102. Determinar la probabilidad de que una jugada de poker (5
cartas en una baraja francesa con 52 cartas, sin comodines):

i) Contenga al menos un as.

ii) Obtenga un poker (cuatro cartas iguales).

Ejercicio 103. En un experimento de Bernoulli con probabilidad 0.4 de
éxito y 0.6 de fracaso, determinar cudntos lanzamientos hay que realizar
para que la probabilidad de obtener al menos un éxito sea mayor o igual que
0.8.

Ejercicio 104. Sea la variable aleatoria X cuyo dominio es el espacio mues-
tral {2 de lanzar un dado 10 veces consecutivas, asignando a cada elemento
de €2 el namero de seises que han salido. Calcular la esperanza matemaética
de X, que es el nimero de seises esperado al lanzar 10 veces el dado.

Ejercicio 105. Cuil es la probabilidad de que escogido un entero al azar
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Ejercicio 106. Si S y S’ son dos sucesos con p(S) = 0.8 y p(S’) = 0.6,
demuestra que p(S N S’) > 0.4. En general para cada par de sucesos se
verifica p(S N S’) > p(S) +p(5') — 1.

Ejercicio 107. Demostrar que para dos variables aleatorias X e Y definidas
en el mismo espacio muestral la esperanza matematica verifica:

E(X +Y) = E(X) + E(Y),

siendo X + Y la funcién suma de las funciones X e Y.

4.8 Ejercicios resueltos

Ejercicio 77. Propiedad 1: Si |A| = n entonces existe una aplicacion
biyectiva f : A — N,. Si |B| = m entonces existe una aplicaciéon bi-
yectiva ¢ : B — N,,. La aplicaciéon biyectiva que estamos buscando es
F:AUB — N,,, definida como F(a) = f(a)sia € Ay F(b) = g(b) + n si
be B.

Es sobreyectiva ya que si s € N,, entonces existe a € A de modo que
s= f(a) = F(a) ysin < s <n+m entonces s —n € N,,, de modo que existe
b € B tal que g(b) = s — n por lo que F(b) = s.

Es inyectiva ya si a # b entonces F'(a) # F(b). En efecto, tanto f como
g son inyectivas por lo que el resultado es cierto si a,b € Aosia, b€ B. En
el caso a € Ay b € B se verifica que F'(a) < ny F(B) > n por lo que son
distintos necesariamente.

Propiedad 2: se aplicalala By B.
Propiedad 3: Como A C B entonces B = AU (B — A) y se concluye por 1.

Propiedad 4: Basta usar las propiedades anteriores escribiendo A U B =
AU(B - (ANB)).

Propiedad 5: Por inducciéon sobre el cardinal de B.

Si |B| = 0 entonces B es vacio de modo que el producto cartesiano tam-
bién lo es.

Si |B| =n+ 1 entonces B = B'UB" con |B'| =ny |B"| =1. De este
modo como A X B = (Ax BYU(Ax B v (Ax BIYN(AxB") =0 se
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216 CAPITULO 4. COMBINATORIA

Propiedad 3 implica propiedad 6: Si hubiera una funcién inyectiva f : A — B
entonces la imagen de f es un subconjunto de B de cardinal estrictamente
mayor que |B| lo que es una contradiccion.

Propiedad 6 implica propiedad 3: Si A C B entonces hay una aplicaciéon
inyectiva de A en B (la inclusién) de modo que |A| < |B].

Ejercicio 78.

i) Como no se indica nada, las letras se pueden repetir: V Rgg5 = 29°.

i) Vags = 29 x 28 x 27 x 26 x 25.

iii) Las palabras que no contienen a la letra b son 28° por lo que la
contienen 29° — 28°.

iv) Razonando como en iii) son Vag 5 — Vag 5.

v) Si empiezan por vocal y se pueden repetir son 5 x 29%. Si no se pueden
repetir son 5 x Vag 4.

vi) Si se pueden repetir son 5 x 29°. Si no se pueden repetir son 5 x Va7 3.

vii) Si se pueden repetir son 5% x 292. Si no se pueden repetir son 5 x 4 x
3 X 26 X 25.

Ejercicio 79.

i) La primera cifra no puede ser 0 y las cifras se pueden repetir: 9 x 10°.

ii) Son pares si su ultima cifra es 0, 2, 4, 6 u 8 entonces: 9 x 10% x 5
(exactamente la mitad de 1)).

iii) Son impares la otra mitad.

iv) Son miiltiplos de 5 si su tltima cifra es un 0 o un 5: 9 x 10? x 2.

v) Si no contienen al 2 son 8 x 93, por tanto los que contienen al 2 son
9 x 103 — 8 x 93.

vi) S no contienen ni a la cifra 2 ni a la cifra 3 son: 7 x 8 entonces los
que contienen al 2 0 al 3 0 a ambos son: 9 x 103 — 7 x 8.

Ejercicio 80. Se pueden sentar de 6! maneras y si s6lo importa la posicion
relativa en una mesa circular entonces el resultado hay que dividirlo por 6,
esto es, 6!/6 = 5!. Dividimos por 6 que son las 6 posiciones relativas iguales
resultado de moverse todos una silla (dos sillas, ..., 6 sillas) hacia la derecha.

Ejercicio 81.
i) 243 x 104,
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iii) 242 x 103.

iv) Si son capicuas la primera cifra es igual que la cuarta y la segunda es
igual que la tercera. Por tanto hay 10? digitos. En total: 243 x 102

v) 24 x 10%.

vi) PR3 x PR;” = 3 x 3.,

Ejercicio 82.

i) 5l.

ii) 5!/4.

iii) 5!/12.

iv) Los boletos con todas sus cifras iguales son los menos probables de ser
premiados y los que tienen todas sus cifras distintas los que mas.

Ejercicio 83. Como V,,, = m(m — 1)...(m — (n — 1)) entonces m! =
Vinn(m —n)! de modo que:

m\  Vin m!
n) nl  nl(m—n)
Ejercicio 84.
312).

1) Un triangulo es una terna no ordenada de puntos: (°;

2) Las ternas de puntos que no dan un triangulo se forman eligiendo 3 de
los 5 puntos alineados, por tanto:
Ejercicio 85.

(5)-6)
1) CRs6 = (ig).

2) Si quitamos el 5 de cada bombo tenemos C'R, ¢ posibles resultados que
no contienen al 5. Los que llo contienen son por tanto:

CR576 — CR476.

Ejercicio 86. Acertar 13 en las quinielas tiene probabilidad 28/3'*. Acertar
5 en la primitiva: (6 x 43)/(%)).

Ejercicio 87. Q2 = {as, 2, 3,4, caballo, rey}.
plas) = 3/15
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p(3) = 1/15

p(4) = 4/15

p(caballo) = 2/15

p(rey) = 2/15

p(figura) = p(caballo) + p(rey) = 4/15.

Ejercicio 88. i) Al tirar dos dados consecutivamente 2 = Ng x Ng.

ii) X : Q@ — R asigna a + b a la tirada (a, b).

iii) Escribiendo las formulas y haciendo las respectivas cuentas se obtiene:
E(X)=1,V(X)=6.16, o(z) = v/6.16 = 2.48.

Ejercicio 89. Se tiene que |Q| = 8.

El suceso S:tener hijos de los dos sexos tienen cardinal 6, ya que hay que
descontar los casos en que hay tres varones o tres mujeres.

El suceso S’:tener al menos un hijo varén tienen cardinal 7, ya que hay
que descontar solo el caso en que son tres mujeres.

Entonces p(S) =6/8 y p(S’) = 7/8.

Por otro lado |SNS’| = 6 porque S C S” de modo que los sucesos no son
independientes.

Ejercicio 90.
1) S (1) (1= p)ip™.
2 (1-— p)

() s
p".

\_/\_/\_/

Ejercicio 91.
1) (0.6)100,
2) £199(19)(0.4)¢(0.6)1001,
3) £22,(1)(0.4)%(0.6)1001,

7

Ejercicio 92. Tomamos un cuadrado blanco de los 64/2 cuadrados blancos
que hay. Escogemos un cuadrado negro de los 64/2 — 8 posibles (los negros
que no estan en la misma fila o en la misma columna). El resultado es el
producto: 768.

Ejercicio 93. Buscamos el complementario del conjunto de todos los nime-
ros de 7 cifras tales que ninguna de ellas esta repetida:
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Ejercicio 94. Las posibilidades con n incisiones son: 4”. Como {4" : n € N}
es una sucesion creciente buscamos el primer n que verifique que 4" > 10° y
esn=9.

Ejercicio 95.
i) Es el nimero de subconjuntos de 4 elementos en un conjunto de 54
alumnos: (544).
ii) Sera el nimero total de equipos de 4 alumnos menos el nimero de

equipos constituidos sélo por chicos:

54\ (30
4 4 )
Ejercicio 96.

iii) El nimero de subconjuntos de dos chicas por el nimero de subcon-
juntos de dos chicos:
30 24
X .
2 2
. 7
i) PRy = ().

ii) Todos menos el formado por todos unos: 2% — 1.
iii) PRy = ().

5

Ejercicio 97. La d se repite 3 veces, la o se repite dos veces y la e otras 2.
Total: PR3

Ejercicio 98. Los ases se repiten 3 veces y los caballos 4. Total: PR%4.

Ejercicio 99. El nimero de licencias buscado ser4 el total de posibles menos
aquéllas con la misma letra (exactamente) dos veces y el mismo niimero 3
veces. Total: 10% x 293 — 3 x 29 x 28 x 10. Siendo 29 x 28 el nimero de
parejas de letras posibles, 3 el nimero de modos de ordenar las tres letras
(dos iguales y una distinta) y 10 los posibles trios de nimeros.

Ejercicio 100. CRi75 = ().

Ejercicio 101. Si tiramos dos dados: Hay 62 posibles lanzamientos. De
ellos dan como suma 8 los siguientes:
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La probabilidad de obtener un 8 es 5/36 = 0.13889.

Si tiramos tres dados: Hay 63 posibles lanzamientos. De ellos dan como
suma 8 los siguientes: PR$’5 (interpretando cada tirada como una palabra de
7 caracteres que son 5 unos y 2 ceros, por ejemplo la tirada 2,2,4 es 1010111.
Los ceros separan las tiradas y ponemos tantos unos como el valor de la tirada
menos una unidad). Entonces la probabilidad es 21/216 = 0.0722 menor que
la anterior.

Ejercicio 102.
i) La probabilidad sera 1 menos la probabilidad de que no contenga ningtin

)

ii) Hay 13 posibles pokeres (de ases, de doses,...) y por cada uno puede
haber una quinta carta que es arbitraria, de entre las 48 cartas restantes (47
si no queremos que sea un repoker). Por tanto la probabilidad de poker es:

48 x 13/ (552>.

Ejercicio 103. El suceso obtener al menos un érito es complementario al
suceso no tener ningun éxito: 1 — 0.6". Buscamos n tal que 1 —0.6" > 0.8 o
equivalentemente 0.6"” < 0.2. Como la sucesion {0.6" : n € N} es decreciente,
evaluando, se tiene que el primero que verifica la desigualdad es n = 4.

Ejercicio 104. El suceso obtener exactamente k seises al tirar el dado 10
veces tiene la siguiente probabilidad:

10
() asere/omt
Por tanto el espacio muestral es 2 = {0} UNj, y para cada k € Ny, se

tiene la probabilidad mencionada, de modo que la esperanza matemaética es:

sioa((y ) 1/0)46/0)
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Ejercicio 106. Como p(SUS’) = p(S) + p(S’) — p(SNS’) entonces:
p(SNS)=p(S)+ P(S) —p(SUS).

Se concluye la férmula general del hecho de que p(S U S’) < 1. Esta formula
se aplica al ejemplo p(S) = 0.8 y p(S") = 0.6.

Ejercicio 107. Como la variable X + Y se define como (X + Y)(a) =
X(a) +Y(a) para cada a € , el ejercicio es consecuencia de la propiedad
distributiva.
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Capitulo 5

Grafos

La teoria de grafos tiene su origen en un articulo publicado por Euler en 1736
en el que se daba solucion al problema de los siete puentes de la ciudad de
Kénigsberg, puentes que conectaban dos islas con las margenes del rio segiin
el esquema de la figura que se adjunta (Figura 5.1).

El problema consistia en realizar un paseo que atravesase cada uno de los
siete puentes una tnica vez (los puentes en el grafico son los que unen las
regiones A,B,C y D).

Euler demostr6 que esto no era posible sin necesidad de comprobar todos
los posibles paseos.

Desde entonces los resultados y aplicaciones de la teoria de grafos han ido
aumentando y actualmente se utiliza para resolver problemas en ramas de la
ciencia muy diferentes. Los grafos sirven, por ejemplo, para construir modelos

Figura 5.1: Puentes de Konisberg
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de redes de ordenadores y determinar si dos ordenadores estan conectados
entre si; para discriminar si un circuito puede ser implementado sobre un
tablero plano; para distinguir compuestos quimicos con la misma férmula
molecular o para encontrar el camino més corto entre dos ciudades en una
red de transporte.

Se pretende que el alumno al finalizar el capitulo:
e Entienda los conceptos y definiciones basicas de la teoria de grafos.
e Utilice las distintas representaciones de grafos.

e Utilice diferentes métodos para reconocer si dos grafos son o no isomor-
fos.

e Conozca los conceptos de grafo conexo, euleriano y hamiltoniano, las
técnicas para reconocerlos, sus propiedades y algunos resultados rela-
cionados con ellos.

e Aplique la definiciéon més adecuada para verificar si un grafo es un
arbol.

e Conocer algunas aplicaciones de la teoria de grafos a la fundamentacion
de la informética, en concreto, complejidad de problemas.

5.1 Grafos, digrafos y multigrafos

Los grafos son estructuras combinatorias que constan de vértices y aristas que
conectan estos vértices. En esta seccion introduciremos algunos conceptos de
la teoria de grafos.

Definicién 5.1.1 Un grafo simple G es un par G = (V, E) formado por
un conjunto finito de vértices V y un conjunto E de pares no ordenados de
vértices distintos, es decir,

E C {{u,v}|u,v eV Au#v}.

A los elementos de E se les denomina aristas (no dirigidas o no orien-
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Figura 5.2: Dos representaciones del mismo grafo

Ejemplo 5.1.2 Un grafo simple es, por ejemplo, el grafo G = (V, E) donde
V=A{1,2,3,4} y E = {{1,2},{1,4},{1,3}}.

Observacion 5.1.3 Podemos representar los vértices como puntos del plano
y las aristas {u,v} como curvas que unen u y v. Conviene observar que la
representacion no es necesariamente unica. Por ejemplo la figura 5.2 recoge
dos representaciones del grafo anterior.

Definiciéon 5.1.4 Un multigrafo es un par (V, E) formado por un conjunto
finito de vértices V' y una familia finita E de aristas no orientadas

E = {e, }ier

donde I es un conjunto finito y ¥Yi € I se wverifica que e; = {u; v:} con
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Figura 5.3: Un multigrafo

Observacion 5.1.5 Para obviar el conjunto de indices de una familia finita,
la denotaremos en lo sucesivo como un n-tupla. Por ejemplo si |I| = n
entonces E = {e, }ier se denotard como (eq, ..., e,).

Ejemplo 5.1.6 Un ejemplo de multigrafo es
({1,2,3}, ({1, 1}, {1, 2}, {1, 2}.{2,3}))
y se puede representar como la figura 5.3.
Observacion 5.1.7 Ndtese que, en un multigrafo, dos aristas distintas pue-

den conectar los mismos vértices, esto es, que E es una familia y no un
conjunto, nudiendo tener elementos repetidos. Notese también que estamos
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Figura 5.4:

Definicion 5.1.8 Un digrafo es un par (V,E) donde V' es un conjunto
finitoy E C (VxV)—=A, siendo A ={(x,z):x € V}. A los elementos de
V se les denomina vértices y a los de F aristas (dirigidas u orientadas).

Ejemplo 5.1.9 ({a,b,c},{(a,b),(a,c),(b,c),(c,b)}) es un digrafo que podemos
representar utilizando puntos para representar los vértices y flechas para re-
presentar las aristas, segin la figura 5.4. Observar que la arista (b,c) es
distinta de la arista (c,b).

Definicion 5.1.10 Un multidigrafo es un par (V, E) formado por un con-
junto finito de vértices V y una familia finita E de aristas orientadas
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a G b H

Figura 5.5:

donde I es un conjunto finito y Vi € I se verifica que e; € V x V.

En lo sucesivo, el término grafo se empleard en sentido general, para
describir grafos con aristas dirigidas o no dirigidas, con o sin lazos y con
o sin aristas miltiples. Por otro lado, el término grafo no dirigido se
entenderé como sinénimo de multigrafo, admitiendo, por tanto, la existencia
de aristas multiples y lazos. De igual manera, el término grafo dirigido se
entendera como multidigrafo.

Definicion 5.1.11 Se dice que dos vértices u y v de un grafo no dirigido
G = (V, E) son adyacentes si {u,v} € E. En ese caso se dice que la arista
e = {u,v} conecta los vértices u y v, que es incidente con los vértices u y
v, Y que los vértices u y v son los extremos de la arista e.

Definicién 5.1.12 El grado de un vértice en un grafo no dirigido es el
numero de aristas incidentes con €l, imponiendo por conveniencia que un
lazo en un vértice contribuye dos veces al grado de ese vértice. Denotaremos
el grado de un vértice u por gr(u).

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



5.1. GRAFOS, DIGRAFOS Y MULTIGRAFOS 229

Ejemplo 5.1.13 Considérense los grafos G y H de la figura 5.5. En el grafo
G se verifica que gr(a) = 3 = gr(c), gr(b) =2 = gr(e) y gr(d) = 4. En el
grafo H se verifica que gr(f) =3, gr(g) =2 y gr(h) =5.

Si un vértice tiene grado cero se dice que es un vértice aislado.

Los dos siguientes teoremas son consideraciones que relacionan entre si el
numero de aristas y los grados de los vértices.

Teorema 5.1.14 Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. Se verifica que

> gr(v) =21E].

veV

Demostracion. La demostracién es consecuencia de que cada arista contri-
buye dos veces a la suma de los grados de los vértices ya que una arista es
incidente con exactamente dos vértices (que para los lazos son iguales).

Corolario 5.1.15 Cualquier grafo no dirigido tiene un nimero par de vér-
tices de grado impar.

Demostracion. Sean V; y V5 los conjuntos de vértices de grado par e impar
respectivamente del grafo G = (V, E). En ese caso

21B] =) gr(v) = gr(v) + Y gr(v).

veV veEV] vEVS

0 equivalentemente

2|B[ =Y gr(v) = gr(v).

veVy veVy

Puesto que para cada v € V] se tiene que gr(v) es un nimero par y 2|E| es

par entonces necesariamente » . gr(v) es un niimero par.
vEVS

Definicion 5.1.16 Si G = (V, E) es un grafo dirigido, y (u,v) € E, se dice
que u es el vértice inicial de la arista (u,v) y que v es el vértice final
de dicha arista. Asimismo, dado u € V, se denomina grado de entrada
de u al numero de aristas que tienen a u como vértice final. Al grado de
entrada de u se le denota por grt(u). Del mismo modo, se denomina grado
de salida de u al nimero de aristas que tienen a u _como vértice inicial. Al
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a G b H

Figura 5.6:

Observacion 5.1.17 Un lazo en un vértice u suma uno al grado de entrada
y uno al grado de salida.

Ejemplo 5.1.18 En el grafo G de la figura 5.6, se verifica que gr(a) = 3,
gr(a) =0, gr*(c) =1, gr (c) = 2, gr(d) = gr*(d) = 2, gr(b) =
grt(b) =1, grt(e) = 0,gr (e) = 2. Por otra parte, en el grafo H tenemos

que gr—(f) =1, gr*(f) =2, gr™(g9) =2, gr—(g9) = 0,977 (h) = 2,9r"(h) =
3.

Teorema 5.1.19 En cualquier grafo con aristas dirigidas G = (V, E) se

verifica que
B[ =) gri() =) gr (v).

veV veV

Demostracion. Es consecuencia del hecho de que cualquier arista dirigida
tiene un vértice inicial y un vértice final.

5.2 Isomorfismo de grafos

Supongamos que tomamos los grafos simples
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G' = <{a’ b}7 {{CL, b}})

Segin la definicion de grafo G y G’ son grafos distintos pues sus conjunto
de vértices (y aristas) son distintos. Pero parece que estos dos grafos son
muy similares, pues su naturaleza combinatoria es la misma, a saber, estan
formados por dos vértices distintos que son adyacentes. Ambos admiten una
representacion igual por dos puntos en el plano unidos por un segmento. En
este sentido diremos que los grafos G'y G’ son isomorfos. Hay un cambio de
nombre de los vértices de G, por ejemplo llamar a al vértice 1 y b al vértice
2, de manera que el grafo G se convierte en el grafo G’ tras este cambio de
nombres. A este cambio de nombres lo denominaremos isomorfismo de grafos
y se define con precisién més abajo.

En Quimica, por ejemplo, los grafos se emplean para representar y dar
modelos de los compuestos quimicos. Dos compuestos diferentes pueden te-
ner la misma composicién pero diferir en su estructura. En ese caso dichos
compuestos se modelizaran por grafos que no se pueden expresar de la mis-
ma forma, en el sentido del parrafo anterior. Los grafos que representan
compuestos conocidos pueden utilizarse, por ejemplo, para determinar si un
supuestamente nuevo compuesto quimico ha sido estudiado antes.

En estos términos, diremos que dos grafos simples que tienen la misma
estructura son isomorfos, segin la siguiente definicion:

Definicion 5.2.1 Se dice que dos grafos simples Gi = (Vi,Ey) y Gy =
(Va, Es) son isomorfos si existe una biyeccion f : Vi — Vs tal que Yu,v € V)

{u,v} € By & {f(u), f(v)} € Ea.

De la funcion [ que satisface dicha condicion se dice que es un isomorfismo
de grafos entre los grafos Gy y G.

En otras palabras, dos grafos simples son isomorfos si existe una funcién
biyectiva entre los dos conjuntos de vértices que preserva las adyacencias.
Naturalmente esta definicién se puede extender a multigrafos y multidigrafos
teniendo en cuenta el nimero de aristas entre cada par de vértices y, en su
caso, la orientacion de las aristas.

Ejemplo 5.2.2 Los dos grafos de la figura 5.7 son isomorfos. Para verlo
basta comprobar que la funcion f : {a.b.c.d} — {u.v.w.p}, tal que f(a) = u
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Figura 5.7:

Observacion 5.2.3 Obsérvese que en el ejemplo anterior el cruce de las dos
aristas del grafo de la derecha no es un vértice.

A menudo es dificil determinar si dos grafos simples son isomorfos. De
hecho, como vimos en el capitulo anterior, hay n! aplicaciones biyectivas entre
los conjuntos de vértices de dos grafos con n vértices, por lo que comprobar
una por una si dichas biyecciones preservan la adyacencias no es un buen
método, sobre todo si n es un niimero grande.

Debemos entonces encontrar criterios para determinar si dos grafos sim-
ples son isomorfos o no lo son que no precisen una comprobacién exhaustiva.

Estos criterios se apoyan en el hecho de que hay ciertas propiedades, deno-
minadas invariantes por isomorfismo, que, si un grafo las verifica, cualquier
otro grafo isomorfo a él las debe también verificar. Por ejemplo:

(i) dos grafos isomorfos deben tener el mismo nimero de vértices y el
mismo niimero de aristas.

(ii) Si f : Vi — V; establece un isomorfismo entre los grafos Gy = (V1, E})
y G = (Va, E»), entonces para cada u € V] se tiene que gr(u) = gr(f(u)).

Este tipo_de resultados sirve para comprobar con cierta facilidad que
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Figura 5.8:

Ejemplo 5.2.4 Los dos grafos de la figura 5.8 no son isomorfos pues, aun-
que ambos tienen el mismo numero de vértices y de aristas, en el primero
gr(a) = 4, mientras que en el segundo no hay ningin vértice cuyo grado sea

4.

Ejercicio 108 Estudiar si los grafos de la figura 5.9 son isomorfos. Idem
para la figura 5.10

De ahora en adelante identificaremos los grafos isomorfos. Esto
quiere decir que no distinguiremos entre el grafo G' y los grafos isomorfos a
él. De hecho, puesto que en la definicion de grafo, el conjunto de vértices y
el de aristas son conjuntos finitos, estamos identificando todos los grafos de
la misma clase de equivalencia médulo isomorfismo de grafos.

5.3 Algunos Grafos

Vamos a establecer una nomenclatura especial para algunos grafos particu-
larmente interesantes. Recordamos el iltimo péarrafo de la seccién anterior:
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Figura 5.9:

Figura 5.10:
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K1 K2 K3

Figura 5.11:

Definicién 5.3.1 Se denomina grafo completo de n vértices al grafo sim-
ple K, = (N,,{{i,j} : 1 < i < j < n}). Esto significa que cada par de
vértices distintos son adyacentes (ver figura 5.11).

Definicion 5.3.2 FEl ciclo de n vértices C,, (n > 3) es el grafo simple que
tiene como conjunto de vértices V. = N,,, y como conjunto de aristas & =

{{1,2},{2,3},...,{n —1,n}},{n,1}}. (Ver figura 5.12.)

Definicion 5.3.3 La rueda W,, se obtiene anadiendo un vértice adicional
al ciclo C,, y las n aristas que conectan dicho vértice adicional con todos los
de C,,. Podemos escribirlo asi:

M, = (N, U{o}, {{1,2}.{2,3}, ..., {n — L,n},{L,0},....{n,0}}).

Ejercicio 109 Dibujar las ruedas W3, Wy, Wy y Ws. (Obsérvese que la rueda
W, tiene n + 1 vértices).

Definicién 5.3.4 El n-cubo Q. = (V. E) sirve para representar las se-
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3 C4

CS5

Figura 5.12:

de n bits). Asi V. = A™ de modo que Q, tiene 2" vértices (uno por cada
secuencia de n bits). Las aristas se definen seqin la siguiente condicion:
{(a1,...,an),(by,...,b,)} € E siy solamente si X' ,|a; — b;| = 1. Esto es,
hay una arista entre cada par de vértices que satisfagan la condicion de que
su secuencia de bits asociada difiere en un inico bit (Ver figura 5.13).

Ejercicio 110 Dibujar el cubo Q)s.

Algunas veces un grafo tiene la propiedad de que su conjunto de vértices se
puede dividir en dos subconjuntos disjuntos de manera que todas las aristas
satisfacen la condicion de conectar un vértice de uno de los dos subconjuntos
con un vértice del otro. Por ejemplo, consideremos el grafo que representa
los matrimonios de una determinada ciudad. Los vértices son las personas
casadas de esa ciudad, y se establece una arista entre los dos miembros de
cada matrimonio. El grafo asi obtenido tiene la propiedad descrita.

Definicién 5.3.5 Se dice que un grafo simple G = (V, E) es bipartido si su
conjunto de vértices V' se puede expresar como la union de dos subconjuntos
no vacios disjuntos Vi y Vo de manera que cada arista del grafo conecta
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0o—e1 00 01

10 11

Figura 5.13:

entre dos vértices de Vi ni entre dos vértices de Vy: si {u,v} € E entonces
Hu,v}NV;| =1, 1=1,2. (Ver un ejemplo en la figura 5.14.)

Ejercicio 111 Comprobar que K3 no es bipartido, y que Cg es bipartido.

Definicion 5.3.6 Sea Vi = N, y Vo = {1',...,m'}. El grafo bipartido
completo K,,, = (V, E) se define como V=V, UV, y E={{n,n'}: n¢e
Vi, n' € Va}. FEsto es, V se puede expresar como la union de dos subconjuntos
disjuntos Vi de m vértices y Vo de n vértices, de manera que cada vértice de
Vi estd conectado con todos los vértices de Vy y ninguna arista conecta un

par de vértices de Vi ni de Va. (Ver figura 5.15.)

Ejercicio 112 Dibujar los grafos bipartidos completos Ko y K3 4. Determi-
nar el numero de aristas del grafo K,, .

Ejercicio 113 Verificar si alguno de los grafos de la siquiente lista es iso-
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V1 V2

L ¢ d
Aﬁ;

Figura 5.14:

K3,3

Figura 5.15:
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Ejemplo 5.3.7 Una red de drea local permite conectar ordenadores entre si
y con diferentes periféricos, como impresoras, scanners, etc. Algunas de estas
redes estdin disenadas considerando una topologia tipo estrella, caracterizada
por el hecho de que todos los dispositivos estin conectados a un dispositivo
de control central. En una red de este tipo, los mensajes que se envian de un
dispositivo a otro pasan siempre por el dispositivo de control central. Una red
de drea local de este tipo se puede representar utilizando un grafo completo
K ,. Otras redes de drea local estin basadas en una topologia tipo anillo,
en la que cada dispositivo estd conectado unicamente con otros dos y los
mensajes se envian de un dispositivo a otro alrededor del ciclo, hasta que el
mensaje en cuestion llega a su receptor. Las redes de drea local de este tipo
se modelizan utilizando los n-ciclos C,,. Otras redes de drea local son de un
tipo hibrido de las dos topologias anteriores. Tal seria el caso de las redes
que modelizariamos utilizando el grafo W,.

Analicemos algunos datos sobre cada uno de estos grafos. Usamos la
notacion G = (V,E). Los computos se basan en las definiciones de los
distintos grafos y en el teorema 5.1.14. La veracidad de las férmulas se
demuestra por induccion:

Grafo | |V| |E| gr(v)
K, n | 2D n—1
C, n n 2
W n+1 2n | gr(i) =3, (1 <i<n)
gr(o) =n
Qn 2" n2n1 n
Kpm | m+n| mn gr(i) =m, (i € V)
gr(j) =n, (] € ‘/2)

5.4 Construccion de grafos

En esta seccion presentamos algunas operaciones béasicas con grafos, esto es,
maneras de construir grafos nuevos a partir de otros.

Definicion 5.4.1 Un subgrafo (respectivamente subdigrafo) de un grafo
simple (de un digrafo) G = (V. E) es un grafo (respectivamente digrafo)
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Figura 5.16:
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H

o o
e C U f = e f C
d : d
Figura 5.17:

Obsérvese que esta definicion se extiende de forma natural a multigrafos
o multidigrafos, siendo £’ una subfamilia de E.

Observacion 5.4.2 Si un grafo G tiene un subgrafo G' y otro grafo H no
tiene ningin subgrafo isomorfo a G' entonces G y H no pueden ser isomorfos.
En la figura 5.16 el grafo G tiene un grafo isomorfo a Cs, mientras que H
no lo tiene, de modo que G y H no son isomorfos.

Definicion 5.4.3 La unidén de dos grafos simples Gi = (Vi, E1) y Gy =
(Va, Es) es el grafo simple (V1 UVa, E1UE,), grafo que se denota por G UG5.

Ejemplo 5.4.4 El grafo H de la figura 5.17 es un subgrafo del grafo K33, y
la union de los grafos G y G de la figura es el grafo G{UG4 alli representado.

Ejercicio 114 Demostrar las afirmaciones del ejemplo anterior.

Definicion 5.4.5 El producto de dos grafos simples G = (V, E) y G' =
(V',E') es el grafo simple
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X o—o =

Figura 5.18: Un producto de grafos

donde E” es el conjunto formado por todas las aristas de la forma {(a,b),
(a',V')} tales que

0 biena=a' y{b,0'} es una arista de G’,

o bienb=10 y{a,d'} es una arista de G.

Ejemplo 5.4.6 La figura 5.18 muestra un producto de grafos.

Ejercicio 115 Comprobar que el cubo Q)3 es isomorfo al grafo producto del
cubo bidimensional Qs y el cubo unidimensional Q1. En general se puede
demostrar que QQ,, = Q1 X Q1.

Observacion 5.4.7 El grado de un vértice (v,v") en el grafo producto G x G’
es gr((v,v") = gr(v) + gr(v'). Donde gr(v) es el grado del vértice v de G y
gr(v') es el grado del vértice v’ en G'.

Ejercicio 116 Demostrar que el producto de un grafo simple G con n vérti-
ces y m aristas y otro G' con n' vértices y m' aristas es un grafo simple con
nn' vértices y nm’ + mn’ aristas.
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Definicion 5.4.8 Sea un grafo G = (V, E), diremos que G' = (V' E') es
una particion de G si es un grafo que se obtiene dividiendo algunas de las
aristas de G. Este proceso de division consiste en introducir un vérticea ¢ V
al congunto de vértices y sustituir una arista {u,v} € E (respectivamente
(u,v) si G es dirigido) por dos aristas nuevas, de la forma {u,a}, {a,v}
(respectivamente (u,a), (a,v)).

Ejemplo 5.4.9 Sea G = ({1,2,3},{{1,2},{2,3}}) entonces

G = <{17 2,3, 4}7 {{27 3}7 {17 4}7 {47 2}})

es una particion de G, ver figura 5.19.

5.5 Representacion de grafos

En esta secciéon veremos distintas maneras de representar grafos. Segun el
problema que se quiera abordar, unas u otras representaciones resultan mas
adecuadas.

5.5.1 Mediante una matriz de adyacencias

Una de las formas de representar un grafo simple es mediante una de sus
matrices de adyacencias.

Dado un grafo G = (V, E), para construir una de sus matrices de adyacen-
cias, necesitamos ordenar sus vértices. Si el grafo tiene n vértices, |V| = n,
y los ordenamos como V' = {vy, v, ..., v, }, la matriz de adyacencia de G con
respecto a esa ordenacion de los vértices es la matriz A = (a;;) de n filas y n
columnas determinada por la siguiente condicion:

v 1 si {v,v}€E
Y10 si {u,v} € E.

Ejemplo 5.5.1 Sea por ejemplo el grafo K3. Como tiene 3 vértices, cual-
quier matriz de adyacencias de K3 debe ser de tamano 3 x 3. Siendo el
grafo completo, toda matriz de adyacencias estd formada por unos salvo en
la diagonal, donde hay ceros (obsérvese que en este ejemplo la matriz de
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Figura 5.19: Una particién de un grafo
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Figura 5.20:
011
1 01
110

Observacion 5.5.2 La matriz de adyacencias de un grafo simple es una
matriz simétrica (a;; = aj; para cualesquiera i y j) y a; = 0 para cada i.

Ejercicio 117 Construir una matriz de adyacencias para cada uno de los
sigutentes grafos: Ky, Cy, W5 y K3 .

Ejercicio 118 Utilizar una matriz de adyacencias para representar los gra-
fos de la figura 5.20.

Observacion 5.5.3 Las matrices de adyacencias también se pueden utilizar
para representar grafos no dirigidos con lazos y aristas miltiples. Ast, un lazo
en el vértice v; viene representado por un 1 en la posicion a; de la matriz
de adyacencia. Si se trata de multigrafos, en la posicion a;; de la matriz
colocaremos el niumero de aristas que conectan el vértice v; y el v;. Asi, si
tenemos 3 aristas entre el vértice v; y el v;. pondremos a,; = 3. En cualquier
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Observacion 5.5.4 En el caso de los grafos dirigidos la situacion es similar.
En la posicion a;j aparecerd un 1 si hay una arista dirigida cuyo vértice inicial
es v; Yy cuyo vértice final es vj y un cero en caso contrario.

Obsérvese que las matrices de adyacencias asociadas a grafos dirigidos no
son necesariamente SImétricas.

5.5.2 Mediante una matriz de incidencias

Otro modo usual de representar grafos es utilizando matrices de incidencias.

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido con |V| = ny |E| = m. Sea una
ordenacion de los vértices de GG, digamos vy, vs, ..., v,, ¥ una ordenaciéon de
las aristas de GG, digamos ey, eq, ..., €,,. La matriz de incidencias de G con
respecto a esa ordenacion de los elementos de V' y E es la matriz B = (b;)
de n filas y m columnas definida por la siguiente condicion:

b — 1 st v €e
Y10 siov e

Ejemplo 5.5.5 Siendo G = ({a,b,c, d}, {{a,b}, {b,c}, {c,d}, {d,a}, {d,b}}),
la matriz de incidencias de G con respecto a la ordenacion a,b,c,d de sus
vértices y {a, b}, {b,c}, {c,d}, {d,a}, {d,b} de sus aristas, es la matriz

O O = =
O~ = O
—_ =0 O
_ o O =
_ O = O

Observacion 5.5.6 De manera andloga a las matrices de adyacencias, la
definicion de matriz de incidencias se puede aplicar (mutatis mutandis) a
grafos dirigidos o con lazos.

Observacion 5.5.7 Es importante observar que si dos grafos G y G' son
isomorfos, necesariamente erxiste una ordenacion de los vértices (respectiva-
mente de vértices y aristas) de ambos de manera que la matriz de adyacencias
(respectivamente de incidencias) es la misma para los dos grafos. Esto no
quiere decir._sin_embarqo. que cada matriz de adyacencias de G _sea iqual a
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5.6 Caminos, ciclos y grafos conexos

Los grafos se aplican, entre otras cosas, en modelos de redes de transporte o
equivalentemente redes de comunicacion. Hay cuestiones importantes sobre
estas redes que se relacionan con el concepto de conerion y con el de camino
uniendo dos vértices. Por ejemplo es interesante saber si dos nodos de la red
estan comunicados entre si, si todos los nodos estan comunicados con todos,
o cudl es el minimo niimero de cables (o carreteras) que deben extropearse
para que la red no conecte todos los nodos entre si. En este sentido las
siguientes definiciones son de utilidad.

Definicién 5.6.1 Un camino de longitud n entre los vértices a y b de un
grafo no dirigido es una sucesion finita (eq, ..., e,_1) de aristas del grafo

€0 = {U07U1}7€1 = {U17U2}7 sy €n—1 = {Unflyvn}

de manera que vy = a, v, = b y cada arista sucesiva empieza donde termino
la anterior. Si el grafo es simple, el camino (eq, ..., e,_1) queda perfectamente
determinado por la sucesion de vértices

(a,v1,v2, ..y Uy_1,b).

Diremos que el camino anterior pasa por (o atraviesa) los vértices a,
V1, U2, ..., Un—1, b.

Se dice que un camino es un circuito si es cerrado, esto es, empieza y
termina en el mismo vértice, es decir, si a = b.

Se dice que un camino es simple si no contiene a la misma arista mds
de una vez.

Un circuito que no pasa dos veces por el mismo vértice (salvo el inicial
por el que pasa dos veces) se llama ciclo.

Ejemplo 5.6.2 En el grafo simple de la figura 5.21, (a,b, g,d, c,a) es un cir-
cuito simple de longitud 5 y (a,b,d, c,e, f,d) es un camino simple de longitud
6 entre los vértices a y d.

La definiciéon anterior se puede extender a grafos dirigidos (digrafos v
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Figura 5.21:

Definicién 5.6.3 Un camino de longitud n entre los vértices a y b de un
multigrafo dirigido es una sucesion finita (e, ...,e,—1) de aristas del multi-
grafo dirigido:

eo = (vo,v1), €1 = (V1,02), .., €1 = (Up—1,0p)

de manera que vy = a, v, = b y cada arista sucesiva empieza donde termind
la anterior. Cuando se trata de un digrafo, el camino (e, ...,e,—1) queda
perfectamente determinado por la sucesion de vértices

(CL, U1, V2, .y Un—1, b)
Diremos que el camino anterior pasa por (o atraviesa) los vértices a,
V1, V2, «.; Un—1, b.
Se dice que un camino es un circuito si es cerrado, esto es, empieza y
termina en el mismo vértice, es decir, si a = b.

Al igual que en el caso de los grafos no dirigidos, se dice que un camino
es simple si no contiene a la misma arista mds que una vez.

5.6.1 Conexidén

Definicidén 5.6.4 Se dice que un grafo no dirigido G_es conexo si para
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a b G

Figura 5.22:

Ejemplo 5.6.5 FEl grafo G de la figura 5.22, cuyo conjunto de vértices es
V= {a,b,c,d,e,f,g,h}
no es conero pues, por ejemplo, no existe ningun camino entre a y g.

Si un grafo no es conexo, se puede expresar como la uniéon de dos o mas
subgrafos conexos de manera que los conjuntos de vértices y de aristas de
cada par de estos subgrafos son disjuntos entre si. A estos subgrafos se les
denomina componentes conexas del grafo dado. De esta manera un grafo
es conexo si y solo si tiene una tinica componente conexa.

Definicion 5.6.6 Dado G = (V, E) un grafo simple, H = (V' E") subgrafo
de G es una componente conexa de G si verifica:

i) H es conexo;
i) si {u,v} € E yu eV’ entoncesv € V' y {u,v} € F'.

Ejemplo 5.6.7 FEl grafo de la figura 5.18 tiene dos componentes conezxas: la
que tiene como vértices al conjunto {a,b,c,e, f} y las correspondientes aris-
tas, v la que tiene como conjunto de vértices {q.h.d} y las correspondientes
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Teorema 5.6.8 Fziste un camino simple entre cualquier par de vértices dis-
tintos de un grafo conexo no dirigido.

Demostracion. Lo demostraremos para grafos simples, si hay aristas multi-
ples, el mismo razonamiento es valido definiendo los caminos por las aristas
y no por los vértices que recorren.

Sean a y b dos vértices cualesquiera de un grafo simple G = (V, E'). Puesto
que G es conexo, existe (al menos) un camino entre a y b. Sea (vg, v1, Vg, ...,
Un—1, Up) un camino entre a y b de la menor longitud posible. En ese caso
dicho camino es simple: lo demostramos por reduccion al absurdo. Sino fuera
simple, en particular tendriamos que v; = v; para algunos i,j € {1,...,n},
i < j. Pero entonces el camino vy, ..., Vi1, Vj, Vjt1 ..., ¥, €S un camino entre
a 'y b de longitud estrictamente menor que n (puesto que se ha obtenido
eliminando una o varias aristas del camino anterior), en contradiccién con
que el camino considerado originalmente entre a y b sea de la menor longitud
posible.

Conexion e isomorfismo

Los conceptos relacionados con la conexién nos proporcionan nuevos in-
variantes para averiguar si dos grafos son o no isomorfos.

Observacion 5.6.9 Dos grafos isomorfos tienen la misma cantidad de com-
ponentes conezxas.

Definicion 5.6.10 Se dice que un vértice a € V de un grafo G = (V, E) es
un vértice de corte si el grafo obtenido al eliminar del grafo G el vértice a
gunto con las aristas incidentes con €l tiene mds componentes conexas que el
grafo original. Del mismo modo se dice que una arista e € E es una arista
de corte de G si el subgrafo obtenido al eliminar e del grafo original tiene
mds componentes conexas que el grafo original.

Los puntos de corte y las aristas de corte son invariantes que nos pueden
permitir concluir que dos grafos no son isomorfos. Si un grafo presenta un
vértice de corte y otro no, los dos grafos no pueden ser isomorfos (igualmente
con las aristas).

Eijemplo 5.6.11 Los grafos G y H de la figura 5.23 no pueden ser isomorfos.
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G H

Figura 5.23:

ningun subgrafo isomorfo a Cs, mientras que el grafo G si lo tiene. Por otra
parte, ni G ni H son isomorfos al grafo L, pues L tiene una arista de corte
y G y H no tienen ninguna.

Conexi6én y matrices

La representaciéon mediante matrices de los grafos aporta informacion
referida al nimero de caminos que unen dos vértices y a la conexiéon del
grafo.

Teorema 5.6.12 Sea G' un grafo (dirigido o no dirigido, con aristas multi-
ples y lazos 0 no) y sea A = (a;;) su matriz de adyacencias con respecto al
orden v,V ..., Un_1,v, de su conjunto de vértices. En estas condiciones el
numero de caminos de longitud m entre el vértice v; y el vértice v; es igual
al coeficiente situado en el lugar (i,j) de la potencia m-ésima de la matriz A
(con respecto al producto de matrices usual).

Demostracion. La hacemos para grafos no dirigidos (la demostracion es si-
milar para grafos dirigidos). Razonamos por induccién sobre la longitud del
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Base de induccién: El niimero de caminos de longitud 1 entre dos
vértices cualesquiera v; y v; es el coeficiente (4,j) de la matriz A, ya que
dicho coeficiente es el ntimero de aristas entre v; y v;.

Paso de induccién: Supongamos que el nimero de caminos de longitud
m entre dos vértices cualesquiera v; y v; es el coeficiente (¢, j) de la matriz
A™. Tenemos que comprobar que el nimero de caminos de longitud m + 1
entre v; y v; es el coeficiente (i,7) de la matriz A™*. Como A™+ = A™ . A,
siendo A™ = (b;;) y A = (ay;), el coeficiente (i, j) de la matriz A™*! es

bﬂalj -+ bigazj + ...+ bmanj.

Por hipétesis de induccidn, b;; es el niimero de caminos de longitud m entre
v; ¥ v. Un camino de longitud m + 1 entre v; y v; es un camino de longitud
m entre v; y un vértice adyacente a v;, al que denotamos por v, seguido de
la arista que une vy y v;. Pero el nimero de caminos entre v; y vy es bz, y el
nimero de aristas entre vi y v; es ai;, por lo que el nimero de caminos de
longitud m + 1 entre v; y v; viene dado por la expresion:

bﬂalj + bigagj + ...+ bmanj.
Como queriamos demostrar.

La observacién siguiente es una consecuencia del Principio del Palomar y
la demostracién es idéntica a la del teorema 5.6.8.

Observacion 5.6.13 Sea el grafo G = (V,E) con |V| = n. Siu,v €V,
u # v, estdn unidos por un camino en G, entonces u y v estdn unidos por
un camino de longitud menor o igual que n — 1 en G.

De la observacion anterior y los resultados anteriores se concluyen los
siguientes corolarios.

Corolario 5.6.14 Dado un grafo G = (V,E) tal que |V| = n, y siendo
A = (a;;) una matriz de adyacencia de G, se verifica que eziste un camino
entre v; y v; si y solo si la matriz C = (¢;;), definida como

C=I+A+A>+ ..+ A"

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



5.6. CAMINOS, CICLOS Y GRAFOS CONEXOS 253

Corolario 5.6.15 Dado un grafo G = (V, E) tal que |V | = n, se verifica que
G es conexo st y solo si la matriz

I+ A+ A2+ ... .+ A

tiene todos los coeficientes distintos de cero.

Ejemplo 5.6.16 Sea G un grafo cuya matriz de adyacencias es:

010
01
010

A=

—_

Entonces su cuadrado es

101
A= 0 0
101

\)

Por tanto I+ A+ A? tiene todas sus entradas no nulas y el grafo es conexo.
El corolario anterior nos permite obtener un algoritmo para determinar si un
grafo G = (V, E) tal que |V| = n es o no conexo. Usaremos un algoritmo
llamado Hayceros(M) que determina si en la matriz M hay alguna entrada
cero (tiene como salida un 1 si hay algin cero y 0 en caso contrario):

Entrada: La matriz de adyacencia A del grafo
1:=1 B:=1,
while 7 <n —1
B:=B+ A
Ji=74+1
If Hayceros(B) = 0 then s :=conexo else s :=no conezo.
Salida: s.

Ejercicio 119 FEstudiar la complejidad del algoritmo anterior en el peor de
los casos, para lo cual hay que abordar el problema de computar la complejidad
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5.7 Grafos eulerianos y hamiltonianos.

En esta seccion daremos las definiciones precias para resolver el problema de
los puentes de Konisberg.

Definicién 5.7.1 Un camino euleriano en un grafo no dirigido G es un
camino simple que contiene a todas las aristas de GG. Un circuito euleriano
en G es un circuito simple que contiene todas las aristas del grafo G.

Definiciéon 5.7.2 Se dice que un grafo no dirigido es euleriano si contiene
un circuito euleriano.

De la definicién de grafo euleriano se sigue que, o bien el grafo es conexo,
o bien hay una componente conexa que contiene todas las aristas (siendo el
resto de las componentes conexas vértices aislados).

Teorema 5.7.3 Un grafo G = (V, E) con aristas no dirigidas es euleriano
st y solo si todas las aristas estdin en la misma componente conexa y todos
los vértices tienen grado par.

Demostracion. Si el grafo G es euleriano, entonces contiene un circuito eule-
riano que, por definicion, contiene a todas las aristas. En consecuencia, todas
las aristas estan en la misma componente conexa. Por otra parte, todos los
vértices tienen grado par, pues cada vez que el circuito euleriano pasa por un
vértice lo hace una vez para entrar y otra para salir con lo que el grado de
cada vértice es par. Obsérvese que los posibles vértices aislados tienen grado
0, un niimero par.

Para la demostracion del reciproco, el siguiente algoritmo muestra un pro-
cedimiento constructivo para generar un circuito euleriano en un multigrafo
conexo en el que todos los vértices tienen grado par.

Por hipétesis, todas las aristas estan en la misma componente conexa, por
lo que se puede suponer que el grafo es conexo, prescindiendo de los vértices
aislados. Sea entonces G un multigrafo conexo con todos los vértices de
grado par. Ademaés, podemos prescindir de los posibles lazos: si G multigrafo
conexo tiene lazos, es equivalente GG euleriano que G’ euleriano, siendo G’ el
grafo resultante de quitar los lazos a GG. Por tanto GG es un multigrafo conexo
sin lazos.

Necesitamos unos algoritmos previos que describimos en los pérrafos si-
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El primero de ellos elimina de un grafo G las aristas de un circuito previa-
mente elegido C' que es subgrafo de GG y los vértices que quedan aislados tras
esta sustraccion. Lo denominamos borrado y sera llamado luego al construir
el algoritmo de biisqueda de un circuito euleriano:

Algoritmo Borrado(C,G)

Entrada: G = (V, E),C = (Vo, E¢),

(donde G es un grafo conexo y sin lazos y C' es un circuito simple de G)
Egx=F - E¢
Viistados son los vértices aislados de (V) Eyy)
VH =V - Vaislados

Salida: (VH, EH)

Queda como ejercicio disenar el algoritmo que computa los vértices aisla-
dos, denominado V ;g ados-

El siguiente algoritmo inserta un circuito C’ en un circuito C' de manera
que se forma un circuito de longitud mayor:

Algoritmo Insertado(C’,C)

Entrada: G, C, ¢/
(donde G es un grafo conexo y sin lazos, C'y C’ son circuitos simples de
G, C' parte de un vértice interior de C)

Ci=uvy,...,0s0
C' = wy, ..., wg,wy
Vi = Wy
(consideramos C'y C' como listas)
V=01, ,05,Wa, ..., W, Uiy Vi1, - - -, Vs, U1

(V es una lista, resultado de insertar adecuadamente la lista C” en la lista
C, esto se puede hacer llamando a los apropiados algoritmos sobre listas del
capitulo segundo.)

E:=10
fori=1tot+s+1
E = EU{{vi,vit1modt+s}}

Salida: ({V},FE)
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Algoritmo de biisqueda de un circuito euleriano

Entrada: G = (V, F)

(donde G es un grafo conexo y sin lazos)
C := es un circuito simple de GG
H = (Vy, Ey) := Borrado(C, G)
while Vi # 0

C' cualquier circuito simple de H con origen en un vértice inte-
rior de C

H := Borrado(C', H)
C := Insertado(C’', C')

Salida: C

Para que el algoritmo funcione necesitamos asegurar la existencia del
circuito simple denominado C'. Esto es, que dado un multigrafo conexo con
todos sus vértices de grado par, existe un circuito simple C. Tomamos un
vértice cualquiera u. Vamos construyendo un camino simple 7' = (uy =
u, Uy, ..., u,) de longitud maxima. Si existen i, j € {0,...,n} tales que u; = u;
hemos concluido. En caso contrario, como u,, tiene grado par, existe v # u,,_1
adyacente con u,. Siv € {uy,...,u,_1} aparece un ciclo. Si no, se contradice
el hecho de que 7" es de longitud maxima. Por tanto el algoritmo funciona.

Veamos como se aplica el algoritmo anterior en un ejemplo concreto:

Ejemplo 5.7.4 Un cartero tiene que repartir sus cartas en la red de calles
representada por el grafo de la figura 5.24. Para realizar el reparto, el carte-
ro debe empezar y terminar en la estafeta de correos que se encuentra en el
vértice i. Teniendo en cuenta que todos los vértices tienen grado par, el car-
tero sabe que puede efectuar el reparto sin recorrer dos veces la misma calle,
construyendo para ello un circuito euleriano. Comenzamos con el circuito
(1,4, h,i) y borramos sus aristas del grafo, junto con el vértice i que queda
aislado (ver figura 5.25).

A continuacion, construimos un nuevo circuito en el grafo que queda,
por ejemplo (j,m,l,k,j), lo insertamos en el circuito anterior en el lugar
adecuado (vértice j) obteniendo
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Figura 5.24:

Figura 5.25:
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Figura 5.26:

Borramos las aristas y vértices aislados (Ver figura 5.26).
Prosiguiendo con el algoritmo, construimos el circuito (m,n,a,m) y lo
insertamos en el lugar adecuado (vértice m) obteniendo

(i7.j7m7n7a7m7l7 k?j? h7i)'

Finalmente, nos queda un el circuito (a,b,c,d,e, f,g,h,a) que, insertado en
el lugar adecuado, da lugar al siguiente circuito euleriano del grafo inicial:

(7;7j7m7n7a/7b7c7d7€7 f7g7h7 a/7m7l7k7j7 h77/->'

Ejercicio 120 ;Es posible disponer todas las fichas de un domind de manera
que estén todas encajadas? Indicacion: utilizar un multigrafo con 7 vértices
y verificar que es euleriano y conezo.

El siguiente resultado nos da una condicién para la existencia de un ca-
mino euleriano no cerrado:

Proposicion 5.7.5 Un grafo G = (V, E) con aristas no dirigidas tal que
todas sus aristas estdn en la misma componente conexa admite un camino
euleriano no_cerrado si y solo si contiene exactamente dos vértices de arado
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Demostracion. Supongamos que G = (V, E') admite un camino euleriano no
cerrado
a,Vv1,V9,...,Un—1, b

siendo a y b los extremos del camino. Sea w un nuevo vértice no perteneciente
aVyG = (V,E)donde V' =V U{w}y £ = EU{{w,a},{b,w}}. Es
evidente que G’ admite el circuito euleriano

w, a, Vi, V2, "'avn—hbaw

y, en consecuencia, todos los vértices de G’ son de grado par. Al eliminar las
aristas {w,a} y {b,w} y el vértice w de G’ para obtener G concluimos que
todos los vértices son de grado par salvo a y .

Reciprocamente, si todos los vértices de G = (V, E) salvo dos, a y b,
tienen grado par, construyendo el grafo G' = (V', E’) donde V' = V U {w}
y ' = EU {{w,a},{b,w}} con w un nuevo vértice no perteneciente a V,
obtendremos un grafo en el que todos los vértices son de grado par. Siendo

w, a, vy, Vg, "'Jvnfbbaw

un circuito euleriano,
a, V1,02, ..., Un—1, b

es un camino euleriano no cerrado que conecta a y b.

Ahora ya estamos en condiciones de demostrar que no es posible encontrar
un circuito que resuelva el problema de los puentes de Konigsberg, pues el
grafo que representa el problema tiene més de dos vértices de grado impar.

Ejercicio 121 Construir el grafo que representa la configuracion del proble-
ma de los puentes de Konisberg. Demostrar que dicho grafo no es euleriano
ni admite un camino euleriano.

Un problema andlogo al de saber si un grafo es euleriano, pero referido a
las aristas, es el que sigue.

Definicién 5.7.6 Se denomina camino hamiltoniano en un grafo con
aristas no orientadas G = (V, E) a cualquier camino simple que contenga
a todos los vértices de G pasando una sola vez por cada uno de ellos, pero
permitiendo que el vértice inicial de dicho camino sea igual al vértice final. St
el camino hamiltoniano es cerrado. a dicho camino se le denomina circuito
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Figura 5.27: Un grafo Euleriano

Definicion 5.7.7 Se dice que un grafo no dirigido G = (V, E) es hamil-
toniano si contiene un circuito hamiltoniano.

Los grafos hamiltonianos tienen su origen en el siguiente juego propuesto
por Hamilton: encontrar un circuito que, pasando por todos los vértices del
dodecaedro (a través de las aristas), termine en el de vértice de partida sin
pasar dos veces por el mismo vértice (salvo el de partida).

Pese a la aparente similitud con la definicién de los grafos eulerianos (en
un caso el énfasis del estudio estd puesto en los vértices y en el otro en las
aristas) encontrar un circuito hamiltoniano en un grafo puede no ser tarea
facil pues no se conoce una caracterizacion de los grafos hamiltonianos.

Veamos algunos resultados sencillos relacionados con los grafos hamilto-
nianos (alguno de ellos sin demostracion).

Teorema 5.7.8 FEl cubo ), es hamiltoniano para cada n > 2.

Demostracion. Razonamos por inducciéon sobre n.

Base de induccién: ), es hamiltoniano ((0,0), (0,1),(1,1),(1,0),(0,0)
es un ciclo hamiltoniano de ()s).

Paso de_induccién: Supongamos que )., es hamiltoniano e identifica-
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un circuito hamiltoniano. Eliminando la misma arista en cada uno de los
circuitos hamiltonianos de las dos copias de (), y cerrando el grafo obteni-
do anadiendo las aristas que conectan los extremos de los caminos simples
resultantes se obtiene un circuito hamiltoniano de @), 1.

Los circuitos de hamilton tienen aplicacién al denominado problema de
los codigos de Gray, consistente en determinar si hay una ordenacién de las
palabras de n bits, de manera que situando una palabra en cada una de
las secciones circulares (quesitos) en los que hemos dividido un circulo, dos
secciones contiguas difieran en un tnico bit.

Veamos como se pueden construir codigos de Gray a partir de circuitos
hamiltonianos en @),,.

Consideremos los vértices de @Q,, (i.e. las palabras de n bits) segin indi-
camos en su construccion (i.e., de forma que dos vértices adyacentes difieran
en un unico bit). Cualquier circuito hamiltoniano sobre el cubo @,, da lugar
a un coédigo de Gray. Por ejemplo, el siguiente camino hamiltoniano de Q)3
da lugar a un codigo de Gray (para ello, es suficiente representarlo de forma
circular segtin se ha indicado):

(0,0,0),(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1),
(1,0,1),(0,0,1),(0,1,1),(0,1,0),(0,0,0).

Ejemplo 5.7.9 FEl grafo de la figura 5.28 es hamiltoniano. Se muestra un
circuito hamiltoniano.

Como se comentd, no siempre es sencillo determinar si un grafo simple y
conexo dado es hamiltoniano pues, para ello, el inico criterio que tenemos a
priori es nuestra habilidad para encontrar o no un circuito hamiltoniano en
el grafo dado. La siguiente proposiciéon nos aporta un resultado que permite
concluir que ciertos grafos no son hamiltonianos.

Proposicién 5.7.10 Sea G = (V, E) un grafo simple conezo tal que |V| >
3. Si G es hamiltoniano, entonces para cada subconjunto U C V el grafo
obtenido al eliminar de V' los vértices de U y las aristas incidentes con dichos
vértices tiene a lo sumo |U| componentes conezxas.

Demostracion. Si el grafo G es hamiltoniano, entonces contiene un circuito
hamiltoniano
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Figura 5.28:

Sea H el grafo formado por los vértices y aristas del circuito anterior, y sea
U C V. (Obsérvese que los vértices de H son los mismos que los del grafo
original G). Sea k el numero de componentes conexas del grafo (V — U, E’)
donde E’ es el subconjunto de aristas de GG caracterizado por el hecho de que
sus extremos pertenecen a V' — U, y sea k' el niimero de componentes conexas
del subgrafo de H obtenido al eliminar de H los vértices pertenecientes a U
junto con las aristas incidentes con ellos. Evidentemente, £ < k’. Puesto
que el grafo H se puede representar como en la figura 5.29, es obvio que al
eliminar un punto (y las aristas incidentes con él) el nuevo grafo asi obtenido
es conexo (es decir, tiene una unica componente conexa), al eliminar dos
puntos (y las aristas incidentes con ellos) el nuevo grafo asi obtenido tiene
como mucho dos componentes conexas y asi sucesivamente. En general si
quitamos p vértices (junto con sus aristas incidentes) obtenemos un grafo
con, a lo sumo, p componentes conexas. Por consiguiente k < k' < p = |U].

El resultado anterior nos aporta una nueva herramienta con la que pode-
mos demostrar que algunos grafos no son hamiltonianos.

Ejemplo 5.7.11 Si al grafo G de la figura 5.30 le quitamos el 1unico vértice
de qrado 5_que tiene u sus aristas incidentes. el qrafo resultante tiene 3
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v1
Vn-1

V2

Figura 5.29:

Ejercicio 122 Determinar si el grafo H de la figura 5.30 es Hamiltoniano.

5.8 Grafos etiquetados y algoritmo de Dijkstra

Puede ser interesante, por ejemplo cuando un grafo representa una red de co-
municaciones, anadir alguna informacién a las aristas, que mida por ejemplo
dificultades orograficas, longitudes de caminos, resistencias de materiales...
En este sentido es de utilidad la siguiente definicion.

Definicion 5.8.1 Un grafo etiquetado es una 3-tupla (V, E,d), en la que
(V, E) es un grafo simple y d es una funcion

d: FE—R.

A la imagen de una arista mediante d se le denomina etiqueta o peso de
la arista. (Ver como ejemplo la figura 5.31)

El siguiente algoritmo. conocido como algoritmo de Dijkstra. resuelve el
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Figura 5.30:
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Figura 5.31:

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagcna

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



5.8. GRAFOS ETIQUETADOS Y ALGORITMO DE DIJKSTRA 265

Problema. Dados un grafo etiquetado y dos vértices u y v, determinar un
camino entre u y v tal que la suma de las etiquetas de las aristas que lo
componen sea minima. A dicha suma se le denomina longitud del camino en
el grafo etiquetado

Nota: En el algoritmo siguiente se entiende que:

i) 0o es mayor que cualquier nimero real,

ii) G es un grafo etiquetado conexo,

iii) para cada par de vértices no adyacentes x,y se tiene que d({x,y}) =
00.

Algoritmo de Dijkstra.
Entrada: G = (V,E,d), u,v € V

L(u) :=0

L(z) := oo para cada = # u

T:=1

while v ¢ T’
x := a siendo a un vértice que no esté en 7' con L(a) minimo
T:=TU{z}
foryé¢ T

if L(z) + d({z,y}) < L(y) then
L(y) = L(z) + d({z, y}),
fly) =z
Salida: L(v) es la longitud del camino minimo.
(v, f(v), f(f(v)),...,u) es el camino minimo de v a w.

Ejemplo 5.8.2 Buscamos por este algoritmo el camino minimo entre a y d
en el grafo etiquetado de la figura 5.51.

Comienza el algoritmo asignando L(a) = 0 y L(x) = oo para el resto de
vértices. De este modo:
T = {a}.

Ahora se cumple que:
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Con lo que los tinicos valores para los que L cambia son:

Y ademés:

Ahora el valor minimo de L lo tiene el vértice by b ¢ T, con lo que
T ={a,b}.
Ahora se cumple que:
Lb)+3=5<L(c)=00  L(a)+1=3< L(i) = oc.

Con lo que los tnicos valores para los que L cambia son:

Y ademas:
fle) = f(i) =0.
Ahora el valor minimo de L lo tiene el vértice 7 con lo que
T ={a,b,i}.
Ahora se cumple que:

L) +3=6<L(d) =00 L(i)+2=5< L(f) = oc.

Con lo que los tnicos valores para los que L cambia son:

Y ademaés:

f(d) = f(f) =i.
Ahora el valor minimo de L lo tienen los vértices ¢, f y h con lo que elijo
uno de ellos, por ejemplo el f, de modo que:
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Ahora se cumple que:
L(f)+1=6< L(e) =0 L(f)+3=8< L(g) = .

Con lo que los tnicos valores para los que L cambia son:

Y ademas:
fle)=f(g) = .

Ahora el valor minimo de L lo tienen los vértices ¢, y h con lo que elijo uno
de ellos, por ejemplo el ¢, de modo que:

T ={a,b,i, f,c}.

No se cumple nunca la condicién para que haya cambios. El valor minimo
de L lo tiene entonces el vértice h con lo que:

T ={a,b,i, f,c,h}.

Tampoco ahora se cumple nunca la condiciéon para que haya cambios. Ahora
el valor minimo de L lo tienen los vértices d, e con lo que elijo uno de ellos,
por ejemplo el d (asi el algoritmo terminara en el paso siguiente), de modo
que:

T ={a,b,i, f,c,h,d}.

Tampoco ahora se cumple nunca la condicién para que haya cambios.

De esta manera el camino més corto entre a y d tiene longitud 6 y es:
(d, f(d) =1, f(i) =, f(b) = a).

Ejercicio 123 Utilizar el algoritmo de Dijkstra para encontrar el camino
minimo entre los vértices a y e del grafo etiquetado de la figura 5.28. Hallar
también el camino mds corto entre los vértices g y c.

Los caminos minimos son muy fttiles en redes de comunicacion o redes
de transporte para optimizar la manera de enviar informacion o carga entre
dos puntos conectados por una red. Los pesos pueden representar distancias
o pueden recoger otro tipo de informacién: tiempo. coste. dificultad orogré-
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Figura 5.32:

5.9 Arboles

Especialmente 1til en lo que a aplicaciones informaticas se refiere es un cierto
tipo de grafo simple, llamado arbol, que se emplea, entre otras cosas, para
construir algoritmos eficientes destinados a localizar items en una lista, para
construir redes de ordenadores con el minimo coste, para construir c6digos
eficientes destinados a almacenar y transmitir datos, para analizar algoritmos
de ordenacion...

Definicién 5.9.1 Un arbol es un grafo no dirigido, conexo y sin circuitos
simples.

Observacion 5.9.2 Como un drbol no tiene circuitos simples, tampoco pue-
de tener aristas multiples o lazos, por lo que cualquier drbol es un grafo sim-
ple.

Ejemplo 5.9.3 Los grafos de la figura 5.29 son drboles.
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Proposicién 5.9.4 Sea G = (V, E) un grafo simple. G es un drbol si y
solamente si para cada par de vértices u,v € V existe un unico camino simple
que une u con v.

Demostracion. Si GG es un arbol entonces es conexo, por lo que existe un
camino simple que une u con v. Supongamos que existieran dos caminos
simples distintos entre u y v, digamos C; = (ug = u, ..., u, = v)y Co = (vg =
Uy ooy Uy, = v). Como Cy # Cy existe ¢ € {1,...,n} minimo tal que u; # v;.
Pero como C] y (5 terminan en v existen j; > ¢ y jo > ¢ minimos tales que
uj, = vj,. Por tanto se forma un circuito simple

(ui,l, Uiy Uit1y - Ujy = Vjyy Vjg—1+-05, Vj—1 = Uifl)

y tenemos una contradiccion.

Si para cada par de vértices v y v hay un camino que los une, entonces G
es conexo por definiciéon de conexién. Si GG contuviera un circuito simple C,
tomando un par de vértices del circuito u y v, existen dos caminos simples
distintos que los unen, en contradiccién con la hip6tesis. Esto demuestra la
otra implicacion.

En muchas aplicaciones de los arboles se suele escoger un vértice particular
al que se denomina raiz. Asi pues:

Definicion 5.9.5 Un arbol con raiz es un par (T,r) donde T es un drbol
y v un vértice distinguido de T llamado raiz al que se suele colocar en la
representacion grdfica en la parte superior, como en la figura 5.30.

Observacion 5.9.6 Cabe observar que un drbol puede dar lugar a varios dr-
boles con raiz, dependiendo del vértice al que se distinga del resto como raiz.
La eleccion de una raiz lleva aparejada la trasformacion del drbol conside-
rado en un drbol con aristas dirigidas, en el que la direccion de las aristas
incidentes con la raiz es la que parte de la raiz hacia los vértices unidos a €l
y a partir de estos sucesivamente hacia el resto de los vértices del drbol.

Los arboles con raiz llevan asociada una terminologia de origen botanico
y genealdgico: dado un arbol con raiz 7T si v es un vértice de T distinto de
la raiz. el padre de v _es el {inico vértice u de T" tal que hav una arista de
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Figura 5.33:

antecesores de un vértice son los vértices que nos encontramos en el inico
camino que une dicho vértice con la raiz. Los descendientes de un vértice
v son todos aquellos vértices de los que v es antecesor.

Definicion 5.9.7 Dado un drbol con raiz (G,r) se denominan hojas a los
vértices de G distintos de r que tienen grado 1.

Es facil darse cuenta de que las hojas de un arbol dirigido son los vértices
que no tienen descendientes. A los vértices distintos de la raiz que no son
hojas de un arbol con raiz se les denomina vértices internos.

Definicion 5.9.8 Se denomina nivel (o profundidad) de un vértice en un
drbol con raiz a la longitud del camino que une la raiz con dicho vértice. La
altura de un drbol con raiz es el mayor de los niveles de sus vértices (i.e.,
la longitud del camino mds largo posible entre la raiz y un vértice del drbol).

Definicion 5.9.9 Sia es un vértice de un drbol con raiz (T, ), el subarbol
de T que tiene a a como raiz es el subgrafo del drbol formado por el vértice a,
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Definicién 5.9.10 Se dice que un drbol con raiz es m-ario si todos los vér-
tices tienen a lo sumo m hijos. Si todos los vértices internos (es decir, todos
salvo las hojas) de un drbol m—ario con raiz tienen exactamente m hijos, se
dice que el drbol es un drbol m-ario completo. A los drboles 2-arios se les
denomina arboles binarios.

Ahora estamos en condiciones de establecer la siguiente propiedad:
Proposicion 5.9.11 Un drbol con n vértices tiene n-1 aristas.

Demostracion. Sea T'= (V, E). Elijamos un vértice r como raiz del arbol T
A continuacién consideramos la funciéon que asigna a cada arista su vértice
final, considerando la direccién determinada por la eleccion de la raiz. Evi-
dentemente, esta funcion es una funcioén biyectiva entre 'y V — {r}, y en
consecuencia si |V| = n, necesariamente |E| =n — 1.

Proposicién 5.9.12 En un drbol m-ario de altura h hay a lo sumo m"

hojas.

Demostracion. Razonamos por induccién completa sobre la altura.

Base de induccidén: Si T es un arbol cuya altura es 1, entonces I’ consta
de una raiz y no méas de m hijos, cada uno de los cuales es una hoja. Por
consiguiente no hay mas que m! = m hojas en un arbol m—ario de altura 1.

Paso de induccién: Supongamos que el resultado es valido para todos
los arboles m—arios de altura menor que h. Sea T un arbol de altura h.
Si borramos las aristas que parten de la raiz hacia la primera generacion,
construimos una serie de arboles (como méaximo m ya que 7' es m-ario) de
altura estrictamente menor que h. Por hipotesis de inducciéon cada uno de
estos arboles tiene como maximo m”"~! hojas. Como hay como méximo m
de estos arboles, el nimero de hojas de 7" es menor o igual que

m(m"t) = m",

como queriamos demostrar.

Corolario 5.9.13 Si un drbol m-ario de altura h tiene | hojas, entonces

h >log,,(1).

Demostracién. De la_proposicion anterior se sigue que [ < m” v. en conse-
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5.9.1 Arboles de busqueda binarios

Uno de los problemas en los que se pueden utilizar arboles para encontrar una
solucién esta relacionado con la siguiente pregunta: ;Coémo deberia almace-
narse un conjunto de datos para ser facilmente localizados? Localizar datos
es una de las tareas més importantes que se realizan en el &mbito de las cien-
cias de la computacion (buscadores en la red, gestore sde bases de datos...).
El primer objetivo es establecer un algoritmo de biisqueda que encuentre los
datos eficientemente cuando éstos estan totalmente ordenados. Esta tarea se
puede realizar utilizando el algoritmo de buisqueda binaria. Pero si ademéas
queremos que la propia estructura de datos recuerde informacion del algorit-
mo podemos usar un arbol de basqueda binaria, que es un arbol binario
en el que vértice tiene dos hijos, uno el derecho y otro el izquierdo, distin-
guiéndose entre ambos cuél es cudl, y en el que cada vértice lleva asociada
una etiqueta, que es uno de los datos.

La etiqueta (el dato) asociado a cada vértice es mayor (en el orden con-
siderado) que las etiquetas de sus descendientes hacia la izquierda, y menor
que las etiquetas de sus descendientes hacia la derecha.

El siguiente procedimiento recursivo se utiliza para formar un arbol de
bisqueda binaria para una lista de datos. Se comienza con un &rbol que
contiene un tnico vértice, la raiz. El primer dato en la lista se asocia a dicho
vértice. Para anadir un nuevo dato, primero comparamos dicho dato con las
etiquetas de los vértices que ya estan situados en el arbol, comenzando por la
raiz y moviéndonos para realizar la siguiente comparacion hacia la izquierda
si el dato es menor que el dato con el que hemos realizado la comparacion,
y hacia la derecha si es mayor. Cuando el dato es menor que el del vértice
con el que acabamos de compararle, y dicho vértice no tiene hijo izquierdo,
entonces anadimos al arbol un nuevo vértice como hijo izquierdo de dicho
dato. Analogamente, cuando el dato es mayor que el del vértice con el que
acabamos de compararle, y dicho vértice no tiene hijo derecho, anadiremos al
arbol un nuevo vértice como hijo derecho de dicho dato. Puede ser interesante
finalmente hacer una operaciéon de equilibrar, esto es, elegri una nueva raiz
en el 4rbol para que todas las ramas tengan una longitud similar.

Ejercicio 124 Utilizando el orden alfabético, construir un drbol de biusqueda
binaria para las palabras Mdstoles, Alcorcon, Vicdlvaro, Pozuelo, Majadahon-

da, Pinto, Valdemoro, Madrid, Alcobendas, Boadilla del Monte, Las Rozas.
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localizacion de los datos asi estructurados dentro del arbol. Para saber si
cierto dato es la etiqueta o no de un vértice de un arbol de bisqueda binaria,
intentaremos anadir dicho dato al arbol. Obrando de ese modo localizaremos
el dato si forma parte de la lista, o afiadiremos un nuevo vértice si el dato no
forma parte de la lista.

Ejercicio 125 ;Cudl es el nimero mdrimo de comparaciones que hay que
realizar en un drbol de busqueda binaria de altura h para determinar si un
dato concreto es la etiqueta de uno de sus vértices? Construir un algoritmo
que tenga como entrada un drbol de busqueda binaria, su raiz, y un dato, y
que determine st dicho dato es la etiqueta de uno de los vértices del drbol.
Estudiar su complejidad.

5.9.2 Arboles de decisién

Los arboles con raiz también se utilizan para modelizar problemas en los que
una cadena de decisiones conduce a una solucién. Un arbol con raiz en el
que cada vértice interno corresponde a una decisién, con un subarbol colgan-
do de él por cada una de las posibles alternativas (o salidas diferentes) se
denomina arbol de decision. Las posibles maneras de resolver el problema
corresponden a los caminos que van desde las hojas hasta la raiz, puesto
que cada hoja es una de las difeentes soluciones del problema. Veamos un
ejemplo de aplicacion de los arboles de decision.

Ejemplo 5.9.14 Supongamos que tenemos 8 monedas aparentemente igua-
les, pero tales que una de ellas pesa un poco menos que las otras 7. ;Cudl es
el menor nimero de veces que hay que utilizar una balanza para determinar la
moneda que pesa menos? FEstablecer un algoritmo que nos permita localizar
dicha moneda.

Solucion: Hay tres posibilidades para cada pesada que realizamos con
la balanza. Que el peso sea el mismo, que las monedas de la bandeja de la
wzquierda pesen mds o que pesen mds las de la bandeja derecha. Por consi-
guiente, el drbol de decision es ternario (3-ario). Hay al menos 8 hojas en el
drbol de decision, puesto que hay 8 posibles salidas, y cada posible salida debe
estar representada por al menos una hoja. El nimero de pesadas necesario
para determinar la moneda que pesa menos es la altura del drbol de decision.
El resultado que recoge_el ultimo corolario visto nos permite qarantizar que
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P23 1 456

Pesa menos| equilibrio |Pesa menod

T 0 2 4 5

Pesa menod| equilibrio |Pesa menod |Pesa menos| equilibrio | Pesa menog

5

7 L 8

Pesa menoy| equilibrio |Pesa menog

Imposible

Figura 5.34:

dos pesadas son necesarias. Realmente, con dos pesadas podemos determinar
la moneda que pesa menos, sequn se muestra en la figura 5.34.

Ejercicio 126 Supongamos que tenemos 4 monedas aparentemente iguales,
pero tales que una de ellas pesa diferente de las demds (un poco mds o un
poco menos). ;Cudl es el menor nimero de veces que hay que utilizar una
balanza para determinar la moneda que pesa menos? FEstablecer un algorit-
mo (mediante su drbol de decision asociado) que nos permita localizar dicha
moneda.

Como senalabamos en el capitulo 2 podemos hablar de complejidad in-
herente a un problema como el orden de complejidad del mejor algoritmo
que resuelve el problema. Los arboles de decision sirven para calcular esta
complejidad. Incidimos en que las cuestines sobre complejidad de problemas,
ademés de ser interesantes en si mismas, tienen importantes consecuencias
sobre la seguridad informaética, en el sentido de determinar si un sistema es
atacable o no y por quién.

Proposicidon 5.9.15 Cualquier algoritmo que resuelva el problema de orde-
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Demostracion. Sea el arbol de decision de cualquier algoritmo que resuelve
el problema. Es un arbol m-ario con al menos n! hojas pues cualquier po-
sible ordenacion de la lista debe ser una hoja de dicho arbol. El nimero de
operaciones que se realizan, partiendo de la raiz, hasta llegar a una solucion,
esto es, a una hoja, es la altura h del arbol. Por tanto h > log,,(n!). Es un
ejercicio de Bases de Matematicas demostrar, para terminar, que:

Ollogn(n!)) = O(ni(n)).
Sugerencia: demostrar que n! < n™y que n! > n™/2.

Y podemos construir un algoritmo de ordenacién, conocido en inglés como
merge-sort, que tiene esta complejidad de manera que el problema de ordenar
un lista resulta ser de complejidad O(nl(n)).

Teorema 5.9.16 El problema de ordenar una lista de longitud n tiene com-
plejidad O(nL(n)).

La demostraciéon de este teorema, en vistas de la proposicién anterior,
pasa por construir un algoritmo de ordenacién con esta complejidad. La idea
es la siguiente:

Idea. Partir sucesivamente la lista L que debe ordenarse en listas de lon-
gitud la mitad hasta llegar a listas con un solo elemento y finalmente mez-
clarlas como se senal6 en la correspondiente seccion del capitulo segundo.
Usaremos los algoritmos sobre listas alli construidos asi como los algorit-

mos primeramitad(L) y seqgundamitad(L) que dada la lista L = a4, ..., a,
construyen
primeramitad(L) = a1, ..., an/2
y
segundamitad(L) = ai4n/2; - . -, Gn.

Estos dos tltimos algoritmos los dejamos como ejercicio para el lector. Vamos
a usar para este algoritmo listas donde posiblemente sus elementos son, a su
vez, listas. Por ejemplo L = Ly, L, donde Ly =3,5,7y Lo, =5,7,9.

Algoritmo merge — sort(L)
Entrada: M =M,..... M,
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1:=1,7:=0
while longitud(L;) > 1
while ¢ < longitud(L;)
L0 = mezclar(L;;, Ljiv1)
vi=1+2
If longitud(L;) mod 2 = 1 then
W= mezczar(Lj+l,longitud(Lj+1)7 Lj,longitud(Lj))
Lj.y = Borrar(Lji1,longitud(L;1))
Ly :=Anadir(Ljq, W, longitud(Lj1q + 1))
ji=7+111:=1
Salida: Lj71

En efecto este algoritmo tiene complejidad O(nL(n)). Para llegar a cons-
truir listas unitarias a partir de una lista L de longitud n debemos hacer
del orden de logy(n) particiones, luego este es el nimero de veces que se
repite el bucle. Luego debemos mezclar las listas en cada caso, pero como
se puede observar facilmente el algoritmo mezclar(Li, Ly) necesita del or-
den de longitud(L,) + longitud(Ls) operaciones. De esta manera todas las
mezclas correspondientes a un momento fijado de la particiéon necesitaran
una cantidad lineal de operaciones. De este modo la complejidad total sera
O(nl(n)). El siguiente ejemplo explica convenientemente el funcionamiento
del algoritmo y el nimero de operaciones que efectia.

Ejemplo. Tomamos L =1,8,3,5,2,1,8,13,7. Apliquemos el algoritmo:

Primeramente se construye la lista Ly = 1,8,3,5,2,1,8,13,7 de longitud
9, cuyos elementos se denotan Ly ;.
Ahora i :=1, 7 :=0.
Como longitud(Ly) =9 > 1 entramos en el primer bucle.
Como 1 < 9 entonces entramos en el segundo bucle.
Ly 1 = mezclar(Loa, Lo2) = 1,8 (En este momento la primera
entrada de la lista L, es a su vez una lista)

1:=3<9
Lo = mezclar(Los, Loa) = 3,5
1:=5<9
L173 = mGZClCLT’(L()ﬁ, L(]’@) = 1, 2
1:=7<9

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



5.9. ARBOLES 277

1 :=9 =9 lo que nos saca del bucle
Como longitud(Lg) = 9 es impar entonces
W = mezclar(Ly 4, Loy) = 7,8,13
Ly :=(3,5),(1,2)
Ly :=(3,5),(1,2),(7,8,13), longitud(L,) = 3
jgi=11:=1
Como longitud(L;) = 3 > 1 entramos de nuevo en el primer bucle
Como 1 < 3 entonces entramos en el segundo bucle.
Loy = mezclar(Ly 1, L12) =1,2,3,5
1 := 3 = 3 lo que nos saca del bucle
Como longitud(L,) = 3 es impar entonces
W :=mezclar(Laq, L13) =1,2,3,5,7,8,13
vaciamos Lo
Ly:=(1,2,3,5,7,8,13), j :=1
longitud(Ls) = 1 lo que nos saca del bucle
Salida: 1,2,3,5,7,8,13

Ejercicio 127 Aplicar el algoritmo anterior a una lista de cinco elementos.

5.9.3 Arboles generadores

Los arboles tienen propiedades de minimalidad, en el sentido de que son los
grafos conexos con el menor nimero de aristas posibles. Modelan asi redes
de comunicaciones con un minimo nimero de conexiones entre nodos. Esto
justifica las siguientes definiciones.

Definicién 5.9.17 Un subgrafo generador de un grafo simple G es cual-
quier subgrafo de G que incluye todos los vértices de G (aunque no necesa-

riamente todas sus aristas).

Definicién 5.9.18 Un arbol generador (spanning tree) de un grafo simple
G es un subgrafo generador de G que es un drbol.

Observacion 5.9.19 Un grafo simple puede tener mds de un drbol gene-
rador (ver figura 5.33).

Los arboles generadores tienen su aplicaciéon en redes de comunicacion.
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Figura 5.35:

digamos V/, la red debe ser conexa para que cada par de nodos estén conec-
tados. De entre los grafos conexos cuyo conjunto de vértices es V', los que
tienen el minimo nimero de aristas son los arboles y son por esta propiedad,
minimales. Sin embargo, los rboles son muy poco resistentes a fallos porque,
en un arbol, el camino que une dos vértices es tinico. Asi el deterioro de una
comunicacién directa entre dos nodos desconecta algunos nodos entre si.

La siguiente proposicion caracteriza los grafos simples que tienen un arbol
generador.

Proposicion 5.9.20 Un grafo simple G tiene un drbol generador si y sola-
mente si G es conero.

Demostracion. Si G tiene un subgrafo 7" que es un arbol y contiene todos
sus vértices, entonces para cada par de vértices de G hay un camino en T, y
por tanto en (G, que los une. Esto muestra que GG es conexo.

Si G es conexo, la manera de construir un arbol generador consiste en
localizar un circuito en GG y quitar una arista. Esta operacién preserva la
conexion v hace desaparecer un ciclo. Iterando esta operacion desapareceran
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Hemos dado una manera de construir un arbol generador en el caso de
los grafos que los tienen. No obstante, la localizacién de circuitos en un grafo
no es una tarea sencilla. Por ello es conveniente, en lugar de emplear la
estrategia anterior, emplear una estrategia de tipo incremental: partiendo
de un vértice, ir anadiendo aristas junto con sus extremos sin que al anadir
una nueva arista aparezca un circuito en el nuevo grafo.

La construccién de un arbol generador mediante un tipo de estrategia
incremental puede hacerse bésicamente de dos formas distintas:

e Empleando un método de baasqueda en amplitud: consiste en reco-
rrer todos los vértices adyacentes a uno dado (elegido al azar) y anadir
al arbol en construccion tanto las aristas como los vértices recorridos.
Después repetir el proceso recorriendo los vértices adyacentes a los vér-
tices adyacentes al primero. Asi, repetir el proceso hasta que no queden
vértices por incorporar al arbol.

e Empleando un método de btisqueda en profundidad: consiste en
partir de un vértice y anadir uno de sus vértices adyacentes junto con
su arista. A continuacién, a partir de este nuevo vértice, anadir otro
adyacente a este ultimo junto con su arista. Asi sucesivamente has-
ta que todos los vértices del grafo original estén incluidos en el arbol
generador.

Debido a sus aplicaciones, los drboles generadores de los grafos etiqueta-
dos tienen un interés particular. Considérese el siguiente problema:

Problema. Una compania planea construir una red de comunicaciones que
conecte sus cinco centros de computacion. Cualquier par de estos centros
puede ser unido con un cable telefénico que tiene un coste diferente debido a
las caracteristicas de la conexiéon y a la topografia del terreno. La pregunta
es: ;cuales son las conexiones que hay que establecer para garantizar que
todos los centros estan conectados y que el coste de construccion de la red
es minimo? Si consideramos el grafo etiquetado en el que la etiqueta (o
peso) de cada arista es el coste de establecer la conexion entre los dos centros
(vértices) que une, el problema se resuelve encontrando un arbol generador
tal que la suma de las etiquetas de las aristas de dicho &rbol sea minima. A
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Definicién 5.9.21 Un arbol generador minimo en un grafo etiquetado
conexo es un drbol generador que satisface la propiedad de que la suma de
las etiquetas de sus aristas es la mds pequena posible.

Vamos a presentar dos algoritmos para construir arboles generadores mi-
nimos. Ambos algoritmos son de tipo incremental pues tratan de crear un
arbol generador anadiendo aristas y vértices. La estrategia opuesta consistiria
en, a partir del grafo dado, ir eliminando las aristas de mayor peso teniendo
cuidado de que dichas aristas no desconecten el grafo resultante. Ambos
algoritmos hacen una eleccién 6ptima en cada uno de sus pasos, aunque es
importante sefialar que optimizar cada etapa de un algoritmo no garantiza
que la solucién final obtenida sea la 6ptima. En este caso se puede demostrar
que ambos algoritmos producen soluciones globales 6ptimas.

En ambos algoritmos G es un grafo etiquetado conexo.

Algoritmo de Prim.
Entrada: G = (V,E),ueV
V(T) :={u}, E(T) =10
while V(T') #V
Afadir a E(T') una de las aristas de menor peso incidente con un
vértice de V(T') (y s6lo uno) y afiadir su extremo a V(7'
Salida: (V(T)), E(T))

Algoritmo de Kruskal

Entrada: G = (V,E), u e V.
V(T):=0,E(T):=10
while V(T) £V
Anadir a F(T) la arista de menor peso siempre que no forme

un circuito con las aristas de E(T') y anadir sus extremos a V(7).
Salida: (V(T'), E(T)).

Podemos observar que, mientras que en el algoritmo de Prim el grafo
T = (V(T),E(T)) es un arbol en todo momento de su construccion, en el
de Kruskal sélo podemos asegurar que 1o es cuando termina el algoritmo. va
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Ejercicio 128 Utilizar el algoritmo de Prim y el algoritmo de Kruskal para
disenar una red de comunicaciones de minimo coste que conecte todos los
ordenadores representados en el grafo de la figura 5.31.

5.10 Otros aspectos de la teoria de grafos

Hay muchos otros conceptos, problemas y herramientas interesante relacio-
nados con la teoria de grafos. En esta seccién presentaremos someramente
dos de ellos: la coloracién de grafos y el concepto de grafo plano.

Definicién 5.10.1 Sea G = (V, E) un grafo simple y C = {1,2,...m} un
conjunto de m colores. Una coloracidén con m colores del grafo G es una
funcion f:V — C tal que si u,v € V y {u,v} € E, entonces f(u) # f(v).

La coloracion de grafos tiene aplicacion, por ejemplo, a la confeccion de
horarios: supongamos que en una universidad se desea realizar un horario pa-
ra las distintas asignaturas optativas. Se debe tener cuidado de que aquéllas
que puedan interesar al mismo tipo de alumnos se programen de manera que
no coincidan sus horas. Para conocer el minimo ntimero de horas necesario
para cumplir todos los requisitos podemos construir el siguiente grafo: a cada
asignatura se le asigna un vértice, y dos vértices se unen por una arista si
interesan al mismo tipo de alumnos. El niimero minimo de colores necesarios
para colorear los vértices del grafo es el nimero de horas buscado.

De esta manera se puede asignar un ntimero croméatico a un grafo, el
minimo niimero de colores necesarios para su coloracion. El siguiente ejercicio
caracteriza los grafos con niimero cromatico 2.

Ejercicio 129 Demostrar que un grafo simple es bipartido si y sélo si admite
una coloracion con dos colores.

Ejercicio de ampliacién. Construir un algoritmo que permita determinar
si un grafo conexo es bipartido, obteniendo el conjunto V' de vértices como
la unién de dos conjuntos disjuntos V; y V5. Idea: tomar como entrada una
matriz de adyacencia A del grafo G = (V, E), donde si n es el orden de la
matriz., el conjunto V_de vértices es V = 1.....n con el orden natural. Partir
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a vértices del conjunto V] al conjunto V5 y reciprocamente, comprobando en
cada adicion si su interseccion es vacia.

Otro concepto interesante es el de grafo plano:

Definicion 5.10.2 Sea G = (V, E) un grafo. Se dice que G es plano si
admite una representacion grdfica en el plano de modo que las aristas unica-
mente se cortan en los vértices.

No es dificil comprobar que el grafo completo K es plano, aunque también
podemos representar K, de manera que sus aristas no sélo se corten en los
vértices. Se puede demostrar, aunque no es sencillo y se escapa a los objetivos
del curso, la siguiente caracterizacion de los grafos planos

Teorema 5.10.3 (de Kuratowski) Un grafo es plano si y solo si no contiene
ningun subgrafo que sea isomorfo a una particion de K5 o de K 3.

En particular, cualquier grafo que contenga a K5 o a K33 como subgrafos
no es un grafo plano.

Ejercicio 130 Determinar si son planos los siguientes grafos: Qs, Koo y
K2,3.

Obsérvese que saber si un grafo es o no plano tiene aplicaciones a la
electronica para saber si un circuito se puede construir sobre un panel o no,
evitando las intersecciones entre las conexiones.

Y hay un famoso teorema que relaciona ambos conceptos:

Teorema 5.10.4 (de los 4 colores) El niimero cromdtico de un grafo plano
es menor o igual que 4.

La historia de este teorema es bastante curiosa, pues a lo largo de la his-
toria han ido apareciendo demostraciones falsas v contraejemplos incorrectos
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5.11 Ejercicios

Ejercicio 131. Dibujar un grafo que represente las distintas aulas y depen-
dencias (hall, etc...) del edificio en que se imparte clase, poniendo una arista
entre cada par de dependencias que estén comunicadas.

Ejercicio 132. Dibuja los grafos K7, W5, K16, K44y Q.

Ejercicio 133. Hallar una matriz de adyacencia y una matriz de incidencia
de cada uno de los grafos del ejercicio anterior.

Ejercicio 134. Determinar si existe algin grafo simple con 7 vértices cuyos
grados sean 3,2,2,4,3,5,4. Determinar también si existe algtin grafo simple
con 5 vértices cuyos grados sean 3,2,2,4, 3.

Ejercicio 135. Hallar todos los subgrafos de K5 y de Ws.

Ejercicio 136. Hallar los valores de n para los que los siguientes grafos
admiten un circuito euleriano: K,,C, y W,

Ejercicio 137. Dibujar los digrafos con lazos cuyas matrices de adyacencia
son las siguientes:

022 2 1320 83%%}
201 1 301 2

: 130011
210 1 210 1 00101
2 110 0210 01110

Ejercicio 138. Disenar un algoritmo cuya entrada sea la matriz de adyacen-
cia de un grafo y que permita determinar el nimero de aristas de un grafo.
Estudiar su complejidad.

Ejercicio 139. Diseniar un algoritmo cuya entrada sea la matriz de adya-
cencia de un grafo y que permita determinar si el grafo es o no euleriano.
Estudiar su complejidad.

Ejercicio 140. Sea una red de 6 ordenadores numerados del 1 al 6 descrita
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010010
101001
010100
001010
100100
010000

Sea p = 0.1 la probabilidad de que un cable que une dos ordenadores
adyacentes se dane.

i) Cual es la probabilidad de que se estropeen al menos dos cables.

ii) Cual es la probabilidad de que un mensaje que parte del ordenador
numerado con un 1 no llegue al ordenador numerado con un 2, teniendo en
cuenta la informacién sobre la probabilidad de que se dane una conexion.

Ejercicio 141. Sea la siguiente matriz la matriz de adyacencias de un grafo
simple G = (V, A):

01 000O00O0O0
10110000
01 01000O0O0
01 10000O0O0
000O0O0OT1TQO0O®O0
00001010
000O0O0OT1TTO0T71
000O0O0OO0OT1O®O

i) Determinar el niumero de componentes conexas del grafo.

ii) Determinar si G es un arbol. Determinar si al anadir la arista {1,5}
el nuevo grafo (V; AU {{1,5}}) es un arbol.

iii) Determinar los grados de todos los vértices de G.

iv) Determinar si el grafo (V, AU {{1,5}}) es Euleriano.

5.12 Ejercicios resueltos

Ejercicio 109. Las ruedas que se piden se pueden representar como un
poligono cerrado de 3, 4, 5 y 6 lados respectivamente con un vértice adicional
en el interior v radios desde este vértice a cada uno de los vértices del poligono
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Ejercicio 110. Se puede representar como un cubo tridimensional.

Ejercicio 111. Escribimos K3 = ({1,2,3}, {{1,2},{2,3},{3,1}}). Si fuera
bipartido su conjunto de vértices V' se podria escribir como unién disjunta
de dos conjuntos no vacios, digamos V; y V5. Si fuera bipartido podemos
suponer, sin perdida de generalidad, que 1 € V. Necesariamente los vértices
2y 3, que son adyacentes con 1 deben estar en 5 lo que da una contradiccion
ya que son adyacentes.

Sea

Cs = ({1,2,3,4,5,6},{{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,6},{6,1}}).

Tomamos 1 € V; entonces 2,6 € V5. De este modo 3,1 € V;. Asi V] =
{1,3,5} y Vo = {2,4,6} cumplen las condiciones para que Cg sea bipartido.

Ejercicio 112. Basta tomar 2 rectas paralelas, sobre una de ellas marcar 2
puntos y sobre la otra marcar 5 puntos (respectivamente 3 y 4) y representar
todos los segmentos que unen una marca de una de las rectas con una marca
de la otra (ver K, 4 en la figura 5.42).

Como cada vértice de V; (|V4]| = n) ha de unirse con cada vértice de V;

(|Va] = m) el total de aristas es mn.

Ejercicio 113. Los grafos K, y W3 tienen la propiedad de que cualquier
vértice estd conectado con todos los demés. Tienen el méximo de aristas
posibles en un grafo de 4 vértices. Por tanto, son isomorfos.

El grafo K 5 tiene un vértice conectado con los otros 3 que estan desco-
nectados entre si. No puede ser isomorfo a los otros dos grafos.

Ejercicio 114. Basta escribir V' = {1,2,3} y V* = {1*,2*,3*} entonces:

Kss=(VUV*V x V)

H=({1,2,3,17,2",3"},{{1,2"},{2,2"}, {3, 1"}, {3, 2"}, {3, 3"} })

Y de igual manera escribir el conjunto de vértices de los grafos y aristas de
la figura, que son respectivamente:
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G' = ({a> b7 f}7 {{a’7 b}> {f7 b}7 {a7 f}})

De modo que G U G es el grafo representado:

GUG = ({a,bc.dse, f},{{a, b}, {c, b} {c,d} {d, e}, {a, e}, {f, 0}, {a, [}})

Ejercicio 115. El cubo ()3 tiene como vértices, digamos V3, las palabras
de tres bites. El cubo (o, V5, las palabras de dos bites. El cubo ), Vi,
las palabras de un bit. El producto ); x (), tiene como vértices el producto
V1 x Va, esto es, sus vértices son pares de la forma (a;, asas) donde ay, as, a3 €
{0,1}. El isomorfismo de grafos se establece de la siguiente manera: f: V] x
Vo — V3, de modo que f((aq,a0a3)) = ajasas. Y la relacion de adyacencia
en el producto se lee: (a1, aza3) y (b1, bebs) son adyacentes si y solamente si
o bien a; = by y asaz es adyacente con bybs en Q5 0 bien asas = bybs y a; es
adyacente con b; en (J;. Esto es equivalente a decir que existe un tnico valor
i € {1,2,3} de modo que a; # b;. Lo que garantiza que f es un isomorfismo
de grafos.

Ejercicio 116. Sea G = (V,E) y G’ = (V/,E') con |V| = n, |E| = m,
|[V'| =n’y |E'| = m'. Entonces, el conjunto de vértices de G x G' es V x V'
de modo que, por la regla del cardinal del producto cartesiano, el nimero
de vértices de G x G’ es nn'. Sea (v,v') un vértice del grafo producto. Por
definicion de producto de grafos se verifica que: gr((v,v")) = gr(v) + gr(v’)
donde gr(v) es el grado de v en G y gr(v’) es el grado de v’ en G’. De este
modo:
Swwyevsxv gr((v,v')) = n'Seeygr(v) + nEev gr(v').

Se concluye aplicando el Teorema 5.1.14.

Ejercicio 116. Los de la figura 5.9 son isomorfos ya que ambos se pueden
ver como la union de dos ciclos C5 que comparten 4 vértices.

Los de la figura 5.10 no son isomorfos, ya que el grafo G tiene exactamente
dos subgrafos isomorfos a Cy (uno interior y otro exterior) mientras que el
H contiene 3 subgrafos isomorfos a Cy (los dos del grafo G més el rombo a

la izquierda).
Ejercicio 117. K, :
(0 11 1\
1 011
A=111 04
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C4Z
01 01
1010
A= 01 01
1 010

W3: La rueda estd formada por el ciclo C3 y un vértice conectado con
todos los del ciclo. Sea v; dicho vértice y v, v3, v4 los del ciclo. Entonces

A=

— == O
— = O
— O = =
O~ —

K35 : un cierto conjunto de tres vértices (vi, vy y v3) estd conectado con
todos los elementos de un conjunto de dos vértices (vs4 y v5). Entonces

00011
00011
A=1]100 0 1 1
11100
11100

Ejercicio 118. Establezcamos para el primer grafo la siguiente ordenaciéon
de vértices: a,b,c,d,e. Entonces

01001

1 0100

A=]1 01 0 1 0

00101

1 0010

En el segundo grafo, ordenamos los vértices del siguiente modo: a,b,c,d,e,f.
Entonces

01 0011

1 01001

010100

001010

0 0 1 0 00
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Ejercicio 119. Hay:

1) n? + 1 asignaciones,

2) un bucle que se repite n — 1 veces en el que se hacen

- dos asignaciones,

- elevar una matriz a la potencia j, lo que equivale a multiplicarla por
si misma j veces. Multiplicar dos matrices n X n supone, por cada fila y
columna que se multiplican, n productos y n — 1 sumas; es decir, un total
de n?(2n — 1) operaciones. En conclusién, elevar la matriz a la potencia j
supone jn?(2n — 1) operaciones.

- una suma de dos matrices nxn, lo que supone n? sumas (de los elementos
de ambas matrices).

- la suma j + 1.

En total se realizan 3 + n® + Z;L;ll gn?(2n —1) € O(nd).

3) La verificacion de si los n? elementos de la matriz B son o no son cero.
Total: n? operaciones.

El algoritmo tiene por tanto complejidad quintica.

Ejercicio 120. Una ficha de dominé con dos valores (el 3 y el 5, por ejemplo)
se puede ver como una arista entre dos vértices (v3 y vs en el ejemplo).
Juntar dicha ficha con otra en una jugada de dominé (por ejemplo, con la
que tiene un 5 y un 1) equivale a considerar un camino en el grafo (por
ejemplo vz, vs,v1). Con este esquema, una serie de jugadas de dominé no es
mas que un camino en el grafo completo K;. Dicho grafo es conexo, tiene
7 vértices y el grado de cada vértice es 6 (excluyendo las fichas dobles, que
son lazos y no dan ningin problema), un nimero par. Podemos garantizar
entonces la existencia de al menos un circuito euleriano. En otras palabras,
tenemos garantizado que es posible encajar todas las piezas de domind.

Ejercicio 121. De los cuatro vértices del grafo que representaria a los puen-
tes, tres tienen grado tres y el otro tiene grado cinco. Por tanto, no puede
haber ni circuitos ni caminos eulerianos.

Ejercicio 122. Si al grafo H le quito los dos vértices de grado 4 que tiene
v sus aristas incidentes. nos quedan tres componentes conexas. Por tanto. el
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) 2 Mostoles
/
Alcorcén/g{ ;D Vicalvaro

Alcobendas O/ \ /

Majadahondeyb 4 Pozuelo
/

Madrid /K " &Pinto’e Valdemoro
/
/
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\\\
® Las Rozas

Figura 5.36: Ejercicio 124

Ejercicio 123. En el caso de los vértices a y e, tenemos (a partir de los
célculos en los apuntes) que la longitud minimade a a f es5yladeaades 6.
Por tanto, la longitud minima de a a g tiene que ser min{L(f)+1, L(d)+3} =
6.

En el caso de los vértices g y ¢ tenemos que implementar el algoritmo de
Dijkstra de nuevo.

Sea T'={g}. L(f) = L(g) +3 =3, L(h) = L(g) + 4 = 4. El minimo de
L ocurre para f. Por tanto,

T =A{g,f}. L(e) = L(f)+1=4, L(i) = L(f) +2 = 5. El minimo de L
ocurre para e y h. Por tanto,

T =A{g,f,e,h}. L(a)=L(h)+5=9,L3)=Lh)+4=8>5L(d) =
L(e) +3 = 7. El minimo de L ocurre para i. Por tanto,

T =g, f,eh,i}. L(d) =LH)+3=8>T7L0b) = L(i)+1=6. El
minimo de L ocurre para b. Por tanto,

T ={g, f,e h,ib}. Lla)=Lb)+2=8<9,L(c) = L) +3=09. El
minimo de L ocurre para d. Por tanto,

T ={g, f,e h,i,b,d}. L(c) = L(d)+5 =12 > 9. El minimo de L ocurre
para a y vale 8. El valor de L para el dltimo vértice que es c es 9.

Conclusion. El camino minimo entre g y c¢ tiene longitud 9 y recorre los
vértices ¢, f,1,b, c.

Ejercicio 124. Ver la figura 5.36.
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de vértices que se pueden recorrer en un camino simple de la raiz a una hoja.
Es decir, h + 1, siendo h la altura del arbol.

Sea h la altura del arbol. Los datos se pueden ordenar mediante una
relacion que denotamos por <.

Entrada: El arbol, su raiz y un dato.
Salida="El dato no es etiqueta de ningin vértice”
lectura=raiz
While -no llegamos a una hoja- and Salida="El dato no es etiqueta de
ningln vértice”
If lectura<dato then -nos movemos a la rama derecha del nivel
inferior-
If lectura>dato then -nos movemos a la rama izquierda del nivel
inferior-
If lectura=dato then Salida="el dato es etiqueta de un vértice”
Salida
En el peor de los casos, el dato no es una etiqueta en el drbol y el arbol
binario de altura h tiene n = 1 + 2 + 22 + ... + 2" = 2! — 1 datos. Para
localizar si un dato dado esté en el arbol debemos hacer h + 1 lecturas (el
camino mas largo que hay en el grafo tiene h + 1 vértices). Por tanto, el
niimero maximo de lecturas es log,(n + 1) € O(logn). En cada lectura,
hacemos una comparacion. La complejidad es, por tanto, logaritmica, esto
es, O(logn).

Ejercicio 126. Tomamos dos monedas y las ponemos en sendos platillos de
la balanza. Hay dos posibilidades: que pesen lo mismo o que no.

Si no pesan lo mismo, eso significa que una de las dos es la buscada.
Tomamos una de las monedas (la que esta a la derecha, por ejemplo) y una
de las que no hemos pesado (ninguna de las cuéles puede ser la buscada). Las
ponemos en sendos platillos. Si pesan lo mismo, eso significa que la moneda
que estaba en la primera pesada en el platillo izquierdo es la buscada. Si
pesan distinto es la que estaba en el platillo derecho la buscada.

Si en la primera pesada las monedas pesaban lo mismo, entonces tomo
una de ellas y una de las que no hemos pesado. Si pesan lo mismo, eso
significa que la moneda que no he pesado en ninguna de las dos pesadas es
la buscada._Si no pesan lo mismo. eso implica que la moneda que he pesado
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Figura 5.37: Ejercicio 128

En resumen, podemos localizar la moneda en dos pesadas. El arbol de
decision correspondiente es binario y tiene altura 2.

Ejercicio 127. Se deja al lector.

Ejercicio 128. Algoritmo de Prim. Partimos de a. V(T') = {a}, E(T) = 0.
Anadimos la aristade a a by V(T') = {a,b}. Anadimos iy V(T) = {a,b,i}.
Anadimos f y V(T) = {a,b,i, f}. Anadimos e y V(T) = {a,b,1, f,e}.
Anadimos ¢,g y dy V(T) = {a,b,i, f,e,c,g9,d}. Anadimos h y V(T) =
{a,b,i, f,e,c,g,d,h}.

Algoritmo de Kruskal. Colocamos las aristas de longitud 1: {b,i},{f,e}.
Colocamos las aristas de longitud 2: {i, f},{a,b}. Colocamos las aristas de
longitud 3 con cuidado de no formar circuitos: {e,d},{b,c},{f,g}. Final-
mente, colocamos una de las aristas de longitud 4: {g, h}.

Ejercicio 129. En primer lugar, si el grafo es bipartido, entonces el con-
junto de vértices se puede poner como unién disjunta de dos subconjuntos,
digamos V; y V5. Podemos entonces colorear con colores distintos cada uno
de los subconjuntos V; (i = 1,2). Con esta coloracién, dado que el grafo
es bipartido. no hav_nunca dos vértices del mismo color unidos. En sentido
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Figura 5.38: Ejercicio 130

los vértices del grafo en dos subconjuntos disjuntos: los vértices de un color
y los del otro. Los vértices de un color sélo entan enlazados con los del otro.
Es decir, el grafo es bipartido.

Ejercicio 130. Los tres grafos son planos como se puede ver en la figura
5.38.

Ejercicio 131. Se deja al lector.

Ejercicio 132. Ver figuras correspondientes.

Eiercicio 133. Cualquier matriz de advacencias de K- tiene el siguiente
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Cartagcna

Figura 5.39: Una representaciéon de K-

W5

Figura 5.40: Una representacion de W
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K1,6

Figura 5.41: Una representacion de K4

K4,4

Figura 5.42: Una representaciéon de Ky 4
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N

Q4

Figura 5.43: Una representacion de ),

0111111
1011111
1101111
11101171
1111011
1111101
1111110

El grado de cada uno de los 7 vértices es 6, por tanto la suma de los
grados es 42, de modo que K7 tiene 21 aristas. Si tomo los vértices numerados
{1,2,3,4,5,6,7} podemos escribir las aristas como:

{{1,2}, {1, 3}, {1,4}, {1,5},{1,6}, {1, 7},

{2,3},{2,4},{2,5},{2,6},{2, 7},

{3,4},{3,5},{3,6}, {3, 7}, {4,5}, {4,6}, {4, 7},
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Por tanto una matriz de incidencias que sigue este orden es:

1111111000O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O0O
100000011111 100O0O0O0O0°O00O0
060100001 00O0OO0O1111O0O0O0O0O0O0
coo1o00060010001000111O0¢0O0
coo0oo01006000101010O01O0O0110Q0
0000100O0OO0O1O0O0O01TO0O0O0T1IO0T1QO01
0o0000100O0OO0O1TO0OO0OO0O1O0O01O0T11

El grafo W5 tiene 6 vértices, digamos {1, 2, 3,4, 5,6} y las siguientes aris-
tas:

{{1,2},{2,3},{3,4}, {4,5}, {5, 1}, {1, 6},{2,6}, {3, 6}, {4, 6}, {5,6}}

Siguiendo este orden de vértices tenemos las siguientes matrices de adyacen-
cias e incidencias respectivamente:

01 0011
101001
01 0101
001011
100101
111110
1000110000
110000100 0O0
01 1000O01T0®O0
000110O0O0T1FO0
0001100O0O0QO01
0000O0O1T1T1T171

El grafo K 4 tiene 7 vértices, digamos, {1,2, 3,4, 5,6, 7} y tiene las aristas:

{{1,2}, {1, 3}, {1,4}, {1,5}, {1,6}, {1, 7}}
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su matriz de incidencias:

0111111
1000000
1000000
1000000
1000000
1 00 00O0O
1000000
111111
1 0000O0
010000
001000
000100
000010
000O0O0T1

El grafo K 4 tiene 8 vértices que pueden escribirse como {1,2,3,4,1’,2",3',4'}
y 16 aristas que pueden escribirse como: A x A’ donde A = {1,2,3,4} y
A ={1,2,3,4'}. Si ordenamos los vértices asi tenemos la siguiente matriz
de adyacencias:

000011171
000011171
00001111
000O01T1T1T71
11110000
11110000
11110000
11110000

Y si ordenamos las aristas en orden lexicografico su matriz de incidencias
sera:

1111000O0O00O0OO0OO0O0OO0@O
06000011 11000O0O0O0O0O0
0o 0000O0OO0OO0OI1T1TT1T1O0O0O0O0
00000O0OO0O0OO0O0OO0OO0OT1T1IT171
1000100010O0O0T1TO0O0¢O0
0601 000100O01O0O0O0T1TTO0®O
N0 100010001 000140
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El cubo (), tiene 16 aristas que corresponden a las palabras de 4 bites:
{0000, 0001, 0010, 0100, 1000, 0011, 0101, 1001,

1010, 1100,0110,0111,1011,1101,1110,1111}

Cada uno de los vértices tiene grado 4 por lo tanto la suma de todos los
grados da 64. Entonces ()4 tiene 32 aristas. La matriz de incidencias la
dejamos al lector. La matriz de adyacencias segtin este orden es:

06011110000O0O0O0O0O0O0®O
1000011100O0O0O0O0O00O0
10000100101 O0O0O0O00O0
1000001001 T1TO0O0O0O0QO0
100000011 T1O0O0O0O0O00O0
0601 10000O0O0OO0OO0OTI1IT1TO0QO0O®O0
060101000O0O0O0OO0O1O0OT1TO0O®O0
060100100O0O0O0OO0OO0O1T1QO0O0
060010100O0O0O0OO0OO0O1O0T1O0
60001100O00O0O0OO0OO0OT1T1®O0
060011000O00O0OO0OT1O0O0OT1®O0
0000O0O11O00O01O0O0O0O0°1
0000O0O1O01T1O0O0O0O0O0OTQO0T71
00000O0O1101O00O0O0O0°71
00000OO0O0OO0OT1TT1T1O0QO0O0O01
06000000O0OO0OO0OO0OO0OTI1IT1T1T1®O0

Ejercicio 134. El primero de los casos no es posible pues la suma de los
grados es 23 que es un niimero impar, en contradicciéon con el hecho de que la
suma de los grados de los vértices es 2 veces el nimero de aristas. El segundo
es posible, por ejemplo:

({a,b,¢,d, e}, {{a, 0}, {a, c}, {a, d}, {a, e}, {b, ¢}, {c, e}, {d, e}})
donde gr(a) =4, gr(b) =2, gr(c) =3, gr(d) =2y gr(e) = 3.

Ejercicio 135. El grafo K, = (V, E) tiene 7 vértices y 6 aristas:
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El grafo W3 = (V', E’) tiene 4 vértices y 6 aristas:

({1,2,3,4}, {{1,2},{2,3}, {3, 1}, {1,4}, {2,4}, {3,4}}).

En ambos casos se tienen como subgrafos los grafos cuyo conjunto de
aristas es vacio. Es decir, de la forma (A, () donde A es un subconjunto
cualquiera de V (respectivamente de V’). Hay 27 y 2* grafos de este tipo
respectivamente.

Si tomamos dos vértices, los nuevos grafos no seleccionados en el parrafo
anterior se construyen tomando el par de vértices y la arista que los une.
Entonces hay tantos como aristas, esto es, 6 en cada caso.

Si tomamos tres vértices y no son de los del primer parrafo entonces
pueden tener 1 6 dos aristas. Si tienen 2 aristas, estas necesariamente deben
tener un extremo en comin. Para construir un grafo con 3 vértices y una
arista se toma una arista, sus extremos y otro vértice cualquiera distinto de
sus extremos. En el primer caso hay 6*5=30 de estos grafos, en el segundo
12. Para construir un grafo con dos aristas y 3 vértices, hay que tomar dos
aristas que compartan un extremo y sus tres vértices. En el primer caso cada
par de aristas comparten el extremo 1’ por tanto hay (S) de estos grafos. En
el segundo caso, como cada vértice tiene grado 3 el ntimero de grafos de este
tipo que comparten un vértice fijado es 3. De este modo hay 12 grafos de
este tipo.

Si tomamos 4 vértices, en el segundo de los casos estamos tomando todos
los vértices, de modo que como conjunto de aristas se puede tomar cualquier
subconjunto del conjunto de sus aristas. Asi hay 2°—1 (el vacio ya lo hemos
considerado) grafos de este tipo.

Con cuatro vértices en el primero de los casos son del siguiente tipo. Si
no contienen al 1’ ya estan considerados pues el conjunto de aristas es vacio.
Si contienen al 1’, entonces podemos tomar una, dos o tres de las aristas que
contienen. Asi de este tipo hay 7 % (g) grafos de este tipo.

Del mismo modo para 5 vértices. Deben contener al 1’ y se pueden tomar
1,2,3 6 4 de las aristas que tienen. Hay entonces 15 % (2).

Con 6 vértices, deben contener al 1’ y hay que tomar de 1 a 5 de las
aristas que contienen, hay (25 — 1) * 6.

Con 7 vértices hay que considerar cualquier subconjunto del conjunto de
aristas (salvo el vacio que ya esta considerado). Entonces hay 2% — 1 grafos
de este tipo.
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euleriano si todos sus vértices estan en la misma componente conexa y los
grados de sus vértices son todos nimeros pares. En el caso del grafo completo
K, cada vértice tiene grado n — 1 entonces sera euleriano si y solamente si n
impar. En el caso del ciclo C), el grado de cada vértice es 2 por lo que siempre
admite un circuito euleriano. En el caso de W,, hay vértices de grado 3 por lo
que no admite un circuito euleriano en ningin caso. Noétese que todos estos
grafos son conexos.

Ejercicio 137. Basta escribir tantos puntos como filas (o columnas) tenga
la matriz numerandolos segin el lugar de su respectiva fila. Entre cada par
de puntos i y j se representan tantas aristas (segmentos que unen el punto
numerado con la i con el numerado con la j) como indique la matriz de
adyacencias A en su término A;;.

Ejercicio 138. Se considera la matriz como una lista con dos subindices.
Se usa el teorema por el que la suma de los grados de los vértices es 2 veces
el nimero de aristas. Como el grado de un vértice es el niimero de vértices
adyacentes con él, entonces el grado del vértice i-ésimo es la suma de los
elementos de la fila i-ésima de la matriz de adyacencias del grafo.

Entrada: aiq, ..., anp
S:=0
Fori:=1ton
Forj=1ton
S = S + CLZ']‘
Salida: S/2.

Si el tamafio de la entrada es n, el nimero de vértices del grafo, la com-
plejidad es cuadratica pues el bucle interior se repite n veces cada vez que ¢
toma un cierto valor.

Ejercicio 139. Primero hay que comprobar que todas las aristas del grafo
estdn en la misma componente conexa (ver practica de Maple). Una vez
hecho esto vamos computando los grados de cada vértice y viendo si es par

0 NO.
Entrada: aiq, ..., apnp
S =2

For i = 1 to n_ while Smod2 = (
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Forj=1ton
S =5+ a;
If Smod2 = 0 then R :=Es euleriano else R :=No es euleriano.
Salida: R.

Considerando n el tamano de la entrada y sin considerar el problema de
la conexion, el algoritmo es de complejidad cuadratica, pues hay dos bucles
anidados que se realizan n veces cada uno y en cada repeticion efectiian una
cantidad constante de operaciones.

Ejercicio 140. i) Se trata de una red con 6 ordenadores (vértices) y 6 cables
(aristas). La probabilidad de que se dane un cable es 0.1. Es entonces un
experimento de Bernoulli con probabilidad de éxito 0.1. La probabilidad de
obtener al menos dos éxitos es:

¥, <2) (0.1)%(0.9)%*.

ii) La unica manera de que la informacion no llegue ocurre cuando se dafian
a la vez el cable {1,2} y al menos uno de los cables del conjunto:

{15}, {5,4},{4,3}, {3, 2}}.

Por tanto, asi considerados, son sucesos independientes de probabilidades
respectivas 0.1 y

4 _
Yi, (k) (0.1)%(0.9)**.
El resultado pedido es el producto de ambas probabilidades.

Ejercicio 141. El grafo GG tiene dos componentes conexas, la que forman los
vértices {1, 2, 3,4} (y sus correspondientes aristas) y la que forman los vértices
restantes (y sus correspondientes aristas). De este modo no es conexo. No
puede ser un arbol. Si afiadimos la arista {1,5} el nuevo grafo es conexo,
pero contiene un ciclo (formado por los vértices 2, 3 y 4) por lo que sigue
sin ser un arbol. Tomando los vértices en el orden que indica la matriz, la
sucesion de sus grados no es otra cosa que la suma de los términos de cada
fila, asi: gr(l) =1, gr(2) = 3, gr(3) = 2, gr(4) = 2, gr(5) = 1, gr(6) = 2,
gr(7) = 2, gr(8) = 1. Al anadir la arista {1,5} el grado de los vértices 1
y 5 aumenta en una unidad. Pero, por ejemplo, el grado del vértice 8 sigue
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Capitulo 6

Relaciones y estructuras
inducidas

En este capitulo retomaremos, tras el conocimiento adquirido de la teoria de
grafos, el concepto de relacion, iniciado en el capitulo tercero. Como ya se-
nalamos alli, las relaciones de equivalencia y las relaciones de orden aparecen
en ambitos y ramas muy diferentes de las matematicas y son fundamentales
tanto para su desarrollo como en sus aplicaciones. La definicion de niimero
racional, la ordenacién usual que se establece en el conjunto de los nime-
ros naturales (donde cada conjunto tiene minimo) y en el conjunto de los
niumeros reales (donde cada conjunto acotado tiene supremo e infimo), la
aritmética modular... son conceptos fundamentales en los que esta involu-
crada la nocién de relacion. También las funciones son un caso especial de
relaciones y su estudio es la materia central del Anélisis Matemaético, de las
conexiones de las matemaéticas con la fisica... Por otro lado, las relaciones
también tienen su aplicacién en la informatica, por ejemplo en las bases de
datos relacionales y en problemas relativos a clasificacién.

Se pretende que al finalizar el capitulo el alumno:

e Conozca las propiedades de una relacién de equivalencia y de una re-
lacién de orden y sepa discernir si una relaciéon dada es o no de uno de
estos tipos.

e Sepa representar una relacion mediante un grafo dirigido y analizar
propiedades de la relacién mediante la matriz de advacencias del digrafo
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e Pueda calcular la clausura (reflexiva, simétrica) transitiva de una rela-
cion.

e Sea capaz de extender un orden parcial para convertirlo en un orden
total que contenga las relaciones del orden parcial.

e Conorzca las propiedades caracteristicas de un reticulo y un algebra de
Boole y sepa reconocer estas estructuras en algunos ejemplos significa-
tivos.

6.1 Compendio de definiciones y propiedades
basicas

Aunque son definiciones ya presentadas en secciones anteriores vamos a re-
cordar, en este primer parrafo, los conceptos que necesitamos.

Definicion 6.1.1 Sean A y B dos conjuntos, una relaciéon entre A y B
es un subconjunto R del producto cartesiano A x B. En el caso particular en
que A es igual a B hablaremos de una relacion en A.

Se dice que a € A esta relacionado con b € B (y se denota aRb) si
(a,b) € R.

Definicion 6.1.2 Sean A y B conjuntos y R C A X B una relacion entre
A y B, se define dominio de R al conjunto de elementos a € A tales que
eriste un elemento b € B y (a,b) € R.

Se define el rango de R al conjunto de elementos b € B para los que
eriste un elemento a € A de modo que (a,b) € R.

Ejemplos 6.1.3 i) Sea A un conjunto definimos la relacion identidad de
A como

Idy ={(z,y) e Ax A:x =y}

ii) Sean A y B conjuntos y R C A X B una relacion entre A y B, deno-
minamos relacién inversa de R, y la denotamos por R™!, a la relacion
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iii) Si A, B y C son conjuntos y R C Ax B y S C B xC son relaciones,
denominamos relacién compuesta de Ry S, y la denotamos por So R, a
la relacion entre A y C' definida como sigue

SoR={(z,z2) e AxC:3yeB: (z,y) € RN (y,z) € S}.

{(a,d), (c,e)}, resulta

Por ejemplo, si R = {(a,b), (a,c),(d,a)} y S
a) f = {(b,a), (c,a),(a,d)},

QQ?SOR: {(a>6)’<d’q)}7 RoS = {( }
S ={(d.a),(e;0)} y R ' oS~ ={(d,d), (e, a)

Ejercicio 142 Siendo A, B, C, y D conjuntos, y RC Ax B, SC B x(C
yT C C x D, comprobar que se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Rolds = R.

it) Idg o R = R.

ii) Id," = Id,.

iv) Ro(SoT) = (Ro5) o

v) (SoR)™' =R™! S‘l.

Definicién 6.1.4 Sea A un conjunto y R C A X A una relacion en A.

Se dice que R es reflexiva si (a,a) € R para cada a € A.
Se dice que R es simétrica si para cada (a,b) € R se tiene que (b,a) € R.
Se dice que R es antisimétrica si (a,b) € R y (b,a) € R implica que

a =b.
Se dice que R es transitiva si para cada (a,b) € R y (b,c) € R se tiene
que (a,c) € R.

Ejercicio 143 Sean A un conjunto y R C A X A una relacion en A, com-
probar que se satisfacen las siguientes propiedades:

i) R es reflexiva si y sdlo si Iday C R.

i) R es simétrica si y sdlo si R~' = R.

i11) R es antisimétrica si y sdlo si RN R~ C Idy.

i) R es transitiva si y soélo si Ro R C R.

Ejemplo 6.1.5 Dados dos conjuntos A y B, una aplicacion de A en B es
una relacion R C A x B tal que: el dominio de R es A y para cada elemento
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6.2 Relaciones de orden

Definicién 6.2.1 Sea A un conjunto y R C A x A una relacion en A. La
relacion R es una relaciéon de orden si verifica las propiedades reflexiva,
antisimétrica y transitiva. Dos elementos a,b € A se dicen comparables si
o bien (a,b) o bien (b,a) pertenece a R. En el caso particular en que todo
par de elementos a,b € A son comparables se dice que R es una relacion
de orden total. Si existen elementos a,b € A no comparables, entonces
diremos que es una relacién de orden parcial.

A un par (A, R) formado por un conjunto y una relacion de orden parcial
le llamaremos conjunto parcialmente ordenado. Si la relacion es de or-
den total diremos que el par (A, R) es un conjunto totalmente ordenado.

Observacion 6.2.2 Utilizaremos los simbolos < (¢ >) para denotar las re-
laciones de orden. Podemos observar que si R es una relacion de orden (a la
que denotamos por < ) entonces la relacion R™' (inversa de R) es también
una relacion de orden que denotaremos como >.

Ejemplos 6.2.3 i) Como ya senialamos en el capitulo tercero, los nimeros
naturales admiten una relacion de orden total que viene definida por: dados
a,b € N se dice que b > a si o bien b = a o bien existe un numero natural c
tal que b = a + c.

ii) También vimos que los niumeros enteros admiten una relacion de orden
total que es una extension natural de la relacion definida en los numeros
naturales: a < b si y solamente si b —a € NT U {0}.

iii) Los mimeros reales admiten una relacion de orden total definida por
la existencia de la semirrecta real positiva R, (un subconjunto de R con las
propiedades de que para cada a € R no nulo o bien a o bien —a pertenece a
R*; sia,b € Rt entoncesa+b € RT, abe RT y 0 ¢ R") de modo que a <b
si y solamente si b —a € RT U{0}.

6.3 Relaciones de equivalencia

Definicion 6.3.1 Sea A un conjunto y R C A X A una relacion en A.
La relacion R es una relacion de equivalencia si verifica las propiedades

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



6.3. RELACIONES DE EQUIVALENCIA 307

Ejemplos 6.3.2 i) Sea el conjunto F' = {r/s:r,s € Z s+# 0}. La relacion
que se define como r/s ~ u/v si y solamente si rv = su es una relacion de
equivalencia en F.

it) En el conjunto de los nimeros enteros hemos definido la relacion de
equivalencia modulo p: a = b mod p si y solamente st a — b es un multiplo de

p-

Observacion 6.3.3 Utilizaremos el simbolo ~ para representar una relacion
de equivalencia.

Definicion 6.3.4 Sea A un conjunto y ~ una relacion de equivalencia en
A. Para cada elemento a € A se define la clase de equivalencia de a, y
se denota por C(a) o por a, como el conjunto de todos aquellos elementos de
A que se relacionan con a:

a={beA:b~a}.

Ejercicio 144 Con la notacion de la definicion anterior demostrar que:

i) para cada a € A se tiene que a # 0);

ii) para cada a,b € A de modo que a ~ b se tiene que @ = b;
i) si @ # b entonces aNb = (;

i) A = Ugeaa.

Esto permite definir el siguiente concepto.

Definicion 6.3.5 Sean A un conjunto y ~ una relacion de equivalencia en
A. Se define el conjunto cociente de A por dicha relacion de equivalencia
como el conjunto de las clases de equivalencia:

Al ={a:ac A}

Ejemplos 6.3.6 i) Como ya vimos, la relacion de congruencia mddulo p es
una relacion de equivalencia en Z y el conjunto cociente es:

Z,=10,1,...,p—1}.

it) El conjunto cociente del conjunto F' del ejemplo iv) del pdrrafo anterior
por la relacion de equivalencia alli definida es el conjunto Q de los numeros
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XN
w-
IN

Figura 6.1: Tabla 1

Ejercicio 145 Determinar si las siguientes relaciones son de orden o de

equivalencia. En el caso de que sean de equivalencia, determinar el conjunto
cociente.

i) Sea As el conjunto de palabras de 5 letras hechas con el alfabeto espariol
(29 letras). Sea la relacion definida por comenzar por la misma letra, esto
es, dados dos elementos a,b € As, aRb si y solamente si ambas palabras
comienzan por la misma letra. ) Sea A = {a,b,c,d} y

R ={(a,a), (b,b),(c,¢),(d,d), (a,b),(a,c),(b,c)}.

iii) Sea Z — {0} y la relacion aRb si y solamente si el signo de a es igual
al signo de b.
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Vamos a centrarnos en relaciones definidas en conjuntos finitos. Ana-
lizaremos distintas formas de representarlas mediante tablas o grafos. De
ahora en adelante el conjunto A donde se define la relacién es siempre un
conjunto finito.

6.4 Representacion de relaciones

6.4.1 Mediante tablas

Una relaciéon R en un conjunto A es un subconjunto del producto cartesiano
A x A. Tomamos dos ejes coordenados donde en cada uno de ellos se estan
representando los elementos de A. La relacion R se representa mediante una
nube de puntos del plano coordenado. Esta nube de puntos permite verificar
de forma sencilla algunas de las propiedades de la relacion.

La relacion es reflexiva si y solamente si toda la diagonal o equivalente-
mente la relacion identidad

A={(a,a) :a€ A} =1Idy

esta contenida en la grafica.

La relaciéon es simétrica si la gréafica es simétrica con respecto a dicha
diagonal.

La relacion es antisimétrica si no existen pares de puntos de la grafica
simétricos con respecto a la diagonal y fuera de ella.

Ejemplos 6.4.1 i) Sea la relacion de orden usual sobre el conjunto Ny, es
decir,

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4), (3,3), (3,4), (4,4) }.

Su tabla es la representada en la Figura 6.1.
Y sobre ella se ve claramente que es reflexiva y antisimétrica.
it) Sea en el conjunto Ny la relacion siguiente:

S={(1,1),(1,2),(2,1),(1,4),(4,1),(2,3), (3,2), (3,3), (3,4), (4,3) }.

Su tabla es la representada en la Figura 6.2.
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6.4.2 Mediante grafos dirigidos

Una relacion también puede ser representada por un grafo dirigido que lla-
maremos grafo dirigido asociado a la relaciéon. Este multidigrafo que
representa la relacion puede tener lazos (elementos de la forma (a,a)) y, co-
mo maximo, contiene dos aristas que conectan dos vértices a y b (las aristas

(a,b) y (b,a)).

Definicién 6.4.2 Sea A un conjunto finito y R C A x A una relacion en

A, llamaremos grafo dirigido asociado a la relacioén al multidigrafo G =
(A, R).

Ejemplos 6.4.3 i) En el ejemplo i) anterior el grafo dirigido asociado es:
(Ny, {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3), (3,4), (4, 4)})-
ii) En el ejemplo i) el grafo dirigido asociado es:
(Ny, {(1,1),(1,2), (2, 1), (1,4), (4,1),(2,3),(3,2), (3,3), (3,4), (4,3)})-

Sobre el grafo la propiedad reflexiva consiste en la existencia de un lazo
sobre cada vértice.

La propiedad simétrica consiste en que cada par de vértices adyacentes
presentan dos aristas (una en cada sentido) que los conectan.

La propiedad antisimétrica consiste en que cada par de vértices adyacentes
distintos s6lo presentan una arista que los conecta.

La propiedad transitiva consiste en que cada dos vértices unidos por un
camino dirigido de longitud dos son necesariamente adyacentes.

En el ejemplo i) se ve que es reflexiva (un lazo sobre cada vértice) y antisi-
métrica (no hay dos vértices conectados por dos aristas).

En el ejemplo ii) se ve que es simétrica (dos aristas entre cada par de
vértices conectados) y no es reflexiva (por ejemplo el vértice 2 no es adyacente
con él mismo).

Ejercicio 146 Sean los siguientes conjuntos y relaciones definidas sobre e-
llos. Representarlas mediante tablas y grafos dirigidos y verificar qué propie-
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Figura 6.2: Tabla 2

i) Sea el conjunto Ny y la relacion R definida como aRb si y solamente
st a+ b es un maultiplo de 7.

i1) Sea el conjunto Nyg y la relacion de divisibilidad, es decir, aRb si y
solamente si a divide a b.

iii) Sea el conjunto A = {0, Ny, Ny, N3, Ny, N5} y la relacion en A dada
por aRb si y solamente si a C .

i) Sea el conjunto B = {a,b,d,c} y R = {(b,b), (¢,c), (d,d), (a,c),
(¢,d), (a,d)}.

6.4.3 Mediante matrices

Podemos representar las relaciones usando las matrices de adyacencias aso-
ciadas a los grafos dirigidos que las representan.

Definicion 6.4.4 Dada una relacion R en un conjunto A se define una ma-
triz asociada a la relacién M como una matriz de adyacencias del grafo
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Ejemplo 6.4.5 Sea en el conjunto N5 la relacion de orden < habitual. La
matriz de adyacencias del grafo dirigido, eligiendo el orden en los vértices
dado por 1,2,3,4,5 es una matriz triangular con la parte superior formada
por unos y la parte inferior por ceros:

S OO O
S OO = =

1
1
1
0
0

O =) = = =
—_ = = = =

Ejercicio 147 Computar las matrices de adyacencias de los grafos del ejer-
cicio 146.

Debemos recordar que la matriz de adyacencias M de un grafo dirigido
tiene un uno en la entrada (i,7) (m;; = 1) si y solamente si (v;,v;) € R, en
caso contrario tiene un 0.

De este modo, una relacion R sobre un conjunto A es reflexiva si y sola-
mente si la diagonal de la matriz asociada M esta formada por unos, esto es
m;; = 1 para cada i = 1, ..., |A].

La relacién es simétrica si y solamente si la matriz es simétrica, porque
entonces la equivalencia (v;,v;) € R si y solamente si (v;,v;) € R se puede
reescribir como m;; = 1 st y solamente si mj; = 1.

La relacion es antisimétrica si para cada ¢ # j tales que m;; = 1 se tiene
que mj; = 0.

Si la relacion es transitiva se verifica el siguiente teorema:

Teorema 6.4.6 Sea A un conjunto finito, R una relacion en A y M una
matriz de adyacencias del gm(fo dirigido asociado a la relacion. Llamemos
m;; a las entradas de M y mi?-) (el dos es un superindice, no un cuadrado)
a las entradas de M?. Entonces R es transitiva si y solamente si mg) # 0
implica m;; # 0.

. . . (@) .
Demostracion. Comprobemos primero que si m;;’ # 0 implica m;; # 0
entonces R_es transitiva. Para que R sea transitiva debe verificar que cada
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6.5. CLAUSURAS DE UNA RELACION 313

Sii = j o j =k no hay nada que comprobar. En caso contrario, existe
un camino de longitud dos entre v; y v por lo que mi,z) # 0. Por hipotesis
se tiene my, # 0, con lo que (v;,vx) € R, como queriamos demostrar.

Por otro lado (la implicacion en el otro sentido) si R es transitiva y
mg) # 0 entonces existe un camino de longitud 2 entre v; y v;. Por tanto
existird un vértice vy de modo que (v;,vy) € Ry (vx,v;) € R. Por la
transitividad de R se tiene que (v;,v;) € R, es decir m;; # 0, como queriamos
demostrar.

Esto quiere decir que para comprobar la transitividad de una relacién
basta ver que M? no tiene entradas no nulas nuevas con respecto a M.

Ejemplo 6.4.7 Sea el conjunto A = {a,b,c,d} y la relacion

R = {(aaa)a (b> b)v (aa b)> (b’ a)}

La relacion es transitiva porque M? = 2M.

Ejercicio 148 Comprobar si las relaciones del ejercicio 146 son transitivas
mediante esta caracterizacion de la transitividad.

6.5 Clausuras de una relacion

En esta secciéon presentaremos algoritmos para resolver el problema siguiente:

Problema: dada una relacion R en un conjunto A, encontrar la minima
relacion (en el sentido del subconjunto méas pequefio de A x A) que contiene
a R y que verifica una cierta propiedad, como, por ejemplo, la propiedad
reflexiva (o la simétrica o la transitiva).

Es un problema que presenta distintas aplicaciones, sobre todo la clausura
transitiva, por ejemplo en el campo de las comunicaciones.

Ejemplo 6.5.1 Tenemos una red de ordenadores numerados del 1 al 5 y
tenemos cables de comunicacion del 1 al 2, del 2 al 3, del 1 al 4 y del 2 al
5. Aunque el 1 y el 8 no estdin directamente comunicados entre si, se pueden
comunicar a partir del 2. Nos interesaria conocer los ordenadores que estdn
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De la teoria de grafos podemos extraer una solucién sin méas que pregun-
tarnos por las componentes conexas del grafo cuyos vértices son los ordena-
dores y sus aristas las comunicaciones directas.

En el contexto de las relaciones podemos definir una relacion en Ny de
modo que (a,b) € R siy solamente si el ordenador con niimero a estd conec-
tado directamente con el que tiene nimero b (0 a = b o hay un cable directo
entre a y b). Esta relacion es claramente reflexiva y simétrica por definicion.
El problema de encontrar todas las parejas de ordenadores conectados (di-
recta o indirectamente), es equivalente al computo de la clausura transitiva,
es decir, el minimo conjunto de parejas C' que contiene a R y que hace que
C' sea transitiva.

Definicién 6.5.2 Sea A un conjunto finito y R C A X A una relacion en A.
Se define la clausura transitiva (resp. simétrica, resp. reflexiva) al minimo
conjunto Cy C A x A (resp. Cs, resp. C,) tal que R C C; (resp. R C Cj,
resp. R C C,) y la relacion que define C; es transitiva (resp. simétrica, resp.
refleziva,).

El computo de la clausura reflexiva es simple. Se trata de unir a R el
conjunto A = {(a,a) : a € A} = Id,. Es decir,

C, =RUA.

La matriz del grafo asociado a C). es simplemente cambiar los ceros de la
diagonal de la matriz M de R por unos.

Ejemplo 6.5.3 Sea el conjunto Nyg y sobre él la relacion de menor estricto
<. FEsta relacion no es reflexiva porque no se verifica a < a. Se verifica que
la clausura reflexiva de la relacion < es la relacion <.

Ejercicio 149 Dadas las relaciones del ejercicio 146 que no son reflexivas
computar su clausura reflexiva.

La clausura simétrica de una relacién se computa uniendo a R el conjunto
R™' ={(b,a) : (a,b) € R}, es decir:
Cs=RUR™.
La matriz del grafo asociado a s se obtiene tomando la matriz del grafo

asociado a R, digamos M, sumando esta matriz con su traspuesta M, esto
es N = M + M" v construvendo una matriz que tenga un uno donde N tiene
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6.5. CLAUSURAS DE UNA RELACION 315

Ejemplo 6.5.4 Sea el conjunto Nqy y sobre €l la relacion de orden <. La
clausura simétrica de dicha relacion es Cy = Nyg x Nyg. En efecto, por
definicion Cy C Nyig X Nyg. Para demostrar el otro contenido, sea cualquier
elemento (a,b) € Nig x Nyg. Si a < b entonces (a,b) € R C Cs, en caso
contrario b < a y por tanto (b,a) € R lo que significa (a,b) € S C Cs, lo que
concluye la demostracion.

Ejercicio 150 Dadas las relaciones del ejercicio 146 que no son simétricas
computar su clausura simétrica.

Abordamos finalmente el computo de la clausura transitiva.

Lema 6.5.5 Sea A un conjunto, R una relacion sobre A y G el grafo diri-
gido asociado a la relacion. Sean a y b dos elementos de A tales que existe
un camino (a,vq), (v, v2), ...(Uy, b) en G que une a con b. Entonces (a,b)
pertenece a la clausura transitiva, Cy, de R.

Demostracion. Lo demostramos por induccién sobre la longitud del camino.
Si la longitud del camino que une a y b es uno entonces (a,b) € R C C,.
Si la longitud es dos, como (a,vy), (vy,b) € R entonces (a,b) € C;.
Si la longitud es m entonces, por hipétesis de induccion, (a,v,,—1) € Cy y
por tanto, como (v,,_1,b) € R, se tiene que (a,b) € C.

Segun este lema, la clasusura transitiva debe contener todos los pares
(a,b) de vértices tales que existe un camino que une a con b.

Lema 6.5.6 Sea A un conjunto y R una relacion en A de modo que el grafo
dirigido G asociado a la relacion verifica que si dos vértices a y b estdn unidos
por un camino entonces (a,b) € R. En estas condiciones la relacion R es
transitiva.

Demostracion. Si tenemos que (a,b), (b,¢) € R entonces a y ¢ estan unidos
por un camino de longitud 2 y por tanto (a,c) € R.

Los dos lemas previos muestran que la clausura transitiva de una relaciéon
R en un conjunto A es entonces el conjunto de pares (a,b) de modo que existe
un camino en el grafo asociado G que une a con b.

Recordamos ahora una observacién gue va comentamos en el capitulo
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Observacion 6.5.7 Sea G = (V, E) un grafo dirigido y a,b dos vértices de
G. Si existe un camino que une a con b entonces existe un camino de longitud
menor o igual que |V | que une a con b. Mds ain, si a # b y eziste un camino
que une a con b, se puede encontrar un camino de longitud menor o iqual
que |V| — 1.

Esta observaciéon permite construir un algoritmo para calcular la clausura
transitiva.
Algoritmo para calcular la clausura transitiva

Sea A un conjunto, R una relacion en A, G = (A, R) el grafo dirigido
asociado a R y M una de sus matrices de adyacencias. El siguiente algoritmo
computa la clausura transitiva de la relaciéon R.

Introduzcamos primero el siguiente algoritmo auxiliar:

Matriz de unos y ceros
Entrada: M (una matriz n x n)
Fori=1ton
Forj=1ton
If m;; # 0 then Matrizdeunosyceros;; := 1 else
Matrizdeunosyceros;; == 0
Salida: Matrizdeunosyceros (una matriz n x n).

Este algoritmo construye una matriz de unos y ceros a partir de una
matriz cualquiera. La matriz construida tiene un uno donde la inicial tenia
una entrada no nula y un cero donde tenia un cero. Con esto ya podemos
construir el siguiente algoritmo para calcular la clausura transitiva de una
relacion.

Entrada: M (una matriz n x n)
Fori=2ton

M = M + M’
Salida: C} := Matrizdeunosyceros(M).

Observemos que la complejidad de este algoritmo es cuartica. El produc-
to de dos matrices n x n necesita 2n® operaciones. En efecto al multiplicar
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y esto se hace n? veces. En nuestro algoritmo se efecttian n — 1 potencias de

M. Suponemos que nuestro sistema de calculo con matrices hace las poten-
cias como producto de dos matrices (la potencia anterior multiplicada por
M). Asi tenemos 2n*(n — 1) operaciones. La tltima linea de pseudocodigo
de nuestro algoritmo llama al algoritmo M atrizdeunosyceros que tiene com-
plejidad cuadratica. Podemos entonces concluir que el algoritmo es de orden

O(n%).

Ejercicio 151 Dadas las relaciones del ejercicio 146 que no son transitivas
computar su clausura transitiva.

Ejercicio 152 Entendiendo una matriz como una lista de nimeros con dos
subindices (el primero la fila y el sequndo la columna) escribir un algoritmo
que multiplica matrices de tamano n X n.

Terminamos esta seccion presentando otro algoritmo para computar la
clausura transitiva de una relacién conocido como Algoritmo de Warshall
que tiene complejidad cibica.

Algoritmo de Warshall para el computo de la clausura transitiva

Sea como siempre A un conjunto finito (JA| = n), R una relacién en
A, G = (A, R) el grafo dirigido asociado a R y M una de sus matrices de
adyacencias. Nuestro objetivo es calcular la matriz asociada a C}, que sabe-
mos c6mo es por el algoritmo anterior. Conviene senalar que M se obtiene
mediante una ordenacion de los vértices de G, es decir A = {vy, ..., v, }.

Recordemos esta definicién.

Definicién 6.5.8 Sea un camino (zo,x1), (1,22), ..., (Tn_1,x,) en un grafo
dirigido G. A los vértices x1,...,x,_1 se les llama vértices interiores del
camino.

Ya podemos describir el algoritmo de Warshall. Se trata de construir n+1
matrices n x n que llamaremos W, (k € {0,1,...,n}) de modo que Wy, = M
y W, sea la matriz de adyacencias de C; asociada a la ordenaciéon de A que
define M.

Llamamos w™ a las correspondientes entradas de W. La definicién de

ij
Wi es como sigue: u(A) = 1 si existe un camino que une v; con v; de modo que
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En el caso £ = 0 se interpreta como wg-)) = 1 si existe un camino sin
vértices interiores que une v; con v;, por tanto Wy = M.
En el caso k = n tenemos que wgf) = 1 si existe un camino que une v;
con v; (porque el conjunto de posibles vértices interiores es A). Por tanto se
tiene que W,, es la matriz de adyacencias buscada.

Ejemplo 6.5.9 Sea la relacion siguiente:
A = {a7b7cﬂd7e7f}

R ={(a,a),(a,b),(c,c),(c,d), (. f), ([, ), (f, ), (f; )}

Elegimos el orden para los vértices a,b,c,d, e, f y por tanto la matriz W,
tiene entradas no nulas (que valen 1) si hay un camino que une los respectivos
vértices cuyo unico posible vértice interior es a. Entonces:

=

I
_— o OO o
_ o O O O
[N eNat e N
OO O OO
_ o O O o O
—_ o O = O O

Para analizar la complejidad del algoritmo debemos aportar algun método
para construir las matrices Wj. La siguiente observacion obvia es la que
permite construir W), a partir de la matriz anterior W_;.

Observacion 6.5.10 Los caminos sin vértices interiores repetidos que unen
los vértices v; y v y cuyos vértices interiores pertenecen al conjunto {vy, ..., vy}
son de dos tipos:
0 bien caminos cuyos vértices interiores son del conjunto {vy,...,vk_1};
o bien caminos que tienen a v, como vértice interior, es decir, que se
pueden ver como la concatenacion de un camino C de v; a vy y un camino
Cy de vy, a vj, donde los vértices interiores de Cy y Cy pertenecen al conjunto

{'Ul, -~-7Uk71}-

Por tanto se tiene que
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Esto nos permite calcular la complejidad del algoritmo. Para construir
W, a partir de W;,_; hay que construir sus n? entradas. Para cada entrada,
usando la observacion anterior, hay que hacer (como méximo) 3 comparacio-
nes y una asignaciéon. Por tanto cada construccion de Wy es un algoritmo de
complejidad cuadrética (4n?). Como hay que hacer n construcciones de este
tipo, el algoritmo de Warshall tiene complejidad ctibica, es decir, del orden
O(n?). Por tanto mejora la complejidad del anterior algoritmo presentado.

Ejercicio 153 Dadas las relaciones del ejercicio 146 que no son transitivas
computar su clausura transitiva mediante el Algoritmo de Warshall.

6.6 Conjuntos parcialmente ordenados

Como senalamos en parrafos anteriores, un conjunto parcialmente ordenado
es un par (A, <) formado por un conjunto A y una relacién de orden parcial
<. Sea G el grafo dirigido asociado a la relacion <. Como dicha relaciéon <
es, por definicion, reflexiva, antisimétrica y transitiva, se puede simplificar
un poco la representacion de G. Es lo que se llama diagrama de Hasse de
un conjunto parcialmente ordenado (de un poset usando las siglas inglesas
de partially ordered set). Si la relacion de orden es total la construccion del
diagrama de Hasse tiene también sentido (aunque saldra siempre una recta
vertical).

En general, la expresion conjunto ordenado servird para referirnos a un
par (A, <) formado por un conjunto y una relacion de orden que puede ser
parcial o total.

6.6.1 Diagramas de Hasse

En las condiciones del parrafo anterior partimos de G.

Como sabemos que la relacion < es reflexiva podemos borrar todos los
lazos, ya que necesariamente a < a para cada a € A.

Como sabemos que la relaciéon < es transitiva podemos borrar las aristas
que son consecuencia de esta propiedad. Por ejemplo, sia < by b < ¢
necesariamente a < ¢, entonces los pares (a,b), (b,c) y (a,c) son aristas del
grafo y podemos borrar la arista (a, ¢).

Finalmente, en lugar de dirigir las aristas del grafo, elegimos una disposi-
cion vertical de manera que si un elemento a estd debajo de otro b v_ambos
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0 ¢
® 3
>
®

Figura 6.3: Diagrama de Hasse

Ejemplos 6.6.1 i) Sea A ={1,2,3,4} y el orden < habitual. Partimos del
grafo de la relacion. Borramos los lazos y las aristas que son consecuencia de
la propiedad transitiva, que son (1,3), (1,4) y (2,4). Por tanto el diagrama
de Hasse es una recta vertical y estd dibujado en la Figura 6.35.

ii) Sea el conjunto B = {a,b} y definimos la relacion C en el conjunto de
las partes de B, denotado P(B). Se puede comprobar que es una relacion de
orden parcial. El diagrama de Hasse asociado a la relacion queda dibujado
en la Figura 6.4.

Ejercicio 154 Dado el conjunto A = {a,b,c,d, e} y la relacion

R = {(a,a), (a,c), (C, 6)7 (C’ d), (b7 d)}

Dibujar el diagrama de Hasse de la relacion de orden que viene definida por
la clausura reflexiva y transitiva de R.

6.6.2 Elementos caracteristicos de un conjunto ordena-
do

En esta seccion presentaremos algunos elementos interesantes que aparecen
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{a,b}

{a} @ {b}

U

Figura 6.4: Diagrama de Hasse

Definicién 6.6.2 Se dice que un elemento o € A es un elemento mazximal
si se verifica que Vo € A (a <z = a = x).

Se dice que un elemento a € A es un elemento minimal si se verifica
queVr e A(z <a=x=aqa).

En los diagramas de Hasse los elementos maximales son aquellos que
son extremo superior de un camino ascendente que no se puede prolongar;
reciprocamente los elementos minimales son extremos inferiores de caminos
descendentes que no se pueden prolongar.

Ejemplo 6.6.3 En el ejemplo anterior i) el 1 es minimal y el 4 es mazimal.
En el ejemplo anterior ii) el vacio es un elemento minimal y el conjunto
B es un elemento mazximal.

Observacion 6.6.4 El conjunto de los elementos mazimales (resp. mini-
males) no es necesariamente unitario, como se puede ver en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 6.6.5 Un conjunto parcialmente ordenado ({1,2,3,4,5}, <) cuyo
diagrama de Hasse es el de la Figura 6.5 tiene dos elementos mazimales. 3
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30

5
2
10 4

Figura 6.5: Diagrama de Hasse

Definicién 6.6.6 Un elemento M € A es un maximo si a < M para cada
a € A.
Un elemento m € A es un minimo si m < a para cada a € A.

Ejemplo 6.6.7 En el ejemplo i) 1 es un minimo y 4 es un mdzimo.

En el ejemplo ii) el conjunto vacio es un minimo (ya que el vacio es
un subconjunto de cada conjunto) y el total B es un mdzimo (ya que cada
subconjunto de B estd, por definicion, contenido en B).

En el diagrama de Hasse el méaximo esta caracterizado por ser el extre-
mo superior de cada camino ascendente. Del mismo modo, el minimo esta
caracterizado por ser el extremo inferior de cada camino descendente.

Observacion 6.6.8 El mdximo y el minimo no necesariamente existen. Si
un congunto parcialmente ordenado tiene mdzimo (resp. minimo) entonces
es el inico elemento mazimal (resp. minimal). En efecto, si M es mdzimo y
M'" mazimal entonces, por ser M mdximo, M' < M. Y por ser M' mazimal
M = M'. De igual manera se razona con el minimo.

Eiemplo 6.6.9 Fl ejemplo del pdrrafo anterior. representado en la Fiqura
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nimo. Por ejemplo, 1 no es un minimo porque no se verifica que 1 < 4, de
hecho 1 y 4 no son comparables.

Definicion 6.6.10 Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y B C A.
Se dice que a € A es una cota superior de B si b < a para cada b € B.
Se dice que a € A es una cota inferior de B si a < b para cada b € B.
Se dice que B C A estd acotado superiormente si tiene cotas superio-
res, y que estd acotado inferiormente si tiene cotas inferiores. Si tiene
cotas superiores e inferiores hablaremos de conjunto acotado.

Ejemplos 6.6.11 i) Si consideramos el conjunto de los nimeros naturales
con la relacion de orden usual, el 1 € N es el minimo de N (min(N) = 1).
Por otra parte, el conjunto N no estd acotado superiormente. Denotando por
P al conjunto de los nimeros pares, el 1 y el 2 son cotas inferiores de P. Fl
conjunto P tampoco estd acotado superiormente, y se verifica que min(P) = 2.

it) Si consideramos el conjunto de los nimeros reales con relacion de
orden usual, y el conjunto

(0,00) ={z€eR:0<z}

se verifica que 0 es una cota inferior de (0,00), (-1 y -2 también son cotas
inferiores de (0,00)), pero el conjunto (0,00) no tiene minimo.

Definicion 6.6.12 Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y B C A
un conjunto acotado superiormente. Se define el supremo de B, si exis-
te, como el unico elemento sup(B) € A que satisface las dos propiedades
siguientes:

i) sup(B) es una cota superior de B,

i) sup(B) < ¢ para cualquier ¢ € A cota superior de B.
Esto es, el supremo de B es el minimo del conjunto de las cotas superiores
de B.

Definicion 6.6.13 Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y B C A
un conjunto acotado inferiormente. Se define el infimo de B, si existe, como
el unico elemento inf(B) € A que satisface las dos propiedades siguientes:
i) inf(B) es una cota inferior de B,
it) inf(B) > ¢ para cualquier ¢ € A cota inferior de B.
Esto es, el infimo de_B_es el mdzrimo del conjunto de las cotas inferiores de
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Ejercicio 155 Sea el conjunto A = {a,b,c,d,e, f} y la relacion de orden
dada por la clausura reflexiva y transitiva de:

R = {(f7 a)? (CL,C), (07 6)7 (07 d)7 (fa b), (b7 d)}

Calcular los elementos minimales, los mazimales, el mdzimo y el minimo
st existen.

Tomando B = {a,b,c,d} C A calcular el conjunto de cotas superiores de
B, el de cotas inferiores, y el supremo y el infimo, si existen.

El conjunto de los nimeros reales con el orden usual (R, <) es un con-
junto totalmente ordenado de singular importancia sobre el que se edifica
el Analisis Matemético. Por otra parte, en el capitulo 3, hemos usado las
propiedades de ordenacion en el conjunto de los nameros enteros (Z, <) para
el teorema de la division entera. Ambos conjuntos son totalmente ordenados
y no finitos. En la siguiente secciéon vamos a presentar algunas aplicaciones
de los conjuntos finitos totalmente ordenados y un algoritmo para, dado un
conjunto parcialmente ordenado, construir una relacién de orden total que
contenga la relaciéon de orden parcial.

6.6.3 Inmersiéon de un orden parcial en un orden total

Supongamos que tenemos un conjunto de tareas que realizar de modo que hay
una serie de prioridades, estableciéndose una relacion de orden parcial sobre
el conjunto de tareas. Por ejemplo un conjunto de asignaturas (que no pueden
cursarse simultdneamente) que aprobar para conseguir una licenciatura con
una serie de asignaturas que han de cursarse después de aprobarse unas
asignaturas previas. Nos interesara establecer un orden total para realizarse
las tareas, por ejemplo, una manera de cursar las asignaturas sabiendo en
qué orden han de realizarse. Veamos un ejemplo muy simple:

Ejemplo 6.6.14 Sea un conjunto de tres asignaturas Matemdticas I, Mate-
mdticas II y Fisica para realizar en 3 anos. Se tiene que cursar primero
Matemdticas I y luego Matemdticas II. Nada se dice sobre cuando cursar la
Fisica. Formalmente tenemos un conjunto (usando las siglas)

C ={MI,MII,F}

con una relacion de orden parcial
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Las distintas maneras de cursar estas asignaturas corresponden a los distintos
ordenes totales de que se puede dotar a C respetando el orden parcial.
Estos ordenes totales son:

MI<MII <F MI<F<MII F<MI<MII

Esto es, de las posibles 6 permutaciones del conjunto de las tres asignaturas,
elegimos una de las tres en que M1 precede a MII.

Por tanto abordamos este problema general, que se puede aplicar a la
planificacién de tareas:

Problema. Dado un conjunto parcialmente ordenado (A, R) encontrar una
relacion de orden total 7' de modo que R C T

Como se ha visto en el ejemplo la relacién 7" no es tnica. La aplicaciéon
a la planificacion de tareas consiste en disenar una forma de realizar todas
las tareas teniendo en cuenta las prioridades que se conozcan, esto es, tareas
que deben preceder necesariamente a otras.

Lema 6.6.15 Cada conjunto finito parcialmente ordenado (A, R) tiene un
elemento minimal.

Demostracion. Sea un elemento x; € A. Si x; es minimal el lema queda
demostrado, en caso contrario existe ro < x1 con xy # 1. Si x5 es minimal
queda demostrado el lema, si no existe z3 < x5 y x3 # x2. Como el conjunto
es finito necesariamente este proceso debe terminar aportando un elemento
minimal.

Este lema permite construir un algoritmo para la construcciéon del orden
total T' O R.

Partimos de A y elegimos un elemento minimal a;, que existe por el lema,
aunque no es necesariamente tnico (eleccion de una tarea para realizarla
la primera de entre las tareas méas prioritarias). Ahora el conjunto A —
{a1} es un conjunto parcialmente ordenado con el orden que induce R sobre
él. Repetimos el proceso para elegir un elemento minimal as (que por el
lema anterior necesariamente existe) y asi sucesivamente hasta agotar los
elementos de A.

El orden total T es
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Ejemplo 6.6.16 Sea el conjunto A = {1,2,3,4,5} y la relacion de orden
parcial en A,

R=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,2),(1,3),(2,3), (1,4), (1,5), (4,5)}.

Elegimos un elemento minimal, que en el primer caso es necesariamente
x1 = 1. Después en el conjunto A—{1} tenemos la relacion de orden inducida

Rl - {(272)7 (373)7 (474)7 (57 5)7 (27?))7 (47 5>}

Elegimos un elemento minimal entre los dos posibles candidatos que son el
26 el 4. Tomemos xo = 2. En el conjunto A — {1,2} tenemos un orden
inducido:

Rl = {(37 3)7 (47 4)? (57 5)? (47 5)}

Tomamos x3 = 3 (también podiamos elegir el 4). Continuando el proceso
x4y =4 y x5 = 5. Por tanto el orden total es:

1<2<3<4<5.

Obsérvese que podriamos haber elegido de otra manera los x; para obtener
un orden total distinto, también compatible con el orden parcial con el que
COImMenzamos.

Ejercicio 156 Se tiene que montar una cadena de montaje de una pieza
sequn el siguiente esquema de tareas.

Tareas: Ensamblar, atornillar, pintar, empaquetar, limpiar, registrar.

Prioridades: Ensamblar antes de atornillar, atornillar antes de pintar,
pintar antes de empaquetar, limpiar antes de pintar.

Disenar un posible planificacion de las tareas.

6.7 Reticulos y Algebras de Boole

Sea (A, <) un conjunto ordenado.

Definicién 6.7.1 Diremos que (A, <) es un reticulo si para cualesquiera
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Observacion 6.7.2 Si (A, <) es un conjunto ordenado, utilizaremos la si-
guiente notacion para designar al supremo y al infimo del conjunto {z,y}:

sup{z,y} =z Vy.

inf{r,y} =xAy.

Obsérvese que, al emplear esta notacion, de forma implicita estamos definien-
do dos operaciones en el conjunto A. El supremo sup{x,y} es el resultado
de operar x con y (en ese orden) mediante la operacion V. Del mismo modo
el infimo inf{x,y} es el resultado de operar x con y (en ese orden) mediante
la operacion A.

Ejemplos 6.7.3 i) Si X es un conjunto, y P(X) es el conjunto formado por
todos los subconjuntos de X, el par (P(X),C) es un reticulo, de tal forma
que si AABe X, A VB=AUByAANB=ANB.
it) Cualquier conjunto totalmente ordenado (A, <) es un reticulo.
iii) Si consideramos el conjunto de los nimeros naturales con la relacion
de orden dada por
a<b&sdpeN:a-p=0,

resulta que (N, <) es un reticulo, y para cualesquiera a,b € N
aVb=mem(a,b), a Nb=mcd(a,b),

donde mem es el minimo comin maultiplo y mced es el mdzimo comin divisor.

i) Si R es la relacion de orden del ejemplo anterior, y consideramos el
conjunto Dys formado por los nimeros naturales que son divisores de 12, el
par (D12, RN (D13 X D13)) es un reticulo.

Sea (A, <) un reticulo. Para cualesquiera x,y € A se satisfacen las si-
guientes propiedades (la primera y la segunda se siguen directamente de las
definiciones de x V y = sup{x,y} y x ANy = inf{z,y}):

Propiedad 1. < (zVy),y<(xVy), (zAy)<zy(xAy) <uy.

Propiedad 2. Siz < zy y < z entonces (z Vy) < z. Anélogamente, si
z<zyz<uy,entonces z < (x Ay).

Propiedad 3. (Conmutatividad) (zVy)=(yVz)y (xAy) = (yAx).
Demostracion. Demostraremos la primera de las dos propiedades (la otra se
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Propiedad 4. (Asociatividad) (zVy)Vz=2V(yVz2)y (zAy) Az=
A (yAz)

Demostracion. Demostraremos la primera de las dos propiedades (la otra
se demuestra de manera analoga). Comprobaremos, en primer lugar, que
(xVy)Vz < zxV(yVz)y dejaremos como ejercicio el verificar la otra
desigualdad, es decir, que = V (y V z) < (x V y) V z). Por la propiedad 1
r<zV(yVz)yy < (yVz) < xV(yVz). Porlapropiedad 2 (zVy) < zV(yVz).
Por otra parte z < (yVz) < xV(yVz)y, porlo tanto, (xVy)Vz < zV(yVz).

Propiedad 5. (Propiedad de Absorciéon) (zVy)Ax =zy (zAy)Ve = .
Demostracion. Demostraremos la primera de las igualdades (la otra se de-
muestra anidlogamente). Por la propiedad 1 y la refexividad de la relacion
r < (xVy)yx <z Portanto x < (xVy)Az. Por otra parte, para cualquier
z, (zANz) <z, luego ((x Vy) ANz) < z. De las dos desigualdades y de la
propiedad antisimétrica se sigue que (z V y) A x = z.

En resumen, hemos probado que si tenemos un conjunto ordenado (A, <)
con estructura de reticulo, podemos considerar sobre el conjunto A dos opera-
ciones, que denotamos por V y A, que satisfacen las propiedades conmutativa,
asociativa y de absorcion. También, como ahora veremos, es posible hacer
la construccion al revés, i.e., partiendo de un conjunto A con dos operacio-
nes, que denotamos por V y A, que satisfagan las propiedades conmutativa,
asociativa y de absorcion, es posible definir sobre el conjunto A una relacion
de orden < de tal manera que (A, <) es un reticulo. Por ello, y de forma
completamente equivalente, se puede adoptar como definicién de reticulo,
cualquiera de las siguientes:

e Un conjunto ordenado (A, <) tal que para cualesquiera z,y € A el
conjunto {z,y} tiene supremo e infimo.

e Un conjunto A con dos operaciones, denotadas por V y A, que satisfacen
las propiedades conmutativa, asociativa y de absorcion.

Es importante senalar que en la literatura sobre el tema es usual encontrar
la propiedad de idempotencia, a saber, que para cualquier x € A se verifiquen
las condiciones xVr = x y x Ax = x, como un axioma exigible a la estructura
de reticulo._Sin embargo. si V v A satisfacen las propiedades conmutativa.
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de idempotencia. En efecto, dado cualquier elemento x € A, tomamos la
expresion
E:=xV(xA(zVuz)).

Llamando (y = x V x) y aplicando la propiedad de absorciéon, obtenemos que
E es igual a z. Por otra parte, si en £ aplicamos la propiedad de absorcion a
x A (zV x) obtenemos que dicha expresion es igual a  V z. En consecuencia,
x V x = z. (Analogamente se prueba la otra propiedad de idempotencia).

Veamos que efectivamente es posible definir una relacién de orden reticu-
lar a partir de dos operaciones que satisfagan las propiedades conmutativa,
asociativa y de absorcion.

En lo que sigue consideraremos un conjunto A y dos operaciones V y A
definidas sobre A que satisfacen las propiedades conmutativa, asociativa y
de absorcién. Definimos la siguiente relacion en A:

<y & zVy=uy.

Antes de demostrar que (A, <) es un reticulo, podemos caracterizar la
relaciéon < de otro modo:

Lema 6.7.4 Para cada x,y € A se tiene que
r<ysS TNy =,

Demostracion. Sera suficiente con demostrar que para cualesquiera z,y € A,
xVy =y equivale a x Ay = x. Supongamos que =V y = y. En ese caso
A (xVy) =xAy,es decir, z = z A y. Reciprocamente, si z Ay = =,
tendremos que (x Ay)Vy =z Vy, es decir, y =z V y.

Comprobemos ahora que (A, <) es un reticulo:

1. La relacion < satisface la propiedad reflexiva. En efecto, para cada x € A
se tiene que  V x = z, es decir, Ve € A, z < x.

2. La relacion < satisface la propiedad simétrica. Si x < y, vy y < x,
tendremos simultidneamente que * Vy = vy, vy que y Vx = z, y, por la
propiedad conmutativa de V, obtenemos que y = .

3. La relacion < satisface la propiedad transitiva. Supongamos que = < .
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igualdades obtenemos que: zVz =2V (yVz)=(zVy)Vz)=yVz=zes
decir, = < z.

Las propiedades 1, 2 y 3 muestran que (A, <) es un conjunto ordenado.

4. Para cada par de elementos z,y € A se tiene que sup{z,y} = = V y.
(La propiedad relacionada con la existencia del infimo del conjunto {x,y} se
demuestra analogamente). Puesto que, por la propiedad de absorcion, zA(xV
y) =,y yAN(xVy) = y, tendremos que = < (zVy),y y < (zVy), es decir, xVy
es una cota superior de {z,y}. Veamos que es la mas pequefia: Supongamos
que z € Aestalque z < zyy <z Enesecaso,zVz=2yyVz=z
Luego (zV2)V(yVz) = (2Vz) = z. Pero, por las propiedades conmutativa y
asociativa de V (y por la propiedad de idempotencia, consecuencia de ambas),
tenemos que (zVz)V (yVz)=(xVy)V(2Vz)=(xVy)Vz En definitiva,
(xVy)Vz=z dedonde (xVy) < z.

Por consiguiente, debido a la equivalencia demostrada, podremos utilizar
como definicioén de reticulo cualquiera de las siguientes:

e Un conjunto ordenado (A, <) tal que para cualesquiera x,y € A el
conjunto {z,y} tiene supremo e infimo. En este caso podremos definir
las operaciones V y A en el reticulo a partir de la relacién <.

e Un conjunto A con dos operaciones, denotadas por V y A, que satis-
facen las propiedades conmutativa, asociativa y de absorcién. En este
caso, podremos definir la relaciéon de orden < a partir de V o equiva-
lentemente a partir de A.

Definicion 6.7.5 Se dice que un reticulo (A, <) es distributivo si para cua-
lesquiera x,y, z € A se verifica que xV (y AN z) = (xVy) A(xzV z).

Si un reticulo (A, <) es distributivo, entonces también se satisface la
distributividad de la operaciéon A respecto de la operacién V, a saber, que
A (yVz) = (xAy)V(zAz) pues, siz,y,z € A, por la propiedad distributiva,
(xANy)V(cANz)=((zAy)Vz)A((zAy)Vz) = (por las propiedades de
absorcion y distributiva) = z A (2 V (x A y)) = (propiedad distributiva)
=z A((zVz)A(2Vy)) = (propiedad asociativa) = (x A (zVz)) A (2 Vy) =

2 A

(rnnindad _d 1 L) AL AL L)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



6.7. RETICULOS Y ALGEBRAS DE BOOLE 331

Figura 6.6: Un reticulo no distributivo

Observacion 6.7.6 No todos los reticulos son distributivos. Por ejemplo, el
conjunto ordenado representado en el diagrama de Hasse de 6.6 es un reticulo
que no satisface la propiedad distributiva, pues

(aNb)Ve=mVce=c

y, sin embargo,
(aVO)AN(bVe)=MANM=M.

Observacion 6.7.7 Si un reticulo (A, <) tiene mdzimo, denotaremos a di-
cho elemento por 1, y st tiene minimo, por 0.

Definicion 6.7.8 Sea (A, <) un reticulo con mdzimo 1 y minimo 0 y x € A;
se dice que ' € A es complementario de x sixVa' =1yx ANz =0.

El reticulo de la figura 6.6 nos muestra que un elemento puede tener varios
complementarios, pues tanto b como ¢ son complementarios de a, ya que
aVb=aVe=1yaAb=aAc= 0. Sin embargo, si un reticulo es distributivo,
entonces cada elemento puede tener. a lo sumo. un complementario. como
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Proposicién 6.7.9 Sea (A, <) un reticulo distributivo con mdzimo 1 y mi-

nimo 0, y sea x € A. Si x' y 2" son complementarios de x, necesariamente
/ !

=a".

Demostracion. Por hipotesisz V' =1, x A2’ =0, z2VvVa’' =1yxz Az’ =0.
Veamos que 2/ < 2”: 2/ =2’ ANl =2 AN(xVva")= (@ ANz)V (' N2") =
0V (z'ANa") = (2' N2"). Es decir, 2’ < z”. Analogamente se demuestra que
2" < ', con lo que 2’ = 2”.

Definicién 6.7.10 Un reticulo (A, <) es complementario si tiene mdzi-
mo y minimo y todo elemento x € A tiene al menos un complementario.
Denominaremos algebra de Boole a cada reticulo distributivo y comple-
mentario.

Ejemplos 6.7.11 i) Si X es un conjunto, y P(X) es el conjunto formado
por todos los subconjuntos de X, el par (P(X),C) es un dlgebra de Boole,
en la que X =1, @ = 0. Recordamos que st A,B € X, AVB=AUB
y ANB = AN B. En lo sucesivo diremos que este dlgebra de Boole es el
dlgebra de Boole de las partes del conjunto X.

ii) El conjunto (B, <) donde B = {0,1} y <= {(0,0),(0,1),(1,1)} es un
dlgebra de Boole.

iii) Siendo n cualquier nimero natural, el conjunto (B™, <) formado por
todas las n-tuplas (o sucesiones finitas) de “ceros” y "unos”, junto con la
relacion de orden (x1,...,2,) < (Y1,...,Yn) St y solo si en todas las posiciones
en las que (x1,...,x,) tiene un 1 se verifica que (Y1, ..., yn) también lo tiene,
es un dlgebra de Boole. Ndtese que el elemento mdzimo es (1,1,...,1) y el
minimo (0,0, ...,0).

i) El conjunto de los nimeros naturales con la relacion de orden dada
por la relacion de divisibilidad

a<bsdpeN:ap=0>

constituye un reticulo distributivo. FEste reticulo no es un dlgebra de Boole,
puesto que no tiene mdrimo. Recuérdese que en este reticulo, siendo a,b € N

aVb=mem{a,b}
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v) Si R es la relacion de orden del ejemplo anterior, y consideramos el
conjunto D1s formado por los nimeros naturales que son divisores de 12, el
par (Do, RN (D12 X D1s)) no es un dlgebra de Boole . Se puede comprobar
que este reticulo es distributivo, que tiene mdrimo y minimo, pero que, por
ejemplo, 2 no tiene complementario.

vi) Si R es la relacion de orden considerada en el ejemplo iv) y conside-
ramos el conjunto Dg formado por los nimeros naturales que son divisores
de 6, el par (Dg, RN (Dg x Dg)) es un dlgebra de Boole. Se propone como
ejercicio dibujar su diagrama de Hasse.

vii) El congunto formado por aquellos subconjuntos A de N tales que o
bien A es finito, o bien su complementario N — A es finito, constituye un
dlgebra de Boole respecto del orden usual dado por la relacion C. En este
dlgebra de Boole, como se senald antes, A VB=AUB yAANB=ANB.

Teorema de Representacion
En el contexto usual de las estructuras algebraicas aparece una nociéon de
isomorfismo de algebras de Boole.

Definicion 6.7.12 Dos dlgebras de Boole (A,V,N) y (A',V',\') son iso-
morfas si eziste [ : A — A’ biyectiva de manera que para cada a,b € A se
tiene que f(aV b) = f(a) V' f(b), flanb) = f(a) N f(b) y la imagen por f
del complementario de a es el complementario de f(a).

Dos algebras de Boole isomorfas son, en cuanto a su estructura de algebra
de Boole, idénticas, aunque tengan elementos diferentes. El siguiente teorema
nos permite caracterizar todas las algebras de Boole finitas:

Teorema 6.7.13 (Teorema de representacion) Cualquier dlgebra de Boole
finita es isomorfa al dlgebra de Boole P(X) de las partes de un conjunto
finito X.

La idea de la demostracion es la siguiente. Sea A un algebra de Boole
finita. Consideramos el conjunto A, formado por los dtomos de A, es
decir, aquellos elementos a € A caracterizados por la siguiente propiedad:

r<a= (r=0Vz=a).

Se puede demostrar que A es isomorfa al algebra P(Aom) de las partes del
conjunto Agsom-

Como consecuencias inmediatas de este teorema podemos establecer las
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e Todas las dlgebras de Boole finitas tienen 2" elementos, siendo n el
numero de sus atomos.

e Dos algebras de Boole finitas con el mismo ntimero de atomos, o de
elementos, son isomorfas.

Para finalizar, vamos a establecer un principio que permitira obviar la
demostracion de muchas propiedades.

Principio de dualidad

Casi todas las propiedades relacionadas con los reticulos y las algebras
de Boole tienen una versién para la operaciéon V y otra para la operacion
A. Esto no es por casualidad sino consecuencia de la propia estructura de
algebra de Boole. De hecho, esta relacionado con un resultado que hemos
visto en la primera seccion de este capitulo, a saber, que si (A, <) es un
conjunto ordenado, entonces (A, >) también es un conjunto ordenado, donde

>= (<)~

Esto es, la relacién de inversa de una relaciéon de orden dada, también es una
relacion de orden. Ademaés, no resulta dificil comprobar que, si en (A, <)
tenemos que xVy = M y x Ay = m, en el conjunto ordenado con la relaciéon
de orden inversa, (A,>) tendremos que xVy =my xz Ay = M. Por ello, a
partir de cualquier enunciado valido en un reticulo o en un 4lgebra de Boole
se puede obtener un nuevo enunciado valido sin mas que sustituir en el mismo
cada uno de los siguientes simbolos por el que aparece a su derecha:

< por 2>
vV por A
A por V
1 por O
0 por 1

La expresion obtenida al realizar las sustituciones anteriores es denomi-
nada expresion dual de la expresion dada.

Asi por ejemplo. si (A. <) es un reticulo o un algebra de Boole. v z.y € A
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e De la propiedad = V x = x, obtendriamos directamente, por dualidad,
que r ANx ==x.

e De la propiedad = < (z V y) obtendriamos directamente, por dualidad,
que = > (x A y) o, equivalentemente, (z A y) < x.

e De la propiedad (z Vy) = (y V x) obtendriamos directamente, por
dualidad, que (z Ay) = (y A x).

e De la propiedad xV (yAz) = (xVy)A(zV z) obtendriamos directamente,
por dualidad, que z A (y V 2) = (z Ay) V (z A 2).

e De la propiedad z V 1 = 1 obtendriamos directamente, por dualidad,
que x A0 =0.

6.8 Ejercicios

Ejercicio 157. Estudiar si las siguientes relaciones son relaciones de orden
o de equivalencia:

i) Sea el conjunto Ny y la relacion aRb si a + b < 9.

ii) Sea el conjunto R de las rectas del plano y la relacion de paralelismo,
esto es, rRr’ si r y v’ son paralelas.

iii) Sea el conjunto A = {a,b,c,d,1,2,3}. En él definimos una relacion
por la cual dados m,n € A mRn si o bien m y n son ambos niimeros o bien
m y n son ambos letras.

iv) Sea el conjunto B = {1,2,3,4,7,8,90}. En él definimos la siguiente
relacion S, aSb si 3a > b.

Ejercicio 158. Representar mediante digrafos y sus matrices las relaciones
del ejercicio anterior definidas sobre conjuntos finitos.

Ejercicio 159. En las relaciones del ejercicio 157 definidas sobre conjuntos
finitos que no sean reflexivas (respectivamente simétricas, respectivamente
transitivas) calcular su clausura reflexiva (respectivamente simétrica, respec-
tivamente transitiva).

Ejercicio 160. Tomar la clausura reflexiva y transitiva de la relaciéon definida
en el conjunto
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. R=1{(1,2),(1,4),(3,6),(5,4)}.

Verificar que es una relaciéon de orden. Representar su diagrama de Has-
se. Calcular elementos maximales, minimales y maximos y minimos si los
hubiera.

Ejercicio 161. Describir el conjunto cociente de 157.ii).

Ejercicio 162. Sea el conjunto A = {a,3,7,w}. Tomamos la siguiente
relacién en él:

R = {(Oé, 04)7 (Oé, 5)7 (av 7)7 (77w)}'

Construir la clausura reflexiva y transitiva de R y verificar que es una relacién
de orden. Representar su diagrama de Hasse y construir una relaciéon de orden
total que contenga a R.

Ejercicio 163. Demostrar que en cualquier dlgebra de Boole se verifican las
leyes de De Morgan: Yz,y € A, (x ANy) =2'Vy'y (xVy) =2 Ny, donde
2’ denota el complementario de .

6.9 Ejercicios resueltos

Ejercicio 142.

i) Sea (a,b) € R. Como (b,b) € Ids entonces (a,b) € Ro Idy. Esto
prueba que R C Ro Idy. Si (a,b) € Ro Ids entonces por definicion existe
c € Atal que (a,c) € Ry (b,c) € Ids. Por definicion de la identidad b = ¢
y se tiene el otro contenido.

ii) Se razona como en i).

iii) Como cada elemento de Id4 es de la forma (a,a), con a € A entonces
la relacién inversa no tiene ningin elemento nuevo.

iv) Sea (a,d) € Ro (S oT). Existe entonces b € B tal que (a,b) € Ry
(b,d) € SoT. De la segunda relacién de pertenenecia se deduce que existe
c € C tal que (b,c) € Sy (¢c,d) € T. Por tanto, de la existencia de b, se
deduce que (a,c) € Ro S. Se concluye la inclusion de izquieda a derecha del
hecho que (c,d) € T. El otro contenido se razona analogamente.

v) Observemos que (c¢,a) € (S o R)™" si y solamente si existe b € By
(a.b) € Rvy_(b.c) € T. Esto es equivalente a decir (b.a) € R~*v (c.b) € T~L.
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Ejercicio 143. i) La relacion R es reflexiva si y solamente si (a,a) € R
para cada a € A. Por tanto i) es exactamente la definicion de la propiedad
reflexiva.

ii) R es simétrica si y solamente si (b,a) € R para cada (a,b) € R.

iii) R es antisimétrica si y solamente si (a,b), (b,a) € R implica a = b,
equivalentemente (a,b) € RN R~ implica (a,b) € Ida.

iv) R es transitiva si y solamente si (a,b), (b,c) € R implica (a,c) € R.
Pero (a,b), (b,c) € R es equivalente a (a,c) € Ro R.

Ejercicio 144.

i) Como R es una relacion de equivalencia entonces es reflexiva, de modo
que para cada a € A se tiene que aRa y de este modo a € @.

ii) Sea ¢ € @ entonces cRa y aRb. Por la propiedad transitiva cRb y asi
¢ € b. De igual manera se prueba el otro contenido.

iii) Supongamos que @ N b # () entonces existe ¢ € A de modo que aRc y
bRc lo que garantiza por la propiedad simétrica y por la propiedad transitiva
que aRb y por ii) que @ = b lo que da una contradiccion.

iv) Sea ¢ € A entonces ¢ € ¢ por lo que se tiene la igualdad requerida.

Ejercicio 145.

i) Es una relacion de equivalencia. En efecto, es reflexiva porque toda
palabra p empieza por la misma letra que la propia palabra p. Es simétrica
porque si pRq entonces la primera letra de la palabra p es igual que la primera
letra de la palabra ¢, por tanto g Rp, pues sus primeras letras son iguales. De
igual modo si la primera letra de la palabra p es igual que la primera letra
de la palabra ¢ y la primera letra de la palabra ¢ es igual que la primera
letra de la palabra r, entonces la primera letra de la palabra p es igual que
la primera letra de la palabra r, por lo que se tiene la propiedad transitiva.
No es una relacion de orden porque hay palabras distintas como alto y alba
que verifican altoRalba y albaRalto, luego no es antisimétrica.

El conjunto cociente es el conjunto de letras pues se puede identificar
cada clase de equivalencia con la inicial de cualquiera de las palabras que la
forman.

ii) Es reflexiva pues {(a,a), (b,0), (¢,c), (d,d)} C R. No es simétrica pues
(a,b) € R pero (b,a) ¢ R. Es antisimétrica pues nunca se tienen m # [ tal
aue (m.l) € Rv (I.m) € R. Es transitiva pues el finico caso relevante es
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Figura 6.7: Ejercicio 145.ii). Diagrama de Hasse

orden (parcial) pero no de equivalencia. Su diagrama de Hasse esté en la
Figura 6.7.

iii) Como todo niimero entero no nulo n tiene el mismo signo que n se
tiene la propiedad reflexiva. Si a, b enteros no nulos verifican que signo(a) =
signo(b) entonces signo(b) = signo(a) con lo que la relacion es simétrica.
También es transitiva pues se tiene que si signo(a) = signo(b) y signo(b) =
signo(c) entonces signo(a) = signo(c). Por tanto es una relaciéon de equi/-
valencia y no es de orden porque no es antisimétrica (hay nimeros distintos
con el mismo signo).

El conjunto cociente tiene dos elementos, digamos signo+ y signo—, que
son, respectivamente, la clase de equivalencia de los positivos y la de los
negativos.

iv) Es reflexiva pues para cada nimero real a se tiene que a—a = 0 € Z. Es
simétrica ya que si a—b € Z entonces b—a € Z. Es transitiva puessia—0b € Z
y b—c € Z entonces la suma es un nimero entero: a —b+b—c=a—c € Z.
Por tanto es una relaciéon de equivalencia que no es de orden.

Se tiene que a = {a + k : k € Z}.

Se puede tomar en cada clase de equivalencia un representante entre 0
v uno (podiamos decir. su parte decimal) por lo que el conjunto cociente se
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Ejercicio 146.
i) Ny = {1,2,3,4,5}. La relacion es el siguiente conjunto:

R= {<2> 5)7 (57 2)7 (37 4)’ (4a 3)}

La tabla asociada consiste en representar los puntos de R en un plano
coordenado.
El digrafo asociado es:

(an {(2’ 5)7 (57 2)7 (37 4)7 (47 3>})
ii) En este conjunto la relacion es:
R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(1,7),(1,8),(1,9), (1, 10),

(2,2),(2,4),(2,6),(2,8),(2,10),(3,3),(3,6),(3,9), (4,4), (4,8), (5,5), (5, 10)
(6,6),(7,7),(8,8),(9,9),(10,10)}

La tabla asociada consiste en representar los puntos de R en un plano
coordenado.
El digrafo asociado es:

(Nyg, R).

iii) La relacion es:
R = {(97 @), (®7N1)7 (@,NQ), (®7N3)a (®7N4)7 (®7 N5)7 (Nla Nl)y

(N1, Ny), (Ny, N3), (Ny, Ny), (Ny, Ny),
<N27 N2)7 <N27 N3)7 <N27 N4)7 <N27 N5)7 <N37 N3)7 (N?n N4)7
(N3, N5), (Ng, Ny), (Ny, N5), (N5, N5) }

La tabla asociada consiste en representar los puntos de R en un plano
coordenado, tomando como coordenadas los subindices (el 0 para el conjunto
vacio). El digrafo asociado es:

(A, R).

iv) La tabla asociada consiste en representar los puntos de R en un plano
coordenado, tomando por ejemplo a = 1, b = 2, d = 3 y ¢ = 4. El digrafo
asociado es:
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Ejercicio 147.
i) Tomamos Nj ordenado de la forma usual.

S OO OO
_ o o O O
o= O OO
OO = OO
o OO = O

ii) Tomamos Njq ordenado de la forma usual.

1111111111
0101010101
0010010010
0001O00O0T1TO0O®O0
000O01O0O0O0TO01
000O0O0OT1TO0OO0O0O
0000O0OO0OT1O0TO0O®O
0000O0OO0OO0OT1TO0OO
000O0O0OO0OO0OO0OTIO®O
000O0O0OO0OO0OO0O 01

[oh

iii) Tomamos A ordenado de la forma en que esté escrito.

O R =) = = =
—_ = = = =

1
1
1
1
0
0

[l oloNoll S
[l eeoleoll S
S OO = = =

iv) Tomamos B ordenado de forma alfabética.

o O OO
O = O =
—_ = O =

S O = O

Eijercicio 148. Podemos hacerlo automaéticamente mediante un procedi-
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dada una matriz M calcula M?. Con M? construye una matriz M?** que
tiene un 1 en la entrada de subindice ij si la correspondiente entrada en N>
es no nula y un 0 en caso contrario. Y toma la diferencia M?** — M para
comprobar si tiene entradas positivas (es decir si hay alguna entrada no nula
nueva).

En cualquier caso i) no es transitiva porque 2R5 y 5R2 pero 2 +2 = 4
no es un miltiplo de 7. La relacion ii) es transitiva porque si a divide a b
entonces b = aK con K un nimero entero. Del mismo modo si b divide a ¢
entonces ¢ = bK’ con K’ un nimero entero. Por tanto ¢ = a K K’, de modo
que a divide a ¢. La relacion iii) es transitiva pues lo es la inclusién. La
relacion iv) es transitiva.

Ejercicio 149. La relacion i) no es reflexiva, para convertirla en reflexiva
hay que unir a R el conjunto

(2,2),(3,3), (4,4), (5,5)}-
Las relaciones ii) y iii) son reflexivas.

La relacion iv) no es reflexiva, hay que anadirle el elemento (a, )

Ejercicio 150. La relacién i) es simétrica.
La relacion ii) no es simétrica, hay que unirle el conjunto:
{(2,1),(3,1),(4,1),(5,1),(6,1),(7,1),(8,1),(9,1), (10, 1),

(4,2),(6,2),(8,2),(10,2),(6,3),(9,3), (8,4), (10,5)}.
La relacion iii) no es simétrica, su clausura simétrica es A x A.
La relacion iv) no es simétrica, hay que unirle los elementos (c,a), (d, ¢)

y (a,d).

Ejercicio 151. Para calcular la clausura transitiva de la tinica relaciéon que
no es transitiva, la i), hay que unir los elementos

(2,2),(5,5),(3,3), (4,4).

Ejercicio 152. Consideramos una matriz como una lista con dos subindices.
Si la entrada es:
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La correspondiente salida se define como una matriz de entradas c;; donde:
Cij = aﬂblj 4+ ...+ Clmbn]’.

De este modo el algoritmo debe ser:

Entrada: ai1,a12, ..., a1, ..., bp1, ..., by
Fori=1ton
Forj=1ton
cij =0
Fori=1ton
Cij 1= Cij + agby;
Salida: c¢q1, ..., Cpn-

Ejercicio 153. La tnica relacion no transitiva es la de i). Las matriz I, es
exactamente la matriz del grafo dirigido, esto es,

00000
00 0O01
Wo=10 001 0
00100
01000

La matriz W; tiene un uno donde W, tenga un uno y ademaés se verifica que
wy; = 1si w) =1 =w);. Como en nuestro caso la primera fila de W es
toda nula entonces

W1 = Wo.

La matriz W5 tiene un uno donde W, tenga un uno y ademaés se verifica que

w; = 1 si wjy = 1 = wy;. Esta condicion se verifica solo en wl, = 1 = wy;,
por tanto se tiene w2; = 1.

00000
00001
Wo=10 0 01 0
00100
01011

La matriz W5 tiene un uno donde Ws tenga un uno v ademés se verifica que

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



6.9. EJERCICIOS RESUELTOS 343

. 3 _
por tanto se tiene wy, = 1.

000O0O0
0 00O0T1
Ws=10 001 0
00110
01011

La matriz W, tiene un uno donde W3 tenga un uno y ademaés se verifica que

4 1 a3 — 1 — a3 . : . 3 1 _ .3
wi; = 1 st wyy =1 = wy;. Esta condicién se verifica solo en wy, = 1 = wys,

: 4
por tanto se tiene ws; = 1.

000O0O0
0 00O0T1
Wy=10 011 0
00110
01011

La matriz Wy tiene un uno donde W, tenga un uno y ademaés se verifica que

5 — 1 aioapd — 1 — gd Iy : p 4 _ 1 _ 4
wy; = 1 st wiz =1 = wy;. Esta condicion se verifica s6lo en wy; = 1 = wg,,
por tanto se tiene w, = 1.

000O0O0
01001
Ws=10 01 1 0
00110
01011

Se observa como se han introducido 4 unos en la diagonal correspondientes
a los elementos (2,2),(3,3), (4,4), (5,5) que son los elementos que hay que
unir a R para tener la transitividad.

Ejercicio 154. Para construir la clausura reflexiva hemos de anadir los
elementos

(b,b), (¢, c), (d,d)(e,e).
De este modo:

C,. =A{(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (e, e),(a,c),(ce),(c,d),(bd)}.

Para computar la clausura transitiva observamos que (a.c).(c.e) € C,. por
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unir (a,d). Es una comprobaciéon demostrar la siguiente igualdad, siendo C,
la clausura transitiva de C,:

Cy ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (e e),(a,c),(c, e),(a,e),(cd), (a,d),(bd)}.

Ejercicio 155. Para calcular la clausura reflexiva hay que unir todos los
miembros de la diagonal. Como (f,a), (a,c) € R entonces (f,c) € C;. Ahora
(f,c), (c,e) € Cy implica (f,e) € Cy. Como (a,c),(c,e) € R entonces (a,e) €
C;. Como (a,c),(c,d) € R entonces (a,d) € Cy. Como (f,c),(c,d) € R
entonces (f,d) € Cy. Finalmente (f,b),(b,d) € R entonces (f,d) € C;. De
este modo:

Cr = {(a,a), (a,¢), (a,d),(a,e), (b,b), (b, d), (¢, ¢), (¢, d), (¢, e),

(d,d), (e, e), (f,a), (f,0), (f,c), (f,d),(f,e), (f, F)}.

En efecto, la matriz que lo representa es:

_ 0 O O O
o O O = O
—_ 0 O = O
— O == =
—= = O = O
_ o O O O O

Y se tiene que A? no tiene entradas no nulas nuevas, luego es en efecto una
relacion transitiva.

102330
010200
p_|00o1220
000100
000010
2 23541

Viendo su diagrama de Hasse (ver Figura 6.8) se tiene que hay dos elementos
maximales que son d y e y por tanto no hay maximo. Hay un elemento
minimal f que es ademés el minimo. El elemento d es cota superior de B y
es ademés la tinica. por tanto es el supremo. La iinica cota inferior es f que
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Figura 6.8: Ejercicio 155. Diagrama de Hasse

Ejercicio 156. Representamos cada una de las tareas por su inicial (ensam-
blar con la E'y empaquetar con la e):

Tareas = {E,a,p,e,l,r}

Las prioridades son:
E<aa<pp<el<p.

Y haciendo su clausura reflexiva y transitiva dan un orden parcial:
{(E,a),(a,p),(E,p),(p.e), (Ee€),(a,e), (l,p), (e
(B, E),(a,a), (p,p), (e,€), (I,1), (r,7)}.

El orden total que completa este orden parcial (ver diagrama de Hasse en la
Figura 6.9) se va construyendo de la siguiente manera. Se elige un elemento
minimal, por ejemplo el E. Tomamos el conjunto T'areas — {E} y el orden

que se induce:
{(a,p), (p,€), (a,e), (I,p), (I €)
(a7 a)7 (p7p)7 (67 6)7 (l7 l)’ (r7 T)}

Ahora elegimos un elemento minimal a v el conjunto resultante de quitar el

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



346 CAPITULO 6. RELACIONES Y ESTRUCTURAS INDUCIDAS

® ¢

P

® =2
1 @® E 1@

Figura 6.9: Ejercicio 156. Diagrama de Hasse

(la eleccion del elemento minimal no es tnica asi que hay varias maneras de
hacerlo):
EF<a<lI<p<e<nr.

Ejercicio 157.

i) La relacion definida en i) no es reflexiva puesto que, por ejemplo, 7+7 =
14 no verifica ser menor que 9. Por tanto no puede ser relaciéon de orden ni
de equivalencia. Verifica la propiedad simétrica ya que a +b = b+ a. No
es transitiva ya que, por ejemplo, 7TR1 y 1R7 y sin embargo 7+ 7 > 9. De
hecho la relacion es:

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(1,7),(2,1),(2,2),(2,3), (2, 4),

(2,5),(2,6),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5), (4,1), (4,2), (4,3), (4, 4),
(5,1),(5,2),(5,3),(6,1),(6,2), (7, 1)}

ii) La relacion de paralelismo es reflexiva (toda recta es paralela a si
misma) simétrica (si r es paralela a r’ entonces ' es paralela a r) y transitiva
(sir es paralela a ' v r’ lo es a r” entonces r es paralela a r”). De este modo
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Podemos tomar como representante en cada clase de equivalencia la recta
que pasa por el origen, y entonces el conjunto cociente se puede identificar
con la semicircunferencia unidad, viendo cada recta como el Gnico punto
de corte con dicha semicircunferencia. Esto es el suconjunto del plano real
definido como {(z,y) : 2> +y* =1, x > 0} — {(—1,0)}.

iii) La relacion es reflexiva ya que la cualidad de ser nimero o letra la
comparte cada elemento de A consigo mismo. Es simétrica porque si m,n €
A son ambos niimeros (respectivamente ambos letras) entonces la misma
propiedad la tienen n,m € A. De igual manera es transitiva. Por tanto es
una relacion de equivalencia. El conjunto cociente A/R es un conjunto de
dos elementos, la clase de los niimeros y la clase de las letras.

iv) La relacion es reflexiva porque 3a > a para cada nimero natural, en
particular para cada elemento de B. No es antisimétrica ya que, por ejemplo,
152 ya que 3 > 2y 251 ya que 6 > 1. No es simétrica ya que, por ejemplo,
9051 pero 3 x 1 < 90. Por tanto no es de equivalencia ni de orden. La
relacion es:

S={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(7,7),(8,8),(90,90), (1, 2), (2,1), (2, 3),

(2,4),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,7),(4,1), (4,2), (4,3),(4,7), (4,8), (4,90),
(7,1),(7,2),(7,3),(7,4),(7,8),(7,90), (8,1), (8,2), (8, 3),
(8,4),(8,7),(90,1),(90,2), (90, 3), (90,4), (90, 7), (90, 8), (90,90) }.

Ejercicio 158.
i) El digrafo es (N7, R) cuya matriz es

1111111
1111110
1111100
1111000
1110000
1100000
1000000

i1) Sean A’ = {a. b.c.d} v B' = {1.2 3} entonces el digrafo asociado a la
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escrito A) es:

OO O~ = =
O OO~ M =
— = —_ O O OO

—_— -0 O O O
_— = —_ 0 O OO

1

iv) El digrafo asociado es (B, S) y una matriz de adyacencias con el orden
en que esta escrito B es:

1 1
11
1 1
1 1
0 0
0 0
00
)yu

— = = = =
e e e e
_ = = === O
=== OO
— == == OO
— === O OO

_ o O O o o O

1

Ejercicio 159. La tnica relacion que no es reflexiva es la i) y su clausura
reflexiva es anadir (5,5), (6,6) y (7,7).

La tnica relacion que no es simétrica es la iv). Como la matriz de su
digrafo tiene todas las entradas de la forma a;; = 1 cuando 7 < j entonces su
clausura simétrica es B x B.

Tomando la matriz del digrafo de i) se observa que su cuadrado tiene
todas las entradas no nulas de modo que su clausura transitiva es N; x Ny,

La clausura transitiva de iv) consiste en anadir los elementos
(1,3), (1,4), (1,7), (1,8),(2,4), (2,7),(2,8), (3,8).

Ejercicio 160. La relacion es antisimétrica, transitiva y no reflexiva. Su
clausura reflexiva consiste en unir toda la diagonal.

Mirando el diagrama de Hasse (ver la Figura 6.10) se observa que 1, 3y
5 son minimales y 2, 4 y 6 maximales. No hay maximo ni minimo.

Ejercicio 161. De entre todas las rectas paralelas (en la misma clase de
equivalencia) elegimos la que pasa por el origen. Por tanto podemos identifi-
car cada clase de equivalencia con el dngulo que forma dicha recta con el eje
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6’ 2? 4

3‘1 S

Figura 6.10: Ejercicio 160. Diagrama de Hasse

Ejercicio 162. La matrix de R es:

1110
0000
0 001
0000

La matriz de su clausura reflexiva es:

1 1 10

0100

Cr = 0011

0 001

Como

1 2 21

> 10100

¢ = 0010

0 001
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omega ’
gama + beta

alfa

Figura 6.11: Ejercicio 162. Diagrama de Hasse

O O =

11
10
01

—_— o O =

000

pues esta matriz al cuadrado no tiene entradas no nulas nuevas.
Una relaciéon de orden total que la completa podria ser:

a<f<y<w.

Ejercicio 163. Sean z,y € A. Para comprobar que (z Vy) = 2’ Ay, es
suficiente con verificar que (zVy)V (2’ Ay') =1y que (zVy)A(z'Ay') =0.
Veamoslo: (zVy)V (2’ Ay)=((zVy) V')A (zVy)Vy)=(zV2)Vy)A
(xv1)=((1Vvy Al)) =1A1=1. De forma similar, (x Vy) A (z' ANYy) =
(AN @' ANY)V (YA AY)=O0AY)V((yAY)Ax') =0V (0AZ") =0V0 =0.
La otra propiedad (ley de De Morgan) se obtiene directamente por dualidad.
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Capitulo 7

Controles y examenes resueltos

En esta seccion coleccionamos controles y exadmenes resueltos de (algunos)
cursos anteriores, como un instrumento 1til para el estudio de la asignatura.
Algunos ejercicios han sido extraidos de diferentes libros. Es de senalar el
texto |GLP] recogido en la bibliografia.
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LADE-+ITIG. Matemaéatica Discreta. Control: 21-12-2005

La duracion del examen es de una hora.

Consta de tres ejercicios. La puntuaciéon de cada uno de los apartados la
indica el enunciado.

Las respuestas sin justificacién se consideraran no correctas.

Se pueden usar los apuntes pero no calculadoras.

Ejercicio 1. (3 puntos) Demostrar por induccién que la siguiente desigual-
dad es cierta para cada nimero natural n:

(2n)! < 22" (n!)?.

Ejercicio 2. (3 puntos) Un juego de loteria consiste en marcar diez nimeros
entre el 1 y el 70. La combinaciéon ganadora estd formada por 20 niimeros.
Hay premio si se aciertan 10, 9, 8 o ninguno de estos 20 niimeros.

(i) (1 punto) Determinar cudntas posibles apuestas hay.
(ii) (1 punto) Determinar la probabilidad de acertar 10 niimeros.
(iii) (1 punto) Determinar la probabilidad de obtener premio.

Ejercicio 3. (4 puntos) Dados n,p dos nimeros enteros mayores que 1
construir un algoritmo que determine si existe el inverso de n para el producto
modulo p y, si existe, lo calcule. Recordamos que este inverso es un nimero
entero m tal que n x m = 1 mod p. Podemos llamar, sin necesidad de
construirlo, a un algoritmo mcd(z,y) que calcula el maximo comin divisor
de dos enteros cualesquiera x e y.
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LADE-+ITIG. Matemaéatica Discreta. Control Resuelto:
21-12-2005

La duracién del examen es de una hora.

Consta de tres ejercicios. La puntuacién de cada uno de los apartados la
indica el enunciado.

Las respuestas sin justificacion se consideraran no correctas.

Se pueden usar los apuntes pero no calculadoras.

Ejercicio 1. (3 puntos) Demostrar por inducciéon que la siguiente desigual-
dad es cierta para cada ntimero natural n:

(2n)! < 22" (n!)2.
Base de induccién: Para n = 1 se tiene que la desigualdad es verdadera

2 =2 < 22(1)2 = 4.

Paso de induccién: Como la primera parte de la desigualdad en el caso
n+1es
Chr+1)=02n+2)!=(2n+2)(2n+1)(2n)!,

entonces por hipotesis de induccién se tiene que
(2(n+ 1) < (2n +2)(2n + 1)2°"(n!)>.
La segunda parte de la desigualdad en el caso n + 1 es
22D ((n 4+ 1)12 = 2%(n + 1)222(n!)2.

De este modo basta comprobar, usando la desigualdad obtenida de la hip6-
tesis de induccion:

(2n +2)(2n + 1) < 2%(n + 1)%

Esta desigualdad es equivalente a
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y por tanto verdadera.

Ejercicio 2. (3 puntos) Un juego de loteria consiste en marcar diez niimeros
entre el 1 y el 70. La combinaciéon ganadora estd formada por 20 niimeros.
Hay premio si se aciertan 10, 9, 8 o ninguno de estos 20 niimeros.

(i) (1 punto) Determinar cudntas posibles apuestas hay.

Hay que elegir 10 nimeros entre setenta posibles, esto es,

70
10/
(ii) (1 punto) Determinar la probabilidad de acertar 10 niimeros.

Hay que elegir los 10 niimeros entre los 20 que salen:

20 / 70
10 10)°
(iii) (1 punto) Determinar la probabilidad de obtener premio.
Hay que sumar la probabilidad de acertar 10, 9, 8 y 0. Esto sera:
20 20 20 50 50 70
50 .
(o) (9) <+ (3 (3) + (o) o)
Ejercicio 3. (4 puntos) Dados n,p dos nimeros enteros mayores que 1
construir un algoritmo que determine si existe el inverso de n para el producto
modulo p y, si existe, lo calcule. Recordamos que este inverso es un nimero
entero m tal que n x m = 1 mod p. Podemos llamar, sin necesidad de

construirlo, a un algoritmo mecd(x,y) que calcula el maximo comun divisor
de dos enteros cualesquiera x e y. Sabemos que el inverso de n médulo p existe

si y solamente si mcd(n,p) = 1. Esta sera la primera linea de pseudocodigo.
Si existe, entrard en un bucle que va comprobando si el producto da uno
hasta encontrar el inverso.

Entrada: n,p
I := mcd(n, p)
If I # 1 then R :=n no tiene inverso mdodulo p
else
R:=2
while R x n mod p # 1
R=R+1
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LADE-+ITIG. Mateméatica Discreta. Examen Final: 2-2-2006

La duracién del examen es de tres horas.

Consta de 6 ejercicios. La puntuaciéon de cada uno de los apartados la
indica el enunciado.

Las respuestas sin justificacion se consideraran no correctas.

Se pueden usar los apuntes pero no calculadoras.

Ejercicio 1. (1 punto) Dados dos nimeros reales a y r, r # 1 demostrar
por induccién para cada ntimero natural n:

a(r"tt —1)

a+ar+ar’+--+ar’ =
r—1

Ejercicio 2. (1 punto) Formaliza y determina la validez del siguiente razo-
namiento:
Hipotesis:
Si estudio, entonces no suspenderé matemdticas.
St no juego al baloncesto, estudio.
Suspendo matemdticas.
Tesis:
Juego al baloncesto.

Ejercicio 3. (2 puntos)

(i) (1 punto) Determinar de cuéntas maneras se pueden repartir 12 cami-
setas iguales entre 5 personas.

(ii) (1 punto) La misma pregunta que en (i) pero no permitiendo que
ninguna persona reciba (estrictamente) mas de siete camisetas.

Ejercicio 4. (1 punto) Sea G = (V, F) un grafo simple conexo, de modo que
V| = n.

(i) (0.5 puntos) Determinar, en funciéon de n. el nimero maximo v el
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(ii) (0.5 puntos) Determinar cudl es el nimero minimo de aristas que
puede tener si es euleriano.

Ejercicio 5. (2 puntos) Sean los tres grafos simples siguientes
G = (Vvl = {a’ b, C}’ By = {{a’ b}> {b7 C}’ {CL, C}})’

GQ = (‘/2 = {172}7E2 = {{172}})7
GS = (V}g - {0‘75777 6}7 E3 - {{a7ﬁ}v {aafy}a {776}})'

(i) (1 punto) Construir el grafo G = (G; x G3) U G3. Determinar los
grados de sus vértices. Construir una matriz de adyacencias de G.

(ii) (0.5 punto) Determinar si el grafo G es conexo, o, en su defecto,
cuantas componentes conexas tiene. Determinar si es Euleriano, determinar
si es Hamiltoniano.

(iii) (0.5 punto) Determinar cuantos caminos simples de longitud 3 tienen
su extremo inicial y su extremo final en el vértice (a,1).

Ejercicio 6. (3 puntos) Sea el siguiente sistema de congruencias lineales:

Tz =5modT7
z =3 mod9
z =4 mod 5

(i) (0.5 puntos) Determinar el conjunto de soluciones del sistema.

(ii) (2 puntos) Construir un algoritmo que tenga como entrada dos ni-
meros naturales distintos a, b y que determine cuantas soluciones del sistema
anterior (el del apartado (i)) son mayores o iguales que el minimo de {a,b}
y menores o iguales que el maximo de {a, b}.

(iii) (0.5) Definir el tamafo de la entrada en (ii) y estudiar la complejidad
del algoritmo.
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LADE-+ITIG. Matemaéatica Discreta. Examen Final resuelto:
2-2-2006

La duracién del examen es de tres horas.

Consta de 6 ejercicios. La puntuaciéon de cada uno de los apartados la
indica el enunciado.

Las respuestas sin justificacion se consideraran no correctas.

Se pueden usar los apuntes pero no calculadoras.

Ejercicio 1. (1 punto) Dados dos nimeros reales a y r, 7 # 1 demostrar
por induccién para cada nimero natural n:

a(rn—l—l _ 1)

a+ar+ar®+---+ar” =
r—1

Para n = 1 se tiene que el primer término de la igualdad en cuestion es
a+ar =a(r+1).
Por otro lado, el segundo término es:

a(r*—=1) a(r+1)(r—1)
r—1 r—1 =alr+1),

por lo que la base de la induccién es verdadera. Como
a—l—aT—I—CLT2+"'+CLTn+1 _ (a—|—ar—|—a7‘2+"'+a7‘”)—|—ar”+17

entonces, por hipdtesis de induccidén, la anterior suma es igual a

a(rnJrl _ 1)

r—1

+ ar™tt

Resulta una comprobacion verificar que esto es igual a la féormula buscada,

esto es:
alant2 1)
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Ejercicio 2. (1 punto) Formaliza y determina la validez del siguiente razo-
namiento:
Hipotesis:
S1 estudio, entonces no suspenderé matemdticas.
St no juego al baloncesto, estudio.
Suspendo matemdticas.
Tesis:
Juego al baloncesto.

Las hipotesis son:

Hy = (e = —s)

H, = (_'b = 6)

H;:=s
La tesis es T' := b. Donde e es estudio, s es suspendo matemdticas, b es juego
al baloncesto.

Debemos verificar que la forma proposicional
(Hl/\HQ/\Hg) =T

es una tauotlogia.

Si las hipotesis son falsas no hay nada que comprobar, entonces podemos
suponer Hy : V., Hy : V, H3 : V. Como Hjz : V entonces s : V' y para que
H, sea V debe ser e : F. Para que H, sea V debe ser b : V' lo que hace que
T : 'V, siendo, de este modo, una tautologia y el razonamiento valido.

Ejercicio 3. (2 puntos)

(i) (1 punto) Determinar de cuéntas maneras se pueden repartir 12 cami-
setas iguales entre 5 personas.

(ii) (1 punto) La misma pregunta que en (i) pero no permitiendo que
ninguna persona reciba mas (estrictamente) de siete camisetas.

(1) ORs2 = (3)-

(ii) Asignamos 8 camisetas a una persona. Repartimos las 4 restantes
para obtener el la cantidad de repartos que asignan més de 7 camisetas a
una persona fijada. Como hay cinco personas, debe ir multiplicado por 5, de
modo que la cantidad buscada es

CR5712 — 5OR574.

Eijercicio 4. (1 punto) Sea G = (V. E) un grafo simple conexo. de modo que
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(i) (0.5 puntos) Determinar, en funcién de n, el nimero maximo y el
nimero minimo de aristas de G.

(ii) (0.5 puntos) Determinar cudl es el nimero minimo de aristas que
puede tener si es euleriano.

(i) El grafo conexo minimo es un arbol de modo que |V| > n— 1. El grafo
con més aristas serd K,. De modo que

n—1<|V|<n(n-1)/2

(ii) Como todos los vértices han de ser de grado par, entonces, el grado
minimo es dos y por tanto |V| = n. El ciclo C,, es un ejemplo donde se
alcanza este minimo.

Ejercicio 5. (2 puntos) Sean los tres grafos simples siguientes
Gl = (Vi = {a7 b7 0}7 By = {{a7 b}7 {b7 C}v {a’v C}}>7

Gy = (Vo ={1,2}, By = {{1,2}}),
GB = (VE% = {Oz,ﬁ,'y,e}, ES - {{O‘vﬁ}v {a77}7 {’776}})'

(i) (1 punto) Construir el grafo G = (G; x G2) U G3. Determinar los
grados de sus vértices. Construir una matriz de adyacencias de G.

(ii) (0.5 punto) Determinar si el grafo G es conexo, o, en su defecto,
cuantas componentes conexas tiene. Determinar si es Euleriano, determinar
si es Hamiltoniano.

(iii) (0.5 punto) Determinar cudntos caminos simples de longitud 3 tienen
su extremo inicial y su extremo final en el vértice (a, 1).

(i) El grafo es G = (V, E) donde
V={(a,1),(b,1),(c.1),(a,2),(b,2), (¢, 2), e, 3,7, €}
y
E={{(a,1), (6, 1)},{(0.1), (c, N}, {(a, 1), (¢, )} {(a,2), (b,2)}, {(], 2), (c, 2)},
{(a,2),(c,2)},{(a, 1), (a,2)},{(b, 1), (b,2)},{(c, 1), (¢, 2) } }.

Los grados verifican: gr(v) = 3 para cada v € V} x V, gr(a) = gr(y) = 2,
ar(B) = ar(e) = 1.
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01 1100O0O0O0O0
101010O0O00O00O0
1100010000
1000110000
01 0101O0O0O0O0
001 110O00O0O0O0
0000O0O0OO0OT1TT1P®O0
000O0O0OO0OT1TO0TO0O®O0
000O0O0OO0OT1TO0O01
000O0O0OO0OO0OO0OT®O

(ii) El grafo es no conexo pues tiene dos componentes conexas, ya que la
union es disjunta y cada uno de los miembros de la unién es conexo. Al no
ser conexo no puede ser Hamiltoniano. Al tener dos componentes conexas,
cada una de ellas con aristas no puede ser Euleriano.

(iii) Como el extremo inicial y final del camino es el mismo, no puede
haber caminos no simples de esa longitud. De modo que cada camino de
longitud 3 es, en efecto, simple. Hay dos caminos simples de longitud 3, que
son:

(a,1),(b,1),(c, 1), (a,1) y(a, 1), (c, 1), (b, 1), (a,1).

Y no puede haber méas pues en la componente conexa en que esta (a,1),
que es un producto, si el camino sube a la altura definida por la segunda
coordenada igual a 2, no puede en dos pasos, volver al vértice (a,1).

Ejercicio 6. (3 puntos) Sea el siguiente sistema de congruencias lineales:

Tz =b5modT7
=3 mod9
=4 modb

(i) (0.5 puntos) Determinar el conjunto de soluciones del sistema.

(ii) (2 puntos) Construir un algoritmo que tenga como entrada dos ni-
meros naturales distintos a,b que determine cuantas soluciones del sistema
anterior sean mayores o iguales que el minimo de {a, b} y menores o iguales
que el maximo de {a, b}.

(iii) (0.5) Definir el tamano de la entrada en (ii) v estudiar la complejidad
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(i) Se puede aplicar el teorema Chino de los restos ya que 5y 7 son nii-
meros primos y 9 no es un miltiplo suyo. Entonces el conjunto de soluciones

es:
{264+ 7x5x 9K : K € Z}.

(ii) Podemos hacer el siguiente algoritmo

Entrada: a,b
Ifa<bthenm:=a, M:=belse m:=b, M :=a
1:=0
s:=0
while 264 +7 x5 x 91 < M
if 264 +7x5x%x9 >mthen s:=s5+1
1:=1+1
Salida: s
(iii) Definimos M como el tamafio de la entrada y entonces el algoritmo
es de complejidad lineal.
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362 CAPITULO 7. CONTROLES Y EXAMENES RESUELTOS

LADE-+ITIG. Matemaéatica Discreta. Examen Final: 5-9-2006

La duracion del examen es de tres horas.

Consta de 4 ejercicios. La puntuaciéon de cada uno de los apartados la
indica el enunciado.

Las respuestas sin justificacion se consideraran no correctas.

Se pueden usar los apuntes pero no calculadoras.

Ejercicio 1. (20 puntos) Sea K, = (V, E) el grafo simple completo de n
vértices.

(i) (4 puntos) Determinar |V|, el grado de cada vértice y, usando la férmu-
la que relaciona el grado de los vértices con el ntimero de aristas, determinar

(ii) (4 puntos) Demuestra la formula obtenida para |E| por induccién
en el nimero de vértices (sin usar la formula que relaciona el grado de los
vértices con el niimero de aristas).

(iii) (4 puntos) Determinar para qué valores de n el grafo K, es euleriano.
Y para cuéles es hamiltoniano.

(iv) (4 puntos) Determinar cuantos subgrafos isomorfos a Cj (el ciclo de
tres elementos) tiene el grafo K. La misma pregunta cambiando C3 por Cj.

(v) (4 puntos) Determinar, fijada una arista e € F, cuantos subgrafos de
K, isomorfos a (3 contienen la arista e.

Ejercicio 2. (20 puntos)

(i) (8 puntos) Demostrar que para todo niimero natural n, n? + 1 no es
divisible por 19.

(ii) (12 puntos) Determinar la probabilidad de que al elegir tres niimeros
naturales menores o iguales que 100 (posiblemente repetidos)

(a) sean los tres multiplos de 17,

(b) al menos uno de los tres elegidos sea congruente con 5 modulo 17,

(c) sean soluciones del sistema de congruencias:

r =2 mod 3

r=5mod 7
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Ejercicio 3. (20 puntos) Sea G = (V, E)) un grafo simple (no dirigido) dado

como:
V =wy,...,v, es una lista de nimeros enteros no repetidos y
E = (e11,€12), ..., (€m1,€m2) es una lista de pares ordenados (listas de

dos elementos) de niimeros enteros de V.
Construir los siguientes algoritmos y estudiar su complejidad:

(4 puntos) vértice. Tiene como entrada Gy un ntimero entero v. Deter-
mina si v es un vértice de G.

(4 puntos) arista. Tiene como entrada G y un par ordenado e := vy, vs.
Determina si e es una arista de G.

(4 puntos) adyacentes. Tiene como entrada G y un nimero entero wv.
Determina todas las aristas que son adyacentes con v.

(4 puntos) grado. Tiene como entrada G y un nimero entero v. Deter-
mina el grado de v.

(4 puntos) euleriano. Tiene como entrada G (conexo) y determina si G
tiene o no un camino euleriano.

Ejercicio 4. (20 puntos)

(i) (10 puntos) En el conjunto de las formas proposicionales definimos
la siguiente relacion: P se relaciona con Q si y solamente si P V Q es una
tautologia. Determinar si esta relacion es reflexiva, simétrica, antisimétrica
y transitiva.

(ii) (10 puntos ) En el conjunto A = {(p V —p), (¢ = p),p, (g A —q)} se
define la relacién siguiente: dados P, Q € A se tiene que P se relaciona con
Q si y solamente si P < Q es una tautologia. Construye el grafo dirigido
asociado a esta relacion. Computa la clausura reflexiva, la clausura simétrica
y la clausura transitiva de la relacion.
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364 CAPITULO 7. CONTROLES Y EXAMENES RESUELTOS

LADE-+ITIG. Mateméatica Discreta. Examen final resuelto:
5-9-2006

La duracién del examen es de tres horas.

Consta de 4 ejercicios. La puntuacion de cada uno de los apartados la
indica el enunciado.

Las respuestas sin justificacion se consideraran no correctas.

Se pueden usar los apuntes pero no calculadoras.

Ejercicio 1. (20 puntos) Sea K, = (V, E) el grafo simple completo de n
vértices.

(i) (4 puntos) Determinar |V|, el grado de cada vértice y, usando la férmu-
la que relaciona el grado de los vértices con el niimero de aristas, determinar
|E].

Por definicion V' = {1,...,n} de modo que |V| = n. Como contiene
todas las aristas posibles entonces cada vértice se une con todos los demas.
n

Esto quiere decir que gr(v) = n — 1 para cada v € V. Entonces X, gr(v) =
n(n — 1) = 2|E|. De modo que

n(n—l).
2

(ii) (4 puntos) Demuestra la formula obtenida para |E| por induccién
en el nimero de vértices (sin usar la formula que relaciona el grado de los
vértices con el niimero de aristas).

B =

Para n = 1 se tiene que |E| = 0 = 1(1 — 1), por tanto la férmula se
verifica.

Si |[V| = n+ 1 entonces K,1; = (V,E) es la union de K, y G =
{1,....n,n+ 1}, {{n+ 1,7} : i = 1,...,n}). De este modo, como que-
riamos demostrar, se tiene

n(n —1) n—1 n(n+1)
El=——-—+ = 1)=—F7+—".
|E| 5 tn n( 5+ ) 5

(ii1) (4 puntos) Determinar para qué valores de n el grafo K, es euleriano.
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Como el grafo K, es conexo, el teorema de Euler caracteriza los grafos
eulerianos por la paridad del grado de sus vértices. De este modo si n es impar
cada vértice tiene grado par y asi K, es euleriano. El mismo razonamiento
asegura que si n es par el grafo no es euleriano.

Los grafos K; y K5 no son hamiltonianos. Si n > 2 entonces el circuito
1,...,n,1 no pasa dos veces por el mismo vértice y los recorre todos siendo
asi el grafo hamiltoniano.

(iv) (4 puntos) Determinar cuantos subgrafos isomorfos a Cs (el ciclo de
tres elementos) tiene el grafo K. La misma pregunta cambiando C3 por Cj.

Basta tomar tres vértices (respectivamente 4), por tanto (g) (respectiva-

mente (})).

(v) (4 puntos) Determinar, fijada una arista e € F, cuantos subgrafos de
K,, isomorfos a C3 contienen la arista e.

Tantos como elegir el tercer vértice entre los n — 2 vértices restantes, por
tanto n — 2.

Ejercicio 2. (20 puntos)
(i) (8 puntos) Demostrar que para todo ntimero natural n, n® + 1 no es
divisible por 19.

Sin?+1=0mod 19 entonces n?2 = —1 = 18 mod 19. Pero observamos
que, moédulo 19:

02=0, 1°=1, 2°=4, 3*=9, 4°=16, 5°=6, 6%=17,
=11, 8 =7 9=5 10°=5 11?°=7 122=11
132=17, 142=6 152°=16 162=9 17?=4 182 =1

Asi nunca n? es congruente con 18 médulo 19 y el enunciado del ejercicio
es verdadero.

(ii) (12 puntos) Determinar la probabilidad de que al elegir tres niimeros
naturales menores o iguales que 100 (posiblemente repetidos)
(a) sean los tres multiplos de 17,

Los maultiplos de_17 menores que 100 son 17. 34. 51. 68 v 85. Por tanto
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366 CAPITULO 7. CONTROLES Y EXAMENES RESUELTOS

de 5 elementos. Asi la probabilidad buscada es
53
1005
(b) al menos uno de los tres elegidos sea congruente con 5 médulo 17,

Los menores de 100 que son congruentes con 5 médulo 17 son 5, 22, 39,
56, 73 y 90. Entonces el suceso complementario al que se nos pide es que los
tres niimeros se escojan entre los 94 restantes, asi la probabilidad buscada

es: ;
-2
1003
(c) sean soluciones del sistema de congruencias:
r =2 mod 3
x=5mod 7
x =4 mod 2

Las soluciones de este sistema, calculadas por el teorema Chino de los
restos, son de la forma 26 + 42 x k con k € Z. Por tanto s6lo dos niimeros
menores que 100 son soluciones del sistema. La probabilidad buscada es por
tanto 03

1003°

Ejercicio 3. (20 puntos) Sea G = (V, E) un grafo simple (no dirigido) dado

como:
V =w4,...,v, es una lista de nimeros enteros no repetidos y
E = (e11,€12),. .., (€m1,em2) €s una lista de pares ordenados (listas de

dos elementos) de nimeros enteros de V.
Construir los siguientes algoritmos y estudiar su complejidad:

(4 puntos) vértice. Tiene como entrada Gy un ntmero entero v. Deter-
mina si v es un vértice de G.

vértice
Entrada: V =wvq,...,0,; E = (e11,€12), -+, (€m1, €m2); ¥
1:=1
while v # v; do
1:=1+1
ifi=n-+1lthenr:=0elser:=1
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Un algoritmo de complejidad lineal O(n).

(4 puntos) arista. Tiene como entrada G y un par ordenado e := vy, vy
de nimero entero v. Determina si e es una arista de G.

Como los grafos son no dirigidos entonces las aristas, aunque se introducen
ordenadamente, son en realidad subconjuntos de dos elementos. Necesitamos
el siguiente algoritmo adicional que dice si dos pares ordenados tienen los
mismos elementos o no

compara aristas

Entrada: e11, €12, fa1, foo

if €11 = fo1 and €9 = fop or
if €11 = f22 and €12 = f21 then
r:=1elser:=0

Salida: r
arista
Entrada: V =vq,...,0,; E = (e11,€12), -+, (ém1, €m2); € = (€1, €2)
1:=1
while compara aristas(e;;, e;2),e =0 do
1:=1+1

ifi=n+1thenr:=0elser:=1
Salida: r (0 si e no es arista y 1 si lo es)

Un algoritmo de complejidad lineal O(m)

(4 puntos) adyacentes. Tiene como entrada G y un niimero entero v.
Determina todas las aristas que son adyacentes con v.

adyacentes
Entrada: V =vq,...,0,; E = (e11,€12), -+, (ém1, €m2); ¥
7:=0
for i =1 to m do
if v = e; or v = e; then
J = Jj+1 adyacentes; := (eq, €2)
if 7 = 0 then r := 0 else r := adyacentes
Salida: r (0 si v no es extremo de ninguna arista y la lista de aristas
adyacentes en caso contrario.)

Es un algoritmo lineal O(m).

(4 puntos) grado._Tiene como entrada G v un nimero entero v. Deter-
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368 CAPITULO 7. CONTROLES Y EXAMENES RESUELTOS

En el algoritmo anterior la j como salida da el grado.

(4 puntos) euleriano. Tiene como entrada G (conexo) y determina si G
tiene o no un camino euleriano.

camino euleriano
Entrada: V = V1y...,Un; FE = (611, 612), ey (6m1, emg)
7j:=0
fori=1ton do
if grado(v) mod 2=1 then j :=j+ 1
If j<2thenr:=1elser:=0
Salida: r (1 si hay tal camino, 0 si no lo hay)

Complejidad: O(nm).

Ejercicio 4. (20 puntos)

(i) (10 puntos) En el conjunto de las formas proposicionales que se pue-
den construir con las variables proposicionales p, ¢, r, s definimos la siguiente
relacion: P se relaciona con Q si y solamente si P V O es una tautologia.
Determinar si esta relacion es reflexiva, simétrica, antisimétrica y transitiva.

No es reflexiva: tomamos P := p, esto es, una variable proposicional.
Como p V p no es una tautologia la relaciéon no es reflexiva.

Es simétrica: porque P V Q es logicamente equivalente a Q V P.

No es antisimétrica: p se relaciona con —p, —p se relaciona con p y son
formas proposicionales diferentes.

No es transitiva: Sea P = p, Q = (¢V —q) y R = r. Como Q es una
tautologia se tiene que PV Q y Q V R son tautologias. De este modo P
se relaciona con Q y Q se relaciona con R. Pero P no se relaciona con R
puesto que p V r no es una tautologia.

(ii) (10 puntos ) En el conjunto A = {(p V —p), (¢ = p),p, (g A —q)} se
define la relacion siguiente: dados P, Q € A se tiene que P se relaciona con
Q si y solamente si P <= Q es una tautologia. Construye el grafo dirigido
asociado a esta relacion. Computa la clausura reflexiva, la clausura simétrica
y la clausura transitiva de la relacion.

El grafo es (V, E) donde V = {vy, v, 03,04} ¥
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Como P <= P es una tautologia entonces la relacion es reflexiva, de modo
que (v;,v;) € B, 1 <i < 4. Como (¢ A —q) es una contradiccion entonces
(vi,v4) € B, 1 < i < 4. Como vy,v9 y v3 no son contradicciones entonces
(vg,v;) ¢ E parai = 1,2,3. Como v es una tautologia y vs, v3 y v4 no lo son
entonces (v;,v1) ¢ F, 1 = 2,3,4. Verificamos el resto de posibles adyacencias:

(v1,v2) ¢ E ya que (pV —p) <= (¢ = p) no es una tautologia.

(v1,v3) € E ya que (p V —p) < p es una tautologia.

(v2,v3) € E ya que (¢ = p) < p es una tautologia.

(vs,v2) ¢ E ya que p < (¢ = p) no es una tautologia.

De esta manera el grafo es

G = (V{Ul,/UQ,Ug,ThL}, E = {(Ulavl)a (/0271)2)7 (Ug,’Ug),

(U47 U4>7 (Ub U4)> (027 U4)7 (U?n v4)7 (vlv U3>7 (U2> 03)})'

Como la relacion es reflexiva entonces coincide con su clausura transitiva.
La clausura simétrica anade las aristas

(U4, Ul), (U4, ’UQ), (’U4, Ug), <U3, Ul), (Ug, UQ).

La relacion es transitiva y por tanto coincide con su clausura transitiva.
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370 CAPITULO 7. CONTROLES Y EXAMENES RESUELTOS

LADE-+ITIG. Matemaéatica Discreta. Control: 20-12-2006

La duracion del examen es de una hora.

Consta de dos ejercicios. La puntuacién de cada uno de los apartados la
indica el enunciado.

Las respuestas sin justificacién se consideraran no correctas.

Se pueden usar los apuntes pero no calculadoras.

Ejercicio 1. (3 puntos) Supongamos que tenemos un algoritmo, llamado
med, que calcula el maximo comin divisor de dos niimeros naturales m,n,
para lo que basta escribir mcd(m,n). Supongamos también que podemos
asignar pares de nimeros (m,n) a una variable x para lo que basta escribir
z := (m,n). Usando estos dos algoritmos (sin necesidad de construirlos)
construir un algoritmo que tenga como entrada una lista ay, ..., a, de nime-
ros naturales y como salida la lista de pares (a;,a;) de nimeros de la lista
ai,...,a, que son primos entre si.

(1 punto) Asumiendo que el algoritmo mcd es de complejidad constante
determinar la complejidad del algoritmo anterior.

Ejercicio 2. En una biblioteca hay dos estanterias: Estanteria 1, Estanteria
2. En la Estanteria 1 hay 10 libros de historia, 3 de matematicas y 23 de
filosofia. En la Estanteria 2 hay 15 libros de historia, 25 de matemaéticas y
5 de filosofia. Extraemos tres libros de la Estanteria 1 y tres libros de la
Estanteria 2. Determinar la probabilidad de que:

(i) (1 punto) Los seis libros sean de historia.

(ii) (1 punto) Al menos un libro sea de matematicas.

(iii) (2 puntos) Haya el mismo namero de libros de filosofia en los extraidos
de la Estanteria 1 que en los de la Estanteria 2.

Si consideramos un éxito sacar al menos un libro de mateméticas en los tres
extraidos de cada Estanteria:

(iv) (1 punto) Determinar la probabilidad p de éxito y ¢ de fracaso.

(v) (1 punto) Determinar la probabilidad de que al repetir el experimento

AR vioroe eo havan ohtonidao avactamanta 2 fracacnc
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LADE-+ITIG. Mateméatica Discreta. Control resuelto: 22-11-2006

La duracién del examen es de una hora.

Consta de dos ejercicios. La puntuaciéon de cada uno de los apartados la
indica el enunciado.

Las respuestas sin justificacion se consideraran no correctas.

Se pueden usar los apuntes pero no calculadoras.

Ejercicio 1. Sean a y d dos numeros naturales y {z,} una sucesion de
numeros naturales definida de la siguiente manera: xr1 =ay x, = x,_1 +d
para cada numero natural n > 1.

(i) (2 puntos) Demostrar por inducciéon que la formula general x,, = a +
(n — 1)d es valida para cada n natural.

Para n = 1 la féormula dice que 1 = a lo que es cierto. Si la férmula
es cierta para x, entonces x,.1 = x, + d es, por hipotesis de induccion,
Tpi1 =a+ (n—1)d+d = a+nd, lo que demuestra que la formula es vélida.

n(n—1)

(ii) (3 puntos) Demostrar que X' x; = na + ~5—=d. Lo demostramos

por induccion. Para n = 1 la formula dice que 1 = x1, lo cual es cierto.
Ahora ¥z, = Y7 2; + 1,,1. Aplicando la hipétesis de induccién y el
apartado (i) tenemos

n{n+1)

-1
E?jllmi:na+wd+a+nd:(n+1)a+ 5

d,
2

como queriamos demostrar.

Ejercicio 2.

(3 puntos) Construir un algoritmo que tenga como entrada un nimero
natural n y construya la lista de los niimeros naturales menores o iguales que
n que son multiplos de 7 y cuyo resto de dividir por 11 es 3.

Entrada: n
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Fori=1ton
If i mod 7=0, ¢ mod 11 = 3 then
ji=j41,a,=i

Salida: aq,- - , Gn,.

(1 punto) Determinar el minimo valor de n para el cual la salida del
anterior algoritmo es una lista no vacia.

Por el teorema chino la solucion existe y es tinica moédulo 77. Aplicando
el algoritmo del teorema chino obtenemos la solucion x = 14.

(1 puntos) Determinar la funcion 7'(n) (con la mayor precision posible)
y la complejidad del algoritmo.

El tamano de la entrada es n. Primero tenemos una asignacién. Después
un bucle que se repite n veces. Dentro del bucle se tienen: 1 suma y una
asignacion del contador, 2 cocientes, 2 comparaciones y 2 asignaciones méas 1
suma que se haran algunas veces, del orden de [n/77]. La comparacién final
que nos saca del bucle. La asignacion de la salida no la contamos. Entonces
T(n) =3+ 5n+ 3[n/77], la complejidad es lineal.
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LADE-+ITIG. Mateméatica Discreta. Control: 17-01-2007

La duracién del examen es de una hora.

Consta de dos ejercicios. La puntuacion de cada uno de los apartados la
indica el enunciado.

Las respuestas sin justificaciéon se consideraran no correctas.

Se pueden usar los apuntes pero no calculadoras.

Ejercicio 1. (3 puntos) Sea M una matriz cuadrada de tamano n con

coeficientes enteros. Supongamos que la matriz es una lista ordenada con

dos subindices de manera que M ; es la entrada de M que ocupa la fila -

ésima y la columna j-ésima. Construir un algoritmo que tenga como entrada

M y s, donde s es un nimero entero que verifica 1 < s < n, y obtenga el

grado del vértice s en el grafo que tiene M como su matriz de adyacencias.
(1 punto)Determinar la complejidad del algoritmo anterior.

Ejercicio 2. Tenemos tres urnas: Urna 1, Urna 2 y Urna 3. En la Urna 1
hay 7 bolas rojas, 3 negras y 5 verdes; en la Urna 2 hay 10 bolas rojas, 4
negras y 6 verdes; en la Urna 3 hay 11 bolas rojas, 13 negras y 34 verdes.
Extraemos 4 bolas de cada urna. Determinar la probabilidad de que:

(i) (1 punto) Las 12 bolas sean verdes.

(ii) (1 punto) Al menos una bola sea roja.

(iii) (2 puntos) Haya al menos una bola de cada color en las extraidas en
la Urna 1.

Si consideramos un éxito sacar al menos una bola roja en cada urna:

(iv) (1 punto) Determinar la probabilidad p de éxito y ¢ de fracaso.

(v) (1 punto) Determinar la probabilidad de que al repetir el experimento
9 veces se hayan obtenido exactamente 3 fracasos.
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LADE-+ITIG. Matemaéatica Discreta. Control resuelto: 17-01-2007

La duracién del examen es de una hora.

Consta de dos ejercicios. La puntuacién de cada uno de los apartados la
indica el enunciado.

Las respuestas sin justificaciéon se consideraran no correctas.

Se pueden usar los apuntes pero no calculadoras.

Ejercicio 1. (3 puntos) Sea M una matriz cuadrada de tamafno n con
coeficientes enteros. Supongamos que la matriz es una lista ordenada con
dos subindices de manera que M ; es la entrada de M que ocupa la fila -
ésima y la columna j-ésima. Construir un algoritmo que tenga como entrada
M y s, donde s es un nimero entero que verifica 1 < s < n, y obtenga el
grado del vértice s en el grafo que tiene M como su matriz de adyacencias.

Entrada: Miq,..., M,,; s.
grado =0
Fori=1ton

grado := grado + M;
Salida: grado

(1 punto)Determinar la complejidad del algoritmo anterior.

Consideramos n el tamano de la entrada. El bucle suma las n entradas
de la columna s-ésima de M, por tanto es lineal.

Ejercicio 2. Tenemos tres urnas: Urna 1, Urna 2 y Urna 3. En la Urna 1
hay 7 bolas rojas, 3 negras y 5 verdes; en la Urna 2 hay 10 bolas rojas, 4
negras y 6 verdes; en la Urna 3 hay 11 bolas rojas, 13 negras y 34 verdes.
Extraemos 4 bolas de cada urna. Determinar la probabilidad de que:

(i) (1 punto) Las 12 bolas sean verdes.

() @) )

() () (5)
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Este suceso es complementario del suceso: las 12 bolas sean rojas.

(iii) (2 puntos) Haya al menos una bola de cada color en las extraidas en
la Urna 1.

Escribimos este suceso como unién disjunta de los tres sucesos siguientes:
Sy =sacar dos bolas verdes, una roja y una negra, Sz =sacar dos bolas rojas,
una negra y una verde y Sy =sacar dos bolas negras, una roja y una verde.
Entonces la probabilidad buscada es P(Sy) + P(Sg) + P(Sy), donde:

(0) x7x3 (0) x3x5 (3) x7x5
15 5 5
() () ()
Si consideramos un éxito sacar al menos una bola roja en cada urna:
(iv) (1 punto) Determinar la probabilidad p de éxito y ¢ de fracaso.

P(Sy) = , P(Sg) = , P(Sy) =

Sacar al menos una bola roja es el suceso complementario de que ninguna
bola sea roja. Entonces:

yg=1-p
(v) (1 punto) Determinar la probabilidad de que al repetir el experimento
9 veces se hayan obtenido exactamente 3 fracasos. Aplicando la férmula

<§>p60-—1ﬁ?

oportuna se tiene:
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Matematica Discreta. Examen final LADE-+ITIG: 10 de febrero
del 2007

El examen est4 compuesto por problemas y se valorara sobre 10 puntos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valoraréd sobre el niimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificaciéon se consideraran como no contestadas.

No esta permitido el uso de calculadoras.

Pueden usarse apuntes.

Problema 1. (2 puntos) Los ocho participantes en una comision deben
alojarse en un hotel. Dicho hotel dispone de una habitacién triple, dos habi-
taciones dobles y una individual.

(1 punto) Determinar de cuantas maneras distintas pueden repartirse los
comisionados en las distintas habitaciones.

(1 punto) Determinar la probabilidad de que el comisionado llamado Pepe
esté alojado en la habitaciéon individual.

Problema 2. (1 punto) Demostrar por induccién que para cada nimero
natural n > 2 se tiene
2%" = 6 mod 10.

Problema 3. (1.5 puntos) Sea el grafo simple G = (V,E) donde V =
{17 2, 3} y E= {{17 2}7 {273}}

(0.5 puntos) Construir una matriz de adyacencias del grafo producto G x
G.

(0.5 puntos) Determinar el grado de cada vértice de G x G.

(0.5 puntos) Determinar si G es conexo, determinar si G X G es conexo,
determinar si G x GG es Euleriano.

Problema 4. (2 puntos) Sea Zi3; = {0,1,...,129,130}. Considera la fun-
cion siguiente:
fo Zasi —  Zam
a +— Ta+9
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(0.75 puntos) Determinar si f es inyectiva.
(0.75 puntos) Determinar si f es sobreyectiva.

Problema 5. (2 puntos) Supongamos que tenemos un algoritmo de comple-
jidad lineal, Borrar(L,1), que tiene como entrada una lista L y un entero i y
borra de L el término i-ésimo ;. Supongamos también que podemos hacer
asignaciones de listas L := M.

(1.5 puntos) Construir un algoritmo que tenga como entrada una lista L
y como salida la lista donde se han borrado todos los elementos de L que son
“miltiplos de 6.

(0.5 puntos) Estudiar su complejidad.

Problema 6. (1.5 puntos) Sea A el conjunto de los niimeros naturales escri-
tos en el sistema de numeracion de base 2 y caracterizados por la propiedad
de ser menores o iguales que 1000, donde 1000 est& escrito también en base
2. En A definimos la siguiente relacion: para a,b € A se tiene que aRb si
a+be A

(0.5 puntos) Escribir A y determinar si la relacion es reflexiva, simétrica
y transitiva.

(0.5 puntos) Escribir una matriz de la relacion.

(0.5 puntos) Escribir su clausura reflexiva, su clausura simétrica y su
clausura transitiva.
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Matematica Discreta. Examen final resuelto LADE+ITIG: 10 de
febrero del 2007

El examen estd compuesto por problemas y se valorara sobre 10 puntos.

La respuesta a cada uno de los problemas se valorara sobre el nimero de
puntos indicado.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no contestadas.

No esta permitido el uso de calculadoras.

Pueden usarse apuntes.

Problema 1. (2 puntos) Los ocho participantes en una comisiéon deben
alojarse en un hotel. Dicho hotel dispone de una habitacién triple, dos habi-
taciones dobles y una individual.

(1 punto) Determinar de cuantas maneras distintas pueden repartirse los
comisionados en las distintas habitaciones.

Basta elegir los tres que van a la habitacion triple, de los restantes, los
dos que van a la primera doble, de los restantes los que van a la segunda
doble y finalmente queda uno, que ira a la individual. De este modo:

(OO0

(1 punto) Determinar la probabilidad de que el comisionado llamado Pepe
esté alojado en la habitaciéon individual.

Como son 8 personas la probabilidad es de 1/8.

Problema 2. (1 punto) Demostrar por induccién que para cada nimero
natural n > 2 se tiene
2*" = 6 mod 10.

Para n = 2 se tiene 22° = 2* = 16 = 6 mod 10, que es justamente lo que
queriamos demostrar.

Como 22" = 22¥2" — (22")2] ahora podemos aplicar la hipotesis de
induccién de modo que (22")2 = 62 mod 10. Terminamos la demostracién
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Problema 3. (1.5 puntos) Sea el grafo simple G = (V,F) donde V =
{1,2,3} y B ={{1,2},{2,3}}.

(0.5 puntos) Construir una matriz de adyacencias del grafo producto G x

G.

Ordenamos los vértices de la siguiente manera:

V={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3) }.

Entonces la matriz es:

01 0100O0O0¢O
101010000
01 0001O0O00O0
100010100
01 0101010
0010100O0T1
000100O010
00001O01O0T1
0000O0OT1O0T1®O0

(0.5 puntos) Determinar el grado de cada vértice de G x G.

Con la ordenacién de los vértices anteriormente establecida se tiene que
la sucesion de los grados es:

2,3,2,3,4,3,2,3,2.

(0.5 puntos) Determinar si G es conexo, determinar si G X G es conexo,
determinar si G X GG es Euleriano.

El grafo GG es conexo, pues todos los vértices estdn unidos entre si por un
camino.

También lo es G X G. Los vértices que tienen su primera (respectivamente
su segunda) coordenada igual estan unidos por un camino en G y por tanto
en G x GG. Si ambas coordenadas son distintas, basta elegir un camino que
una el vértice primero con el que tiene su primera coordenada igual y la
segunda igual a la del vértice segundo. Cuando las coordenadas segundas
son iguales, se usa el razonamiento escrito anteriormente.

Aunque G x G es_conexo no todos sus vértices son de grado par. por lo
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Problema 4. (2 puntos) Sea Z3; = {0,1,...,129,130}. Considera la fun-
cion siguiente:
fi1 Zizn —  Zizn
a +— Ta+9
(0.5 puntos) Determinar f(81) y f(111).

Simplemente evaluando se tiene f(81) =52y f(111) = 0.

(0.75 puntos) Determinar si f es inyectiva.

Si7a+9 = 7b+ 9 mod 131 entonces 7(a — b) = 0 mod 131. Como
mcd(7,131) = 1 entonces multiplicando por el inverso de 7 médulo 131 ob-
tenemos a — b = 0 mod 131 de modo que @ = b. Por tanto es inyectiva.

(0.75 puntos) Determinar si f es sobreyectiva.

Como mced(7,131) = 1 entonces dado @ € Zj3; la congruencia lineal
7x +9 = a mod 131 tiene solucién, de modo que f es sobreyectiva.

Problema 5. (2 puntos) Supongamos que tenemos un algoritmo de com-
plejidad lineal, Borrar(L, i), que tiene como entrada una lista L y un entero
1y borra de L el término L;. Supongamos también que podemos hacer
asignaciones de listas L := M.

(1.5 puntos) Construir un algoritmo que tenga como entrada una lista L
y como salida la lista donde se han borrado todos los elementos de L que son
“multiplos de 6.

Entrada: Lq,..., L,

i=mn
while 1 > 1
if L; mod 6 = 0 then L := Borrar(L,1)
1:=1—1
Salida: L

(0.5 puntos) Estudiar su complejidad.

Como Borrar es una algoritmo de complejidad lineal (y lo mismo asignar
listas) al que se le llama n veces, entonces la complejidad de nuestro algoritmo
es cuadratica.

Problema 6. (1.5 puntos) Sea A el conjunto de los nimeros naturales escri-
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de ser menores o iguales que 1000, donde 1000 est& escrito también en base
2. En A definimos la siguiente relacion: para a,b € A se tiene que aRb si
a+be A

(0.5 puntos) Escribir A y determinar si la relacion es reflexiva, simétrica
y transitiva.

Como 1000 en base 2 es 8 en base 10 entonces
A ={1,10,11,100, 101,110, 111, 1000}.

La relacion no es reflexiva, por ejemplo 1000 + 1000 ¢ A.

La relacion es simétrica puesto que a +b =0+ a.

La relacién no es transitiva, por ejemplo 110+ 1 =111 € A, 1 4110 =
111 € A y sin embargo 110 + 110 = 1100 ¢ A

(0.5 puntos) Escribir una matriz de la relacion.

Con el orden establecido se tiene:

11111110
11111100
11111000
11100000
11000000
1 0000O0O00O
000O0O0O0® 0O

(0.5 puntos) Escribir su clausura reflexiva, su clausura simétrica y su
clausura transitiva.

La clausura reflexiva consiste en anadir los 3 unos que faltan en la diago-
nal.

La clausura simétrica coincide con la relacion pues cumple esta propiedad.

Como la matriz al cuadrado tiene todos sus elementos no nulos salvo la
ultima fila y columna (donde tampoco hay elementos no nulos en las potencias
sucesivas), entonces la clausura transitiva es (A — {1000}) x (A — {1000}).
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