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592 Caṕıtulo 8. Grafos

8.4. Coloreando grafos

Vamos ahora a introducir un ingrediente nuevo en este recorrido por la Teoŕıa de Grafos:
vamos a “colorear” los vértices de un grafo, con unas ciertas reglas que veremos en un
momento. El objetivo es abordar la cuestión de contar listas con restricciones (en particular,
el problema de los horarios que planteábamos al principio del caṕıtulo).

Tenemos un grafo G y un conjunto de colores S = {a, b, . . . }. Una coloración de G con
los colores de S consistirá en asignar a los vértices de G elementos de S (“colores”) de manera
que los extremos de cada arista reciban colores distintos. Formalmente, una coloración de G
con colores de S es una aplicación

γ : V (G) −→ S

de forma que γ(v) �= γ(w) si {v,w} ∈ A(G). El valor de γ(v) es el color que recibe el vértice
v en la coloración.

Definición 8.13 El número cromático de un grafo G, χ(G), será el número mı́nimo de
colores necesario para colorear G.

Un problema clásico en este contexto es el llamado problema de los cuatro colores. Esta
cuestión concreta es la que da lugar a la terminoloǵıa de los colores. Aunque la estudiaremos
en detalle en el caṕıtulo 15, vamos a presentarla aqúı de manera informal.

Tenemos un mapa con un cierto número de páıses y sus fronteras correspondientes, y
queremos colorearlo de manera que páıses vecinos reciban, para poder distinguirlos, colores
distintos. Para analizar esta cuestión, usamos grafos para representar la información relevante:
los páıses que aparecen y una relación binaria, la de vecindad. El conjunto de páıses será el de
vértices, y dibujaremos una arista entre dos vértices si los páıses que representan son vecinos.
De esta manera obtenemos un grafo, y el problema de asignar colores a los páıses se traduce
en el de colorear el grafo.

Hay que tener cierto cuidado con la construcción del grafo: dos páıses pueden tener más
de un trozo de frontera común (España y Francia, por ejemplo, donde Andorra separa en dos
la frontera pirenaica), aśı que a veces tendremos que usar aristas múltiples. O quizás a un
páıs le pueden corresponder varias regiones separadas (por ejemplo, unas islas); cada una de
estas regiones debeŕıa entonces ser considerada como un páıs distinto. En todo caso, y esto
es lo importante, el grafo que se obtiene es muy especial: es lo que se llama un grafo plano
(en el caṕıtulo 15 lo definiremos con cuidado).

El problema clásico al que alud́ıamos es el de verificar que todo mapa puede ser coloreado
con sólo cuatro colores; en otras palabras, que el número cromático del grafo (plano) obtenido
a partir de un mapa de la forma descrita anteriormente es menor o igual que cuatro. Por
ejemplo, en el mapa

A

B C
D

cuyo grafo asociado seŕıa

A B

C D

es decir, un K4, hacen falta cuatro colores.
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8.4. Coloreando grafos 593

Pero volvamos con nuestro problema general de coloraciones de grafos. Algunas observa-
ciones inmediatas sobre el número cromático son las siguientes:

1. Para todo grafo G, χ(G) ≤ |V | , porque siempre podremos colorear con |V | colores,
asignando a cada vértice un color distinto. Ésta es, obviamente, la forma menos efectiva
de colorear.

2. Si el grafo contiene al menos una arista, necesitaremos dos colores como mı́nimo; es
decir, si |A| ≥ 1, entonces χ(G) ≥ 2.

3. Si G contiene a G′ como subgrafo, entonces

χ(G) ≥ χ(G′) ,

porque al menos necesitaremos χ(G′) colores para colorear el subgrafo (y quizás más
para el resto). Los ejemplos más relevantes de subgrafos que habremos de buscar dentro
de un grafo para obtener información sobre su número cromático son los completos y
los ciclos de orden impar, cuyos números cromáticos obtendremos pronto (en el ejem-
plo 8.4.1).

4. Si G tiene k componentes conexas, G1, G2, . . . , Gk que tienen números cromáticos
χ(G1), χ(G2), . . . , χ(Gk) respectivamente, entonces

χ(G) = máx
1≤i≤k

{χ(Gi)}

Para verlo, comprobamos primero que χ(G) ≥ máx 1≤i≤k {χ(Gi)}. ¿Cuántos colores
necesitaremos para colorear todo el grafo G? Al menos, tantos como necesitemos para
colorear la componente conexa de mayor número cromático.

Pero también se cumple que χ(G) ≤ máx 1≤i≤k {χ(Gi)}. Supongamos que tenemos
evaluado máx 1≤i≤k {χ(Gi)}. Con este número de colores podremos colorear la com-
ponente conexa más “dif́ıcil”. Pero también las otras, que necesitan menos colores.

5. Si G y G′ son grafos isomorfos, entonces χ(G) = χ(G′). El propio isomorfismo aplica
coloraciones en G en coloraciones en G′.

Ejemplo 8.4.1 Calculemos el número cromático de algunos grafos.

Para colorear el grafo completo con n vértices, Kn, necesitamos tantos colores como vértices
(porque cuando asignamos un color a un vértice, ya no podemos utilizar este color de nuevo).
Aśı que χ(Kn) ≥ n. Pero el número cromático de un grafo no puede ser mayor que el número
de vértices, aśı que χ(Kn) = n . Por tanto, si un grafo G contiene a un Kn como subgrafo,
ya tenemos una cota inferior para χ(G).

Para el grafo lineal con n vértices, Ln (n ≥ 2), observemos primero que lo podemos
colorear con sólo dos colores:

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦a b a b a b a

Pero además, como n ≥ 2, al menos hay una arista, aśı que χ(Ln) ≥ 2. Por tanto, χ(Ln) = 2
si n ≥ 2.

(versión preliminar 24 de noviembre de 2003)
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594 Caṕıtulo 8. Grafos

El grafo vaćıo Nn se puede colorear con un único color, aśı que χ(Nn) = 1. Y rećıproca-
mente: si un grafo se puede colorear con un sólo color, entonces es un grafo vaćıo.

Consideremos el grafo circular Cn, con n ≥ 3. Veamos los primeros
casos. Por ejemplo, para C3, una posible coloración es la que aparece
a la derecha, que utiliza sólo tres colores. Por tanto, χ(C3) ≤ 3. Y es
fácil convencerse de que dos colores no son suficientes. Es decir, que
χ(C3) = 3.

Para C4, es fácil dar una coloración con dos colores, y éste es el
valor mı́nimo que puede tener el número cromático, pues hay aristas.
Por tanto, χ(C4) = 2.

No es dif́ıcil repetir estos argumentos para concluir que:

χ(Cn) =

{
2, si n es par

3, si n es impar

De lo anterior deducimos que si un grafo contiene ciclos de orden impar, entonces al menos
necesitaremos tres colores para colorearlo.

a

b

c

a

b

b

a

El grafo que aparece a la derecha era protagonista en algunas de
las discusiones matemáticas de la peĺıcula8 El indomable Will Hun-
ting. Su número cromático es 3: al menos requiere tres colores, pues
hay ciclos de orden impar. Y es fácil dar una coloración que utilice
sólo esos tres colores.

Consideremos el grafo Rn, que llamaremos grafo rueda, que tiene
n + 1 vértices. Vemos inmediatamente que el vértice central es es-
pecial. Cualquier coloración del grafo le asignará un color que ya no
podremos volver a usar en el resto del grafo. Pero una vez hayamos
coloreado el vértice central con un color y nos aseguremos de que no
lo volvemos a usar, lo que nos queda es uno circular con n vértices, aśı que

χ(Rn) =

{
3, si n es par;

4, si n es impar.

En el grafo bipartito completo Kr,s, con r, s ≥ 1, por haber aristas, χ(Kr,s) ≥ 2. Pero
asignar un color a los vértices de la izquierda y otro distinto a los de la derecha es una buena
coloración, aśı que χ(Kr,s) ≤ 2. Por tanto, χ(Kr,s) = 2. En realidad, cualquier grafo bipartito,
aunque no sea completo, se puede colorear con sólo dos colores (de hecho, esta propiedad
caracteriza a los grafos bipartitos; véanse los ejercicios 8.4.2 y 8.4.3).

8Good Will Hunting era el t́ıtulo original de la peĺıcula dirigida por Gus van Sant en 1997. Es la historia
de un huérfano (Matt Damon) con problemas psicológicos pero que resulta tener un talento natural para las
Matemáticas; es descubierto por un profesor del MIT y toma contacto con un psicólogo (Robin Williams).
Protagonizada también por Ben Affleck y Minnie Driver (Damon y Affleck son los autores del guión, ganador
de un Oscar), es, ciertamente, una peĺıcula recomendable.

(versión preliminar 24 de noviembre de 2003)
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8.4. Coloreando grafos 595

Para el grafo del cubo Qn, para n ≥ 2, como hay aristas, de nuevo χ(Qn) ≥ 2. Pero el cubo
es un grafo bipartito (no completo, recordemos la discusión del final de la subsección 8.1.3),
aśı que χ(Qn) = 2. ♣

En general, y a diferencia de lo que parecen sugerir estos ejemplos sencillos, calcular el
número cromático de un grafo arbitrario es una tarea extraordinariamente complicada (en
términos técnicos, un problema NP-completo). Las cotas que hemos obtenido hasta aqúı no
son muy precisas, en general (aún obtendremos alguna más, véanse las proposiciones 8.11 y
8.12). Tendremos que esperar a conocer el concepto de polinomio cromático (en la sección
8.5) para obtener un algoritmo (quizás laborioso) para calcular números cromáticos.

8.4.1. Coloraciones de grafos: relación con listas y particiones en bloques

Colorear un grafo nos servirá para describir de otra manera el problema de construir listas
con restricciones. Al fin y al cabo,

colorear un grafo G de n vértices con k colores es lo mismo que formar listas
con repetición permitida de longitud n con los śımbolos (colores) {a1, . . . , ak}, de
manera que si {i, j} ∈ A(G), los śımbolos que aparecen en las posiciones i y j de
la lista son distintos.

Una observación interesante, que nos será útil en ciertos argumentos sobre coloreado es que

colorear un grafo G con vértices {1, . . . , n} con exactamente k colores dados
—es decir, usándolos todos— es lo mismo que partir el conjunto {1, . . . , n} en k
bloques no vaćıos (cada bloque lleva los vértices que van con el mismo color), de
manera que cada dos elementos (vértices) de un bloque no son vecinos en G. Y a
cada bloque le asignamos un número de 1 a k distinto.

Es conveniente reflexionar sobre estas equivalencias, que nos permitirán abordar algunos
problemas sobre listas con prohibiciones con este nuevo lenguaje de grafos. Algunos ejemplos
de estas equivalencias seŕıan:

Colorear Ln con, digamos, los colores {a, b, c} es lo mismo que formar listas con repe-
tición permitida de longitud n con los śımbolos {a, b, c} de manera que en posiciones
consecutivas haya śımbolos distintos (nótese que no son listas sin repetición: la lista
(a, b, a) es válida aqúı).

Colorear el grafo vaćıo Nn con k colores, usándolos todos, es lo mismo que partir el
conjunto {1, . . . , n} en k bloques no vaćıos y luego etiquetar cada bloque con un número
de 1 a k.

Ahora bien, si lo que queremos es colorear el grafo vaćıo Nn utilizando a lo sumo los
colores {a1, . . . , ak}, entonces estamos formando, simplemente, las n−listas con repeti-
ción permitida y sin restricciones con k śımbolos.

Si tratamos de colorear el grafo completo Kn con k colores, está claro que lo que estamos
haciendo es formar listas de longitud n con k śımbolos sin repetición.

(versión preliminar 24 de noviembre de 2003)
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596 Caṕıtulo 8. Grafos

8.4.2. Algoritmo austero para colorear

Buscamos un procedimiento que nos permita colorear un grafo G = (V,A) con |V | = n,
dado un conjunto de colores S = {a, b, . . . } (en principio no limitamos el número de colores
que utilizaremos), de manera que el número de colores utilizado sea el menor posible. Lo
llamaremos9 algoritmo austero, y consta de los siguientes pasos:

Paso inicial. Ordenamos los vértices del grafo (¡importante!, el resultado del algorit-
mo dependerá de la ordenación elegida; veremos criterios para conseguir ordenaciones
eficientes). Esto es, disponemos los vértices del grafo en una lista

(v1, v2, . . . , vn) .

Ahora asignaremos colores a los vértices siguiendo la ordenación elegida.

Primer paso. A v1 le asignamos el primer color disponible, a.

Segundo paso. ¿Cómo coloreamos v2? Si es vecino de v1 le asignamos el color b; si no
lo es, le asignamos a.

Tercer paso Para colorear v3, comprobamos si es vecino de v1 ó v2; y no podremos
utilizar el color o colores que hayamos utilizado en los que sean vecinos suyos.

k-ésimo paso. ¿Cómo coloreamos el vértice vk, teniendo en cuenta que ya hemos
coloreado los k − 1 anteriores? En la lista de colores obviamos los colores usados en los
vecinos de vk que ya hayan sido coloreados; de los colores que quedan, elegimos
para vk el primero disponible.

Ejemplo 8.4.2 Consideremos el siguiente grafo, en el que ya hemos asignado un orden a
los vértices:

◦ ◦ ◦

◦

◦ ◦

◦

v1 v2 v4

v3 v5

v6 v7

A v1 le asignamos el color a. Como v2 es vecino de v1 (que ya ha sido previamente
coloreado con a), para colorear v2 no podemos utilizar el color a:

{�a, b, c, d, . . . } −→ escogemos b.

El vértice v3 sólo tiene un vecino que ya haya sido coloreado, el v2 con b, aśı que

{a, �b, c, d, . . . } −→ escogemos a.
9En la literatura anglosajona se denomina greedy algorithm, que se podŕıa traducir por algoritmo voraz,

acaparador, avaricioso. . . Nuestra traducción trata de captar la filosof́ıa del algoritmo, que supone elegir, en
cada paso, la opción más económica, hasta conseguir la coloración completa.

(versión preliminar 24 de noviembre de 2003)
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8.4. Coloreando grafos 597

Para v4 hay disponibles {�a, �b, c, d, . . . } −→ escogemos c.
Para v5 hay disponibles {a, b, �c, d, . . . } −→ escogemos a.
Para v6 hay disponibles {�a, b, c, d, . . . } −→ escogemos b.
Para v7 hay disponibles {�a, b, c, d, . . . } −→ escogemos b.

Y obtenemos finalmente la coloración

◦ ◦ ◦

◦

◦ ◦

◦

a b c

a a

b b

Aśı que el algoritmo austero nos permite colorear el grafo con tres colores (el mı́nimo nece-
sario, obsérvese que hay ciclos de longitud impar). ♣

Y debeŕıamos preguntarnos si este algoritmo siempre funciona de manera óptima, es decir,
si produce siempre una coloración que emplea justo tantos colores como nos diga el número
cromático. El siguiente ejemplo nos muestra que no siempre es aśı.

Ejemplo 8.4.3 Consideremos el grafo del cubo Q3.

Encontramos ordenaciones que utilizan:
1

2
3

4

5

6
7

8

a

a
b

b

c

c
d

d

−→ 4 colores

1

2
8

5

6

3
4

7

a

a
c

b

c

b
c

b

−→ 3 colores

1

2
3

4

5

6
7

8

a

b

a

b

a

b
a

b

−→ 2 colores

Esta última es la mejor coloración que se puede hacer, pues, recordemos, el cubo Q3 es
un grafo bipartito. Dos enseñanzas de este ejemplo: una “buena” ordenación inicial de los
vértices produce el mejor resultado posible. Y, si comprobáramos todas las ordenaciones de

(versión preliminar 24 de noviembre de 2003)
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598 Caṕıtulo 8. Grafos

vértices posibles, veŕıamos que nunca se utilizan más de cuatro colores (por cierto, todos los
vértices son de grado tres). ¿Es esto algo que ocurre siempre? Lo vemos en un momento. ♣
Ejemplo 8.4.4 Consideremos el grafo bipartito con 2n vértices y tal que cada vértice de
la izquierda está unido a todos los de la derecha excepto al que se sitúa enfrente suyo. Y
establezcamos dos ordenaciones distintas de los vértices:

1
3
5

2
4
6

2n − 1 2n

1
2
3

n + 1
n + 2
n + 3

n 2n

La ordenación de los vértices de la izquierda hace que el algoritmo austero utilice n colores.
La de la derecha, sin embargo, hace que el algoritmo austero utilice sólo 2 colores, que es lo
mejor posible (recordemos que el número cromático es 2). Si tomamos n muy grande, nos da
una idea de lo “sensible” que es el resultado del algoritmo austero a la ordenación inicial. ♣

Aśı que conviene definir algunos criterios para ordenar “bien” los vértices de un grafo, de
manera que el algoritmo sea eficaz. Para ello, necesitamos entender en mayor profundidad
el funcionamiento del algoritmo. Empecemos dando una cota sobre el “peor” resultado que
puede dar.

Ejemplo 8.4.5 Mostremos que, para cualquier ordenación de los vértices del cubo, el algo-
ritmo austero utiliza, a lo sumo, 4 colores.

En el paso k-ésimo del algoritmo, para colorear vk estarán prohibidos los colores usados en
los vértices que sean vecinos de vk y que, además, sean anteriores a vk (que sean del tipo
vj , con j < k). Por tanto, en cada paso (como mucho) habrá tantos colores prohibidos como
el grado del vértice correspondiente. En el cubo, todos los vértices tienen grado 3, aśı que a
lo sumo tendremos 3 colores prohibidos en cada paso. Por tanto, con 4 bastará para colorear
mediante el algoritmo. ♣

El argumento se puede generalizar para obtener una cota superior para el número cromáti-
co de un grafo:

Proposición 8.11 Sea G un grafo y sea ∆(G) su máximo grado (todos los vértices de G
son de grado ≤ ∆(G)). En estas condiciones, el algoritmo austero utiliza a lo sumo ∆(G)+1
colores. Por tanto,

χ(G) ≤ ∆(G) + 1 .

La razón es la misma que la que se detallaba en el ejemplo del cubo. Obsérvese que esta cota
puede no ser muy buena (por ejemplo, considérese el ejemplo de un grafo bipartito).
•Observación ¿Cómo funciona el algoritmo austero? En cada paso k, el número de colores
prohibidos es el número de colores utilizados en los vértices vecinos y anteriores:

# {colores prohibidos} ≤ mı́n
{
# vecinos , #anteriores

}
= mı́n

{
# vecinos, k − 1

}
.

(versión preliminar 24 de noviembre de 2003)
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8.4. Coloreando grafos 599

Una buena ordenación será aquélla en la que, en cada paso, ese mı́nimo sea pequeño. Aśı que
interesará colocar los vértices de mayor grado al principio (cuando el número de vértices
anteriores es pequeño; aśı se “neutralizan” los valores grandes de los grados) y al final los de
menor grado (para compensar que el número de vértices anteriores es aqúı elevado). En todo
caso, es bueno saber que siempre existe una ordenación de los vértices de un grafo para la
que el algoritmo austero es óptimo, emplea exactamente χ(G) colores (consúltese el ejercicio
8.4.4). El problema es que no hay un criterio, más allá de las observaciones que hemos dado,
que nos permita obtener esta ordenación.

En ciertas circunstancias, podemos mejorar la estimación sobre el número cromático de
un grafo:

Proposición 8.12 Si G es un grafo conexo con máximo grado ∆(G), pero en el que existe
al menos un vértice w con gr(w) < ∆(G), entonces

χ(G) ≤ ∆(G) .

Demostración. Supongamos que tenemos n vértices y
digamos que w tiene grado s < ∆(G). Vamos a orde-
narlos de la siguiente manera: w será el último vértice
de la lista (w = vn). Los s vecinos de w precederán a
éste en el orden establecido (vn−1, . . . , vn−s). Después,
consideramos los vecinos de vn−1 que no hayan sido ya
ordenados, luego los de vn−2 y aśı sucesivamente. Como
G es conexo, al final tendremos una ordenación de todos
los vértices (lo que estamos haciendo es, casi, construir
un árbol abarcador para el grafo, como veremos más ade-
lante). Apliquemos ahora el algoritmo austero: en cada
paso estarán prohibidos los colores usados en los veci-
nos anteriores. Pero todos los vértices (excepto w) tienen algún vecino posterior, aśı que
#{vecinos anteriores} ≤ ∆(G) − 1, para todo v �= w. Para w, es el grado el que es estricta-
mente menor que ∆(G). En total, en cada paso hay, a lo sumo, ∆(G)− 1 colores prohibidos.
Por tanto, con ∆(G) colores bastará para colorear. �

vn =w

vn−1

vn−2

vn−3

vn−s

vn−s−1

. . . . . .

Proposición 8.13 Si G es un grafo y para cada subgrafo H de G se cumple que

mı́n
v∈V (H)

grH(v) ≤ K ,

(grH(v) quiere decir el grado de v como vértice de H), entonces

χ(G) ≤ K + 1 .

Demostración. Buscamos una buena ordenación de los vértices de G. Supongamos que
tenemos n vértices y llamemos G = Hn+1. En primer lugar, tomamos un cierto vértice
de G = Hn+1 con grado (como vértice de G = Hn+1) a lo sumo K; este vértice será vn.
Construimos un subgrafo de Hn+1 quitando ese vértice y todas las aristas que a él lleguen:

Hn = G \ {vn} .
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600 Caṕıtulo 8. Grafos

Sea ahora vn−1 ∈ V (Hn) un vértice con grado grHn(vn−1) ≤ K. Llamamos entonces

Hn−1 = Hn \ {vn−1} = G \ {vn, vn−1} .

Luego tomaŕıamos vn−2 ∈ V (Hn−1) con grHn−1(vn−2) ≤ K, y aśı sucesivamente. De esta
manera, ordenaŕıamos los n vértices de G de manera que, para cada j,

#{vecinos de vj anteriores a vj} ≤ K ,

pues los vecinos de vj anteriores a vj están en Hj+1. Aśı que el algoritmo austero, con esta
ordenación de vértices, utilizaŕıa a lo sumo K + 1 colores. �

Más adelante utilizaremos esta observación (véase la sección 15.4).

EJERCICIOS.

8.4.1 ¿Qué grafos G tienen χ(G) ≤ 2?

Solución. Si χ(G) = 1, es un grafo vaćıo. Si χ(G) = 2, es un grafo bipartito.

8.4.2 Comprobar que χ(G) = 2 si y sólo si G es un grafo (no vaćıo) bipartito.

8.4.3 Utilizar el algoritmo austero para comprobar que χ(G) = 2 si y sólo si G no contiene ciclos de
orden impar. Deducir entonces que un grafo G es bipartito si y sólo si no tiene ciclos de orden impar.

8.4.4 Probar que en cualquier grafo G hay una ordenación de los vértices para la que el algoritmo
austero de coloración solo requiere χ(G) colores.

Sugerencia. Colorear G con exactamente χ(G) colores es lo mismo que partir V (G) en χ(G)
bloques no vaćıos de manera que no haya aristas entre vértices de un mismo bloque.

8.4.5 Comprobar que el grafo del dibujo tiene número cromático 4.

8.4.6 Probar que si G es un grafo con n vértices y tal que todos sus vértices tienen grado k entonces

χ(G) ≥ n

n − k
.

Sugerencia. Colorear el grafo con χ(G) colores y estimar cuántos vértices puede haber, como
mucho, en cada bloque de vértices que llevan el mismo color.

8.4.7 Probar que si G es un grafo, entonces χ(G) ≤ 1
2

+

√
2|A(G)| + 1

4
.

Sugerencia. Justificar que si χ(G) es el número cromático de G, entonces ha de haber al menos
el siguiente número de aristas: |A(G)| ≥ (χ(g)

2

)
.
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8.4. Coloreando grafos 601

8.4.8 El grafo Mr se obtiene del ciclo C2r añadiendo aristas que unen pares de vértices opuestos. Es
decir, si los vértices son {1, 2, . . . , 2r} entonces las aristas son {1, 2}, {2, 3}, . . . , {2r − 1, 2r}, {2r, 1}
y {1, r + 1}, {2, r + 2}, . . . , {r, 2r}. Probar que

(i) Mr es bipartido cuando r es impar.

(ii) χ(Mr) = 3 cuando r es par y r �= 2.

(iii) χ(M2) = 4.

Sugerencia. Para el primer apartado, dar una coloración del grafo con dos colores. Observar que
para poder darla es necesario que r sea par. Para el segundo, observar que se tienen ciclos de orden
impar. Y comprobar que se puede dar una coloración con tres colores.

8.4.9 Sea G = (V,A) un grafo. El grafo complemetario Ĝ de G es el grafo cuyos vértices son los de
V y cuyas aristas unen pares de vértices que no están unidas en G.

(i) Si G tiene n vértices, de grados g1, g2, . . . , gn, ¿qué grados tienen los vértices de Ĝ?

(ii) Probar que χ(G)χ(Ĝ) ≥ n.

Sugerencia. Para el segundo apartado, comprobar que podemos colorear el grafo completo usando
como colores pares (ai, bi), donde ai es el color que lleva el vértice cuando lo consideramos en G y
bi, cuando lo consideramos en Ĝ.

Solución. (a) Los grados son n − g1 − 1, n − g2 − 1, . . . , n − gn − 1.

8.4.10 Dado un grafo G, ordenemos los vértices {v1, v2, . . . , vn} de forma que si gi = grado(vi)
entonces g1 ≥ g2 ≥ · · · ≥ gn . Sea

q = máx
1≤i≤n

{mı́n{i, 1 + gi}}.

Probar que χ(G) ≤ q . Deducir que si k es tal que k − 1 ≤ gk y k > gk+1, entonces χ(G) ≤ k .

Sugerencia. Para la primera parte, usar el algoritmo austero de coloración. Para la segunda,
estimar el número de vecinos anteriores en los tramos que indica la condición del enunciado.
Comprobar que esto constituye una mejora respecto a la cota vista en la teoŕıa χ(G) ≤ máxj{gj}+1
(buscar ejemplos).

8.4.11 Probar que (i) χ(G) + χ(Ĝ) ≤ n + 1 ; (ii) χ(G) + χ(Ĝ) ≥ 2
√

n.

8.4.12 ¿Cuál es el número máximo de aristas que puede tener un grafo de n vértices y número
cromático 2?

Sugerencia. Es un grafo bipartito, tendremos el máximo número de aristas cuando sea completo.

Solución. n2/4 si n es par, y (n − 1)(n + 1)/4 si n impar.

8.4.13 Dado un grafo G, una anticoloración de G es una asignación de color a los vértices de G
de manera que vértices vecinos en el grafo reciben el mismo color. Comprobar que

# {máximo de colores distintos en una anticoloración} = #{componentes conexas de G} .
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602 Caṕıtulo 8. Grafos

8.5. Polinomio cromático

El siguiente paso consiste en contar el número de maneras diferentes en que se puede
colorear un grafo dado un cierto número de colores. Y es que, recordemos, nos interesaba
describir el problema de contar listas con restricciones en este nuevo lenguaje de los grafos.

Dado un grafo G y para cada entero k ≥ 1, llamamos

PG(k) = #

{
formas distintas de colorear el grafo G usando

los colores de la colección {1, . . . , k}

}
,

teniendo en cuenta que no es necesario usarlos todos. Desde luego, pG es una función de k,
y veremos enseguida que resulta ser un polinomio, el polinomio cromático de G.

En términos de listas, si G tiene n vértices, pG(k) nos informa del número de listas

de longitud n,

con los śımbolos {1, . . . , k},
con repetición permitida,

y tales que si {i, j} ∈ A(G), entonces en las posiciones i y j de la lista usamos śımbolos
distintos.

Algunas observaciones inmediatas son las siguientes:

1. Sabemos que con menos de χ(G) colores no podemos colorear el grafo, aśı que

si k < χ(G) =⇒ PG(k) = 0.

2. Pero con exactamente χ(G) colores se puede colorear el grafo de, al menos, una forma;
por tanto,

PG(χ(G)) ≥ 1.

3. Dado un cierto grafo G, supongamos calculado el número de coloraciones distintas con
k colores. Supongamos que ahora en nuestra paleta de colores disponemos de algunos
más, digamos k′ > k. ¿Cuántas coloraciones podremos formar con esos k′ colores? Lo
que es seguro es que las que ya teńıamos con k colores seguimos teniéndolas ahora; y
seguramente algunas más. Por tanto,

si k < k′, entonces PG(k) ≤ PG(k′).

4. Reuniendo las tres propiedades anteriores, deducimos que{
si k ≥ χ(G) =⇒ PG(k) ≥ 1 ,

si k < χ(G) =⇒ PG(k) = 0 .

Aśı que si tuviéramos la expresión del polinomio cromático, podŕıamos obtener el valor
del número cromático como el menor valor entero de k en el que PG(k) no se anula.
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8.5. Polinomio cromático 603

5. Si G y G′ son dos grafos isomorfos, entonces PG(k) = PG′(k), porque el propio isomor-
fismo transforma coloraciones de G en coloraciones de G′.

6. Consideremos un grafo G que tenga dos componentes conexas, G1 y G2. ¿Cuál será el
número de coloraciones de G? Como las componentes G1 y G2 no tienen aristas que las
unan, para construir las coloraciones de G basta construir las de G1 primero y luego
las de G2. Y aplicando la regla del producto, tendremos que:

PG(k) = PG1(k) · PG2(k) .

La extensión a más de dos componentes conexas es obvia: si G tiene k componentes
conexas, digamos G1, . . . , Gk, entonces

PG(k) = PG1(k) · · ·PGk
(k) .

7. ¿Y qué ocurre si dos grafos comparten exclusivamente un vértice? Llamemos G ∪ H
al grafo formado por dos grafos G y H que comparten sólo un vértice v. Nos gustaŕıa
escribir el valor del polinomio cromático del grafo G∪H en función de los polinomios de
G y de H . La observación clave es la siguiente: consideremos un grafo F , un conjunto
de colores {1, . . . , k} y un cierto vértice v del grafo. Entonces,

#

{
coloraciones de F con {1, . . . , k}

en las que v recibe el color 1

}
=

PF (k)
k

.

Obtendŕıamos el mismo resultado, por supuesto, si contáramos las coloraciones en las
que v recibe el color 2, o el 3, etc.

Volvamos entonces a nuestro problema:

H
G

� �¿Cómo comparar?

G ∪ H

v

Supongamos que tenemos fijos los k colores, digamos {a1, . . . , ak}. Podemos hacer una
partición de las coloraciones de uno de los grafos, por ejemplo H , en función del color
que la coloración asigne al vértice v y escribir

#
{

Coloraciones de H

con k colores

}
= #

{
Coloraciones de H con k colores

que asignan a1 a v

}
+ · · ·

+ · · · + #
{

Coloraciones de H con k colores
que asignan ak−1 a v

}
+ #

{
Coloraciones de H con k colores

que asignan ak a v

}
El miembro de la izquierda vale exactamente PH(k); y todos los sumandos de la derecha
tienen el mismo valor, como hemos visto antes. Sea ahora una coloración de G, que
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604 Caṕıtulo 8. Grafos

asignará un cierto color aj al vértice v. Querŕıamos contar las coloraciones de H que
sean válidas para colorear el grafo total; es decir, aquéllas que también asignen aj a
v. Pero de ésas hay PH(k)/k. Y esto ocurre sea cual sea aj , es decir, sea cual sea la
coloración de G de la que hayamos partido. Aśı que:

PG∪H(k) =
PG(k) PH(k)

k
.

8. Un caso un poco más complicado: ¿y si sólo comparten una arista (y, por supuesto,
los vértices que son extremos de esa arista)? Es decir, consideremos un grafo G ∪ H
formado por los grafos G y H que comparten exactamente una arista, por ejemplo, la
arista (v,w):

v

w

� �¿Cómo comparar?

G ∪ H

v

w

G

v

w

H

La observación pertinente es ahora que si tenemos un grafo F , unos colores {1, . . . , k}
y consideramos una arista (v,w) del grafo, entonces

#

{
coloraciones de F con {1, . . . , k} en las que v

recibe el color 1 y w recibe el color 2

}
=

PF (k)
k (k − 1)

.

De nuevo, en lugar de los colores 1 y 2, podŕıamos haber elegido cualquier otro par de
colores.

Consideremos entonces una coloración cualquiera de H , que asignará ciertos colores
(¡distintos!) ai a v y aj a w. Queremos utilizar esta coloración para construir la del
grafo grande. Podemos hacer una partición de las PG(k) posibles coloraciones de G
según la pareja de colores que asignen a v y w; y de ellas, fijada la coloración de H
descrita anteriormente, sólo valdrán para colorear el grafo total aquéllas que asignen
los colores ai y aj a los vértices v y w; es decir, una proporción 1/k(k − 1). Aśı que

PG∪H(k) =
PG(k) PH(k)

k (k − 1)
.

Este argumento se puede generalizar, véase el ejercicio 8.5.6.

Ejemplo 8.5.1 El polinomio cromático del grafo lineal Ln.

Consideremos, para empezar, el grafo lineal con tres vértices, L3. Con 0 o con 1 color no
podemos colorearlo, aśı que PL3(0) = 0 y PL3(1) = 0. ¿Y para un número de colores k gene-
ral? Intentemos contar las coloraciones directamente. Tendremos k posibles colores para el
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8.5. Polinomio cromático 605

vértices v1; una vez coloreado, tendremos sólo k − 1 disponibles para v2, porque está prohi-
bido utilizar el color que hayamos asignado al vértice v1. Finalmente, para v3 también hay
un color prohibido, el utilizado para v2, aśı que, utilizando la regla del producto,

PG(k) = k(k − 1)(k − 1) = k(k − 1)2 .

Si ahora nos vamos al caso general, el grafo lineal con n vértices, Ln, el mismo argumento
nos permite concluir que

PLn(k) = k(k − 1)n−1,

y que, por tanto, χ(Ln) = 2, como ya sab́ıamos. ♣
Ejemplo 8.5.2 El polinomio cromático del grafo completo Kn.

Empecemos con el de tres vértices, K3. No podemos colorearlo con 1 o 2 colores, aśı que:
PK3(1) = PK3(2) = 0. Pero de nuevo podemos contar directamente: no hay ningún color
prohibido para v1, uno para v2 y dos para v3, aśı que

PK3(k) = k(k − 1)(k − 2) = k3 − 3k2 + 2k .

Y en general, si tenemos un Kn, el resultado es que

PKn(k) = k(k − 1)(k − 2) · · · (k − n + 1) ,

que coincide, como debe ser, con el número de n−listas sin repetición que se pueden formar
con k śımbolos. Obsérvese que n es el primer entero en el que este polinomio no se anula,
aśı que χ(Kn) = n, como ya sab́ıamos. En el caso del K3, además, al desarrollar el producto
nos queda que pK3(k) = k3 − 3 k2 + 2 k. Interesante: el grado del polinomio coincide con el
número de vértices y el coeficiente del segundo término es (cambiado de signo), el número
de aristas. Veremos que éste es un hecho general en grafos (véase la subsección 8.5.2). ♣
Ejemplo 8.5.3 El polinomio cromático del grafo de la peĺıcula “El indomable Will Hunting”.

En una escena de la peĺıcula se calculaba el polinomio cromáti-
co del grafo que aparece a la derecha. Y ya podemos resolverlo
nosotros también: observemos que son cuatro triángulos que com-
parten tres aristas. Aśı que

PG(k) =
[k(k − 1)(k − 2)]4

[k(k − 1)]3
= k(k − 1)(k − 2)4 .

No tan dif́ıcil, en realidad. ♣

Ejemplo 8.5.4 El polinomio cromático del grafo vaćıo Nn.

Como no hay aristas, no tenemos colores prohibidos a la hora de colorear ningún vértice,
aśı que

PNn(k) = kn .
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606 Caṕıtulo 8. Grafos

Resultado éste que ya hemos visto varias veces: son las n−listas con repetición permitida
formadas con k śımbolos, o el número total de aplicaciones de un conjunto con n elementos
en otro con k elementos. Y de hecho, podemos recuperar una identidad que ya hemos visto
varias veces sin más que ir separando las coloraciones según el número de colores que em-
pleen realmente (véase el ejercicio 8.5.2). Por cierto, de la expresión del polinomio cromático
deducimos de nuevo que χ(Nn) = 1. ♣
Ejemplo 8.5.5 Empiezan los problemas: el polinomio cromático del grafo circular Cn.

Con C3 no hay ninguna dificultad, pues coincide con K3. Pero para C4 ya no es tan fácil:
intentamos contar directamente el número de coloraciones como hicimos en los otros ejemplos.

◦

◦

◦

◦

v4

v1

v3

v2

k posibilidades ↘ k − 1 posibilidades (1 color prohibido)↙

k − 1 posibilidades (1 color prohibido)
↖

¡depende de cómo hayamos coloreado v1 y v3!

↗

¡Es la misma dificultad que encontrábamos cuando contábamos listas con prohibiciones del
tipo 1a �= 2a, 2a �= 3a, 3a �= 4a y 4a �= 1a ! (recuérdese el ejemplo 2.2.7). Entonces resolv́ıamos
el problema pasando al complementario y utilizando el principio de inclusión/exclusión en
su forma general; o bien utilizando la regla de la suma (véase el comienzo de la sección 2.3).
Esta idea, convenientemente desarrollada, nos dará la clave para diseñar un algoritmo para
el polinomio cromático. ♣

8.5.1. Algoritmo para calcular PG (“Quitar aristas”)

Revisemos, pues, el cálculo que haćıamos en la sección 2.3 sobre el número de listas de
longitud cuatro que no teńıan śımbolos consecutivos iguales y tales que el primer y últi-
mo śımbolo también eran distintos. Entonces lo resolv́ıamos utilizando la regla de la suma:
teńıamos dos casos, dependiendo de si en las posiciones primera y tercera aparećıa el mismo
śımbolo o śımbolos distintos. En el primer caso, era como si tuviéramos una única posición
que englobaba a la primera y a la tercera. El segundo caso se tradućıa en incluir una nueva
restricción.

Descrito en términos de grafos, construir las listas originales es lo mismo que dar las
coloraciones de un grafo C4. Las listas del primer caso se obtendŕıan coloreando un grafo
lineal con tres vértices, y las del segundo, coloreando un C4 al que añadimos una de las
diagonales. Si entendemos las igualdades que exhibimos a continuación como igualdades entre
los polinomios cromáticos de los grafos dibujados, tenemos

1 2

4 3

= +

1 = 3 2

4 3

1 2

4
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8.5. Polinomio cromático 607

Utilicemos la misma idea para la situación general. Sea un grafo G; nos fijamos en una
arista suya, e ∈ A:

G

v2

v1
v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9

v10v11

e

Formamos el grafo G \ {e} quitando esa arista:

G \ {e}

v2

v1
v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9

v10v11

Por último, consideramos el grafo Ge en el que identificamos los vértices unidos por la arista e.
Si en el proceso aparecieran aristas múltiples, nos quedamos con una arista simple. En el
ejemplo, aparece una arista doble entre v9 y el nuevo vértice v8 = v10:

Ge

v2

v1
v3

v4

v5

v6

v7

v9

v10 = v8v11

Fijemos k colores y supongamos que tenemos calculados PG(k), PG\{e}(k) y PGe(k). Consi-
deremos las posibles coloraciones de G \ {e} con esos k colores. Podemos hacer la partición:

#

 Coloraciones

de G \ {e}
con k colores

 = #

 Coloraciones de G \ {e} con k

colores que llevan colores

distintos en los extremos de e

+#

 Coloraciones de G \ {e} con k

colores que llevan el mismo

color en los extremos de e

 .

Pero ahora observemos que una coloración de G\{e} que lleve colores distintos en los extremos
de e es una coloración válida para G (la diferencia entre G y G \ {e} es que en G tenemos
una prohibición más, la que impone la arista e; pero una coloración de éstas respeta esta
prohibición). Y una coloración de G \ {e} que lleve el mismo color en los extremo de e es
también una coloración válida para Ge, pues en este último grafo los dos vértices son en
realidad el mismo. Aśı que

#

{
Coloraciones de G \ {e}

con k colores

}
= #

{
Coloraciones de G

con k colores

}
+#

{
Coloraciones de Ge

con k colores

}
;

es decir,
PG(k) = PG\{e}(k) − PGe(k)
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608 Caṕıtulo 8. Grafos

Lo que hace que esta identidad sea realmente útil es que tanto Ge como G \ {e} tienen
una (o más) aristas menos que G. Repitiendo este proceso (para Ge y G \ {e}), a lo sumo
tantas veces como aristas tiene G, llegaŕıamos a escribir el polinomio cromático de G como
suma (o resta) de polinomios cromáticos de grafos vaćıos con diversos números de vértices
(recordemos que en cada paso vamos eliminando aristas y también vértices), que sabemos
calcular. En la práctica muchas veces no tendremos que llegar a eliminar todas las aristas,
porque en el camino obtendremos grafos cuyos polinomios cromáticos nos sean conocidos.

Ejemplo 8.5.6 Ahora podremos calcular el polinomio cromático del grafo C4.

Los grafos que debemos considerar son

v1 v2

v4 v3

C4

v1 v2

v4 v3

C4 \ {e} v2 = v3

v1

v4

(C4)ee

aśı que, siguiendo los pasos del algoritmo,

PC4(k) = PL4(k) − PC3(k) = k(k − 1)3 − k(k − 1)(k − 2) = k(k − 1)(k2 − 3k + 3) ,

que es un polinomio que se anula en k = 0 y en k = 1, pero no en k = 2, por lo que podremos
deducir que χ(C4) = 2. ♣
Ejemplo 8.5.7 ¿Y para un Cn general?

Para describir los pasos del algoritmo, a partir de
ahora escribiremos “igualdades” entre grafos, cuan-
do queramos expresar que los polinomios cromáti-
cos correspondientes cumplen esas igualdades. En
el primer paso, escribimos el polinomio cromático
de Cn como el de Ln (que conocemos) menos el de
Cn−1. Pero a este último se le puede aplicar de nuevo el algoritmo, y se podrá escribir como
el de un Ln−1 menos el de un Cn−2.

n vértices n − 1 vértices

= −

Repitiendo este proceso, obtenemos

PCn(k) =PLn(k) − PCn−1(k) = PLn(k) − [PLn−1(k) − PCn−2(k)
]

=
k∑

j=1

(−1)j+1k(k − 1)n−j + (−1)kPCn−k
(k)

...

=
n−3∑
j=1

(−1)j+1k(k − 1)n−j + (−1)n−3PC3(k)

=
n−3∑
j=1

(−1)j+1k(k − 1)n−j + (−1)n−3k(k − 1)(k − 2)
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8.5. Polinomio cromático 609

Pero hay un truco (casual) que nos permite obtener una expresión más manejable para el
polinomio cromático de Cn. Reescribamos el resultado de aplicar el algoritmo la primera vez
de la siguiente forma:

PCn(k) = k(k − 1)n−1 − PCn−1(k) = (k − 1 + 1)(k − 1)n−1 − PCn−1(k)
= (k − 1)n + (k − 1)n−1 − PCn−1(k) =⇒

=⇒ PCn(k) − (k − 1)n = (k − 1)n−1 − PCn−1(k)

Pero observamos que esta relación entre el polinomio cromático de Cn y el de Cn−1 se cum-
plirá también para cada n más pequeño. Aśı que, iterando la relación de recurrencia,

PCn(k) − (k − 1)n = (k − 1)n−1 − PCn−1(k) = − [PCn−1(k) − (k − 1)n−1
]

= (−1)2
[
PCn−2(k) − (k − 1)n−2

]
...

= (−1)n−3
[
PC3(k) − (k − 1)3

]
.

Ya hemos llegado a un grafo cuyo polinomio cromático es conocido, PC3(k) = k(k− 1)(k− 2)
y, por tanto,

PCn(k) = (k − 1)n + (−1)n−3
[
k(k − 1)(k − 2) − (k − 1)3

]
= (k − 1)n + (−1)n(k − 1) ,

una expresión mucho más manejable y que nos permite obtener el valor del número cromático,
que ya conoćıamos, de Cn. Si n es par, el polinomio cromático no se anula en k = 2, y si n
es impar, śı se anula en k = 2, pero no en k = 3. Aśı que, para n ≥ 1, χ(C2n), mientras que
χ(C2n+1) = 3. ♣

Otro procedimiento para calcular PG (“Añadir aristas”)

En realidad éste no es un algoritmo nuevo, sino simplemente otra forma de enfocar el
conocido de “quitar aristas”. Recordamos que en éste último obteńıamos

PG(k) = PG\{e}(k) − PGe(k).

Por lo tanto,
PG\{e}(k) = PG(k) + PGe(k).

Pero esto nos dice que si tenemos un cierto grafo (en la notación de arriba, G \ {e}), su
polinomio cromático se puede escribir como la suma del polinomio cromático del grafo que
obtenemos añadiéndole a G\{e} una cierta arista e (que, por supuesto, es una que no está en
el grafo) más el del grafo que resulta de identificar los vértices de e.

¿Cuál es la ventaja de este enfoque sobre el anterior? Imaginemos que el grafo del que
queremos conocer el polinomio cromático está muy cerca de ser un grafo completo. Añadiendo
unas pocas aristas, escribiremos su polinomio como suma del de unos cuantos de polinomios
cromáticos de grafos completos, cuya expresión conocemos.

(versión preliminar 24 de noviembre de 2003)

CLASES PARTICULARES, TUTORÍAS TÉCNICAS ONLINE
LLAMA O ENVÍA WHATSAPP: 689 45 44 70

- - -

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la información contenida en el presente documento en virtud al
Artículo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Información y de Comercio Electrónico, de 11 de julio de 2002.
Si la información contenida en el documento es ilícita o lesiona bienes o derechos de un tercero háganoslo saber y será retirada.



Ve
rsi

ón
pr

eli
m
in
ar

610 Caṕıtulo 8. Grafos

Ejemplo 8.5.8 Calculemos el polinomio cromático del grafo G siguiente:

◦ ◦

◦

◦

◦

Para llegar al grafo vaćıo necesitaŕıa quitar 6 aristas, mientras que añadiendo sólo cuatro
tengo grafos completos; aśı que parece razonable utilizar el algoritmo de “añadir aristas”.

◦ ◦
◦

◦
◦ =

◦ ◦
◦

◦
◦ +

◦
◦

◦
◦

◦ ◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦ ◦

◦
◦= + + +

◦ ◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦ ◦

◦
◦= + 2 +

◦ ◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦ ◦

◦
◦ ◦

◦
◦=

[
+

]
+2

[
+

]
+

◦ ◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦ ◦

◦
◦= + 3 +3

◦ ◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦

◦
◦ ◦

◦
◦=

[
+

]
+3 +3

Es decir, que

PG(x) = PK5(x) + 4PK4(x) + 3PK3(x) = x(x − 1)(x − 2)(x2 − 3x + 3).

Obsérvese, sin embargo, que el algoritmo de “quitar aristas” es mucho más rápido en este caso
(porque no necesitamos llegar a grafos vaćıos, por el camino encontramos grafos conocidos):

◦ ◦
◦

◦
◦

◦ ◦
◦

◦
◦

◦ ◦
◦

◦

◦ ◦
◦

◦
◦

◦ ◦
◦

◦

◦
◦

◦
= − = −

[
−

]

con lo que:
PG(x) = PC5(x) − PL4(x) + PL3(x)
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8.5. Polinomio cromático 611

O bien:

◦ ◦
◦

◦
◦

◦ ◦
◦

◦
◦

◦ ◦
◦ ◦

◦ ◦
◦

◦
◦

◦ ◦
◦ ◦

◦ ◦
◦ ◦= − =

[
−

]
−

En este último paso, utilizamos que el polinomio cromático de un grafo con dos componentes
conexas es el producto de los polinomios de cada una de ellas, y podemos terminar:

PG(x) = xPC4(x) − 2PC4(x).

Claro, que todav́ıa pod́ıamos haber calculado el polinomio cromático de manera más sencilla;
porque el grafo es un triángulo y un cuadrado que comparten una arista. Aśı que

PG(x) =
PC3(x)PC4(x)

x(x − 1)
.

♣
Ejemplo 8.5.9 ¿Cuál es la probabilidad de que en el número premiado en un sorteo ordi-
nario de la Loteŕıa Nacional no aparezcan números iguales consecutivamente?

Éste es un ejemplo t́ıpico de contar listas con prohibiciones: cada número del sorteo es una
lista de seis posiciones, con repetición permitida, formada con los śımbolos {0, 1, . . . , 9}. En
el lenguaje de las coloraciones de grafos, tenemos una paleta de colores S = {0, . . . , 9} y que-
remos colorear ciertos grafos con seis vértices. Para contar el número de resultados posibles,
colorearemos con esos colores un grafo vaćıo con seis vértices (porque no hay restricciones):

#{resultados posibles} = PN6(10) = 106 .

Si ahora queremos contar cuántos de esos resultados cumplen las condiciones del enunciado,
lo que tendremos que colorear es un grafo lineal con 6 vértices:

#{resultados que queremos contar} = PL6(10) = 10 × 95 .

Aśı que la probabilidad pedida será p = (10 × 95)/(106) ≈ 0,595.
Por supuesto, podŕıamos haber obtenido este resultado contando directamente el número

de listas, sin utilizar coloraciones de grafos. Pero si complicáramos un poco el problema,
exigiendo por ejemplo que el número premiado tampoco empezara y acabara con el mismo
número, la cuenta directa se complicaŕıa. Sin embargo, con las herramientas de coloraciones,
el planteamiento seŕıa el mismo: ahora tendŕıamos que colorear un grafo C6 (la prohibición
extra se traduciŕıa en una arista entre los vértices primero y último). Y aśı,

# { resultados que queremos contar} = PC6(10) = (10 − 1)6 + (−1)6(10 − 1) = 95 + 9 ,

de manera que la probabilidad seŕıa, en este caso, 0,0596. ♣
Nota: Obsérvese que el algoritmo de cálculo del polinomio cromático es exponencial en el
número de aristas de G (o en el número del complementario G̃, si es que optamos por añadir
aristas). Aśı que determinar el polinomio cromático de un grafo arbitrario es, en general, una
cuestión muy complicada desde el punto de vista computacional.
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612 Caṕıtulo 8. Grafos

8.5.2. Coeficientes del polinomio cromático

Iniciamos aqúı un breve estudio de los coeficientes del polinomio cromático de un grafo
que, como el lector podrá suponer, encierran mucha información sobre el grafo en cuestión.

La primera observación es que PG(k) es, realmente, un polinomio en k. Basta recordar
el algoritmo de cálculo del polinomio cromático: al final del procedimiento, escribimos PG(k)
como suma (o resta) de polinomios cromáticos de grafos vaćıos Nt, para varios valores de t.
Es decir, como suma (o resta) de términos del tipo:

At kt,

donde At es el número que da cuenta de las veces que aparece (con signos + ó −) el grafo
vaćıo Nt en el resultado del algoritmo.

Sin argumentos adicionales, hemos comprobado también que los coeficientes del polinomio
cromático son siempre números enteros. Si queremos una demostración más formal, pode-
mos proceder por inducción, otra manera de expresar el método constructivo descrito antes.
Supongamos que PG(k) es un polinomio en k con coeficientes enteros para todo grafo con
|A| ≤ m. Sea H un grafo cualquiera con m + 1 aristas. Si e es una arista de H , sabemos que

PH(k) = PH\{e}(k) − PHe(k) ,

donde el grafo H \ {e} tiene m aristas, mientras que He tiene, a lo sumo, m aristas. Por
inducción, los dos términos de la derecha son polinomios en k con coeficientes enteros, aśı que
su resta también lo será. El lector podrá comprobar con facilidad, con argumentos análogos,
que el grado del polinomio coincide con el número de vértices del grafo y que el coeficiente
de ese monomio de grado máximo es 1.

Pero vayamos con un estudio sistemático. Consideremos el polinomio cromático de un
grafo G = (V,A) que tiene n vértices y m aristas:

PG(k) =
∑

j

bj kj .

Los números bj son, como ya hemos visto, enteros. A partir de ellos vamos a obtener mucha
información sobre el grafo G, pero conviene advertir que no tanta como para caracterizarlo,
pues pueden existir dos grafos no isomorfos con el mismo polinomio cromático. Por ejemplo,
los grafos G1 y G2 que dibujamos a continuación

G1 G2

no son isomorfos y, sin embargo, ambos se pueden colorear con k colores del mismo número
de formas, k2 (k − 1)3.

1) En todo grafo G el valor del coeficiente b0 es

b0 = PG(0) = # {formas de colorear G con 0 colores} = 0 .

Aśı que el polinomio cromático de un grafo nunca tiene término independiente. De esta
observación casi trivial podemos extraer una consecuencia interesante. Si G no es conexo,
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8.5. Polinomio cromático 613

digamos que tiene dos componentes conexas, su polinomio cromático PG será el producto
de los polinomios cromáticos de sus dos componentes; ninguno de estos dos polinomios tiene
término independiente, aśı que el la menor potencia de PG podrá ser k2. Lo que supone que
P ′

G(0) = 0, es decir, el coeficiente b1 también es nulo.
En general, si G1, . . . , Gt, t ≥ 2, son las componentes conexas de un grafo G, entonces

PG(k) = PG1(k) · PG2(k) · · ·PGt(k)︸ ︷︷ ︸
todos con término independiente nulo

= (· · · + b kt+1 + a kt︸︷︷︸
menor orden

) ,

y por tanto las primeras t − 1 derivadas, evaluadas en 0, son nulas,

P
(j)
G (0) = 0 para 0 ≤ j ≤ t − 1 .

Es decir, los coeficientes b1, . . . bt−1 son nulos, donde t ≥ 2 es el número de componentes
conexas que tiene G.

2) Si G no es un polinomio nulo, es decir, tiene alguna arista, entonces la suma de los
coeficientes de su polinomio cromático vale siempre 0, porque∑

j

bj = PG(1) = # {formas de colorear G con 1 color} = 0 .

3) Para obtener información sobre el grado del polinomio y sobre los coeficientes de los
grados altos, aplicaremos el principio de inclusión/exclusión. Recordemos que colorear con k
colores un grafo G de n vértices era lo mismo que formar n−listas con k śımbolos y con las
restricciones que señalen las aristas.

Llamemos m al número de aristas (esto es, el número de prohibiciones). Definimos los
conjuntos

A1 = {listas con el mismo śımbolo en las posiciones que indique la arista 1} ,

A2 = {listas con el mismo śımbolo en las posiciones que indique la arista 2} ,

...
Am = {listas con el mismo śımbolo en las posiciones que indique la arista m} .

Pasando al complementario,

# listas legales = # total de listas − |A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Am|.
Vamos a evaluar el tamaño de todas las posibles intersecciones. El número total de listas
es, por supuesto, kn, y para calcular |Ai|, para cada i, basta darse cuenta de que el śımbolo
de una posición está ya fijado, aśı que sólo hay que decidir los śımbolos de las otras n − 1
posiciones. Por tanto, para cada i = 1, . . . ,m,

|Ai| = kn−1.

Para las intersecciones dos a dos, vemos que sólo hay dos configuraciones posibles. Si llamamos
ai a la arista asociada al conjunto Ai y aj a la asociada a Aj ,
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614 Caṕıtulo 8. Grafos

◦ ◦ ◦ ◦
ai aj Quedan n − 4 vértices libres y hay que elegir dos colores

para los dos pares de vértices a los que llegan ai y aj

→ |Ai∩Aj | = kn−4+2 = kn−2

◦ ◦ ◦
ai aj Quedan n − 3 vértices libres y hay que elegir un color

para los tres vértices a los que llegan ai y aj

→ |Ai ∩ Aj | = kn−3+1 = kn−2

En ambos casos (¡es una casualidad!) obtenemos kn−2; por tanto,

|Ai ∩ Aj | = kn−2 .

Las dificultades aparecen al contar el tamaño de las intersecciones tres a tres (tres aristas).
Hay cinco configuraciones posibles:

◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦

ai aj ak Quedan n − 6 vértices libres y hay que elegir

tres colores para los tres pares de vértices

a los que llegan ai, aj y ak

→ |Ai ∩ Aj ∩ Ak| = kn−6+3 = kn−3

◦ ◦ ◦
◦ ◦

ai aj ak Quedan n − 5 vértices libres y hay que elegir

dos colores para los dos conjuntos de vértices

a los que llegan ai, aj y ak

→ |Ai ∩ Aj ∩ Ak| = kn−5+2 = kn−3

◦ ◦ ◦
◦

ai

aj

ak

Quedan n − 4 vértices libres y hay que elegir

un color para los vértices

a los que llegan ai, aj y ak

→ |Ai ∩ Aj ∩ Ak| = kn−4+1 = kn−3

◦ ◦ ◦ ◦
ai aj ak Quedan n − 4 vértices libres y hay que elegir

un color para los dos vértices

a los que llegan ai, aj y ak

→ |Ai ∩ Aj ∩ Ak| = kn−4+1 = kn−3

◦

◦
◦ai

aj

ak

Quedan n − 3 vértices libres y hay que elegir

un color para los vértices

a los que llegan ai, aj y ak

→ |Ai ∩ Aj ∩ Ak| = kn−3+1 = kn−2

Esta última configuración es la que menos vértices involucra y, como vemos, es especial. El
polinomio cromático se podrá escribir, con la información de que disponemos hasta ahoracomo

PG(k) = kn −
[∑

i

|Ai| −
∑
i �=j

|Ai ∩ Aj | +
∑

i �=j �=k

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| + · · ·
]

= kn −
{(

m

1

)
kn−1 −

(
m

2

)
kn−2 +

[(
m

3

)
− #triángulos

]
kn−3 + (# triángulos) kn−2 + · · ·

}

= kn − m kn−1 +
[(

m

2

)
− # triángulos

]
kn−2 + · · ·

Para poder afirmar que el que aqúı escribimos es el verdadero coeficiente de kn−2 necesitamos
convencernos que las configuraciones siguientes, las que involucran 4 aristas o más, ya no
influyen en el valor de ese coeficiente. Hagamos un argumento general, empezando con el
siguiente resultado:

(versión preliminar 24 de noviembre de 2003)
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8.5. Polinomio cromático 615

Proposición 8.14 Sea G un grafo con r componentes conexas, n vértices y m aristas. En-
tonces,

(a) Si G no tiene vértices aislados, entonces 2r ≤ n.

(b) Si G no tiene vértices aislados y además m ≥ 4, entonces r ≤ n − 3.

Demostración. La parte (a) es trivial, porque cada componente conexa tendrá, como mı́ni-
mo, dos vértices. Para la segunda parte,

si n ≥ 6, se cumple que n/2 ≤ n − 3, y la parte (a) nos permite concluir el resultado.

Si n = 5 y hubiera tres componentes conexas, tendŕıamos un vértice aislado; aśı que
necesariamente r ≤ 2.

Si n = 4, podemos tener, sin quedarnos con vértices aislados, una o dos componentes
conexas (no más). Pero como m ≥ 4, sólo cabe la posibilidad de tener una componente
conexa. �

Apliquemos este resultado a probar que las configuraciones que involucran a cuatro aristas
o más no pueden afectar al coeficiente de kn−2. Consideremos un grafo G con n vértices y
un conjunto de t aristas suyas, A1, . . . , Al, con l ≥ 4. Asignemos k colores a los vértices
de G sin más restricción que la de que los vértices de cada arista Aj , para j = 1, . . . , l
reciban el mismo color (éstas son las coloraciones que intentamos contar en el principio de
inclusión/exclusión).

Los Aj involucrarán un cierto número de vértices, digamos t, y formarán un subgrafo H
con a lo sumo r componentes, donde r ≤ t − 3, por la proposición anterior. Para colorear
G de esta manera, colorearemos primero los vértices de H : nótese que todos los vértices de
cada componente conexa de H reciben el mismo color, aśı que habrá kr posibles formas de
hacerlo. Una vez hecho esto, coloreamos los restantes n− t vértices de G sin restricciones. El
número total de coloraciones aśı obtenidas será kp, donde

p = (n − t) + r ≤ n − t + (t − 3) = n − 3 .

Aśı que estas coloraciones no pueden aportar nada a los términos del polinomio cromático
de grado ≥ n− 2. El lector podrá convencerse de este argumento escribiendo con detalle, por
ejemplo, el caso de l = 4 aristas.

Ahora ya podemos escribir, completamente convencidos, que, para un grafo G con n
vértices, m aristas y polinomio cromático

∑
bj kj ,

• El grado del polinomio cromático es n ,

• bn = 1 ,

• bn−1 = −m ;

• bn−2 =
[(

m

2

)
− # triángulos

]
.

(versión preliminar 24 de noviembre de 2003)
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616 Caṕıtulo 8. Grafos

EJERCICIOS.

8.5.1 Calcular los números y los polinomios cromáticos de los siguientes grafos:

G1 G2

Sugerencia. Para G2, colorear primero el grafo completo con cinco vértices.

Solución. PG1(k) = k(k − 1)(k − 2) [k2 − 3k + 3], χ(G1) = 3 . PG2(k) = k(k − 1)6(k − 2)(k −
3)(k − 4), χ(G2) = 5.

8.5.2 Sea G = Nn el grafo vaćıo con n vértices. Llamemos d(j) el número de formas de colorear Nn

con j colores usándolos todos. Verificar que d(j) = j!S(n, j) y concluir que

kn =
n∑

j=1

k(k − 1) . . . (k − j + 1)S(n, j) .

un resultado que ya hemos visto en varias ocasiones (rev́ısese el ejemplo 3.3.4).

Sugerencia. Recordar que colorear un grafo con un cierto número de colores usándolos todos es
lo mismo que partir el conjunto de vértices en ese mismo número de bloques no vaćıos. Para la
segunda parte, clasificar todas las posibles coloraciones según el número de colores que realmente
se usen.

8.5.3 Hallar el polinomio cromático del grafo bipartido completo Kr,s , donde r ≥ 1 y s ≥ 1.

Solución. PKr,s
(k) =

∑r
m=1

∑s
n=1(m + n)!

(
k

m+n

)
S(m, r)S(n, s) .

8.5.4 Calcular el polinomio cromático del grafo En=(Escalera)n, que tiene 2n + 2 vértices y 3n + 1
aristas:

1 2 3 n

Solución. PEn
(k) = [PE1 (k)]n

kn−1(k−1)n−1 = k(k − 1)(k2 − 3k + 3)n .

8.5.5 Para cada par de números naturales n, m, (n ≥ 2, m ≥ 2), construimos el grafo Gn,m que
tiene n + m vértices {a1, a2, . . . , an} ∪ {b1, b2, . . . , bm} con las n + m − 2 aristas{

{ai, ai+1}i=n−1
i=1 ; {bj , bj+1}j=m−1

j=1

}
más las 4 aristas siguientes {{a1, b1}, {a1, b2}, {a2, b1}, {a2, b2}}. Es decir, se trata de un grafo Ln y
un grafo Lm que unimos mediante todas las aristas posibles entre sus respectivos dos primeros vértices.
Se pide calcular el número cromático y el polinomio cromático de Gn,m.

(versión preliminar 24 de noviembre de 2003)
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8.5. Polinomio cromático 617

Solución. PGn,m
(k) = k(k − 1)n+m−3(k − 2)(k − 3) .

8.5.6 Probar la siguiente generalización de los resultados sobre grafos que son unión de dos que
comparten un vértice o una arista: si un grafo G está compuesto por dos subgrafos H1 y H2 que
comparten un grafo completo con n vértices, entonces

pG(k) =
pH1(k) pH2(k)

pKn
(k)

.

Los casos vistos anteriormente corresponden a n = 1 y n = 2. Comprobar que la conclusión no es
cierta, en general, si la intersección de los dos subgrafos no es un grafo completo.

Sugerencia. Úsense los mismos argumentos que en los casos n = 1 y n = 2.

Solución. Considérese, como contraejemplo para la segunda parte, un C4 como grafo G, y como
subgrafos dos grafos lineales con dos vértices que comparten los vértices opuestos del cuadrado.

8.5.7 ¿Cuántas listas distintas (con repetición permitida) de longitud 7 se pueden formar con los
cuatro śımbolos {a, b, c, d} de manera que en posiciones consecutivas aparezcan śımbolos distintos, y
que además el śımbolo de la posición central sea distinto del śımbolo en la posición primera y del
śımbolo en la posición última?

Sugerencia. Construir el grafo asociado y calcular su polinomio cromático.

Solución. (34 + 3)2/4 = 1764.

(versión preliminar 24 de noviembre de 2003)
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