Apuntes de

Estructuras Algebraicas

por Enrique Arrondo(*)

Version del 17 de Mayo de 2011

Teoria bésica de grupos, anillos y cuerpos
Divisibilidad y factorizacién en anillos
Raices de polinomios

Extensiones de cuerpos

El grupo de Galois

Teoremas de Sylow

Resolubilidad de ecuaciones y de grupos

Constructibilidad con regla y compas

© o N e e W=

Extensiones transcendentes

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



1. Teoria basica de grupos, anillos y cuerpos

Definicién. Un grupo es un conjunto G con una operacion interna - que verifica las si-
guientes propiedades:

(i) g-(h-k) = (g-h) -k para cualesquiera a,b,c € G (propiedad asociativa).
(ii) Existe 1 € G (elemento neutro) tal que 1-g = g -1 = g para cualquier g € G.
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(iii) Para cada g € G existe g~ € G (elemento inverso) tal que g- g~ =g~ 1. g =1.

Si ademés

(iv) gh = hg para cualesquiera g,h € G (propiedad conmutativa) entonces se dice que G
es un grupo abeliano.

Normalmente, se omite el signo - si ello no da lugar a confusién. Es también habitual
denotar a la operacién con + cuando el grupo es abeliano (como veremos, por ejemplo, en
los anillos), en cuyo caso el elemento neutro se denota con 0 y el inverso de g con —g. El
cardinal de un grupo se llama orden del grupo y se denota por |G|.

Ejemplo 1.1. El ejemplo de grupo que mas usaremos es el del grupo de permuta-
ctones de n elementos, denotado por S,, y que consiste en el conjunto de biyecciones
o:{1,2,...,n} — {1,2,...,n} con la composicién (indicaremos simplemente o7 para des-
ignar a la composicién o o 7). El orden de S,, es n!. Llamaremos r-ciclo a la permutacién,
que denotaremos por (i1 is...4,) (con iy,...,i, elementos distintos de {1,2,...,n}) que
manda iy a i, 13 & 13,..., i1 & i, 4, & 11 y deja fijos todos los demas elementos de
{1,2,...,n}. Un 2-ciclo (i j) se llama transposicion (ya que lo inico que hace es inter-
cambiar entre s los nimeros i y 7). Dos ciclos (i1 i2...4,), (j1 j2...Js) conmutan si y
sélo si {i1,42,...,4-} N {Jj1,J2,-.-,Js} = 0 (en cuyo caso se dice que son ciclos disjuntos).
Toda permutacion se puede poner de forma tnica (salvo el orden) como producto de ciclos
disjuntos dos a dos.

Definicién. Un subgrupo de un grupo G es un subconjunto H C G tal que, para cua-
lesquiera g, h € H se tiene que gh~! € H:; en otras palabras, H tiene estructura de grupo
con la misma operacién que G. Para indicar que un subconjunto H C G es un subgrupo,
escribiremos normalmente H < G.

Definicién. Dado un subconjunto cualquiera S C G, se llama subgrupo generado por el
subconjunto S al minimo subgrupo de G que contiene a los elementos de S, y lo denotaremos
normalmente por < § >. Si G =< g >, diremos que G es un grupo ciclico. En este caso,
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Ejercicio 1.2. Demostrar que cada uno de los siguientes conjuntos genera el grupo S,,:
(i) Las transposiciones.
(ii) Las transposicién (1 2) y el n-ciclo (12 ... n).
(iii) Cualquier transposicién y cualquier n-ciclo, si n es un nimero primo.
Dado un subgrupo H < G, se definen las relaciones de equivalencia:
gong o9 eHegH=gH
gr~g ©g99~ e H e Hg=Hg
(donde gH = {gh | h€ H} y Hg = {hg | h € H}). Los conjuntos de clases de equiva-

lencia estan en biyecciéon, y su cardinal comin se llama indice de H en GG, y se denota por
G : H].

Teorema de Lagrange. Si H es un subgrupo de un grupo finito, entonces se tiene la
igualdad |G| = |G : H]||H|. En particular, el orden de un subgrupo divide siempre al orden
del grupo.

Los cocientes G/ ~g y G/pg ~ se pueden ver respectivamente como el conjunto de
subconjuntos de la forma gH y el conjunto de subconjuntos de la forma Hg. Ninguno de
estos cocientes tiene en general estructura de grupo definiendo el producto de gH con ¢’ H
como (gg')H, o el producto de Hg con Hg' como H(gg'). De hecho, cualquiera de ellos
tiene estructura de grupo si y sélo si H es un subgrupo normal de G, es decir, que para cada
g € G,h € H, se tiene ghg~' € H. En tal caso, las dos relaciones de equivalencia coinciden
(ya que gH = Hg para cualquier g € G) y el cociente se denota por G/H. Indicaremos
que H es normal en GG mediante el simbolo H < G.

Ejercicio 1.3. Demostrar que el subconjunto {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4),(1 4)(2 3)} de Sy
es un subgrupo normal.

Definiciéon. Un homomorfismo de grupos es una aplicacién ¢ : G — G’ entre dos grupos
tal que ¢(gh) = ¢(g)p(h) para cualesquiera g, h € G. Si ¢ es inyectiva, se dice que es un
monomorfismo; si es suprayectiva, es un epimorfismo, y si es biyectiva, es un isomorfismo

(y en este caso, su inversa es también un homomorfismo).

Definicién. Dado un homomorfismo de grupos ¢ : G — G’, se llama nicleo del ho-
momorfismo al subgrupo (normal) keryp := {g € G | ¢(g9) = 1} y se llama imagen del
homomorfismo al subgrupo Im ¢ := ¢(G) < G'.

Eiemplo 1.4. Consideramos {1. —1} con la estructura de esrupo dada por el producto v
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Obsérvese que los factores que aparecen en el numerador son los mismos que los que
aparecen en el denominador, aunque cambiados de orden y quizéd de signo, por lo que, en
efecto, el valor total es 1 o —1, en concreto —1 elevado al nimero de veces que ¢ < j pero
o(i > o(j). Si 0,7 son dos permutaciones, se tendré

H o1(i) — o71(j)

sgn(or) = —

1<i<j<n

ZHMHM

. ——— = sgn(o) sgn(7).
1<i<j<n 7(1) = 7(7) 1<icj<n Y

La tltima igualdad se debe a que el conjunto de pares (no ordenados) {i,j} coincide

con el conjunto de pares {7(i), 7(j)} y el conjunto de cocientes 2=

i
conjunto de cocientes % (con la unica salvedad de que, si i < j pero 7(i) > 7(j)

coincide con el

entonces hay que cambiar de signo numerador y denominador). Por tanto, tenemos que
sgn es un homomorfismo de grupos. El valor sgn(c) se llama signo de la permutacion o.
Una permutacion par es una permutaciéon con signo +1, y una permutacion impar es una
permutacion de signo —1. El conjunto de permutaciones pares es el nicleo de sgn, por lo
que es un subgrupo normal, llamado subgrupo alternado A,. El motivo del nombre par o
impar para una permutacién es el siguiente. Supongamos que tenemos una transposiciéon
o = (ab). Como (a b) = (b a), podemos suponer a < b. Entonces los factores negativos
en la definicién de sgn(a b) son exactamente (recuérdese que i < j)

S

—J sii=a<j<b

IS}
<

o(i) = o(j)

i-j

.

]

sia<i<j=b

(=

.

bma — ] sij=a<j=b

a—

Q

(=

luego en total hay (b—a—1)+4 (b—a—1)+1 (que es un nimeros par) factores negativos,
con lo que sgn(a b) = —1. Dado que cualquier permutacién es producto de transposiciones,
esto demuestra que una permutacion es par si y solo si se se puede escribir como producto
de un nuimero par de transposiciones, e impar si y sélo si se escribe como producto de un
numero impar (y por supuesto, ninguna se puede escribir simultdneamente como producto

de un nimero par y un nimero impar de transposiciones).

Riorecicrin 1 & Nomangtrar cnio ol oriina A octd gonoradao nar lag A ciclac
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Ejemplo 1.6. Dado un grupo G y un elemento G, consideramos el homomorfismo de
grupos ¢, : Z — G) (donde en Z tomamos la adicién) definido por ¢(n) = ¢™. Entonces
Imp, =< g >. Como cualquier subgrupo de Z es ciclico < n >, se tiene que < g >=
Z] <n>=Zy,. Sin >0, sedice que n es el orden del elemento g. Como | < g > | =n, el
teorema de Lagrange implica que, si G es finito, el orden de cualquier elemento divide al
orden del grupo. Obsérvese que el orden n es el menor entero n tal que g” = 1.

Ejercicio 1.7. Sea G es un grupo ciclico de orden n generado por un elemento g.
Demostrar que para cada divisor m de n existe un tinico subgrupo de G de orden m, y que
es el subgrupo ciclico generado por g .

Segundo teorema de isomorfia. Sea G un grupo y sea N <1 G. Entonces la proyeccion
natural m : G — G/N induce una biyeccion entre el conjunto de los subgrupos de G que
contienen a N y los subgrupos de G/N; es decir, los subgrupos de G/N se pueden escribir
de forma unica como H/N, donde N < H < G. Ademas, H/N < G/N siy solosi H < G,
y en este caso (G/N)/(H/N) = G/H (mediante la aplicacién natural).

Tercer teorema de isomorfia. Sea G un grupo y sean H < G, N < G. Entonces:
(i) HNN < H.

(ii) EI conjunto HN = {hn | h € H,n € N} es un subgrupo de G.

(iii) La aplicacion natural H/(H N N) — HN/N es un isomorfismo.

Teorema de estructura de los grupos abelianos finitos. Sea G un grupo abeliano
finito. Entonces existen ny,na,...,n, € N inicos tales que ni|nz|...|n, y con G =
Lyyy X ... X L,

Ejercicio 1.8. Demostrar, a partir del teorema de estructura, que todo grupo abeliano
finito G posee subgrupos de orden cualquier divisor de |G|.

Definicién. Un anillo es un conjunto A con dos operaciones internas, + y -, tales que
(A, +) es un grupo abeliano y se verifican las propiedades:

(i) (a+b)-c=a-c+b-cya-(b+c) = a-b+a-c para cualesquiera a, b, c € A (distributividad
del producto respecto de la suma).

(ii)) a-(b-c¢) = (a-b) - ¢ para cualesquiera a, b, c € A (asociatividad del producto).
El anillo se dice conmutativo si ademads se verifica

(iii) a-b="b-a para cualesquiera a,b € A (conmutatividad del producto).
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Supondremos que todos nuestros anillos son conmutativos y con unidad. Al elemento
neutro para la suma lo denotaremos por 0, y al inverso para la suma de a por —a. Omi-
tiremos también sistematicamente el punto - en el producto de dos elementos.

Definicién. Una unidad en un anillo A es un elemento a € A que tiene inverso para el

1 1

producto, es decir, que existe a=! € A tal que aa”! = a~'a = 1. Un anillo en el que todos

los elementos a # 0 son unidades es un cuerpo.

Definicién. Un anillo se dice que es un dominio de integridad (que abreviaremos con D.I.)
si, dados a,b € A tales que ab = 0, entonces necesariamente a =0 6 b = 0.

Definicién. Un subanillo de un anillo A es un subconjunto B C A tal que, para cua-
lesquiera a, b,c,d € B se tiene que ab + cd € B; en otras palabras, B tiene estructura de

anillo con las mismas operaciones que A.

Sin embargo, los subconjuntos buenos de los anillos no son los subanillos, ya que el
cociente de un anillo por un subanillo no tiene estructura de anillo. Para ello, hay que

pedir una condicién mas, llegando a la siguiente:

Definicién. Un ideal en un anillo I es un subconjunto I C A tal que, para cualesquiera
elementos a,b € A, ¢,d € I se tiene ac+ bd € I. La relacion

a=besa+I=b+I<a-bel

(donde a + I = {a+d' | a’ € I}) es una relacién de equivalencia. El correspondiente
conjunto cociente A/I tiene, con las operaciones naturales, estructura de anillo, y se llama
anillo cociente. Puede considerarse como el conjunto formado por los subconjuntos de A
de la forma a + I.

Definicién. Un ideal mazimal es un ideal propio de A (i.e. I & A) que no estd contenido
en otro ideal propio de A. Equivalentemente, A/I es un cuerpo.

Definicién. Un ideal primo es un ideal propio I de A tal que, dados a,b € A tales que
ab € I, entonces necesariamente a € I 6 b € I. Equivalentemente, A/l es un D.I. (y del
mismo modo, un D.I. esta caracterizado por el hecho de que el ideal trivial (0) sea primo).

Definicién. Se llama ideal generado por los elementos by, ..., b, de un anillo A al conjunto
(b1,...,b) == {a1by + ...+ a.b. | a1,...,a, € A}. Este conjunto es el ideal de A més

pequeno que contiene a los elementos by, ...,b.. En particular, el ideal generado por dos

T T 1 hY
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Ejemplo 1.9. Zy K[X] (donde K es un cuerpo) son D.I.P.

Ejercicio 1.10. Demostrar que dos elementos ,a,b € A de un D.I. generan el mismo
ideal si y sdlo si existe una unidad v € A tal que a = ub.

Definicién. Un homomorfismo de anillos es una aplicacién ¢ : A — A’ entre dos anillos
tal que ¢(ab+ cd) = ¢(a)p(b) + ¢(c)p(d) para cualesquiera a,b,c,d € A. Como estamos
considerando anillos con unidad, pediremos también la condicién ¢(14) = 14/ (donde 14
y 1as son, respectivamente, los elementos unidad para el producto de A y A’). Si ¢ es
inyectiva, se dice que es un monomorfismo; si es suprayectiva, es un epimorfismo, y si es

biyectiva, es un isomorfismo (y en este caso, su inversa es también un homomorfismo).

Ejercicio 1.11. Demostrar que, si A’ es un D.I., entonces la condicién ¢(14) = 14/ en la
definicién de homomorfismo se deduce de la otra siempre que ¢ no sea nula. Dar en cambio
un ejemplo de aplicacién no nula ¢ : A — A" que verifique p(ab+cd) = p(a)p(b)+p(c)p(d)
pero o(14) # L.

Observacion 1.12. Conviene observar que, mientras que la imagen inversa de un ideal
por un homomorfismo es un ideal, la imagen de un ideal no es en general un ideal (salvo
que el homomorfismo sea suprayectivo). Lo tinico que se puede afirmar es que la imagen
de un subanillo es un subanillo.

Definicién. Dado un homomorfismo de anillos ¢ : A — A’, se llama nicleo del homo-
morfismo al ideal ker ¢ := {a € A | p(a) = 0} y se llama imagen del homomorfismo al
subanillo Im ¢ := p(A) C A’.

Primer teorema de isomorfia. Sea ¢ : A — A’ un homomorfismo de anillos. Entonces
la aplicacién natural @ : A/ ker ¢ — Im ¢ definida por ¢(a+ I) = ¢(a) es un isomorfismo.

Definicién. Se llama caracteristica de un anillo A al Unico generador no negativo del

nucleo del homomorfismo Z — A definido por
1+ M. 41 sin>0
n +—

(~1)+ "M+ (=1) sin<0

En otras palabras A tiene caracteristica cero si nlnguna suma p081t1va de unos es nula
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Ejercicio 1.13. Sea A un anillo con caracteristica un nimero primo p. Demostrar que
(a + b)P = aP + bP para cualesquiera a,b € A. Mds en general, (a + b)f”lc =a? 1" para
cualquier k£ € N.

Segundo teorema de isomorfia. Sea A un grupo y sea I C A un ideal. Entonces la
proyeccién natural w: A — A/ induce una biyeccion entre el conjunto de los ideales de A
que contienen a I y los ideales de A/I; es decir, los subgrupos de A/I se pueden escribir
de forma tnica como J/I, donde I C J C A. Ademads, (A/I)/(J/I) = A/J (mediante la
aplicacion natural). En particular, J/I es primo en A/I siy sélo si I es primo en A.

Tercer teorema de isomorfia. Sea A un grupo y sean I, J, ideales de A. Entonces la
aplicacion natural I/INJ — (I 4+ J)/I es un isomorfismo.

Dedicamos el resto de este capitulo a los anillos mas importantes que vamos a utilizar:
los anillos de polinomios.

Definicién. Dado un anillo A, se llama anillo de polinomios con coeficientes en A en la
indeterminada X al conjunto A[X] de expresiones formales f = ag + a1 X +axX?+ ... en
que a; € Ay existe d € N tal que a; = 0 si i > d, en cuyo caso se escribe normalmente
f=ap+a1 X+...+aqX? Es fcil (aunque lioso) ver que el conjunto A[X] tiene estructura
de anillo con las operaciones

(ao+ a1 X+...+agX)+(bo+bi X +... 404X = (ag+bg)+ (a1 +b1) X +.. .+ (ag+by) X

(ao+ar X +...4ag X (bog+b1 X +...+b.X¢) = (apbo) + (aghbi +a1bg) X +. ..+ (aghe) X 4+e

(nétese que dos polinomios arbitrarios los podemos escribir con el mismo d, ya que basta
tomar el mas grande de ambos).

Ejercicio 1.14. Dado un anillo A, el grado de un polinomio no nulo f € A[X] (que
denotaremos por df) es el mayor exponente de X que tiene coeficiente no nulo en f. Es
decir, que f tenga grado d quiere decir que f se puede escribir f = a9+ a1 X + ...+ agX?
con a,, # 0. Por comodidad, se suele escribir convenir que el grado de cero es —oc.

(i) Demostrar que A, identificado con el conjunto de polinomios de grado menor o igual
que cero, es un subanillo de A[X].

(ii) Demostrar que, dados f,g € A[X], entonces I(f + g) < max{df,dg}, y que si no se
da la ionaldad entances Af — Ap
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(iv) Dar un contraejemplo a la propiedad de los grados del apartado anterior si no se
supone que A sea un D.I.

Si queremos trabajar con varias indeterminadas, repetir todo lo anterior (en concreto
describir el producto de dos polinomios) es especialmente engorroso, por lo que daremos

la definicién por recurrencia:

Definicién. Dado un anillo A, se llama anillo de polinomios con coeficientes en A en las in-
determinadas X1, . .., X, al conjunto A[X;,...,X,] definido como (A[X1,..., Xn_1])[Xn].
Obsérvese que existe un monomorfismo natural de anillos i : A — A[X;,..., X,].

La definicién anterior no es completamente satisfactoria, ya que parece depender del
orden en que se introducen las indetermiadas. Para solucionar esto, utilizaremos una
técnica frecuente en matematicas, que consiste en caracterizar (salvo isomorfismo) ciertos
objetos por medio de lo que se llama una propiedad universal. Tlustramos este hecho con
la correspondiente propiedad universal para anillos de polinomios:

Proposicién 1.15. Sea A un anillo y R = A[X;,...,X,] el anillo de polinomios en las
indeterminadas X1, ..., X, con coeficientes en A. Entonces la inclusiéon natural i : A —
A[Xy, ..., X,] verifica la siguiente propiedad universal:

(*) Para cada anillo A’, homomorfismo ¢ : A — A’ y elementos a},...,a, € A’, existe
un tnico homomorfismo de anillos ¢ : R — A’ tal que ¢ = ¢oi y ¢(X;) = a;- para
j=1,...,n.

A
[\
R — A
@
Ademads, cualquier otro anillo R’ con elementos X/,..., X! y con un monomorfismo i’ :

A — R’ que verifique la propiedad (*) es isomorfo a A[X;, ..., X,].

Demostracién: Demostremos primero, por induccién sobre n, que A[X1, ..., X,] verifica
(*). Obviamente, el caso n = 0 es trivial, asi que supondremos n > 1y que la inclusién 7’ :
A — A[X1,...,X,_1] verifica la propiedad universal. Por tanto, dado un homomorfismo
de anillos ¢ : A — A’ y elementos df,...,al, € A’ podemos asegurar por hipdtesis de
induccién que existe un tinico homomorfismo de anillos ¢ : A[X3,...,X,,_1 tal que ¢ =
Yoi yip(X;) =a) parai=1,...,n— 1. Queremos construir ahora un homomorfismo
g A[Xy, ..., X,] — A’ tal que ¢(X,,) = al, y el diagrama

1
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sea conmutativo (donde j es el monomorfismo natural). Recordando que los elementos de
A[Xq,...,X,] son polinomios en la indeterminada X, con coeficientes en A[X7, ..., X, 1],
debe ser por tanto

@(fo+ [1Xn + .+ faXD) = @(fo) + @(f1)P(Xn) + ...+ @(fr)P(Xn)* =

G5 (fo)) + BUNP(Xn) + -+ BE (L) B(Xn)E = (fo) + D(f1)aly + ...+ (fa)al”

con lo que ¢ es tnico en esas condiciones. Ademas es claro que tal ¢ es un homomorfismo
de grupos y que verifica las condiciones de (*). Hay que ver que es el tnico que verifica las
dos condiciones de (*). Supongamos que otro ¢’ las verificara. En particular, tendriamos
que ¢’ o j verifica

P oj(Xy)=¢(X;)=a, si i=1,...,n—1.

Como 9 era el tinico homomorfismo que verificaba esas dos condiciones (por la unicidad
en la hipdtesis de induccién) se tiene @’ o j = 1. Como se tiene ademds ¢'(X,,) = a.,
y estas dos propiedades caracterizan a @, se sigue la igualdad @’ = @. Esto termina la
demostraciéon de que R = A[X1, ..., X,]| verifica la propiedad (*).

Para ver que la propiedad (*) caracteriza a R salvo isomorfismo, supongamos que
tenemos otro i’ : A — R’ con X{,..., X/ € R’ que verifica (*) . Aplicando la propiedad
(*)ai:A— Rtomando ¢ =i’ (y aj = X} para j = 1,...,n) tendremos (ver diagrama
de abajo a la izquierda) que existe ¢ : R — R’ tal que i’ = oy con cada ¥(X;) = XJ.
Aplicando de forma simétrica (*) a i/, tendremos (diagrama de abajo a la derecha) ¢’ :
R’ — R tal que i =1’ oi con ¢'(X}) = Xj.

A A’

li \i’ li, \z

R — R R — R
P P’

El truco estd ahora en volver a aplicar ahora (*) pero a los siguientes diagramas:

A A
[ [
R — R R — R
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Ejercicio 1.16. Usando la propiedad universal de anillos de polinomios, demostrar
que, si A es un anillo, entonces (A[X1, ..., X,])[Y1,..., Y] es canénicamente isomorfo a
AXqy, . ., X0, Y, Y

La propiedad universal para anillos de polinomios viene a decir que, en cierto modo, las
indeterminadas forman una especie de base, en el sentido de que sus iméagenes determinan
de forma unica cualquier homomorfismo de anillos. Ilustremos este hecho con algunas
definiciones més (que seran especialmente ttiles a la hora de estudiar la teoria de Galois):

Definicién. Sea A un subanillo de un anillo B, y sean, by, ...,b, € B. Entonces llamare-
mos subanillo generado por los elementos by, . .., b, al minimo subanillo de B que contiene
aAyaby,..., b,. Esfacil ver que dicho subanillo consiste en las expresiones polinomiales,
con coeficientes en A, de by,...,b,, por lo que lo denotaremos A[by,...,b,]. En otras
palabras, tenemos definido el homomorfismo

evp, ..., A[X1,..., X, — B

f(le---aXn) — f(bl,,bn)

y Alby,...,b,] es precisamente la imagen.

Definicion. En las condiciones anteriores, los elementos bq,...,b, se dice que son alge-

braicamente independientes sobre el anillo A si la aplicacion evy, .. s, es inyectiva (y por

n
tanto Alby,...,b,] =2 A[X;,..., X,]), es decir, si no existe ninguna relacién polinomial con
coeficientes en A entre los elementos by, ..., b,. En caso contrario, se dice que los elementos

bi,...,b, son algebraicamente dependientes sobre el anillo A.

Ejemplo 1.17. Consideremos Z como subanillo de C y el elemento i = v/—1. El subanillo
Z][i] generado por i se llama anillo de los enteros de Gauss. La aplicacién ev; : Z[X] — C
no es inyectiva, ya que ev;(X2+1) = i2+1 = 0. Es decir, i es algebraicamente dependiente
sobre Z (cuando se trata de un solo elemento, en teoria de cuerpos abreviaremos diciendo
que ¢ es algebraico sobre Z). Obsérvese también que, en virtud de esa relacién, cualquier
elemento de Z[i] se puede escribir (de forma tnica) como a + bi, con a,b € Z. Observamos
finalmente que la inclusién natural j : Z < Z[i] no verifica la propiedad universal (*) de los
anillos de polinomios. En efecto, si consideramos la inclusién ¢ : Z — Z[X] y el elemento
X € Z[X] no podemos encontrar @ : Z[i] — Z[X] tal que ¢ = g ojy @(i) = X; dicha
aplicacién deberfa verificar X2 + 1 = @(1 + i) = $(0) = 0, lo que es una contradiccién.
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(ii) Demostrar que la aplicacién N : Z[vd] — Z definida por N(a + bvVd) = a® — db?
verifica N (a3) = N(a)N(B) para cualesquiera o, 3 € Z[v/d|.

(iii) Demostrar que o € Z[v/d] es una unidad si y sélo si N(a) = 1.

Una consecuencia inmediata de la propiedad universal (que puede verse también direc-
tamente a mano) es que un homomorfismo de anillos ¢ : A — B induce autométicamente
otro homomorfismo de anillos p[X] : A[X] — B[X] definido por ag + a1 X + ...+ ag X% —
o(ag) + ¢(a1)X + ... + p(aqg) X< Claramente ¢[X] es inyectiva o suprayectiva si ¢ lo
es. Vamos a aplicar esto a dos caso concretos. Para el primero de ellos necesitamos una
definicién previa (que es la generalizacién de la construccién de Q a partir de Z, i.e. de

cémo construir un cuerpo que contenga a un anillo).

a

Definicién. Se llama cuerpo de fracciones de un D.I. A al conjunto de expresiones ¢,
a,bc Ayb+#0,donde § = § siysélosiad = bc. El cuerpo de fracciones de A[X1, ..., X,]
(donde A es un D.I.) se suele denotar por A(Xy,...,X,). El cuerpo de fracciones tiene

con

estructura de cuerpo (del que A es un subanillo) con las operaciones:

a ¢ ad+bc

b d b
a ¢ ac
b d  bd

Ejercicio 1.19. Demostrar que la inclusiéon 7 : A — K de un D.I. en su cuerpo de
fracciones verifica la siguiente propiedad universal que lo caracteriza salvo isomorfismo:
para cada monomorfismo ¢ : A — A’ en un anillo A’ tal que los elementos de ¢(A \ {0})
son unidades existe un unico homomorfismo de anillos ¢ : K — A’ tal que ¢ = @ o .

Observacion 1.20. Obsérvese que un cuerpo esté caracterizado por el hecho de que sus
ideales son el cero y el total. Por tanto, cualquier homomorfismo de anillos K — A en el
que K sea un cuerpo es un monomorfismo (usaremos este hecho repetidamente); en efecto,
el nicleo, que es un ideal, no puede ser el total, porque 1x debe ir a 14, luego el nicleo
es cero. En particular, el homomorfismo ¢ del ejercicio anterior es siempre inyectivo. Por
ejemplo, si un cuerpo K tiene caracteristica cero, entonces existe un monomorfismo Z — K.
Por la propiedad universal del cuerpo de fracciones de Z (que es Q), este monomorfismo
se extendera a un monomorfismo Q — K.

La generalizacion del cuerpo de fracciones (y de hecho su definicién precisa) es la
siguiente:
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a

(i) Demostrar las operaciones ¢ + 2 = ab _ ab

attbs y ab — b egt4n bien definidas y dotan a
S~1A de estructura de anillo (conmutativo y con unidad).

(ii) Demostrar que la aplicacién ig : A — S~ A definida por a — ¢ es un homomorfismo
de anillos, que la imagen de cada elemento de S es una unidad, y que esta propiedad

caracteriza a S~!'A mediante una propiedad universal.

(iii) Demostrar que ig es inyectivo si y s6lo si S no contiene divisores de cero (i.e. elementos
a € A tales que ab = 0 para algun b # 0.

(iv) Si P es un ideal primo, comprobar que S = A\ P es es un subconjunto multiplicati-

vamente cerrado (en este caso, S~'A se denota por Ap y se llama localizacién de A
en P).

(v) Demostrar que S = {s € A | s no es un divisor de cero} es un subconjunto multiplica-
tivamente cerrado de A (en este caso, S™!A se llama anillo total de fracciones de A).
Si A es un dominio de integridad, comprobar que S = A\ {0} y S7!A es el cuerpo de
fracciones de A.

(vi) Demostrar que z'gl define una biyeccién entre los ideales de S~'A y los ideales de A
que no cortan a S. Demostrar que tal biyeccion restringe a una biyeccién entre los
ideales primos de S~ A y los ideales primos de A que no cortan a S. En particular,
Ap contiene un tnico ideal maximal, que es el que corresponde al ideal primo P de

A.

Ejemplo 1.22. Sii: A — K es la inclusién de un D.I. en su cuerpo de fracciones,
consideramos el monomorfismo i[X] : A[X] — K[X]. Esta inclusién nos permitird ver
polinomios con coeficientes en un anillo como polinomios con coeficientes en un cuerpo,
que en principio tienen propiedades mejores (por ejemplo K[X] es un D.I.P. y tiene una

divisi6n).

Ejemplo 1.23. Consideramos ahora un anillo A cualquiera y un ideal suyo I, y la
proyeccién canénica m : A — A/I. Tenemos entonces el epimorfismo 7[X] : A[X]| —
(A/I)[X]. La imagen de un polinomio de A[X] es lo que se llama la reduccion modulo
I del polinomio. El ntcleo de 7[X] es claramente I[X] = {ag + a1 X + ... + agX? €
A[X] | a; € I para i=0,...,d}, por lo que el primer teorema de isomorfia tenemos que
A[X]/I[X] es canénicamente isomorfo a (A/I)[X]. En particular, si I es primo, entonces
A/I es un D.I., por lo que (ver el Ejercicio 1.14) (A/I)[X] y A[X]/I[X] son D.I., es
decir, I[X] es un ideal primo. Si I es un ideal maximal, de nuevo 7[X] permite pasar de

nnlinamine ran cnoficiantac on 11n anilla o nalinamiae can cooficiontoc on 111 cliorna
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2. Divisibilidad y factorizacion en anillos

Definicién. Dado un anillo A, y elementos a,b € A, diremos que a divide a b (y lo
denotaremos por a|b si existe ¢ € A tal que b = ac, es decir, si b € (a).

La mejor forma de ver si un elemento divide a otro seria el que, como ocurre para los
nimeros enteros o los polinomios (en una indeterminada sobre un cuerpo), existiera un

algoritmo de divisién. La definicién general es:

Definicién. Un anillo A es un dominio euclideo (D.E.) si es un D.I. y existe una aplicacién
d : A\ {0} — N tal que, dados a,b € A con b # 0, existe una descomposiciéon (no
necesariamente inica) a = gb+ r con r = 0 o bien d(r) < §(b).

Ejemplo 2.1. El anillo Z es un D.E. con la divisién euclidea usual; basta tomar como ¢
el valor absoluto.

Ejemplo 2.2. El anillo de polinomios K[X] en una indeterminada sobre un cuerpo es un
D.E., tomando como 9§ el grado.

Cuando el anillo de coeficientes del anillo de polinomios no es un cuerpo (pensando por
ejemplo en anillos de polinomios en varias indeterminadas), no siempre existe la division.
Lo méximo que se puede decir es lo siguiente (que cuando A es un cuerpo en realidad es
la demostracién de que existe la divisién):

Proposicién 2.3. Sea A un anillo y sean f,g € A[X], donde g =by +b0 X + ...+ b, X™
con b, # 0 (i.e. el grado de g es m). Entonces existe | € N y polinomios q,r € A[X]| (con
r =0 o de grado menor que m) tales que b’ f = qg +r. Ademads, si A es un D.L, se tiene

que para cada [ los polinomios q y r son 1inicos.

Demostracion: Demostraremos la existencia de q y r por induccién sobre el grado de f.
Si tiene grado menor que m, basta tomar [ = 0, ¢ = 0y r = f. Asi que suponemos
que f tiene grado n > m y que el resultado esta demostrado para polinomios de grado
menor que n. Escribimos f = ag + a1 X + ... + a, X"™. Definimos entonces el polinomio
f =bpf —angX™ ™. Claramente, f tiene grado menor que n, por lo que por hipétesis
de induccién podemos encontrar [ € Ny ¢, 7 € A[X] (con 7 = 0 o de grado menor que
m) tales que b’ f = gg + 7. Por tanto, bt f = (4, X"™™ + b,,q)g + by7. Tomando
q=a, X" +b,qyr=>b,7 se concluye el resultado de existencia.

Para la unicidad, Supongamos que tenemos bl f = qg +r = q g+ 7', con r,r’ o bien

1 1 I~
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El resultado anterior implica que si que existe una buena division cuando dividimos
entre polinomios ménicos (es decir, aquéllos en que el coeficiente del término de grado
mayor es 1). En concreto, para polinomios de grado uno se tiene que la regla de Ruffini

sigue siendo cierta para polinomios con coeficientes en un anillo arbitrario:

Corolario 2.4. Sea A un anillo y sea a € A. Entonces un polinomio f € A[X] es divisible
por X —a siy sélo si f(a) =0.

Demostracion: Es evidente que si f es divisible por X — a entonces f(a) = 0. Recipro-
camente, si f(a) = 0, por la Proposicién 2.3 podemos escribir f = (X — a)g + r, con
q,r € A[X] y r = 0 o de grado menor que el grado de X — a, es decir, r € A. De esa
igualdad obtenemos r = f(a), y por tanto f(a) =0 siy sélo si f es divisible por X —a. [

Definicién. Dado un anillo A, una raiz de un polinomio f € A[X] es un elemento a € A
tal que f(a) = 0.

Ejemplo 2.5. Veamos que Z[i] es un D.E. si tomamos §(a + bi) = N(a+ bi) = a® +b* =
|la+bi||?* (ver el Ejercicio 1.18). En efecto, sean «, 3 € Z[i] con 3 # 0. Escribimos entonces
el nimero complejo % como u+ vi, con u,v € Q y claramente podemos escribir u = p+ €,
v=gq+e, conp,qEZLYy le],|ea] < 1/2. Por tanto a = B(p + qi) + (€1 + €21). Obsérvese
que 7 = [B(e1 + €21) estd necesariamente en Z[i] por ser diferencia de elementos de Z[i].
Ademas,

N(r) = [Irll* = 18117 ller + e2il | = N(B)(e] + €3) < N(B)-

Este ejemplo muestra también que la divisién no es necesariamente unica (desde luego, el
algoritmo permite hallar distintos cocientes y restos si € = 1/2 0 €3 = 1/2). Por ejemplo,
si dividimos 1 + 2¢ entre 1 4 ¢ tenemos cuatro divisiones distintas:

1+2i=2(1+i)+1
1+2i=1(1+1)+i
1420 = (244)(1+14) — i

1425 =(1+4)(1+3)—1.
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Teorema 2.7. Todo D.E. es un D.I.P.

Demostracion: Sea I un ideal no nulo (si fuera nulo, seria principal generado por 0).
Tomamos entonces b € I no nulo tal que d(b) sea minimo y veamos que b genera I. En
efecto, sea a un elemento cualquiera de I. Por ser A D.E., existiran ¢, € A tales que
a=qgb+r,conr=004d(r)<db). Comor = a— gb, necesariamente esta en I, no puede
ser 0(r) < §(b), por la eleccién de b. Por tanto, » = 0, luego a = gb y hemos visto por
tanto que todo elemento de I es multiplo de b. Il

El resultado anterior indica que ser D.E. es una condicién muy fuerte. Por ejemplo,
K[X,Y] no puede ser un D.E., ya que no es un D.I.P. (por ejemplo, es un ejercicio sencillo
ver que el ideal (X, Y’) no es principal). Para estudiar entonces la divisibilidad, intentare-
mos entonces generalizar el hecho de que cualquier nimero entero se factoriza en factores
primos. Hay dos alternativas (en general no equivalentes, como veremos enseguida) para

generalizar la nociéon de nimero primo:

Definicién. Dado un anillo A, un elemento a € A que no es ni cero ni unidad diremos que
es:
(i) drreducible si la tnica forma de escribir a = ajas es con aj o ay unidades;
(ii) primo si genera un ideal primo (a), o dicho en el lenguaje de la divisibilidad, si a|bc
implica que alb o alc.

Obsérvese que, por ejemplo en Z, tanto un ntimero primo p como su opuesto —p son
elementos primos. En realidad, lo importante es que generen el mismo ideal (p) = (—p).
De hecho (ver el Ejercicio 1.10), en un D.I. dos elementos a, b generan el mismo ideal si y
solo si existe una unidad u tal que a = ub. A partir de ahora, hablaremos de elementos
(primos, irreducibles,...) “salvo multiplicacién por una unidad” para indicar que nos da lo

mismo trabajar con un elemento a o con su producto por una unidad del anillo.

Ejemplo 2.10. Obsérvese que no es tan inmediato decidir si dos elementos difieren o no
por una unidad. Por ejemplo, en Z[ﬂ] podemos considerar las factorizaciones

22 +19v2 = (3+v2)(4 + 5V?2)

22+ 19v2 = (14 4+ 9v2) (1 + 2V2)
que parecen ser dlstlntas Sin embargo 14 + 92 = (4 + 5\/_)( + \/_) —-1+2V2 =

‘e o /aNs a4 . /AN
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Ejercicio 1.18, a 4+ bv/2 es una unidad si y s6lo si a? — 2b% = +1, que es la famosa ecuacidn
de Pell de Teoria Elemental de Ntimeros, cuya resolucion dista mucho de ser trivial. Ni
siquiera es facil caracterizar los elementos irreducibles. En nuestro ejemplo, 3 + /2 es
irreducible, ya que N (34++/2) = 7, que es un niimero primo, luego si 34++/2 = a3, entonces,
como N(a)N(B) =7, luego N(«) o N(f3) son necesariamente +1, con lo que « 0 [ es una
unidad. Sin embargo, N (4 + 5v/2 2) = —34, y como posibles factores no triviales de 4 + 5v/2
habria que estudiar todos los elementos a + by/2 tales que a® — 2b% = +2, 417, lo que no es
a priori facil. En nuestro caso, puede comprobarse que se tiene 4 + 5\/_ = V2(5 + 2v2),
y los factores son ya irreducibles, ya que N(v/2) = —2 y N(5 4 2/2) = 17 son, salvo el
signo, nimeros primos. Vale la pena observar que, sin embargo, en Zv/d con d < 0, el
ntimero de soluciones de cada a? — db® = c es finito para cada ¢ € Z, con lo que este tipo

de problemas no se presenta.
Lema 2.8. Si A es un D.I. entonces cualquier elemento primo es irreducible.

Demostracion: Sea a un elemento primo, y supongamos que podemos escribir a = bc. En
particular, a|bc, con lo que alb o ale. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer alb, es
decir, b = ad para algin d € A. Por tanto, a = adc, luego (por ser A un D.I.) de = 1, con
lo que ¢ es una unidad. Esto demuestra que a es irreducible. Il

Observacion 2.9. La implicacion opuesta no es cierta. Si a es irreducible, para ver
que es primo tendriamos que ver que albc implica que alb o alc. Sin embargo, de albe
sOlo se deduce que existe un d en A tal que ad = be, pero esto no implica que a divida
a b o a c. Teniendo en mente lo que pasa para nuimeros enteros, nos haria falta ver que,
descomponiendo b y ¢ en factores irreducibles, como a|be, entonces a aparece en alguna de
estas dos descomposiciones. En otras palabras, necesitamos una descomposicién (iinica)

de elementos en factores irreducibles.

Definicién. Un dominio de factorizacion unica (D.F.U.) es un anillo A que es un D.I. tal
que cada elemento que no es cero ni unidad se puede descomponer de forma tnica (salvo

orden y multiplicacién por unidades) como producto finito de elementos irreducibles.

Observacion 2.11. Una forma de evitar las unidades en la definicién anterior es usar el
producto de ideales (se llama producto de los ideales I, . . ., I, de un anillo al ideal generado
por los productos de la forma ai . ar, con aZ €I, parai =1,. 7“). En este lenguaJe

™ T TT ™ T
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ideales principales). El modo de calcularlos es como en el caso de los nimeros naturales:
factorizando los elementos en factores irreducibles, el m.c.m es el producto de cada uno de
los factores elevados al mayor exponente y el M.C.D. es el producto de los factores comunes

elevados al menor exponente.

Ejercicio 2.12. Dado un anillo A arbitrario, y dados elementos aq,...,a, € A, se dice
que a es un maximo comun divisor de ai,...,a, si a divide a cada a; y para cada b que
divide a cada a; entonces a divide a b. Si A no es un D.F.U. se pueden dar diversas
patologias:

(i) Demostrar que en Z[v/—5] los elementos 6 y 2 + 24/—5 no tienen maximo comun

divisor.

(ii) Demostrar que en Z[v/—5] los elementos 3 y 2 + 1/—5 tienen méximo comun divisor
igual a 1, pero el ideal I = (3,24 +/—5) no es el total. Concluir que I no es principal.

Ejercicio 2.13. Demostrar que en un D.F.U. cada elemento irreducible es primo.

Lema 2.14. Sean A un D.I.P. y a € A un elemento que no es ni cero ni unidad. Entonces

son equivalentes:
(i) a es primo
(ii) a es irreducible

(iii) El ideal (a) es maximal

Demostracion:

(1) = (i7): Inmediato por el Lema 2.8.

(1) = (i7): Supongamos que (a) estd contenido en otro ideal, que al ser A un D.I.P. serd
de la forma (b) para algin b € A. Por tanto, al estar a en (b) existird ¢ € A tal que a = be.
Como a es irreducible, entonces b o ¢ es una unidad. Si b es una unidad, entonces (b) es el
total, mientras que si ¢ es una unidad, entonces la igualdad a = be implica (a) = (b). En
resumen, hemos demostrado que los tinicos ideales que contienen a (a) son él mismo y el
total, con lo que (a) es maximal.

(7ii) = (i): Si (a) es un ideal maximal, en particular es primo, que es lo mismo que decir

que el elemento a es primo. Il

Teorema 2.15. Todo D.I.P. es un D.F.U.

., xTr
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(y por tanto se tienen contenidos estrictos (agp) & (a1) y (ao) & (@}). No puede ocurrir
que tanto a; como aj se puedan escribir como producto finito de elementos irreducibles
(porque entonces ag también seria producto finito de elementos irreducibles). Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que a; no es producto finito de elementos irreducibles.
Repitiendo el proceso, encontramos una cadena (ap) & (a1) & (a2) & .... La unién
I = (ap)U(a1)U(az2)U...es un ideal de A, luego esta generada por un elemento a. Como
a estd en I, existird in n tal que a € (a,), es decir, a = ba,, para algin b € A. Por otra
parte, a, 41 estd en I, por lo que se podra escribir a,,+1 = ca para algin ¢ € A. Por tanto,
ap+1 = cbay, lo que demuestra que (a,41) estd contenido en (a,), con lo que ambos ideales
serian iguales, lo que es absurdo por construccion. Esto demuestra la descomposicion de
elementos en producto finito de elementos irreducibles.

Veamos finalmente que tal descomposicion es tinica. Sean a = by...b, = ¢1...¢m,
con by,...,by,c1,cy irreducibles (y por tanto primos, por el lema anterior), dos descom-
posiciones de a. Como by divide a c¢;...cp,, divide a algin c¢;, que podemos suponer
reordenando los factores que sea c¢;. Por tanto, ¢; = u1b1, y como c¢; es irreducible u es
necesariamente una unidad (ya que by no lo es por ser un elemento irreducible). Podemos
escribir entonces by ...b, = uics...c,, y reiterando lo anterior para bs, ..., b,, se llega a

que, salvo unidades, la descomposicion es unica. Il

Obsérvese que la parte final de la demostracién anterior en realidad muestra que, si
A es un D.I. en que todo elemento es producto de irreducibles, entonces A es un D.F.U. si
y sblo si todo elemento irreducible de A es primo (ver el Ejercicio 2.13).

Ejemplo 2.16. Veamos una aplicacién de todo lo visto hasta ahora a teoria de ntimeros.
En concreto, veamos cuando un niimero n € N se puede escribir como suma de dos cuadra-
dos. Para ello, lo descomponemos en producto de ntimeros primos. De hecho, los tinicos
primos relevantes seran los que aparezcan con potencia impar ya que, agrupando poten-
cias pares de primos, podemos escribir n = m?p;...p,, con pi,...,p, primos distintos
(precisamente los que aparecen con exponente impar). Por tanto, la pregunta es cudndo
P1...pr es una suma de cuadrados (ya que en tal caso n lo seria también).

Una primera condicion es bastante facil. Supongamos que un primo p divide a una
suma a’ + b? pero p? no la divide. Es claro entonces que p no puede dividir ni a a ni a
b. Tomando clases en Z;, (que denotaremos con una barra), tendremos que (¢)* = —1. Si
p # 2 (si p = 2, claramente podemos escribir 2 = 12 + 12, con lo que no hace falta estudiar

octe racn) fonemne entonces ane (@34 — 7 ¢ (8)2 £ T e 1o cnie @ tiene arden 4 on ol
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{0}. Dicho grupo es ciclico (es un resultado de Algebra Basica, que de todas formas
redemostraremos en el Corolario 3.3), por lo que tiene un elemento ¢ de orden 4. Esto
quiere decir que e =1y &2 # 1. Como 0 = ¢t —1 = (¢ +1)(c*> — 1), se sigue que &% = —1,
luego p|c® + 1. Escrito en Z[i] (que por los Teoremas 2.7 y 2.15 se tiene que es un D.F.U.),
tenemos entonces p|(c + i)(c — 7). Como evidentemente p no divide ni a ¢+ i ni a ¢ — i,
se sigue que p no es primo en Z[i], luego tampoco es irreducible. Sea a + bi un divisor no
trivial de p. Como N(p) = p? y N(a + bi) tiene que ser un divisor no trivial de N(p), se
sigue que N(a + bi) = p, es decir, p = a® + b,

Para terminar de resolver el problema, observamos que el producto de dos sumas de
cuadrados es una suma de cuadrados, ya que se tiene (a? + b?)(c? + d?) = (ac + bd)? +
(ad — be)?. Por tanto, un niimero natural es suma de cuadrados si y sélo si sus factores
primos p con exponente impar son o bien p =2 o bien p = 1(mod 4).

Vamos a centrarnos ahora en la factorialidad de los anillos que méas nos van a interesar:
los anillos de polinomios en varias indeterminadas o con coeficientes en un anillo. La idea
es bien simple: podemos ver todos estos anillos como anillos de polinomios en una indeter-
minada y con coeficientes en un anillo A (por ejemplo, k[ X7, ..., X,] lo podemos ver como
el anillo de polinomios en la indeterminada X,, y coeficientes en el A = k[X1,..., X,-1],
lo que nos permitird un estudio por recurrencia). Entonces, consideraremos los elementos
de A[X] como elementos de K[X], donde K es el cuerpo de fracciones de A (suponiendo
que A sea un D.I.), y ya podemos usar que K[X] es un D.F.U. El problema que tendremos
que resolver es que la factorizacién en K[X]| tendrd los ceoficientes en K, y tendremos que
saber quitar los denominadores para pasar a una factorizacién en A[X].

Empezamos con la siguiente construccién, que usaremos constantementem y que lo que
hace es prescindir de factores comunes redundantes: Dado un polinomio f = ag + a1 X +
..+ a, X" € A[X], donde A es un D.F.U., podemos descomponer cada a; en factores
irreducibles y tomar a su maximo comun divisor. Es decir, podemos escribir cada a; como
a; = aa}, con ay, . ..,a, € Asin factores comunes. Sillamamos fy = a{+a; X +...+a, X",
entonces tendremos f = afjy.

Definicién. Se llama polinomio primitivo a un polinomio f = ag+a1 X+...+a, X" € A[X]

con coeficientes en un D.F.U. tal que ag,...,a, no tienen factores comunes.

Theorem 2.17 (Lema de Gauss). Sea A un D.F.U. y f,g € A[X] un par de polinomios.
Entonces f y g son primitivos si y sélo si fg es primitivo.
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Reciprocamente, supongamos que f y g son primitivos. Si fg no fuera primitivo, exis-
tiria algun factor irreducible p € A comin a todos sus coeficientes. Entonces, considerando
el ideal I = (p) de A (que es primo de A por el Ejercicio 2.13), se tendria que fg € I[X].
Por el Ejemplo 1.23, I[X] es un ideal primo de A[X], por lo que f o g deberian estar en I.
Pero esto es lo mismo que decir que p dividiria a todos los coeficientes de f o de g, con lo
que no serian primitivos, en contra de nuestra hipotesis. Il

El siguiente es el resultado que andabamos buscando, que relaciona la irreducibilidad
de un polinomio con coeficientes en un D.F.U. con la del polinomio visto con ceoficientes

en el cuerpo de fracciones.

Proposicién 2.18. Sea A un D.F.U. con cuerpo de fracciones K y sea f € A[X] un
polinomio. Entonces:

(i) Si f es primitivo y f = gh con g,h € K[X], entonces existen r € K y go, ho € A[X]
polinomios primitivos tales que g = rgg, h = %ho y por tanto f = gohyg.

(ii) f es irreducible como polinomio en A[X] si y sélo si o bien es un elemento irreducible
de A o bien es de grado positivo, primitivo e irreducible como polinomio en K[X].

Demostracion: Para demostrar (i), observamos primero que, tomando comtn denominador
en los respectivos coeficientes, tanto g como h se pueden escribir de la forma g = 91 y
h = g—ll, con by,c; € Ay g1,h1 € A[X]. Escribimos ahora g1 = bogo y h1 = coho, con
bo,co € Ay go, ho € A[X] polinomios primitivos. Tendremos por tanto f = gh = b1c1 200 g0 hg
o equivalentemente, bic1f = bocogohg. De aqui se obtiene que bgcy divide a todos los
coeficientes de bycy f. Como los coeficientes de f no tienen ningun factor comtin (porque
por hipétesis f es primitivo), se deduce que bycy divide a byc;. De modo simétrico, como
goho es primitivo (por el lema de Gauss) se sigue que bjcq; también divide a bycy. Por
tanto (ver el Ejercicio 1.10), existe una unidad u € A tal que bgcg = ubic;. Escribimos

por tanto f = (ugo)ho, y tenemos que uggp, ho son los polinomios primitivos buscados (y

— bo _ca
T_ubl_co)‘

Para demostrar (ii), observamos primero que si f es irreducible como polinomio en
A[X], entonces es claro que, si es constante, debe ser un elemento irreducible de A, y si
tiene grado positivo, debe ser primitivo. Veamos que, en este ultimo caso, (i) implica que f
es irreducible como polinomio en K[X]. En efecto, si f se descompone de forma no trivial
en K|[X], necesariamente lo hace como producto de pohnomlos de grado p081t1V0 (va que

1. 1
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Reciprocamente, cualquier elemento irreducible de A es un elemento irreducible en
A[X]. Supongamos entonces que f es de grado positivo, primitivo e irreducible como
polinomio en K[X], y consideremos una posible descomposicién f = gh con g,h € A[X].
Como g, h también estan en K[X], se tendré que uno de ellos, por ejemplo g, es una unidad
en K[X], es decir una constante no nula. Por tanto, g serfa un elemento de A, pero como
f = gh es primitivo, necesariamente g es una unidad en A. U

Teorema 2.19. Si A es un D.F.U., entonces A[X]| también es un D.F.U.

Demostracién: Dado un polinomio f € A[X], lo escribimos como afy, con a € Ay
fo € A[X] un polinomio primitivo. Por una parte, si a = p; ... ps es una descomposicién de
a en factores irreducibles en A, cada p; es también irreducible en A[X] (por la Proposicién
2.18). Basta por tanto encontrar una descomposicién de fy para encontrar una de f.

Sea K el cuerpo de fracciones de A. Como K[X] es un D.F.U. podemos escribir
fo=fi...fr, con f1,..., fr polinomios irreducibles de grado positivo en K[X]. Por la
Proposicién 2.18, obtenemos una factorizacién fo = fi...f. con fi,..., f/ polinomios

irreducibles en A[X].

Basta ver que las factorizaciones en A[X]| son tnicas. Supongamos que tenemos
dos factorizaciones distintas p; ...psf1... fr =pi...pif1... f/ donde p1,...,ps, P}, .., D%
son los factores de grado cero (es decir, los elementos de A, que serdn irreducibles) y
fi,ooos frs fl, -+, f] los factores de grado positivo (luego necesariamente polinomios pri-
mitivos, e irreducibles tanto en A[X] como en K[X]).

Entonces es claro que tanto fi, ..., f, como f1,..., f/ son los factores irreducibles de f
en K[X]. Por tanto, los fi,..., f, coinciden con los f1, ..., f/ salvo multiplicacién por una
constante de K. Supongamos por ejemplo que cada f; = ZT f! con a;,b; € A sin factores
comunes. Como f;, f/ son primitivos, se deduce que a;, b; son unidades en A, y en particular
fi...fr =ufi...f/, donde u es una unidad en A. Por tanto, py...ps = up} ...p;, y por
ser A un D.F.U., se sigue que los py, ..., ps coinciden con los pj, ..., p; salvo multiplicacién
por una unidad de A. O

Corolario 2.20. Si K es un cuerpo, K[X1,...,X,]| es un D.F.U.

Demostracion: Basta usar induccién sobre n. Sin = 1, entonces K[X;] es un D.I.P., luego
un D.F.U. Si n > 1, entonces K[Xy,...,X,_1] es un D.F.U. por hipédtesis de induccién,

Q10 taoxnhbalan 1 o (LTI A% Ny 1 LT[\ A% [

liincea nar Al TanrvrAma
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Teorema 2.21 (Criterio de Eisenstein). Sea A un D.F.U. con cuerpo de fracciones K y
sea f =ag+ a1 X +...+a, 1 X"t +a,X" € A[X]. Siexiste un elemento irreducible
p € A tal que plag,ai,...,an_1, D Jan y p* Jao, entonces f es irreducible como polinomio
en K[X]|. Por tanto, si f es ademds primitivo, es también irreducible como polinomio en
AlX].

Demostracion: Basta demostrar el criterio cuando f es primitivo (escribiendo f = afo,
con a € Ay fo primitivo, como claramente p /fa (ya que p fa,) se sigue que fy verifica
las hipdtesis del criterio, luego seria irreducible en K|[X]|, y por tanto también en A[X]).
Supongamos entonces que f es primitivo y reducible en K[X] y busquemos un absurdo.
Como f es primitivo, serd reducible también en A[X], se podra escribir f = gh, con
g=by+ 0 X+ ..., h=co+c X+ ... € A[X] y ambos de grado positivo. Dado que
ag = bocy es divisible por p pero no por p?, ese sigue que por ejemplo by no es divisible por
p, mientras que ¢ lo es. Sea ¢, el primer coeficiente de h que no es divisible por p (que
existe, ya que en caso contrario todos los coeficientes de f serian divisibles por p). Se tiene
entonces que a, = boc, + bic.—1 + ... + brcy es, por una parte divisible por p (ya que lo
es a, por hipdtesis, puesto que claramente r < dh < df = n), mientras que por otra parte
no lo es, ya que p divide a ¢,_1,...,¢co pero no a byc,.. Esto proporciona el absurdo que
buscdbamos. U

Ejemplo 2.22. Sea ¢, = % = XPL 4 XP=2 4 4+ X +1 € Z[X]. Claramente,

®,(X) serd irreducible si y sélo si lo es ®,(X + 1). Como

(X +1)P -1

— xr 4 (P xr24 P\ x p
< +(1) ok Do) X+,

y p| (f) parai=1,...,p — 1, el criterio de Eisenstein implica que ®,(X) es irreducible.

O, (X +1) =

Ejercicio 2.23. Sea K un cuerpo y K (t) el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios
con coeficientes en K en la indeterminada ¢. Demostrar que, para cada n € N, el polinomio
X™ — t es irreducible en K (t)[X].

Observacidén 2.24. Si AesunD.I.y f € A[X] es un polinomio ménico, entonces cualquier
factor de f es ménico (salvo multiplicacién por una unidad). En efecto, si f = gh con
g=bo+0 X+... 40, X"yh=co+c1X+...+¢sX® (con b, cs #0), entonces b,.cs = 1

™ T 1
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de mayor grado de f es una unidad (por ejemplo si A es un cuerpo), multiplicando por el

inverso de esta unidad obtendriamos un polinomio moénico y valdria lo anterior.

Observacién 2.25. Por la observacién anterior y la regla de Ruffini (Corolario 2.4), un
polinomio ménico de grado dos o tres en A[X] (donde A es un D.I.) serd irreducible si y
s6lo si no tiene raices en A (si fuera reducible, tendria algin factor ménico de grado uno,
y por tanto una raiz. El Ejemplo 2.27 nos darda también otro método para estudiar la
irreducibilidad de polinomios (esta vez de grado arbitrario) a partir de sus raices.

Observacidén 2.26. Si A es un D.I. y un polinomio ménico f € A[X] fuera reducible, por
la Observacién 2.24 se descompone como f = gh, con g, h moénicos de grado positivo. Por
tanto, para cualquier ideal primo I C A, la reduccién de f mddulo I (ver el Ejemplo 1.23)
también descompondra en factores de grado positivo, luego no seria irreducible. Podemos
usar esto para demostrar la irreducibilidad de polinomios. Por ejemplo, el polinomio
X3 — X +1 € Z[X] es irreducible, ya que el polinomio correspondiente X3 — X +1 € Z3[X]
es irreducible por no tener raices (de hecho, cualquier elemento de Z3 es raiz de X®>—X). La
hipotesis de que f sea mdnico es necesaria para que se conserve el grado de los polinomios.
Por ejemplo, el polinomio (3X + 1)X € Z[X] es obviamente reducible, pero su reduccién
modulo 3 es el polinomio irreducible X € Zs[X].

Ejemplo 2.27. Un método bastante ttil para ver si un polinomio con coeficientes en un
cuerpo es irreducible es encontrar todas sus raices en un cuerpo mas grande (ya veremos
en la seccién 4 qué quiere decir esto con precisién) y ver si se pueden agrupar. Ilustremos
esto con un ejemplo. Consideremos f = X* —10X2 +1 € Q[X]. Sus rafces son +v/24+/3,

asi que en R[X] se puede factorizar como
f=(X=V2-V3)(X —V2+V3)(X +V2-V3)(X +V2+ V3).

Como f no tiene raices en Q, si factoriza en Q[X] s6lo puede ser como producto f = gh, con
g,h € Q[X] de grado dos, que claramente se pueden tomar ménicos. Pero si factorizamos g
y h en R[X], por la unicidad de la factorizacion, tanto g como h tienen que ser el producto
de dos de los cuatro factores anteriores. Pero eso es imposible, porque agrupando de dos
en dos los factores, las posibles factorizaciones son:

F=(X?-2vV2X —1)(X?+2V2X — 1)

f=(X?-2V3X +1)(X24+2V3X +1)
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considerando f € Z[X] para cada primo p, el polinomio f € Z,[X] obtenido tomando cada
coeficiente médulo p es en cambio reducible (lo que muestra que el método explicado en la
Observacién 2.26 no es un si y sélo si, ni siquiera tomando todos los ideales maximales I).
En efecto, si 2 es un cuadrado en Z,, la primera de las tres factorizaciones anteriores da
una factorizacion en Z,; si es 3 un cuadrado en Z,, la segunda es la factorizaciéon buscada,
mientras que si 6 es un cuadrado vale la tercera factorizacién. Un resultado basico de
Teoria Elemental de Nimeros implica que, para cada primo p, si 2 y 3 no son cuadrados
en Zj,, entonces 6 lo es (usando simbolos de Legendre, (g) = (%) (%)) De todas formas,
este hecho es facil verlo directamente (supondremos p # 2,3, porque para p = 2,3 es todo
trivial):

En efecto, el conjunto de cuadrados moédulo p distintos de cero es el conjunto ¥ imagen de
la aplicacién ¢ : Zy — Z; dada por p(a) = a?. Como o? = (32 si y sblo si a = £13, para
p # 2 cada elemento de X es imagen por ¢ de exactamente dos elementos de Zy, luego X
tiene cardinal %, la mitad del cardinal de Z;. Por tanto el conjunto 3’ de los elementos
de Z; que no son cuadrados perfectos también tiene cardinal ;%1‘ Si suponemos que la
clase de 2 no es un cuadrado perfecto, es claro que 2a? tampoco es un cuadrado perfecto
para cualquier o € ¥ (ya que si 2a? = 32, entonces 2 = (g)z, en contra de la hipdtesis).
Por tanto, la biyeccién ¢ : Z¥ — Z3 dada por ¢(a) = 2a manda Y dentro de ¥/, y por
tener ambas el mismo cardinal se tiene que 1 (X) = %’. Como Zj es la unién disjunta de ¥
y ¥, se tendrd también que ¢ (X’') = X. En particular, ¢)(3) = 6 es un cuadrado perfecto.

Otra demostracion independiente de este hecho se vera en el Ejercicio 3.4.

Terminamos la seccion dando un criterio para buscar raices de un polinomio con

coeficientes en un D.F.U.

Proposicion 2.28. Sea A un D.F.U. y sea K su cuerpo de fracciones. Supongamos que

un polinomio f = a9 + a1 X + ...+ a, X™ € A[X] tiene una raiz g € K, donde p,q € A

son primos entre si. Entonces plag y q|ay,.

Demostracion: Como g es una raiz de f, tenemos la siguiente igualdad en K:
a0+a11—9+...+an(2)" =0.
q q
Multiplicando por ¢" tenemos la siguiente igualdad en A:
aoq" + a1pg" "t + .+ an1p" g+ anp™ = 0.

Como p divide a a1pg” 1 +. ..+ a,_1p" 1q+a,p”, se deduce de esa igualdad que también
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3. Raices de polinomios

En esta seccién vamos a estudiar el comportamiento de las raices de polinomios en
una indeterminada con coeficientes en un anillo. En general, daremos por descontado que
las raices se encuentran en el anillo, dejando para la siguiente seccion el ver que todo D.I.
se puede ampliar hasta un cuerpo en el que vivan todas las raices de cualquier polinomio
fijado de antemano.

Empezamos con la siguiente definicion, motivada por el Corolario 2.4:

Definicién. Se llama multiplicidad de una raiz a de un polinomio f € A[X] al mdximo
exponente r tal que (X — a)” divide a f, es decir, f = (X —a)"g con g(a) # 0. Sila
multiplicidad de a es al menos dos, se dice que a es una raiz multiple de f.

Lema 3.1. Si A es un D.F.U. o un cuerpo, todo polinomio no nulo de A[X] tiene a lo
mas tantas raices (contadas cada una con su multiplicidad) como su grado.

Demostracion: Sea f € A[X] no nulo y sean aq,...,a,, sus raices distintas, con multipli-
cidades respectivas rq, ..., 7. Por definicién de multiplicidad, cada (X — a;)" divide a f.
Como A[X] es un D.F.U. (por el Teorema 2.19) y X —a; y X —a; son irreducibles (ya que
A[X]/(X — a;) es isomorfo a A, que es un D.I.) y primos entre si si i # j (por el Corolario
2.4), se tiene que (X —ay)™ ... (X — a,,)™ divide a f, por lo que 1 + ...+ ry, es como
mucho el grado de f. O

Ejemplo 3.2. Si A es un anillo arbitrario, el resultado anterior no es cierto. Por ejemplo,
el polinomio 2X € Z, tiene dos raices (las clases de 0 y 2), a pesar de tener grado uno.
Obsérvese que, de todas formas, vale la regla de Ruffini (Corolario 2.4) ya que 2X =
2(X —2).

Corolario 3.3. Sea K un cuerpo y sea G < K \ {0} un subgrupo finito del grupo mul-
tiplicativo correspondiente. Entonces G es ciclico. En particular, si K es finito, el grupo
K\ {0} es ciclico.

Demostracion: Por el teorema de estructura de grupos abeliano finitos, G' es isomorfo a
un producto Zy,, X ... X Zy,, con ni|ng|...|n,.. En particular, |G| = ny...n, y cualquier
elemento de G tiene orden un divisor de n,. Esto iltimo quiere decir que el polinomio
X" —1 € K[X] se anula para todos los elementos de G, es decir, tiene nj ...n, raices

distintas. Por el T.ema 31 _n. n n. vnortantor =1 v (7 es isomorfo a 7 nar lo
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(i) Demostrar que para cada a € Z coprimo con p, se tiene que a2z es congruente con 1 o
—1 médulo p y que es 1 siy sélo si a es un cuadrado en Z,, [Indicacién: escribir la clase

de los elementos de Z, como potencias de un generador del grupo ciclico Z,, \ {0}].

(ii) Concluir que, si aj,as no son cuadrados médulo p, entonces lo es ajas.

Definicién. Dado un anillo A, de llama derivada del polinomio f = ag+a1 X +...+a, X"
al polinomio f’ = a1 +...4+na, X" . Al coincidir la definicién con la del anilisis, es facil
ver que se verifican las reglas usuales (f+g¢) = f '+ ¢ v (fg9) = f'g+ fg'.

Proposicién 3.5. Sean A un D.I, f € A[X] y a una raiz de f. Entonces a es una raiz
multiple de f si y sélo si f'(a) = 0.

Demostracion: Como a es unaraiz de f, por el Corolario 2.4 podemos escribir f = (X —a)g.
Por definicién, a es una rafz miltiple de f si y sélo si (X — a)? divide a f = (X — a)g.
Como A es D.I. (y por tanto también lo es A[X] por el Ejercicio 1.14(iii)), se tiene que
entonces (X — a)? divide a f = (X —a)g si y s6lo si X — a divide a g. Aplicando de nuevo
el Corolario 2.4 tendremos que a es una raiz multiple de f siy sélo si g(a) = 0. Derivando
la igualdad f = (X —a)g, tenemos ' = (X —a)g’ +g, luego f'(a) = g(a), lo que demuestra
el resultado. O

Dado que debemos reconocer cuando f y f’ tienen raices comunes, damos el siguiente
resultado que dice al menos cudando dos polinomios tienen factores comunes. La idea es
que, en la siguiente seccién, construiremos (al menos para los cuerpos) un cuerpo en el
que un polinomio dado tenga todas sus raices (y por tanto, compartir factores quiere decir

compartir raices).

Teorema 3.6. Sea A un D.F.U. o un cuerpo y sean f =ag+a1 X +...+a, X", g =bo+
b1 X+...+b, X™ dos polinomios en A[X] de grados respectivos n y m (es decir, a,,, by, # 0).
Entonces f y g tienen un factor comin de grado positivo si y sélo si R(f,g) = 0, donde

a ai ... Gp 0 0 e 0
0 ag ... Gp-1 an 0 . 0
m filas
o ... 0 ag ai cer Qp_1 Gy
RED=1p b 0 by b 0 .0 (3.7)
0 by b by_1 b, 0 0
n filas
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de grados respectivamente menores a m y n tales que fp = gq. Dicho de otra forma,
existen cg,c1,...,Cm—_1,dg,d1,...,d,—1 € A no todos nulos tales que

(ap + a1 X +...+a, X")(co+car X +...Fcm1 X™)

=(bo+ 01 X + ... + b, X™)(do+d1 X + ...+ dp1 X" ).

Igualando coeficientes tenemos (suponiendo por ejemplo n > m):

apCop —bodo =0

aico +apcy —b1dy —body =0

ym—1Co  +am—_oC1 ... +agCm—1 _bm—ldO —bm_2d1 “. =0
amco  +@m_1€1 ... +a1Cm—1 —bn,do  —bn_1dy ... =

Am+1C0  +amcy o +asCm_1 —b,,dy . =0
Ap—1Cy +ap_oc1 ...  F0n—mCm—-1 eo. —bodp_1 =
QnCo +ap—1€1 ... FOp—m+1Cm—1 . —bid,_1 =

“+anc1 . +an_m+26m_1 NN —bgdn_l =0

AnCm—1 —bnd,—1 =0

Podemos ver estas igualdades como un sistema homogéneo de n+m ecuaciones en las n+m
incoégnitas cg, C1, ..., Cm—1,do,d1,...,d,_1 que tiene solucién no trivial en A"T™. Si K es
el cuerpo de fracciones de A, es claro que el sistema tiene solucién no trivial en A™T™
si y sélo si la tiene en K™, luego la condicién necesaria y suficiente es que la matriz
de coeficientes del sistema tenga determinante cero. Pero dicha matriz de coeficientes,
cambiando de signo las iltimas columnas y transponiendo, es exactamente la matriz cuyo

determinante es R(f,g). Por tanto, f y g tienen un factor comin de grado positivo si y
sélo si R(f,g) = 0. O

Definicién. Dado un anillo A, se llama resultante de los polinomios f, g € A[X] al elemento
R(f,g) € A definido en el teorema anterior por la expresién (3.7).

Ejemplo 3.8. En el caso de un polinomio f(X) = aX?+bX +c de grado dos, se reobtiene
enseguida el resultado de cuando tiene una raiz multiple. En efecto, podemos aplicar la

Provosicién 3.5. v tendremos £’ = 2a X +b. aue tendra su 1inica rajz comiin con £ si v sélo
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de donde obtenemos el resultado conocido de que f tiene una raiz doble si y sélo si b?> —4ac =
0. En realidad, en este caso se podia evitar la resultante para ver si f y f’ comparten raiz,
ya que f’ tiene una sola raiz, precisamente X = 5—;. Por tanto, f y f’ comparten raiz si y

s6lo si f(;—é’) =0, es decir

—b.2 —b —b? + 4ac
0=a(5 ) +bte=—(—

Queremos ahora generalizar las ideas del ejemplo anterior, y expresar la resultante en
términos de las raices del polinomio. Por comodidad, trabajaremos sélo con polinomios
monicos, dejando al lector los cambios oportunos para polinomios arbitrarios. Empezamos

con la siguiente observacién elemental:

Lema 3.9. Sea A un D.F.U. o un cuerpoy sea f = ag+a1 X +...+a, 1 X" 1+ X" € A[X]
un polinomio ménico con n raices ay, . ..,a, € A (cada una repetida tantas veces como su
multiplicidad). Entonces

ap = (—1)"ay ... ay

a; = (_1>n71(041052 e Q1+ ... Fag.. .Ozn)

an-1=—(1+as+...+ )

es decir, para j =0,...,n — 1 se tiene a; = (—1)"Je,_;(a1,...,ay), donde

ep = > Xi X €A[Xy, ., X

1<61 <...<ip<n

Demostracion: Es una consecuencia inmediata de que, por el Corolario 2.4, f se puede

escribir como f = (X —a)(X —az) ... (X — ay). O
Definicién. Llamaremos polinomio simétrico elemental k-ésimo (k= 1,...,n) en las vari-
ables X1,..., X, al polinomio

€L ‘= Z X“Xlk

1<ir1 <...<ig<n

Proposicién 3.10. Sea A un D.F.U., sea A’ = A[X{,..., X, X{,...,X/'] y sean los
polinomios f = (X — X}) ... (X = X)) yg=(X - X{)...(X — X/) de A’/[X]. Entonces
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Demostracion: Tenemos

(=), (=1 lel 1 0 0 0

0 (—=1)"e), —e) 1 0 0

_ 0 . 0 (=", (-1 tel_; ... —€) 1

RUED =1 Cpymen (cyym—ten | 1 0 0

0 (=1)™el el —ef 1 0 0

0 0 (=1)me  (=1)mtel —ef 1
donde €],..., e, son los polinomios simétricos elementales en X1{,..., X/ y e/ ... el
los polinomios simétricos elementales en X7, ..., X/ . De aqui se deduce facilmente que
R(f,g), como polinomio en las variables X7,..., X/, tiene grado nm y que el término de

mayor grado (que viene de la diagonal principal) es (—1)""X]™ ... X!™. Por otra parte,
paracadai=1,...,ny j = 1,...,m, se tiene que X es una raiz del polinomio R(f, g)
visto como polinomio en la variable X7 (ya que sustituyendo X7 por X/ en R(f,g) queda
la resultante de f y el polinomio que resulta al sustituir en g la variable X7 por X/, y dicha
resultante es cero por el Teorema 3.6, al compartir ambos polinomios el factor X — X/,
de grado positivo en X). Por el Corolario 2.4, se obtiene entonces que R(f,g) es divisible
por X} — Xj. Como los polinomios X — X; son primos dos a dos, se deduce entonces
que su producto II; (X} — X/) divide a R(f,g) en A’. Pero ambos polinomios, como
polinomios en X7,..., X/, tienen grado nm, siendo el término de mayor grado en ambos
(—1)"mX]™ ... X]™, con lo que son necesariamente iguales. O

Corolario 3.11. Sea A un D.F.U. y f,g € A[X] de grados respectivos n y m. Supon-
gamos que g es monico y tiene raices [31,...,[mn (cada una repetida tantas veces como
su multiplicidad) y que también f tiene n raices contadas con multiplicidad. Entonces

R(f,9) = f(B1) - f(Bm)-

Demostracion: Si f es también monico, podemos escribir f = (X —a1)...(X —a,) y
g=(X—-0)...(X = Bn). Como R(f,g) consiste en sustituir, en la expresién de la
demostracién de la Proposicién 3.10, X1, ..., X/, X{, ..., X/ por ay,...,an, 51, Bm,
tendremos

R(f,9) =18 — i) =TT ((B; — 1) ... (B; — o)) = [ ] £(B))
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con a € A. De la expresién (3.7) se deduce R(f,g) = a™R(f,g), luego

R(f,g) = a™ Hf(ﬁj) = (af(B1))---(af(Bm)) = f(B1) - f(Bm)-

O

Observacion 3.12. En realidad, en el Corolario anterior no haria falta pedir que f tuviera
todas sus raices en A (y de hecho a partir de ahora no lo pondremos como hipétesis), ya que
en la seccién préxima demostraremos (Teorema 4.12) que podremos extender el cuerpo de
fracciones de A a un cuerpo en el que ya estan todas las raices de f. De hecho, el Corolario
3.11 demuestra mucho més (usando también que en una extensiéon oportuna g tiene también
todas sus raices): Si g = g1g2 entonces R(f,g192) = R(f,g91)R(f,g2). El lector que no
esté de acuerdo con el hecho de usar algo que veremos mas adelante puede tranquilizar su

conciencia resolviendo el siguiente:

Ejercicio 3.13. Demostrar la igualdad R(f, (X — «a)g) = f(a)R(f,g) [Indicacién: En el
determinante de orden (m+ 1) +n que da la resultante de f y (X —a)g efectuar dos series
de operaciones elementales; en primer lugar, empezando desde la peniltima columna hasta
la primera, ir sumando a cada columna la siguiente multiplicada por «; en segundo lugar,
desde la fila segunda hasta la (m + 1)-ésima de la matriz obtenida, restar a cada fila la
anterior multiplicada por «]. Concluir, por induccién sobre m, que en el Corolario 3.11 no
hace falta suponer que f tenga n raices contadas con multiplicidad.

Corolario 3.14. Sea A un D.F.U., f € A[X]| un polinomio ménico de grado n con raices
ai,...,q, contadas con multiplicidad. Entonces

R(f', ) =[[(e:i — o).
i#]

n(n+1)
2

Ademds, si escribimos A :=[];_;(a; — a;), se tiene R(f’, f) = R(f, f') = (1) A2,

Demostracion: Escribimos f = (X —aq)...(X —ay), y por el Corolario 3.11 sabemos que
R(f',f) = f'(a1)... [ (a,). Por otra parte, derivando, se obtiene

ff=X-a)..(X—a)+...+(X—a1)...(X —ay_1)

nnr la Aana mara rada 2 — 1 n oo tiona £1{a N — T1 (o o) oo oo la nrimaora
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las tltimas n filas; como cada permutacion de filas cambia el signo, tendremos R(f, f') =
(—=1)"=DR(f', f) = R(f', f), ya que n(n — 1) es siempre par. La segunda observacién es
que el cociente de J;;(c; — ;) entre el cuadrado de [],_,(a; — ;) es el cociente entre
[lis;(ai —aj) y [, ;(a; — j); los factores en el numerador y denominador son entonces
los mismos, pero todos cambiados de signo, luego como hay n(n — 1)/2 factores, dicho

. n(n+1)
cociente queda (—1) o O

Definicién. Dado un polinomio f € A[X] de grado n y con raices aq,...,a, (repetida
cada una tantas veces como su multiplicidad), llamaremos discriminante del polinomio f
a D := A? (con las notaciones del corolario anterior).

Observacion 3.15. Evidentemente, A esta definido a partir de un orden prefijado de
las raices, y puede cambiar de signo al permutar las raices (por eso, lo que tiene sentido
es definir D = A?). Concretamente, si ¢ € S, es una permutacién de {1,...,n}, el
nuevo valor del discriminante al ordenar las raices de la forma oy, (1), ..., 0 (,) serd A’ =

[Ti<j(@s(iy — @s(j))- Entonces tenemos la igualdad

H Yo(i) — Yo(j) _ H Qi —
o) —o(y 1—7
i o) —o(g) s i
ya que en ambos productos tenemos los mismos factores, aunque cambiados de orden
(obsérvese que si un numerador de la izquierda cambia de signo respecto del mismo nu-

merador de la derecha entonces los correspondientes denominadores también cambian de
signo). Tenemos por tanto

é’ B H7;<j(040(i) - aa(j)) . o(i) —o(j)
A N Hi<j(ai_aj) _H 71_]

1<J

que es el signo de o, segtin vimos en el Ejemplo 1.4. Por tanto, A’ = sgn(o)A.

La definiciéon concreta de discriminante varia segin los autores. Hay quien llama
discriminante a A, o a R(f, f’), o mds generalemente, una constante por D. Por ejemplo,

: ’ — /b2 —

si f =aX?4bX + ¢, sabemos que las raices de f son W, con lo que, con nuestra
.« e 2_ . . . . .,

definicion, D = %, mientras que se suele llamar discriminante de una ecuaciéon de

segundo grado a b? —4ac o a su raiz cuadrada (comparar con el Ejemplo 3.8 otras posibles

1 e . ' 1
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pero el reciproco no es cierto (ni aunque supongamos que A es un cuerpo). La siguiente

observacion muestra cudl es la situacién sobre R.

Observacién 3.16. Sea f € R[X] de grado n y sin componentes multiples. Demos de
momento por bueno el teorema fundamental del dlgebra (que demostraremos en el Teorema
6.9). Entonces las raices aq,...,a, de f son todas distintas, y son o bien reales o bien
por cada raiz imaginaria tenemos también su conjugada. Sea entonces o la permutacién
de {1,...,n} que consiste en dejar fijos los elementos i tales que «; es una raiz real
y transponer 7,j si a; y «; son raices imaginarias conjugadas. Por tanto, para cada
i=1,...,n, se tendrd a; = a,(;). Por tanto, A= Hi<j(di — ;) = HKj(aU(Z-) — 0o (j)),
luego por la Observacién 3.15 serd A = sgn(o)A. Como o es el producto de tantas
transposiciones como pares de raices conjugadas tiene f, se concluye que A = A (es decir,
A es real) si y so6lo si el numero de pares de raices imaginarias conjugadas de f es par,

mientras que en caso contrario A es imaginario puro. En otras palabras:
D > 0 siy solo si f tiene una cantidad par de pares de raices imaginarias conjugadas;
D < 0 si y solo si el numero de pares de raices imaginarias conjugadas es impar.

En particular, si f tiene grado dos se reobtiene que f tiene sus raices reales si y solo si
su discriminante es positivo. Si f tiene grado tres, obtenemos que D > 0 si y sélo si las
tres raices de f son reales y distintas y D < 0 si y sélo si una raiz es real y las otras
dos imaginarias conjugadas. Para grado superior, la informacién no es tan precisa; por
ejemplo, para grado cuatro, D < 0 quiere decir que hay exactamente un par de raices
imaginarias conjugadas, pero si D > 0 puede ocurrir que todas las raices sean reales o

todas imaginarias.

Por el Corolario 3.14, D se puede expresar como polinomio en los coeficientes de f.
El método clasico de hacer esto, mas que calculando resultantes, era observar que D es
invariante al permutar las raices; esta propiedad se da también en los polinomios simétricos
elementales (que son los que determinan los coeficientes de f), lo que demostrara (como
veremos enseguida) que D se puede poner también en funcién de los polinomios simétricos
elementales, y por tanto de los coeficientes de f. Empecemos con la definicion precisa:

Definicién. Un polinomio s € A[Xy,...,X,] se dice que es un polinomio simétrico si,
para toda permutacién o € S, se tiene que s(X,(1),...,Xs(n)) = 5. En otras palabras,
cada vez que en s aparece un monomio X' ... X’ entonces aparecen todos los monomios
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de una cubica, es decir,
$(X1, Xa, X3) = (X1 — X2)?*(X1 — X3)*(X2 — X3)?
o, desarrollado y agrupado en bloques simétricos,
s(X1, X, X3) = (X1 X5 + X1 X5 + X7X5 + X7X5 + X9 X3+ X2X3)

+(—2X{ X2 X3 — 2X1 X9 X5 — 2X 1 Xo X3) + (—2X3 X3 — 2X3X3 — 2X3X3)
+(2X3 X2 X34+ 2X3 X X2 42X 2 X3 X34+ 2X 2 X X34+ 2X X3 X2 42X, X2 X3) -6 X2 X2X2,

Los bloques simétricos estan ordenados lexicograficamente respecto a los exponentes (or-
denados éstos de mayor a menor): concretamente, los exponentes de cada bloque son:
(4,2,0), (4,1,1), (3,3,0), (3,2,1) y (2,2,2). Para eliminar los exponentes (4,2,0), restamos
e2e3 y obtenemos

s —etes = (—4X1 Xo X3 —4X1 X5 X3 — 4X1 X0 X3) + (—4X7 X3 —4XI X3 — 4X3X3)

(6 X X2 X3—6X] Xo X2 6X2X3X3—6X7XoX5—6X1 X5 X2-6X X2X3)—21X?XIX2

Obsérvese que los exponentes no han aumentado (el lector debe averiguar por qué), y ahora
los exponentes méaximos son (4,1,1) (con coeficiente —4), por lo que ahora sumamos 4e3es,
y obtenemos

s —eles +deles = (—4XP X3 —4AXPXT - 4X3X3)
(XX X3+ 6 X Xy X2+ 6 X7 XS X3 4+6X7 X X3 +6X, X5 X2 +6X, XaX3)+3X2X3X?2
Repitiendo el proceso, el lector habra adivinado que ahora toca:

2.2 3 3
s —eje; +4ejes + 4e; =

I8(X3X2 X3 + X3 X0 X2 + X2X3X3 4+ X2Xo X5 + X1 X0 X2 + X1 X2X3) 4 27X2X2X2
y finalmente

2 2 2 2 =xz2 xz9 xz79 =2
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Teorema 3.18. Sea s € A[Xy,...,X,] un polinomio simétrico. Entonces existe p €
AlYy,...,Y,] tal que s = p(eq, ..., ey).

Demostracion: Basta seguir las ideas del ejemplo anterior. En primer lugar, esta claro
que cada componente homogénea de s es también simétrica, luego podemos suponer que
s es un polinomio homogéneo. Sea (i1, ...,1,) la sucesién de exponentes maxima respecto
al orden lexicografico tal que X fl ... X! tenga coeficiente ¢ # 0 en s (claramente, por la
i1—ig in—1—%n 4,

simetria de s, se tiene i1 > ... > i,). Observamos que el polinomio e] e en

tiene como monomio con sucesion de exponentes maxima respecto al orden lexicografico a

XP (X Xe)= 7 (X X)) T (X X)) = XX

il—iz infl_'i

Por tanto, el nuevo polinomio homogéneo simétrico s — ce; ...e, "1 ey tiene sus
sucesiones de exponentes todas estrictamente menores que (i1, ...,i,). Por recurrencia, y
restando siempre polinomios en ey, .. ., e,, se llega al polinomio cero (el tltimo caso posible

seria la sucesién de exponentes todos iguales, pero esto es una potencia de ey ... e,, con lo
que se llega a cero). O

Ejemplo 3.19. Veamos cémo resolver con las ideas anteriores una ecuacién cibica. La
primera observacién es que calcular las racefs del polimonio g(X) = X3 +aX? +bX +c es
equivalente a calcular las raices de g(X — a/3), que tiene el aspecto f(X) = X3 +pX +q.
Tendremos entonces por el Ejemplo 3.17 que D = —4p® — 27¢%. Si a1, as, ag son las raices
de f, tendremos las relaciones

o1 +ag+ag3 =0

a1 + a1z + a3 =p
Q103 = —(q
A= (ag —az)(oq — az)(as — az)

y despejando a3 en la primera ecuacién podemos expresarlo todo en funcion sélo de a; y
Q9!

2 2
2 2
q = ajog + a5

A = 203 + 30205 — 30102 — 203
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obtiene (a7 —waz)?, donde w es una raiz cibica de 1. Se comprueba inmediatamente que

para w = 1 no funciona, mientras que para los otros dos valores de w se tiene:
1, V3 3 3V3 3V3 s 3 A 3V3.

-3
(a1 + (5 + Ti)ag)g = ol + (5 + 5 i)atag + (7 + 5 Dajas; —ay = Bl + 5 i

Antes de tomar raceis cibicas, como querremos despejar ag al restar las dos expresiones
conjugadas de la izquierda, dividimos por (v/3i)% = —/27i y obtenemos:

( 1 y 1 +1) )3 A q q+1 -D
— — t+ =)o) = = = — =+ =\ =
V3i L Vo3 20 ovari 2 2 2V o7
1 1 3 A qg q 1 |-D

a1 + — Dag)? =~ +i=24 4=
E TG P T e e eV

que, tomando raices ctbicas (y cambiando primero el signo de la segunda igualdad) queda:

1 11 s ¢ 1 [-D
o (—— DNy = A — 2+ — 3.20
V3i (2\/§i 7)oz \/ 2 T2V 27 (3.20)

1 11 s/ ¢ 1 [-D
e A (—— g = (L2 22 3.21
TR Y \/ 2 2V 27 (3:21)

Sumando y teniendo en cuenta que D = —4p® — 27¢> se obtiene la férmula de Cardano-

Tartaglia para el cdlculo de las raices:

s/ g 1 [4p3+27¢2 s/ q 1 [4p3 +27¢2
S B e i et S/ B R b Ll o 3.22
2 \/ 273 7 V7273 27 (3.22)

A la hora de interpretar la férmula hay que tener cuidado, ya que cada nimero tiene dos

raices cuadradas y tres complejas, luego en principio hay muchas posibilidades de eleccién.
Respecto a las raices cuadradas en la formula, esté claro que lo que hacemos es tomar las
dos, una en cada sumando. El problema esta luego en ver qué raices ctibicas hay que tomar
en cada sumando para obtener una raiz de f. La clave estd en (3.20) y (3.21). Dichas
expresiones dicen que las raices cubicas hay que tomarlas de forma que su producto sea
(ﬁal + (2%/51 + Das) (- ﬁal + (—2%/31 + $)az) = 1/303 + 1/3a100 + 1/303 = —&.
Por tanto, la férmula puede escribirse también como
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La observacion sorprendente es que, en el caso en que las tres raices son reales y distintas
sabemos que D = —4p® — 27¢? es positivo (Observacién 3.16), mientras que al usar la

. . . . . . Ap3 42792
férmula (3.22) debemos pasar necesariamente por el nimero imaginario 4/ %. Este
hecho llevé a los matematicos del siglo XVI a buscar una férmula alternativa, hasta que
se demostré mas tarde que cualquier formula pasa necesariamente por los niimeros imagi-

narios.

Ejemplo 3.24. Tomemos f = X2 — X. En este caso p = —1, ¢ =0, luego D =4 y la

sf 1 ] 4+31/ 4
2 27 2 27

donde el producto de las raices ctibicas debe ser —1/3. El primer sumando se puede poner

férmula para las raices queda

como \/Tg /i, que toma los valores

/81 = _§Z7 62 =

1 V3, 1 V3.
PR R

mientras que el segundo sumando es \/Tg v/ —i y toma los valores

_ V3, L V3 1 V3,
Y1 = 3 y V2 = 9 6 y V3= 9 6
La condicién de que el producto de los dos sumandos debe ser —£ = % implica que las

sumas que dan las raices son

Bi+71 =0 Ba+v3=—1 B3+ =1.

Ejercicio 3.25. Repetir todo el ejemplo anterior para el polinomio f = X3 + X.

Ejemplo 3.26. Veamos ahora el método para resolver ecuaciones cuérticas. Resolver
f=X*4+aX34+bX2+cX +d=0 es equivalente a calcular la interseccién de las cénicas
Y2+aXY +bY +cX+d=0y X?-Y = 0. Evidentemente, la interseccién de las cénicas
es la misma que la de las cénicas Y2 +aXY +bY +cX +d+ A X2-Y) =0y X2-Y =0
para cualquier \. La idea es entonces escoger A de forma que la primera cénica sea un par

de rectas, lo que permite calcular inmediatamente la interseccién. La primera cénica tiene
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y por tanto sera degenerada si y sélo si det M = 0, es decir, si y sélo si
A3 — 26X\ + (ac + b? — 4d)\ — abe + ¢ + a?d.

Por tanto, basta resolver esta ecuacién cibica (que ya sabemos resolver), y tomando un
valor cualquiera de \ basta escribir la cénica Y2 +aXY +bY +cX +d+ AX2-Y)=0
como unién de dos rectas y cortar cada una de ellas con Y = X2 (para lo cual basta

resolver una ecuacion cuadratica).
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4. Extensiones de cuerpos

Dado un polinomio en una indeterminada con coeficientes reales, se habla siempre de
sus raices aunque éstas no sean siempre reales, sino imaginarias. En realidad, lo que se
hace es ampliar el cuerpo R a un cuerpo més grande, el cuerpo C de los niimeros complejos,
donde viven en realidad las raices. Cuando el cuerpo de partida no es R, sino un cuerpo
arbitrario, no es facil (aunque se puede) construir un cuerpo més grande en el que todos
los polinomios tengan sus raices (es lo que se llama la clausura algebraica del cuerpo). Sin
embargo, para cada polinomio concreto si que es facil construir un cuerpo en el que vivan

las raices del polinomio, y eso es lo que vamos a hacer en este capitulo.

Definicién. Una extension de cuerpos es una inclusion de cuerpos K C L. Dada una
extension K C L y un elemento a € L, se dice que « es algebraico sobre K si existe
f € K[X] no nulo tal que f(a) = 0. En caso contrario, se dice que « es transcendente
sobre K. Si todos los elementos de L son algebraicos sobre K se dice que K C L es una
extension algebraica; en caso contrario, se dice que es una extension transcendente.

Una observacion bésica es que cualquier homomorfismo de cuerpos K — L es inyectivo
(luego proporciona una extensién del cuerpo K), ya que, visto como homomorfismo de
anillos, su nticleo es un ideal, por tanto el cero o el total; y como el 1 de K va a parar al
1 de L, el nicleo no es el total.

Observacion 4.1. A nosotros nos interesaran especialmente las extensiones algebraicas,
ya que lo que queremos es anadir raices de polinomios. Sin embargo, debe notarse que
hay muchas mas extensiones transcendentes que algebraicas. Por ejemplo, consideremos la
extensién Q C C y definamos el conjunto Q de los nimeros complejos que son algebraicos
sobre Q. Si llamamos ¥,, al conjunto de los niimeros complejos que son raices de algin
polinomio en Q[X] de grado menor o igual que n, es claro que ¥,, es numerable (ya que
el conjunto de polinomios de grado menor o igual que n esta en biyecciéon con el conjunto
numerable Q™! de sus coeficientes, y cada polinomio tiene un ndmero finito de finito de
raices, de hecho como mucho son n). Como claramente Q = U, cn%,, se sigue que Q es
numerable, y por tanto un subconjunto muy pequeno dentro de C, que es no numerable.
Sin embargo, demostrar la transcendencia de un elemento concreto no es nada facil. Se
sabe, por ejemplo, que niimeros como e y 7 son transcendentes, pero la demostracién dista

mucho de ser trivial (ya el demostrar que son irracionales no es precisamente facil).

Una primera observacion sobre extensiones de cuerpos es que no se trata de algo
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de K con otro de L es el producto de ambos como elementos de L. Con esta estructura,
dadas dos extensiones K C L1 y K C Lo, un homomorfismo de cuerpos ¢ : Ly — Ly es un
homomorfismo de espacios vectoriales sobre K si y sdlo si p|g = idk.

Demostracion: Es un simple ejercicio el ver que las propiedades de L como cuerpo im-
plican las propiedades de L como espacio vectorial sobre K. Sea ahora ¢ : L; — Ly un
homomorfismo de cuerpos entre dos extensiones de K. Si ¢ = idk, entonces para cada
A € K ycada o € Ly se tiene que p(Aa) = p(A)p(a) por ser ¢ un homomorfismo de
cuerpos. Pero por ser ¢ = idx se tiene p(A) = A, con lo que p(Aa) = Ap(a), lo que
implica que ¢ es un homomorfismo de espacios vectoriales sobre K (sumas van a sumas

por tratarse de un homomorfismo de cuerpos).

Reciprocamente, si ¢ : L1 — Lo es un homomorfismo de espacios vectoriales sobre K,
entonces para cada A € K se tiene ¢(A\) = (A -11,) = Ap(1lL,) = Alg, = A, con lo que

Podemos aprovechar este lema para demostrar un resultado sobre cuerpos finitos:

Corolario 4.3. Si K es un cuerpo finito, entonces su cardinal es una potencia de un
nidmero primo p (mds precisamente, p es la caracteristica del cuerpo).

Demostracion: Recordemos que la caracteristica es el generador no negativo del nicleo
del homomorfismo Z — K que manda n a la suma n veces del 1. Si K es finito, el
homomorfismo no puede ser inyectivo, luego su nticleo serd el conjunto de multiplos de
un primo p. Por el Primer Teorema de isomorfia, podemos ver Z, como subcuerpo de K.
Por el Lema 4.2, K tendrd estructura de espacio vectorial sobre Z,. Como K es finito,
su dimensién como espacio vectorial serd un nimero finito n € N, y se tendra que, como

espacio vectorial, K es isomorfo a (Z,)", por lo que tendra p™ elementos. O

En nuestro plan de extender un cuerpo K hasta que un polinomio dado tenga sus
raices, empecemos por encontrar una primera extensién donde viva al menos una raiz
del polinomio. El siguiente resultado nos indica que esencialmente sélo hay una forma
de construir tal cuerpo, y que si el polinomio es irreducible las raices son indistinguibles.
Ademsds, cada elemento es raiz de un tnico polinomio irreducible (luego dos polinomios
irreducibles distintos no pueden compartir raices).

Lema 4.4. Sea K C L una extension y sea a € L un elemento algebraico sobre K.
Entonces:
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(iii) Para cualquier polinomio g € K[X] tal que g(a) = 0, se tiene que f divide a g.

Demostracion: Consideramos el homomorfismo ev, : K[X| — L definido por ev,(f) =
f(a). Por hipétesis, el nicleo de ev, es no nulo y su imagen es K[«a] por definicién. Como
K[X] es un D.I.P., el nicleo estd generado por un polinomio f € K[X], que podemos
tomar monico, y por el primer teorema de isomorfia K[X]/(f) = K|a], siendo la imagen
de la clase de X el elemento a. Como K[a] es un D.I. (por estar contenido en un cuerpo)
(f) es un ideal primo, y por tanto f es irreducible y K[X]/(f) es un cuerpo (por el Lema
2.14), lo que probaria (ii). La parte (iii) es clara, ya que si un polinomio g se anula en «,
entonces estd en el nicleo de ev,, luego es divisible por f. La unicidad de f (y por tanto
(i)) es consecuencia de que, si « es raiz de otro polinomio ménico irreducible f/; por (iii)

se tiene que f divide a f’, y como ambos son moénicos e irreducibles entonces f/ = f. O

Definicién. Sea K C L una extension de cuerpos y sea a € L un elemento algebraico
sobre K. En las condiciones del lema anterior, se llama polinomio minimo de o sobre K
al tinico polinomio irreducible ménico f € K[X] tal que f(a) = 0. Equivalentemente, f
es el polinomio ménico en K[X] de menor grado tal que f(a) = 0. Como hemos visto, f
divide a todos los demas polinomios de K[X]| que se anulan en «. Las otras raices de f se
llaman conjugados de o respecto de K.

Observacion 4.5. La situacion que se produce en el Lema 4.4 es radicalmente distinta
si @ € L es un elemento transcendente. En efecto, por definicién, el homomorfismo ev, :
K[X] — L seré en tal caso inyectivo. Por tanto, K|«] serd isomorfo a K[X], por lo que no
sera un cuerpo.

Ejemplo 4.6. Segin el Lema 4.4, un anillo como por ejemplo Q[\R/ﬁ] es un cuerpo, es decir,
que todos sus elementos distintos de cero tienen inverso. En algunos casos concretos, es
facil encontrarlo directamente. Por ejemplo, usando la férmula a®+b% = (a+b)(a?—ab+b?),

se calcula inmediatamente

I 32 —3-5V2+ (5¢/2)?
34592 (3+5v2)(32-3-5%2+ (5%/2)2)
— 152 +25v/4 1 2
9 5\/'+5f:9_5\3/§+_53
33 + (5v/2)3 277 277 277

4

(este proceso recibe el nombre de racionalizarla expresion). Sin embargo no es tan evidente

1 1. = 3/ z
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necesaria y suficiente es que 2 — 3X + 7X?2 no sea multiplo suyo), el teorema de Bézout
afirma que existen polinomios p,q € Q[X] tales que (2 — 3X + 7X?)p + (X? —2)g = 1
(aunque el modo de encontrar p y ¢ no sea especialmente rapido). Evaluando en /2,
tendriamos entonces que el inverso de 2 — 32 + 7V/4 seria p(a). No haremos las cuentas
porque en el Ejemplo 4.9 daremos un método maés efectivo.

Basandonos en el Lema 4.4, construimos ahora una extensiéon que contenga una raiz

de un polinomio irreducible.

Lema 4.7. Sea f € K[X] un polinomio irreducible. Entonces:

(i) L := K[X]/(f) es un cuerpo en el que K esta incluido mediante la composicién de
aplicaciones naturales i : K C K[X] — K[X]/(f), y si « es la clase de X mddulo (f),

entonces « es una raiz de f
(ii) L tiene una estructura de espacio vectorial sobre K de dimension igual al grado de f.

(iii) Si L' es otro cuerpo que contiene una raiz o/ de f, entonces existe un tinico monomor-

fismo ¢ : L — L' tal que o\ = idg y p(a) = o'

Demostracion: Que L es un cuerpo es una consecuencia del Lema 2.14, ya que (f) es un
ideal maximal de K[X]. Que la aplicacién i : K — K[X]|/(f) es inyectiva se puede ver
directamente, ya que el ideal (f) no contiene constantes no nulas, aunque por supuesto
es consecuencia de que cualquier homomorfismo de cuerpos es inyectivo. Que la clase de
X es una raiz de f es una pura tautologia (aunque suele hacer falta reflexionar un poco
para darse cuenta de ello): Si escribimos f =ag+ a1 X +...4+a, X", con ag,...,a, € K,
tenemos que su clase médulo (f) es obviamente cero, luego (denotando con una barra las
clases médulo (f)) se tiene 0 = ag + a1+ ... + a,a™ = 0; como i(a;) = a;, viendo K
como contenido en L, esta relacién estd diciendo precisamente f(«) = 0. Esto demuestra
(i).

n—1

Para la demostracién de (ii), veamos que los vectores 1, a, ..., « (donde n es el

grado de f) forman una base de L como espacio vectorial sobre K:

—En primer lugar, son linealmente independientes, porque en caso contrario existiria
una combinacién lineal g -1+ Ao+ ...+ X\,_1a” ! =0 con \; € K y no todos nulos.
Pero esto querria decir que el polinomio A\g + A\ X + ...+ X, 1 X" ! € K[X] es no nulo y
es divisible por f, lo que es absurdo porque tiene grado menor que el grado de f.

—™ ' ' n
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bo,b1,...,b,_1 € K. Tomando clases moédulo f se tendréd entonces

G=7F=0by+bia+...+b,_1a"}

luego cualquier § € K[X] es combinacién lineal de 1,c,...,a" L.

El apartado (iii) es el Lema 4.4. O

Definicién. Se dice que K C L es una extension finita si L es un espacio vectorial de
dimensién finita sobre K; la dimension de dicho espacio vectorial se llama grado de la
extension y se denota por [L : K.

Podria surgir la duda de si, ampliando el cuerpo K como en el lema anterior, estamos
introduciendo elementos que no sean algebraicos. El siguiente resultado nos dice que no

es asi.
Lema 4.8. Toda extension finita es algebraica.

Demostracion: Sea K C L una extensién finita y sea a € L un elemento cualquiera.

Si n es la dimensién de L como espacio vectorial sobre K, entonces, los n + 1 vectores

1,a,...,a™ deben ser linealmente dependientes sobre K. Por tanto, existen elementos
ao,a1,...,ay, € K no todos nulos tales que agl + a1 + ... + a,a™ = 0. Entonces el
polinomio no nulo f(X) :=ap+ a1 X + ... + a, X" € K[X] verifica f(a) = 0, con lo que
« es algebraico sobre K. O

Ejemplo 4.9. El resultado anterior nos plantea un nuevo problema (que sin embargo
va a ser una solucién al problema planteado en el Ejemplo 4.6 de calcular inversos). Si
todos los elementos de un K[a] (con « algebraico sobre K') son algebraicos, segin el Lema
4.8, entonces tendran sus correspondientes polinomios minimos. Como en el Ejemplo
4.6, en algunos casos se pueden calcular directamente a ojo. Por ejemplo, en @[\3/5],
es evidente que un polinomio que anula a 8 = 3 + 5¢/2 es (%)3 — 2, con lo que un
polinomio ménico que tenga a (3 como raiz es X3 — 9X?2 + 27X — 277, y no es complicado
ver que es irreducible (por ejemplo, observando que no tiene raices en Q), luego es el
polinomio minimo. Obsérvese que el término independiente de este polinomio minimo es
el denominador que salia al calcular el inverso de 3. Por supuesto, no es casualidad, ya
que de la relacién 83 — 9682 + 278 — 277 = 0 se obtiene 3(3? — 93 + 27) = 277, de donde

2
ciornio nne ol inveren dAa_A _ac BZ—-98+27 oo docnoianda ol sralar do 2 s docarrallanda nac
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a base de elevar expresiones al cubo y ver si desaparecen las raices cibicas. Seguiremos
entonces los pasos de la demostracién del Lema 4.8. En otras palabras, consideramos la
base B = {1, /2, V/4,} de Q[+/2] como espacio vectorial sobre Q. Calculamos entonces las
coordenadas respecto de B de las primeras potencias de ~:

70 =1= (17070)3
Y =2-3V247V4=(2,-3,7)p
7% = —80 4 86V/2 + 37V/4 = (—80,86,37)
73 = 822 4 930V/2 — 7444 = (822,930, —744) 5

1 0 O
Como | 2 =3 7| #0, se sigue que 1,v,7? son linealmente independientes, lo que
—80 86 37

quiere decir que vy no es raiz de un polinomio no nulo de grado menor o igual que dos con

coeficientes en Q. Del mismo modo, se obtiene la relacién de dependencia lineal:
3 = 1578 -1 — 138y + 6+2

de donde se deduce que 7 es raiz del polinomio f(X) = X3 —-6X2+138X —1578. Como no
es raiz de un polinomio de grado menor, f(X) es el polinomio minimo de v sobre Q (lo que
implica directamente que es irreducible en Q[X], aunque en este caso se puede obtener por
rapidamente por el criterio de Eisenstein). Haciendo igual que para (3, llegamos entonces a
que el inverso de 7y es % = % + % J2— 1;% ¥/4. Existe otro modo, esencialmente
equivalente pero computacionalmente més sencillo, para calcular el inverso. Consideramos
la aplicacién ¢ : Q[v/2] — Q[v/2] que consiste en la multiplicacién por 7. Esta aplicacién
no es un homomorfismo de cuerpos, pero es un endomorfismo de espacios vectoriales. Los

elementos de la base B se transforman mediante ¢ de la siguiente forma:
l—~=(2,-3,7)5
V2 V2(2-3V2+7V4) =2V2 - 3V4+ 14 = (14,2, -3)5
Vi Y2014 + 292 — 3V/4) = 1492 + 294 — 6 = (—6,14,2) 5

por lo que la matriz de ¢ respecto de la base B es

2 14 -6
M=|-3 2 14
7T =3 2

Por tanto, la matriz de la multiplicacién por v~ ! respecto de la base B sera:

s 23 -5 104 |
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~! es la imagen de 1 (primer vector de la base B, se tiene

23 52 bt 23
—1 _ _ _
7T (789’ 789’ 1578) 789 789 \/_ 1578 va

con lo que reobtenemos el resultado anterior (obsérvese que para este cdlculo bastaba sélo

Como vy

con calcular la primera columna de M~1). Finalizamos este ejemplo observando que se
puede usar también el Algebra Lineal para calcular el polinomio minimo de y (en general se
obtendra un polinomio que se anule en la raiz que queramos, no necesariamente el minimo).
Parece claro (en realidad no lo es tanto) que 7 debe ser un autovalor de ¢, por lo que es una
raiz del polinomio caracteristico de M, que en efecto resulta ser —\3 + 62 — 138\ + 1578.

Ejemplo 4.10. Ya vimos en el Corolario 3.3 que, si K es un cuerpo finito, K \ {0} es
un grupo ciclico con el producto. Sea a un generador del grupo. Entonces, al ser cada
elemento de K\ {0} de la forma o* para algiin k (que podemos suponer positivo), y teniendo
en cuenta que Z, C K (donde p es la caracteristica de K, segiin vimos en la demostracion
del Corolario 4.3), tendremos K = Z,[a]. Como la extensién Z, C K es finita (por ser
K un cuerpo finito), serd algebraica por el Lema 4.8. Entonces o es algebraico sobre Z,,
luego por el Lema 4.4 se tendrd K = Z,[X]/(f), donde f es un polinomio irreducible de
grado n. Veremos mas adelante (Teorema 4.13) que para cada n existen cuerpos asi y que

son todos isomorfos.

Nuestra idea ahora sera, a partir del Lema 4.7, ir anadiendo sucesivamente una a una
todas las raices que queramos de un polinomio dado. El resultado siguiente nos dice que
la extension total seguird siendo finita (y por tanto algebraica).

Lema 4.11. Sean K C K’ C L extensiones de cuerpos. Entonces la extension K C L es
finita si y sélo si las extensiones K C K' y K' C L son finitas. Ademds, en tal caso se
tiene [L : K] = [L: K'|[K’ : K].

Demostracion: Si K C L es una extensién finita, entonces L es un espacio vectorial de
dimensién finita sobre K. Como K’ es un subespacio vectorial de L, entonces necesaria-
mente también tiene dimensién finita, por lo que K C K’ es una extensién finita. Por otra
parte, si aq,...,a, es un sistema finito de generadores de L como espacio vectorial sobre
K, es claro que también en un sistema de generadores como espacio vectorial sobre K’.
Por tanto, L es un espacio vectorial de dimensién finita sobre K’, es decir, la extension
K' C L es finita.

Reciprocamente, supongamos que las extensiones K C K’ y K’ C L son ﬁmtas En

1 k 1 LT .zl L
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con i1,...,un € K'. Si queremos coeficientes en K, podemos usar que K’ es un espacio
vectorial de dimensién finita m = [K’ : K], es decir, tiene una base {aq,...,a,}. Por

tanto, podremos escribir
1= A11a1 + ..o+ A1y

Hn = An@1 + .o+ A Qi
con los A;; en K. Sustituyendo en la expresién anterior, tenemos que cualquier 8 € L se

puede escribir como

B= a1+ ...+ AmiamBr + ...+ Apoa By + oo A B

luego {a1f1,...,amB1,..., 10, + ..., an0n} es un sistema de generadores de L como
espacio vectorial sobre K. En particular, es un espacio vectorial de dimensién finita.
Como el sistema de generadores tiene nm = [L : K'|[K’ : K| elementos, el lema quedard
demostrado si vemos que forman una base, para lo que falta demostrar que son linealmente

independientes. Para ello, suponemos que tenemos una combinacién lineal
A1a1fB1+ oo AP+ - F A1 B+ o Anan 8, =0
con los \;; en K. Sacando factor comun i, ..., 3, tenemos
A1101 + o+ A1) B1 + oo+ (Anar + oo+ A ) B = 0,

que es una combinacién lineal con coeficientes en K’. Al ser {f1,...,03,} un conjunto

linealmente independiente sobre K’ los coeficientes son necesariamente cero, es decir,

)\11&1 ++)\m1am =0

/\1na1 + ... "‘)\mnam =0

que ahora son combinaciones lineales con coeficientes en K. Pero ahora, usando que

el conjunto {a,...,a,,} es un conjunto linealmente independiente se deduce que todos
los coeficientes son cero, es decir, A\;1 = ... = A1 = ... = Aip = ... = A = 0.
Esto demuestra que {a151,...,amB1,...,Q10, + ..., amfn} es un conjunto linealmente
independiente, luego base. U

La construccién general de un cuerpo que contenga todas las raices de un polinomio es
mas complicada que si pedimos que contenga sélo una raiz. Tal construccién requiere un

argumento de 1nducc10n y para que funcione la 1ndu0010n necesitaremos un enunmado de
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Teorema 4.12. Sea K un cuerpo y f € K[X] un polinomio de grado positivo. Entonces
existe una extension finita K C L (iinica salvo isomorfismo) tal que:

(i) f descompone en factores lineales en L[X| (y por tanto tiene todas sus raices en L ).

(ii) Para todo isomorfismo de cuerpos o : K — K' y todo cuerpo L' D K' tal que o(f)
(definido aplicando o a los coeficientes de f) descompone en factores lineales, entonces
existe un monomorfismo de cuerpos ¢ : L — L' tal que p|x = 0 y que manda las
raices de f en L a las raices de o(f) en L'. Ademads, ¢(L) = K'[a),...,al], donde
af,...,al son las raices de o(f).

Demostracion: Demostraremos la existencia de L por inducciéon sobre el grado de f. Si
f tiene grado uno, entonces es evidente que basta tomar L = K. Supongamos por tanto
que f tiene grado mayor que uno y tomemos g una componente irreducible de f. Por
el Lema 4.7, K; = K[X]/(g), es un cuerpo que contiene a K y ademds a; = X es una
raiz de g, y por tanto una raiz de f. Como consecuencia, f se podra factorizar en K;[X]
como f = (X — ai)h, con h € K;1[X] de grado el grado de f menos uno. Aplicando
entonces la hipdtesis de induccién a h, tendremos que existe una extension finita K1 C L
en las condiciones del teorema y, en particular, h factoriza en factores lineales en L[X].
Evidentemente, f factoriza entonces en factores lineales en L[X] y la extensiéon K C L es

finita por ser composicién de extensiones finitas.

Supongamos ahora que tenemos un isomorfismo de cuerpos o : K — K’ y un cuerpo
L’ > K’ tal que o(f) descompone en factores lineales. Sea o) € L' una raiz de o(g)
(que es un factor irreducible de o(f)). Por el Lema 4.7(iii) se tiene un isomorfismo oy :
K, — K] = K[oj] C L tal que o1 = 0y o1(c1) = «aj. Ademds, o(f) factorizard
en K|[X] como (X — of)o1(h) y o1(h) factoriza en factores lineales en L'[X]. Aplicando
hipotesis de induccién tomando como polinomio A y como isomorfismo de cuerpos oy,
tendremos que existe un monomorfismo de cuerpos ¢ : L — L’ tal que ¢|x, = o1 que
manda las raices de h en L a las raices de o(h) en L. Por tanto, pjx = 0 y ¢ manda
las raices de f en L a las raices de o(f) en L’ (y concretamente ¢(a;) = «}). Ademas, si
ady,...,al son las raices de o(h), entonces también por hipdtesis de induccién se tiene que
o(L) = Kilah,...,al] = K[a],...,al].

La unicidad de L salvo isomorfismo se obtiene porque, por la propiedad (ii) aplicada
a o = id, si hubiera dos cuerpos L,L’ que verificaran las mismas condiciones, habria
monomorfismos ¢ : L — L'y ¢’ : L’ — L que serian la identidad restringidos a K, en
particular (por el Lema 4.2) monomorfismos de espacios vectoriales sobre K. Por tanto,

dAim~T. — dim~ I/ v necocariamente (nar tratares do oenacing voctorialoes de dimengidn
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posicion del polinomio f sobre el cuerpo K al cuerpo L cuya existencia garantiza el Teo-
rema 4.12 (la propiedad (ii) se debe interpretar como que L es el cuerpo méas pequeno que
contiene todas las raices de f).

La unicidad salvo isomorfismo del cuerpo de descomposicién nos da la unicidad salvo
isomorfismo, de cuerpos finitos de orden dado (de los que demostraremos tambian la exis-

tencia):

Teorema 4.13. Para cada nimero primo p y cada natural n > 1 existe, y es tuinico salvo
isomorfismo, un cuerpo de orden p".

Demostracion: Veamos primero la parte de la unicidad, que nos dard la pista para de-
mostrar la existencia. Ya sabemos que un cuerpo K de orden g = p™ es una extensiéon
de grado n de Z,. Ademas, como K \ {0} es un grupo multiplicativo de orden ¢ — 1, se
tiene a?~! = 1 para todo a € K \ {0}. Por tanto, todos los elementos de K son raices del
polinomio f = X?— X, que podemos considerar como polinomio en Z,[X]. Por tanto, K
puede verse como cuerpo de descomposiciéon de f sobre Z,. La unicidad se sigue ahora de
la unicidad del cuerpo de descomposicién de un polinomio.

Para ver la existencia, hay que ver que, para cada ¢ = p™, el cuerpo de descomposicion
K de f tiene exactamente g elementos. Como f’ = p" X% ! —1 = —1, f y f' no tienen
raices comunes, luego f tiene exactamente ¢ raices. Veamos que K no puede contener mas
elementos. Para eso, por ser K el cuerpo de descomposicién de f sobre Z,, bastara ver
que el conjunto de raices de f forman un subcuerpo de K. Esto es cierto porque, si «, 3
son raices de f se tendrd, usando el Ejercicio 1.13,

fla+b)=(a+bP —(a+b)=a” +v¥" —a—b=0,

luego a + b también es raiz y como las raices de f menos el cero son las raices de z9= ! — 1,
forman un grupo con el producto. Entonces K es exactamente el conjunto de raices de f,

luego tiene orden ¢ = p”. Il

Ejemplo 4.14. Consideremos el polinomio f = X3 —2 € Q[X] (que es irreducible por el
criterio de Eisenstein). Las raices de f (considerando Q dentro de C) son

061:\3/5
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La parte (ii) del teorema anterior nos dice que podemos tomar el cuerpo de descomposicién
de f dentro de C, concretamente serfa L = Q[ay, az, as3]. Como v/3i = 2293 se tiene

que L contiene a Q[\‘n’/i, \/§z] Como el otro contenido es evidente, se deduce que el cuerpo
de descomposicién de f sobre Q es L = Q[/2,/3i]. Para calcular [L : Q] podemos
tomar K’ = Q[¢/2] y considerar la cadena de extensiones Q C K’ C L, y por Lema 4.11
tendremos [L : Q] = [L : K'|][K’ : Q]. Por el Lema 4.7, [K’ : Q] = 3. Por otra parte,
L = K'[\/3i], y V/3i es raiz de X% 4+ 3. Por tanto, tenemos dos opciones: si X2 + 3 es
irreducible en K’[X] tendremos que [L : K'] = 2 y [L : Q] = 6, mientras que si X2 + 3
fuese reducible, entonces es que v/3i es rafz de un polinomio de grado uno en K'[X], es
decir v/3i estarfa en K’ y entonces L = K’ y [L : Q] = 3. Esta tltima posibilidad es claro
que no se puede dar, ya que v/3i no es real, mientras que todos los elementos de K’ son
reales. De todas formas, veamos otro truco que se puede aplicar a casos mas generales.
Consideramos la cadena de extensiones Q C @[\/ﬁ@] C L, con lo que también tenemos
[L: Q] = [L: Q3i]][Q[V3i] : Q). Ahora es claro que [Q[v/3i] : Q] = 2 (por el Lema
4.7, ya que X2 + 3 es irreducible en Q[X]), luego [L : Q] es divisible por 2, asi que la
tinica posibilidad es [L : Q] = 6 (lo que demostrarfa de paso que v/3i no estd en Q[v/2]).
Una tltima observacién es que L no se puede simplificar més “separando” v/3 e i, en el
sentido de que L # Q[v/2,v/3,i]. En efecto, el truco de divisibilida anterior muestra que
[QV2,v3] : Q] = 6, y como i & Q/2, /3] entonces [Q[V/2,V/3,1] : Q)/2,v/3]] = 2, de donde
[Q[V2, V3,1 : Q] = 12.

Ejemplo 4.15. Consideremos ahora f = X% — 10X2% + 1 € Q[X], que ya vimos en el
Ejemplo 2.26 que es irreducible y que sus raices son

041:\/§+\/§

— V- V3
0432—\/5-1-\/5
0442—\/——\/5.

De nuevo por la parte (ii) del Teorema 4.12, el cuerpo de descomposicién de f sobre Q sera
L = Qlai, as, as, ay], que se demuestra facilmente que es L = Q[v/2,v/3]. Para calcular
[L : Q], podemos hacer como en el ejemplo anterior, y considerar la cadena Q C @[\/5] C L.
El problema sigue siendo decidir si X2 — 3 es irreducible en Q[v/2], es decir, si v/3 esté
en Q[\/_ ] (el lector puede pensar que es obvio que no, pero requ1ere una demostracmn

—™ s al

CLASES PARTICULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



de grado 4). Por tanto, Q[ay] es un subespacio de dimensién cuatro de L, que por las
observaciones anteriores tiene dimensién 2 o 4. Esto implica también que L = Q[aq] y
[L : Q) = 4. Este truco de poder poner una extensién de la forma K|a] va a resultar

decisivo en la seccién siguiente.

Definicién. Dada una extension K C L y dados aq,...,qa, € L, el minimo subcuerpo
de L que contiene a K y a aq,...,ay, es el cuerpo de fracciones de Klaq,...,ay], que
denotaremos por K(aq,...,ay). Una extension finitamente generada es una extension

K C L tal que L = K(a,...,qa,) para ciertos aq,...,a, € L. Si L = K(a), se dice que
K C L es una extension simple y que « es un elemento primitivo de la extension.

Ejemplo 4.16. Si K es un cuerpo finito, entonces cualquier extensién finita K C L es
simple. En efecto, L es también finito (si no, tendria dimensién infinita sobre K) y, por el

Corolario 3.3, L\ {0} es un grupo ciclico generado por un elemento, digamos «. Entonces
L =K(«).

Lema 4.17. Sea K C L = K(ayq,...,q,) una extension de cuerpos finitamente generada.
Entonces son equivalentes:
(i) La extension K C L es finita.

(ii) La extension K C L es algebraica.

(iii) aq,...,ay son algebraicos sobre K.
Ademads, en estas condiciones, L = Kla, ..., ay].
Demostracion:

(1) = (ii): Esta implicacién es cierta siempre (Lema 4.8).
(13) = (i17): Por definicién, al ser la extensiéon K C L algebraica, los elementos aq, ..., ay,
son algebraicos sobre K.

(7i7) = (i): Descomponemos la extensiéon K C L en una cadena de extensiones simples:
K C K(&l) C K(Ozl,ag) Cc...C K(al,...,an_l) C K(Ozl,...,Ozn) = L.

Para el primer eslabén, observamos que, por hipdtesis, a; es algebraico sobre K, luego
por los Lemas 4.4 y 4.7 se tiene que K[aj] es un cuerpo (luego coincide con su cuerpo
de fracciones K(a1)) y la extension K C KJai] es finita. Si escribimos ahora el se-
gundo eslabén como K (1) C (K (1)) (az), de nuevo tenemos que as es algebraico sobre
K, y por tanto también es algebraico sobre K(a;). Por el mismo argumento de antes,
(K(a: (o) = (K(ax\lasl (v por tanto también es ional a (KloiDlaol = Klas.asl) v
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y ademas cada extension en la cadena es finita. Por el Lema 4.11 se concluye que la
extension K C L es finita.

Obsérvese que en esta ultima parte de la demostraciéon ya hemos visto que L =
Klag, ..., . O

Observacion 4.18. En realidad, en el resultado anterior es también cierto que el hecho
de que L coincida con KJaq,...,ay] caracteriza el que la extension sea algebraica. Esto
no es mas que una de las infinitas versiones actuales del clasico Nullstellensatz (teorema
de los ceros) de Hilbert. Veamos aqui al menos la demostracién para n = 1. Si tenemos
que el cuerpo L se puede expresar como L = KJa], entonces en particular el inverso de
a se podra escribir como una expresién polinomial en «, es decir, existen ag,...,a, € K
tales que
alag + e+ ...+ aa™) = 1.

Por tanto, « verifica la igualdad polinomial —1 4 agar + a1a? + ... 4+ a,a™tt = 0, por lo
que es algebraico sobre K. Por el Lema 4.7, tenemos entonces que la extension K C L es
finita, es decir, algebraica.

Proposiciéon 4.19. Sean K C K’ C L extensiones de cuerpos. Entonces la extension
K C L es algebraica si y sélo si las extensiones K C K' y K' C L son algebraicas.

Demostracion: Si K C L es una extension algebraica, es evidente que K C K’ también
lo es. Ademas, cualquier elemento de L es raiz de un polinomio no nulo de K[X], que es
también un polinomio no nulo de K'[X], luego la extensién K’ C L es algebraica.

Reciprocamente, supongamos ahora que las extensiones K C K’ y K’ C L son alge-
braicas. Sea a € L y veamos que es algebraico sobre K. Como es algebraico sobre K,
a es raiz de un polinomio ag + a1 X + ... + @, X™ con ag,a1,...,a, € K'. Por tanto,
a es algebraico sobre K(a,...,a,) v la extension K(ag,...,an) C K(ag,...,a,)[a] es
finita. Como «q,...,a, € K’, son elementos algebraicos sobre K, por el Lema 4.17,
la extension K C K(ag,...,ay) es finita. Por tanto, por el Lema 4.11, la extension
K C K(ag,...,an)[a] es finita, luego algebraica (por el Lema 4.8). En particular, o es
algebraico sobre K. O

Proposiciéon 4.20. Sea K C L una extension de cuerpos. Entonces el conjunto K’ de los
elementos de L que son algebraicos sobre K es un subcuerpo de L. Ademas, todo elemento
de L algebraico sobre K' estd en K’'.
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Por otra parte, sea a € L un elemento algebraico sobre K’. Entonces la extension
K’ C K'(«a) es algebraica, y la Proposicién 4.19 implica que la extensiéon K C K'(«a) es
algebraica, luego o € K'. O

Ejemplo 4.21. La Proposicién 4.20 implica que el conjunto Q de la Observacién 4.1 es
un cuerpo, llamada cuerpo de los nimeros algebraicos. Notese que, cuando demostremos
en el Teorema 6.9 que C es algebraicamente cerrado (i.e., todo polinomio de grado positivo
en C[X] tiene alguna rafz en C), entonces Q también lo serd. En efecto, sea f € Q[X]
un polinomio de grado positivo. Visto como polinomio en C[X], tendrd una raiz o € C.
Entonces « es algebraico sobre Q, y la Proposicion 4.20 implica o € Q. En realidad, Q
es el cuerpo algebraicamente cerrado mas pequeno que contiene a Q, es decir, es lo que se
llama clausura algebraica de Q. Todo cuerpo tiene clausura algebraica, aunque no vamos
a demostrarlo aqui.

Ejemplo 4.22. Obsérvese que el Lema 4.17 nos vuelve a plantear el problema del Ejemplo
4.6 de racionalizar cocientes de elementos en Klaq,...,a,]. Esto, al igual que el célculo
de polinomios minimos, se puede seguir haciendo como en el Ejemplo 4.9. Por ejemplo,
sea L = Q(+/2,/31) el cuerpo de descomposicién sobre Q de X3 —2. Como ya vimos en el
Ejemplo 4.14, la extensiéon Q C L se puede hacer a través de dos extensiones Q C Q(3/2) C
L. Segtin vimos en la demostracién del Lema 4.7, una base de Q(+/2) como espacio vectorial
sobre Q es {1, /2, ¥/4}, mientras que una base de L como espacio vectorial sobre Q(+/2)
es {1,v/3i}. La demostracion del Lema 4.11 nos dice entonces que una base de L como
espacio vectorial sobre (@ es

B = {1, V2, V/4,V/3i, V/2V/3i, V/4/3i}.

Si tomemos el elemento § = /2 — v/3i, si que es facil en este caso encontrar a ojo
un polinomio que se anule en 5. En efecto, elevando al cubo la igualdad £ + v/3i = /2,

obtenemos

B33 +3v3i32 — 98 — 3v3i = 2

que reescribimos como

3 —98—2=(-38%+3)V3i.
Elevando ahora al cuadrado nos queda
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elevando al cuadrado la igualdad 3 — /2 = /3i obtiene una expresion con demasiados
radicales). El uinico problema aqui seria demostrar que el polinomio g el polinomio minimo
de (3, es decir, que es irreducible en Q[X] (el lector paciente lo puede hacer como ejercicio
calculando sus raices, factorizandolo en factores lineales en C[X] y viendo que no se pueden
agrupar factores en Q[X]). Procedemos entonces como en el Ejemplo 4.9, escribiendo las
coordenadas respecto de B de las primeras potencias de 3:

(1,0,0,0,0,0)5
=(0,1,0,-1,0,0)5
(—3,0,1,0,-2,0)p
(2,-9,0,3,0,-3)p
(
(
(

=(9,2,-18,-8,12,0)5

60,45,2, —9, —10, 30) 5
23,90, 135,120, —54, —12) 5

30
3!
32
33
3
B = (-
B0 = (-
Mirando simplemente el determinante de las coordenadas, se observa que 1, 3, 32, 32, 34, 3°
son linealmente independientes, luego no hay polinomios no nulos de grado menor o igual
que cinco que tengan a [ como raiz, luego g es efectivamente el polinomio minimo de (.
Si no lo hubiéramos calculado, bastaria encontrar la combinacién lineal 3¢ = —31 — 363 —
2762 + 432 — 93*. Dejamos al lector el ejercicio de usar estas técnicas para escribir !
en funcién de la base B.
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5. El grupo de Galois

Dado un polinomio f del que sabemos sus raices, json éstas arbitriamente intercam-
biables? Si el polinomio es irreducible, el Lema 4.4 parece indicar que si. El grupo de
Galois que vamos a definir consistird precisamente en las permutaciones “razonables” de

las raices de un polinomio. El siguiente resultado va a ser la base de toda la teoria:

Teorema 5.1. Sea K un cuerpo, f € K[X]| un polinomio de grado n con raices aq, . .., ,
(repetida cada una tantas veces como la multiplicidad) en un cuerpo de descomposicion
L =K|ay,...,qa,]. Entonces:

(i) Para cada polinomio H(Xy,...,X,) € K[X1,...,X,], el polinomio
h(X) = HUESn (X - h(a(a1)7 ) U(an))

tiene sus coeficientes en K.

(ii) Cualquier polinomio irreducible en K|[X| que tenga una raiz en L descompone total-
mente como producto de factores lineales en L[ X].

Demostracién: Consideramos el polinomio H := Iyeg, (X — h(o(X1),...,0(X,)). Visto
como polinomio en la indeterminada X, es claro que sus coeficientes son polinomios
simétricos en K[Xq,...,X,]. Por tanto, por el Teorema 3.18, los coeficientes de H son
expresiones polinomiales, con coeficientes en K, en los polinomios simétricos elementales
e1,...,e,. Por tanto, sustituyendo las X; por las «; se tiene que los coeficientes de h son
expresiones polinomiales, con coeficientes en K, de ej(aq,...,an), ... en(Q1,...,an), €s
decir, de los coeficientes de f (véase el Lema 3.9). Por tanto, los coeficientes de h estan en
K, lo que demuestra (i).

Para demostrar (ii), sea g € K[X] un polinomio irreducible y sea 8 € L una raiz de g.
Como L = Klag,...,ay], necesariamente § = H(a,...,a,), paraalgin H(Xq,...,X,) €
K[X1,...,X,]. Ademas, si consideramos el polinomio h € K[X] del apartado (i) se tiene
h(B) = 0, ya que, en la férmula de h, para o = id se obtiene el factor X — (3. Por tanto,
h es divisible por el polinomio minimo de 3 sobre K. Al ser g irreducible, tal polinomio
minimo serd g dividido por el coeficiente de su término de mayor grado. Se sigue entonces
que g divide a h (en K[X] y por tanto también en L[X]), y al ser L[X] un D.F.U. se
concluye que g consiste en el producto de factores irreducibles de h, es decir, de factores
lineales. U
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Lema 5.3. Una extension de cuerpos K C L es finita y normal si y sélo si L es el cuerpo
de descomposicion de un polinomio [ € K[X].

Demostracion: Ya hemos visto que si L es cuerpo de descomposiciéon de un polinomio
f € K[X] entonces K C L es finita (Teorema 4.12) y normal (Teorema 5.1), asi que sélo hay
que ver la otra implicacién. Si K C L es finita, entonces en particular es algebraica (Lema
4.8). Dados pues aq, ..., a, € L que generen la extensién, si f1, ..., f, son respectivamente
sus polinomios minimos sobre K, se tendra por la normalidad de la extensién que todas
sus raices estan en L. Por tanto, K(a1,...,a,) es la minima extensién de K que contiene
todas las raices de fy... f,, es decir, L es el cuerpo de descomposicion de fy ... f,, sobre
K. O

Observacion 5.4. El lema anterior prueba algo que a priori no es evidente (aunque no
es dificil de demostrar): si tenemos una extensién finita y normal K C L, entonces, para
cualquier cuerpo intermedio K C K’ C L, la extensiéon K’ C L también es normal (ya
que L es un cuerpo de descomposicién sobre K de un polinomio f € K[X], luego también
es cuerpo de descomposicién sobre K’ del mismo polinomio, visto como polinomio en
K'[X]). Sin embargo, la extensién K C K’ no tiene por qué ser normal. Por ejemplo,
la extensiéon Q C Q(+/2,/2i) sabemos que es normal, pero Q C Q(4/2) no es normal, ya
que el polinomio X? — 2 tiene una raiz en Q(3/2), pero no las otras dos (puesto que son
imaginarias y los elementos de Q(+/2) son todos reales).

Tampoco es cierto que si K C K’ y K’ C L son normales entonces K C L sea una
extension normal. Por ejemplo, las extensiones Q C Q[v/2] y Q[v2] C Q[+v/2] son normales
por tener grado dos (Ejercicio 5.2), mientras que Q@ C Q[v/2] no es normal, ya que las
raices imaginarias de X* — 2 (polinomio mfnimo de v/2 sobre Q) no estan en Q[v/2].

Ejemplo 5.5. Veamos cémo funciona el Teorema 5.1 en el cuerpo de descomposicién de
f = X3 — 2 sobre Q del Ejemplo 4.14 (del que tomaremos las notaciones). El elemento
B = /2 —/3i se puede escribir como 5 = ay + M. Por tanto, el polinomio A que
del teorema es

(g — 1)

(X—CEQ— 6
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astucia de ir agrupando términos conjugados, las cuentas son en realidad las que hicimos

en el Ejemplo 4.22.

Ejemplo 5.6. Si estudiamos ahora el comportamiento del cuerpo de descomposicion de
f=X*-10X2+1 (Ejemplo 4.15) el comportamiento es completamente distinto. De hecho,
como el grado de la extension es 4, el polinomio minimo de cualquier elemento del cuerpo
de descomposicién es al maximo 4, mientras que el polinomio h que nos da el teorema es
siempre de grado 24. Por ejemplo, si consideramos 3 := a1 +2as+3as+4oy = —4v/2—2/3,
su polinomio minimo sobre Q es ¢ = X* — 88X? + 400, mientras que el polinomio h que

proporciona el teorema anterior es
h=(X*—88X%+400)(X* —112X? +1600)(X? — 12)%(X? — 48)%(X? — 8)%(X? — 32)?

y tiene, por tanto, mds factores aparte de g (el segundo factor tiene como raices £2v/2 +
44/3). El motivo es que, desde el punto de vista algebraico, muchas permutaciones
de las raices no son “admisibles”. Por ejemplo, no parece “razonable” aceptar la per-
mutacién que intercambia a1 y oo dejando fijas as y as. En efecto, si v2 + V3 = oy
se transforma en V2 — /3 = o, lo “logico” es que —v2 — /3 = a4 se transforme en
—v2 + V3 = a3. De hecho, cualquier permutacién admisible deberia estar determi-
nada por la imagen de 1. En efecto, si por ejemplo a7 se transforma en asg, entonces
parece razonable imponer que a‘i’ = 11v/2 + 9v/3 se transforme en a% = 11v/2 — 9v3. De
este modo, se deduce que ay = a‘;’ — 107 se deberia transformar en a% — 10y = ;.
De este modo, encontramos solo cuatro permutaciones admisibles de las raices de f:
La permutacion identidad o4

La permutacion o, que intercambia a; con as y a3 con ay

La permutacion o3 que intercambia oy con ag y o con ay

La permutacién o4 que intercambia aq con a4 y ag con ag.
Si en el enunciado del Teorema 5.1 efectuamos el producto sélo para las permutaciones

01,09,03,04 obtendremos un nuevo polinomio a partir de [3:

h = (X — 01 — 20(2 — 3043 — 40(4)(X — g — 20&1 — 30&4 — 40[3)

(X — 3 — 20&4 — 30&1 — 40&2)<X — Oy — 20&3 — 30&2 — 40&1)

= X' —83X*+400=g
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elementos de Q (de hecho, por construccién, los coeficientes de h quedan fijos por dichas
permutaciones, y por eso estan en Q).

El ejemplo anterior ilustra bastante bien lo que queremos hacer: quedarnos sélo con
las permutaciones convenientes de las raices de un polinomio. La idea que hay que tener
en mente es que mientras mas simetrias tengan las raices, menos permutaciones tendremos
que considerar (de hecho el nimero de permutaciones sera el grado de la extensién dada
por el cuerpo de descomposicién del polinomio). Mientras que Galois en su trabajo trataba
con permutaciones de las raices, nosotros seguiremos el punto de vista moderno de Artin.
El ejemplo que hay que tener en mente es el de la extensiéon R C C. Si vemos C como
cuerpo de descomposicién del polinomio X2 + 1, la forma de conseguir todas las raices de
un polinomio g € R[X] a partir de una se puede interpretar como permutando i con —i o
como conjugando las raices ( y ademas, R es el conjunto de elementos de C que quedan
fijos por conjugacién). En este sentido, obsérvese que las permutaciones que llamédbamos
admisibles respetaban la estructura de cuerpo, por lo que permitian definir un automofismo
de L, que ademas dejaba invariantes los puntos de Q. Asi que el punto de partida de Artin
no es un polinomio con sus raices, sino directamente el cuerpo de descomposicién, y en
lugar de considerar permutaciones de raices considerar “conjugaciones” del cuerpo. La
definicién precisa es:

Definicién. Sea K C L. Se llama grupo de Galois de L sobre K al conjunto Gal(L/K) de
automorfismos o : L — L tales que ojx = idx (como cualquier homomorfismo de cuerpos
o : L — L es inyectivo y el Lema 4.2 implica que es ademas un homomorfismo de espacios
vectoriales si g = idf, no hay que pedir en la definicién que o sea isomorfismo, ya que
es automatico). Claramente, Gal(L/K) tiene estructura de grupo con la composicién. Se
llama grupo de Galois de un polinomio f € K[X] al grupo Gal(f/K) = Gal(L/K), donde
L es un cuerpo de descomposicion de f sobre K.

La primera observaciéon importante es que, como queriamos, los elementos del grupo
de Galois permutan las raices de los polinomios:

Proposicion 5.7. Sea K C L una extension de cuerpos y sea o € L una raiz de un
polinomio f € K[X]. Entonces:

(i) Para cualquier o € Gal(L/K) se tiene que o(«) es una raiz de f.

(ii) Reciprocamente, si la extension es finita y normal, y si f es irreducible, cualquier raiz
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cuenta que es un isomorfismo de cuerpos que deja fijo K, tendremos
O0=oc(ag+ara+...+apna”™) =ap+aro(a) + ...+ ao(a)”

lo que implica que o(«) también es una raiz de f.

Sea ahora o otra raiz de f y supongamos que f es irreducible. Por el Lema 4.7
tendremos un isomorfismo o’ : K(a) = K[X]/(f) = K(o/) tal que o{ =idx y o'(a) = o'
Por otra parte, la extension K C L es finita y normal, luego (por el Lema 5.3) L es
el cuerpo de descomposicién sobre K de un polinomio g. Es evidente entonces que L
es también el cuerpo de descomposicién de g sobre K(«). Por tanto, como claramente
0’'(g) = g, podemos aplicar el Teorema 4.12(ii) (tomando L' = L) y obtenemos que existe
un monomorfismo de cuerpos o : L — L tal que 0|x () = o'. En particular, o(a) = o' y
0| = idk. Esto tltimo muestra (Lema 4.2) que o es también homomorfismo de espacios
vectoriales, y al ser inyectivo es biyectivo también. Por tanto, ¢ es un isomorfismo de

cuerpos, por lo que es el elemento de Gal(L/K) que buscdbamos para demostrar (ii). O

La relacién entre el punto de vista de Galois y el de Artin viene dada por el siguiente
resultado.

Lema 5.8. Sea f € K[X] un polinomio con raices distintas a1, ..., o,. Entonces existe
un monomorfismo natural de grupos i : Gal(f/K) — S,,, identificando S,, con el grupo de

las permutaciones del conjunto {aq, ..., oy}

Demostracion: Sea L un cuerpo de descomposicién de f sobre K. Como por la Proposicion
5.7(i) cualquier o € Gal(L/K) manda las raices de f en raices de f, tiene sentido definir
i: Gal(L/K) — S, como i(0) = 0{a,,....a,}- Ademds, como L = K(ay,...,a,), se tiene
que cualquier o estd univocamente determinado por sus valores en o, ..., a,, con lo que

i (que es claramente un homomorfismo de grupos) es inyectiva. O

Obsérvese que el lema anterior nos esta diciendo como se puede interpretar el grupo de
Galois de un polinomio f € K[X]: es el subgrupo de aquellas permutaciones de sus raices
que se pueden extender a automorfismos de su cuerpo de descomposicién. El siguiente

ejemplo nos va a mostrar cudl tiene que ser nuestra estrategia en lo que sigue.

Ejemplo 5.9. Volvemos al Ejemplo 5.6, visto ahora como L = Q[\/_ 2.3 3]. Obsérvese que,
con este punto de vista, el Lema 5.8 se puede meJorar En efecto L se puede ver como el

1 1 2 Xz
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el Lema 5.8 para concluir, con la misma demostracién, que tenemos un monomorfismo de
grupos:
il : Gal(L/Q) — SQ X SQ

0= (O)(va—vap O (vE-vaY)-
Por tanto, Gal(L/Q) tendra al méximo cuatro elementos. Por otra parte, recordando que
L es el cuerpo de descomposicién sobre Q del polinomio f(X) = X% —10X2 +1, que tiene
cuatro raices distintas aq, as, as, a4, la Proposicién 5.7(ii) implica (tomando o = 1) que

existen o1, 09, 03,04 € Gal(L/Q) tales que

Como «aq,as, a3, a4 son raices distintas, entonces o1, 02, 03,04 son distintos, con lo que
Gal(L/Q) tiene al menos cuatro elementos. Comparando con el resultado anterior, llega-
mos a que 7’ es un isomorfismo y que las cuatro “permutaciones admisibles” que habiamos
encontrado en el Ejemplo 5.6 dan lugar a automorfismos de L sobre Q. Usando la base
{1,v/2,/3,v6} de L sobre Q (que se obtiene del Lema 4.11), tenemos entonces que el
grupo de Galois esta formado por los elementos

o1:a+bV2+ceV3+dVe— a+ V24 V3 +dVe
oy a+bvV2+ceV3+dVe— a+bvV2 — V3 —dVe
o3:a+0V2+eV3+dV6— a—bV2+ceV3—dvVe
o4:a+bV2+ V3 +dvV6 i a—bvV2 - V3 +dVe.

El procedimiento visto en este ejemplo nos da la pista de los pasos que podemos seguir
en una extensién normal finita general K C L:

—Acotar el orden del grupo de Galois Gal(L/K) por el grado de la extensiéon [L : K].

—Tratar de escribir la extensién como extensién simple K C L = KJ[a] generada por
un elemento primitivo o € L. Entonces, [L : K| sera el grado del polinomio minimo de «
sobre K.

—Ver en qué condiciones podemos asegurar que todas las raices del polinomio minimo
de a sobre K son todas distintas. En tal caso, la Proposicién 5.7(ii) nos garantizard que

Yal(T /K +ionoa al ymopac fantac alamantac cama ol arada dal nalinamio sainima  co1a ac
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Lema 5.10. Sea K C L una extension normal finita. Entonces:

(i) Para cada o € L se tiene | Gal(L/K)| = n|Gal(L/K(«))|, donde n es el nimero de
raices distintas del polinomio minimo de « sobre K.

(i) | Gal(L/K)| < [L : K].

Demostracion: Sea f el polinomio minimo de « sobre K y sean ag,...,q, las raices
distintas de f (que estdn en L por ser la extensién normal). Para cada o : L — L en
Gal(L/K), por la Proposicién 5.7(i) se tiene que o(«) es una raiz de de f, luego o(a) =

para algin i € {1,...,n}. Si para cada i = 1,...,n definimos
Y, ={oe€Gal(L/K) | o(a) =a;}

tendremos que Gal(L/K) es la unién disjunta de 3, ..., %, con lo que bastara demostrar
que cada ¥; tiene el mismo cardinal que Gal(L/K («)). En primer lugar, por la Proposicién
5.7(ii), ¥; es no vacio, luego podemos fijar o; € ¥;. Entonces, para cada o € ¥; se tiene

que o; ' o o es un automorfismo de L que deja fijo o y K, luego estd en Gal(L/K(c)).
Claramente, esto define una biyeccién ¥, — Gal(L/K(«)) (la inversa es 7 +— 0, 07), lo

que concluye la demostracién de (i).

La demostracién de (ii) se hace por induccién sobre [L : K|. El caso [L : K| =1 es
trivial, ya que entonces L = K y el tnico elemento de Gal(L/K) serfa el automorfismo
identidad. Si [L : K] > 1, tomamos o € L\ K. Entonces [K(«a) : K| > 1, con lo que
L : K(o)] = % < [L : K] y, aplicando la hipétesis de induccién a la extensién
K(a) C L, tendremos |Gal(L/K(«a))| < [L : K(«)]. Si llamamos ahora n al nimero de
raices distintas del polinomio minimo de « sobre K, es claro que n < [K(«) : K| (ya que

[K(«) : K] es el grado de dicho polinomio minimo). Entonces, usando la parte (i) tenemos
|Gal(L/K)| = n|Gal(L/K(a))| < [K(«a) : K|[L: K(a)] = [L: K]. O

El resultado anterior nos ratifica en la necesidad de obtener raices distintas para

polinomios. Veamos primero un caso patolégico.

Ejemplo 5.11. Consideremos K = Z,(t) (cuerpo de fracciones del anillo de polinomios
con coeficientes en el cuerpo Z,) y sea f = XP —t € K[X]|. Como f' = 0, se tiene
que f tiene raices repetidas. De hecho, si a es una raiz de f, entonces o = t, luego
f=XP—aP = (X — a)? (ver Ejercicio 1.13). Por tanto, f tiene en realidad una tnica
raiz (con multiplicidad p), con lo que su cuerpo de descomposicién es K[a| = K[X]/(f) y
Gal(K[a]/K) es un grupo trivial.

™ « o, TT 7 rzl xz]
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Observacion 5.12. El Ejemplo 5.11 muestra que la nocién de separabilidad depende del
cuerpo K. En efecto, f = XP —t no es separable sobre K = Z,(t), mientras que s lo es
sobre K[al, ya que, al ser f = (X — a)P, tiene un unico factor irreducible: X — «a, que
obviamente no tiene raices multiples (debe notarse que, para otros autores, la definicién
de separabilidad es que el polinomio no tenga raices multiples, con lo que el polinomio
anterior no serfa separable ni sobre K |[a]; de hecho, ccon tal definicién, la separabilidad no
depende del cuerpo base y es equivalente a que la resultante del polinomio y su derivada
sea distinta de cero). En cualquier caso, la propiedad de separabilidad se conserva si
ampliamos el cuerpo K, es decir, si K C K’ es una extensién y f es separable sobre K,
entonces también lo es sobre K’. En efecto, cada factor irreducible g de f en K'[X] es
necesariamente un factor de un factor irreducible h de f en K[X]. Y como h no tiene

raices multiples, tampoco las tiene g.

Observacion 5.13. Cuando K tiene caracteristica cero, entonces la derivada de cualquier
polinomio f de grado d tiene grado d — 1, luego si f es irreducible, no puede compartir
ningun factor con f’, luego f es separable. Por tanto, en caracteristica cero todas las
extensiones son separables. Cuando la caracteristica de K es un niimero primo p, el tinico
modo de que un polinomio irreducible f € K[X] contenga raices multiples (es decir, raices
comunes con su derivada) es que f’ sea el polinomio cero, por lo que f sélo puede tener

monomios de grado un multiplo de p.

El siguiente resultado nos muestra que ya con la condicién de separabilidad obtenemos
que el orden del grupo de Galois coincide con el grado de la extension:

Teorema 5.14. Sea K C L una extension finita y normal. Entonces son equivalentes:
(i) L es el cuerpo de descomposicién de un polinomio separable f € K[X].
(ii) | Gal(L/K)| = [L : K].
(iii) Los unicos elementos de L que quedan fijos por todos los automorfismos de Gal(L/K)
son los de K.

(iv) K C L es una extension separable.

Demostracion:

(i) = (7i): Lo demostraremos por induccién sobre [L : K], siendo trivial el caso [L : K] = 1.
Supongamos entonces [L : K] > 1, con lo que f tendra algin factor irreducible f; (que
podemos suponer moénico) de grado n > 1. Si « es una raiz de f;, entonces fi es su

1. 1 LI .zl
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|Gal(L/K(a)| = [L : K(«)] (obsérvese que L es el cuerpo de descomposicién de f sobre
K(a) y que f es también separable sobre K (a)). Por tanto, |Gal(L/K)| = n[L : K(a)] =
L : K].

(1) = (iii): Sea a € L\ K, y veamos que existe 0 € Gal(L/K) tal que o(a) # «. En
efecto, sea f el polinomio minimo de a sobre K y sea n el nimero de raices distintas
de f. Por la Proposicién 5.7(ii), bastarda ver que n > 2, porque si f tiene al menos una
raiz o/ # « entonces existe o € Gal(L/K) tal que o(a) = o # «. Para ver que n > 2
aplicamos sucesivamente las partes (i) y (ii) del Lema 5.10 y tenemos que |Gal(L/K)| =
n|Gal(L/K(a)| < n[L : K(«)]. Por otra parte, por hip6tesis tenemos que |Gal(L/K)| =
[L: K] =[K(«a): K|[L: K(a)]. Por tanto, n > [K(a) : K| (lo que en realidad implica la
igualdad), y como [K(«) : K| > 1 por ser a ¢ K se sigue que n > 2.

(1i1) = (iv): Sea a € L, y veamos que su polinomio minimo f sobre K no tiene
raices multiples. Sean aq,...,«a, las raices distintas de f (que estdn todas en L, por
ser la extensiéon K C L normal). Como para cualquier ¢ € Gal(L/K) se tiene (por
la Proposicién 5.7(1)) que cada o(a;) es otro «j, entonces se tiene que el polinomio
9(X) = (X —a1)...(X — a,) € L[X] es invariante al aplicarle cualquier ¢ € Gal(L/K),
es decir, que sus coeficientes son fijos al aplicarle cualquier o € Gal(L/K). Por hipdtesis,
esto quiere decir que g estd en K[X], por lo que debe ser f = g, luego las raices de f son
todas distintas.

(tv) = (i): Por el Lema 5.3, L es cuerpo de de descomposicién sobre K de un polinomio
f € K[X], que es separable por ser la extension separable. O

Definicién. Se llama extension de Galois a una extensién de cuerpos K C L que L esta
en las condiciones del Teorema 5.14. En particular, una condicién necesaria y suficiente es
que L sea cuerpo de descomposicion de un polinomio separable sobre K.

Observacién 5.15. En caracteristica cero, todas las extensiones son separables (Ob-
servacién 5.13), luego el Teorema 5.14 dice que, en este caso, cualquier extensién finita y
normal es de Galois, es decir, verifica las propiedades (ii) y (iii). Tales propiedades son
falsas si la extensién no es normal. Consideremos, por ejemplo, la extensién Q C Q(+/2),
que no es normal (Observacién 5.4). La propiedad (ii) no se satisface porque cualquier
elemento o € Gal(Q(+/2)/Q) debe mandar v/2 a una raiz de X3 — 2 que esté en Q(+v/2),
luego necesariamente o(V/2) = V2 y por tanto Gal( (\3/_)/@) {zd} Asi, el orden

1/~ 7 3/aN TN 3
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Del Teorema 5.14 podemos obtener un primer resultado caracteristico de teoria de
Galois, en el sentido de que podemos dar informacién sobre el grupo de Galois de un

polinomio sin conocer las raices del mismo:

Corolario 5.16. Sea f € K[X] un polinomio separable con raices ay,...,q, y sea i el
monomorfismo del Lema 5.8. Entonces la imagen de i esta contenida en A, si y solo si
AcK.

Demostracion: Sea L un cuerpo de descomposicion de f. Por el Teorema 5.14(iii) ten-
dremos que A € K siy sélo si 0(A) = A para todo ¢ € Gal(L/K). Como A =
[Ii<;(a; — a;), para cualquier o € Gal(L/K) se tiene o(A) = [[,_,(c(a;) — o(a;)), que
por la Observacién 3.15 es sgn(i(o))A (identificando mediante ¢ el automorfismo o con la
permutacién i(o)). Es decir, que A € K siy sélo sisgn(i(o)) = 1 para todo o € Gal(L/K),
o sea si y sé6lo si i(0) € A,, para todo o € Gal(L/K). O

El Teorema 5.14 muestra que las extensiones de Galois funcionan como queriamos al
final del Ejemplo 5.6:

Corolario 5.17. Sea K C L una extension de Galois y sea a € L, entonces el polinomio
9 = yecar/k)(X — o(a)) es un polinomio en K[X]. En particular, g es el polinomio

minimo de « sobre K si y sélo si L = K(a).

Demostracion: Es claro que los coeficientes de g son invariantes por los elementos de
Gal(L/K). Por tanto, la parte (iii) del teorema implica que estdn en K, con lo que
g € K[X]. Ademis, g es el polinomio minimo de « sobre K si y sélo si el grado de la
extension K C K(«) es el grado de g, que es | Gal(L/K)|, que por el Teorema 5.14(iii) es
también [L : K]. Ahora bien, [K(«a) : K| = [L : K] es claramente equivalente a L = K (a).

O

Cabe preguntarse si uno puede esperarse que existan elementos a como en el Corolario
5.17 (i.e. elementos primitivos de la extensién). El siguiente resultado (y su demostracion)
muestra que cualquier combinacion lineal suficientemente general de los generadores de la

extensién es un elemento primitivo.

Teorema 5.18 (del elemento primitivo). Sea K C L una extension de Galois. Entonces
la extension es simple, es decir, existe o € L tal que L = K («).

., ~Ne T
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demostrado el teorema para extensiones generadas por r — 1 elementos. La extensién
K, o yvr—2) C K(v1, - Y —2)(Vr—1,7) = L es también de Galois, luego si supiéramos
que el resultado es cierto para r = 2 tendriamos que existirfa v, _; € L tal que L =
K(vi,...,v—2,7._1), y por hipétesis de induccién la extensién K C L serfa simple.

En definitiva, basta demostrar el resultado cuando L es de la forma L = K(«, 3). La
idea es demostrar que existe A € K \ {0} tal que L = K(a + A3). Como evidentemente
K(a+AB) C L, hay que encontrar un A tal que L C K(a+Af), es decir, a, § € K(a+\3).
Como a = (a+ Af) — A3, basta demostrar es que existe A € K\ {0} tal que § € K(a+Af),
porque entonces automaticamente o también estard en K(a + Af3).

La idea es entonces ver que X — (3 estd en K (a + A3)[X] para una buena eleccién de
A, que es lo mismo que decir que X — 3 es el polinomio minimo de 3 sobre K(«a + Af).
Para ello vamos a construir primero un par de polinomios que tengan a [ como raiz.
Uno de ellos es evidentemente el polinomio minimo de 3 sobre K, que sera un polinomio
g € K[X] (y por tanto estard en cualquier K(a + A3)[X]). Como la extension K C L
es separable, podremos escribir g(X) = (X — (1) ... (X — Bm), con (B,...,0n € L, todas
ellas distintas, y por ejemplo 81 = 3. Si h € K(a + A\3)[X] es el polinomio minimo de
B sobre K(a + A3), entonces hlg, y por tanto h descompondra en L[X]| como h(X) =
(X =0)(X=84)...(X=pj.) (con ji,...,j5r € {2,...,m}), y lo que queremos ver es que
solo tenemos el primer factor.

Consideramos ahora f € K[X], el polinomio minimo de « sobre K. Para obtener a
partir de él un polinomio que se anule en (3, definimos para cada A € K \ {0} el polinomio
fX) = fla+ A8 — AX), que estd en K(a 4+ A3)[X]. Por tanto, hlfr, y se tendrd
A(Bj) = ... = £r(B3;,) = 0. Esto implica que, si encontramos \ tal que fi(3;) # 0
para cada j = 2,...,m, entonces necesariamente h(X) = X — (3, que es lo que queremos
demostrar.

Si ocurriera f,\(ﬂj) =0, con j € {2,...,m}, entonces f(a+ AF — AB;) = 0, lo que

querria decir que o + A3 — AB; seria una raiz de f. Si ai,...,q, son las raices de f,

entonces serfa a + \3 — A\3; = «; para algin i € {1,...,n}, es decir, A = gf_aﬁi. Como K
J

a—aq;

es infinito, podemos entonces escoger A\ # paratodoi=1,...,ny j=2,...,m (en

Bi—=B
particular A # 0), y por tanto tendremos fy(3;) # 0 para j = 2,...,m, lo que demuestra,
como hemos indicado, que h = X — fy de aqui § € K(a+ A3) y K(a+ \3). O

Observacion 5.19. Un estudio atento de la demostraciéon anterior muestra que el re-

anltadn cione ciondn rigreta o1 olla nadimac c1io la avtoncidn K — T coa Anita v conarahla
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Teorema 5.20. Sea K C L una extensién de Galois con G = Gal(L/K). Entonces:
(i) Si K C K' C L es un cuerpo intermedio, la extension K’ C L es de Galois, y su grupo
de Galois es un subgrupo H < G con |H| =[L : K'| y |G : H] = [K' : K]. Ademas,
K ={a€elL | ola)=aVoe H}
(ii) Reciprocamente, dado cualquier subgrupo H < G, sea K' = L*, donde

L .={aecL | o(a)=aVoec H}.

Entonces K C K' C L y Gal(L/K') = H.

Por tanto, las asignaciones K' — Gal(L/K') y H — L* definen aplicaciones inversas Ia
una de la otra (en particular biyecciones) entre el conjunto de cuerpos intermedios de la
extension K C L y subgrupos de Gal(L/K).

Demostracion: (i) es inmediato del Teorema 5.14.

Para (ii), obtenemos de (i) que el orden de Gal(L/K’) es [L : K'|, mientras que
por la definicién de K’ es evidente que H C Gal(L/K'). Asi que basta demostrar que
[L: K'| < |H]|. Por el teorema del elemento primitivo, podemos encontrar o € L tal que
L = K'(«). De la misma forma que en el Corolario 5.17, podemos considerar el polinomio
g =1scn(X —o(a)), que estard en K’'[X] (por definicién de K’, ya que sus coeficientes
son invariantes por los elementos de H) y tiene grado |H|. Por tanto, g debe ser divisible
por el polinomio minimo de « sobre K’ que tiene grado [L : K'|, luego [L : K'] < |H|. O

La biyeccién entre del teorema anterior entre cuerpos intermedios de una extension
y el grupo de Galois de la extensién se llama correspondencia de Galois. El siguiente
resultado nos dird que en esta biyeccién las extensiones normales se corresponden con los

subgrupos normales del grupo de Galois.

Teorema 5.21. Sea K C L una extension de Galois y sea K C K' C L un cuerpo

intermedio. Entonces son equivalentes:

(i) Gal(L/K’) es un subgrupo normal de Gal(L/K).

(i) K C K’ es una extension normal.
(iii) Cualquier elemento o € Gal(L/K) verifica que o(K') C K'.
(iv) Cualquier elemento o € Gal(L/K) verifica que o(K') = K'.
Ademds, en estas condiciones, Gal(L/K)/ Gal(L, K') = Gal(K'/K).
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forma o(«), con o € Gal(L/K). Para ver que estdn en K', hay que ver (por el Teorema
5.20(i)) que son invariantes por cada 7 € Gal(L/K’). En efecto, como Gal(L/K') es un
subgrupo normal de Gal(L/K), se tiene que o~ *70 estd en Gal(L/K'), por lo que deja fijo
a, es decir,

7(o(a)) = (0" ro(a)) = o(a)

lo que concluye que o(a) estd en K.

(13) = (i4i): Sean 0 € Gal(L/K) y a € K', y queremos ver que o(«) también estd en K'.
Sea f € K[X] el polinomio minimo de « sobre K. Por la Proposicién 5.7(i), o(a) es una
raiz de f. Y como la extensién K C K’ es normal, todas las raices de f estdn en K’, por
lo que o(a) € K.

(#i7) = (iv): Por el Lema 4.2, cada elemento o € Gal(L/K) es un isomorfismo de espacios
vectoriales. Por tanto, o(K’) es un subespacio vectorial de la misma dimensién que K°.
Como por hipétesis o(K') C K’, se sigue que ambos espacios son necesariamente iguales.
(tv) = (i): Por hipétesis podemos definir un homomorfismo de grupos p : Gal(L/K) —
Gal(K'/K) mediante o + 0|g,. Como Gal(L/K’) es claramente el niicleo del homomor-
fismo, se tiene que es un subgrupo normal. Ademas, p es un epimorfismo por el Teorema
4.12 (véase la demostracion de la Proposicién 5.7(ii)), lo que demuestra la afirmacién final
del enunciado (por el primer teorema de isomorfia). Il

Terminamos la seccion con algunos ejemplos practicos de aplicacion de la teoria de
Galois.

Ejemplo 5.22. Retomamos el Ejemplo 5.9 de la extensién Q ¢ L = Q(v/2,v/3) ahora que
hemos completado todos los pasos que nos sugeria. Ya vimos que Gal(L/Q) era isomorfo a
So x So, es decir, a Zs X Zg vy que estaba formado por los automorfismos que denotabamos
01,02,03,04, donde o7 era la identidad. Por tanto, los subgrupos no triviales de Gal(L/Q)
son los subgrupos generados por o9, 03, 04. Claramente, sus respectivos cuerpos fijos son
Q(v2), Q(+v3), y Q(v/6), que por tanto son los tinicos cuerpos intermedios. Todas las
extensiones de Q a los cuerpos intermedios son normales, ya que de hecho todos Gal(L/Q)
es abeliano, luego todos sus subgrupos son normales.

Ejemplo 5.23. Si tomamos ahora el ejemplo de la extensién Q C L = Q(+/2,v/3i), como
sabemos que tiene grado seis y que L es el cuerpo de descomposicién de f = X3 — 2,
entonces necesariamente el grupo de Galms (que es un Subgrupo de orden seis del grupo

1 1
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corresponden tres cuerpos intermedios de grado tres y un cuerpo intermedio de grado dos.
Concretamente, los cuerpos intermedios son Q(+/2), @(\3/5(_1+‘/§”)), Q(\S/ﬁ(_l_T‘/?”)) N
Q(v/3i). De éstos, sélo la extensién Q C Q(v/3i) es normal, que corresponde al subgrupo

generado por un 3-ciclo, el inico normal.

Observacion 5.24. Notese también que la correspondencia de Galois sirve para de-
mostrar que hay muchos elementos primitivos, y también permite calcularlos, sin necesidad
de recurrir a la demostracién del Teorema 5.18. En efecto, si a € L no es un elemento
primitivo de K C L, entonces K(«a) es un cuerpo intermedio no trivial. Si K C L es
una extensién de Galois, entonces, como Gal(L/K) es un grupo finito, habra una cantidad
finita de cuerpos intermedios no triviales de K C L. Visto cada cuerpo intermedio como
un subespacio vectorial de L, o estd en una unién finita de subespacios vectoriales propios
de L. Por ejemplo, en el Ejemplo 5.22, cualquier o fuera de Q(v/2) U Q(v/3) U Q(\/6)
es primitivo. M&s ain, si a no es primitivo, como K («) no es el total corresponde a un
subgrupo Gal(L/K («)) que no consiste sélo en la identidad. Esto confirma, una vez més
todavia, que v/2 + v/3 es un elemento primitivo de la extensién del Ejemplo 5.22, ya que
no queda fijo por ningin elemento del grupo de Galois.

Ejemplo 5.25. Estudiemos ahora el grupo de Galois para extensiones de cuerpos finitos.
Ya vimos en la demostracién de Teorema 4.13 que todo cuerpo finito L de orden p™ es
cuerpo de descomposicién sobre Z, del polinomio f(X) = X P" _ X, que tiene todas sus
raices distintas, luego es separable. Por tanto, la extensién Z, C L es de Galois, y como
[L :Z,] = n, entonces Gal(L/Z,) tiene orden n. Veamos que Gal(L/Z,) es ciclico generado
por el llamado automorfismo de Frébenius o : L — L definido por o(a) = aP. En primer
lugar, es un homomorfismo de anillos por el Ejercicio 1.13, y es la identidad sobre Z,, (por
el Pequenio Teorema de Fermat), luego es un elemento de Gal(L/Z,). Basta ver entonces
que su orden es exactamente n. Esto es inmediato, porque si £k < n el polinomio X Pt X
tiene a lo mas p¥ < p" raices, luego extiste algin a € L tal que o%(a) = a?" # a.

Si L contiene un cuerpo K, necesariamente también tiene caracteristica p, luego tendremos
Z, C K C L. Entonces |K| = p", donde n’ = [K : Z,]; ysim = [L: K] = -, entonces
por la correspondencia de Galois K corresponde a un subgrupo de Gal(L/Z,) de orden m.
Por el Ejercicio, 1.7, tal subgrupo es tinico, y esta generado por o™ . Por tanto, L tiene un
tinico subcuerpo K con [L: K|=m,y K ={a € L | " = a}.

Definicién. Una extension abeliana es una extensiéon de Galois cuyo grupo de Galois es
abeliano. Andlogamente, una extension ciclica es una extensién de Galois cuyo grupo de
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ciclico. Sea w un generador de este grupo (se dice que w es una raiz primitiva n-ésima
de la unidad). Por tanto, L = K(w) y las raices de X™ — 1 son de la forma w’, donde
claramente se puede tomar i € {0,1,...,n — 1}. Distinguimos dos casos:

~Si K es de caracteristica cero o de caracterfstica p fn, entonces f’(w?) = nw® ™1 £
0, para cada ¢« = 0,1,...,n — 1, luego f tiene n raices distintas, con lo que éstas son
necesariamente 1, w, ...,w" !. En particular, f es un polinomio separable y por el Teorema
5.14(i) la extensién K C L = K(w) es de Galois.

~Si en cambio K es de caracteristica p y n = p*q (con p,q primos entre si), entonces
f= (Xq)pk —1=(X9- 1)pk. Por tanto, las raices de f coinciden con las raices de X7 —1,
que ahora son 1,w,...,w9" !, ya todas distintas. Entonces L es cuerpo de descomposicién
de X7—1, que es separable, luego la extension es también de Galois en este caso. Haciendo
la reduccion anterior, supondremos en el resto del ejemplo que la caracteristica de K no

divide a n.

Sea o un elemento del grupo de Galois de L sobre K. Por la Proposicién 5.7(i), o(w)
es una raiz de f, luego serd alguna potencia w’. Si i y n tuvieran un factor comin
d > 1, se tendrfa que (w')@ = 1, y aplicando o~! también se tendria wd = 1, lo que
es absurdo. Por tanto, i y d son primos entre si. Como L = K(w), el automorfismo o
estd determinado por la imagen de w, luego la aplicacién Gal(K(w)/K) — Z! dada por
o — i (que se comprueba ficilmente que es un homomorfismo de grupos) es inyectiva. Esto
implica que Gal(K(w)/K) es (isomorfo a) un subgrupo del grupo Z}, luego es abeliano.
Si ademds n es un ntimero primo p, entonces Gal(K(w)/K) es ciclico (por serlo Z5, de
nuevo por el Corolario 3.3). En el caso concreto K = Q, sabemos por el Ejemplo 2.22 que
XP=l 4 XP=2 4 ..+ X + 1 es irreducible en Q[X], luego es el polinomio minimo de w
sobre Q. Por tanto, en este caso, [Q(w) : Q] = p— 1y Gal(Q(w)/Q)] = Zj,.

Claramente, una extension de Galois de grado un ntimero primo es necesariamente
ciclica. El siguiente resultado caracteriza dichas extensiones cuando el cuerpo de partida
es de caracteristica cero y contiene todas las raices p-ésimas de la unidad.

Proposicion 5.27. Sean p un nimero primo, K un cuerpo de caracteristica cero o distinta
de p, y que contiene las raices p-ésimas de la unidad. Entonces una extensién K C L es
ciclica de grado p si y sélo si L = K(«), cona € L\ K y o? € K.

Demostracion: Veamos en primer lugar que toda extension K C L = K(«), con a ¢ K
y af = a € K, es ciclica de grado p. Si w es una raiz primitiva p-ésima de la unidad, se

1 ’ 1 Xz Po— |
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de a sobre K divide a XP — a). Si vemos que Gal(L/K) tiene orden al menos p entonces

tendra orden necesariamente p, y por tanto serd ciclico (y se demuestra de paso que X? —a
es irreducible en K[X]).

Como a ¢ K, el grado de la extension es al menos 1, luego existe o # idy, en Gal(L/K).
Como o debe mandar « a alguna raiz de « (distinta de «, porque si no o seria la identidad),
se tendrd o(a) = w'a con i no divisible por p. Entonces, 07 (o) = w”a. Se sigue entonces
que 0J = idy, siy sélo siw” = 1, es decir, si y sélo si ij es divisible por p, que es equivalente
a que j sea divisible por p (ya que p no divide a 7). Esto implica que o tiene orden p, luego
Gal(L/K) tiene orden al menos p, como querfamos (de hecho hemos comprobado incluso
que o es un generador del grupo).

Reciprocamente, supongamos que K C L es una extension ciclica de grado p. Entonces
Gal(L/K) tiene orden p y estd generado por un elemento o (de orden p). Si existe un «
como el que buscamos, su imagen por o debe ser otra raiz de X? — af € K[X], es decir de
la forma w’a, donde w es una raiz p-ésima primitiva de la unidad. En otras palabras, a
debe ser un autovector de o, visto como un endomorfismo del espacio vectorial L (que tiene
dimensién p) sobre K. Veamos que tal autovector existe, para lo que tomamos A una matriz
de o respecto de cualquier base de L. De la igualdad X?—1 = (X —1)(X —w) ... (X —wP™1)

se sigue que, como o? = 1, entonces
(A-DA—-wl)...(A=wP™ ') =0

(siendo I la matriz identidad p x p). Si las matrices A — wl,..., A — wP~!] tuvieran
todas determinante no nulo, serian todas invertibles, y multiplicando por sus respectivas
inversas en la igualdad anterior se obtendria A — I = 0, lo que es absurdo, porque o # idy,.
Por tanto, existe algtin i € {1,...,p — 1} tal que det(A — w'l) = 0, es decir, que w’ es
un autovalor de o. Tomamos a € L un autovector no nulo de autovalor w’. Entonces
o(a) = wia, que es distinto de a (ya que w® # 1y a # 0), luego en particular o ¢ K.
Por tanto, [K(«a) : K] > 1,y como p=[L: K| =[L: K(a)][K(«) : K] y p es primo, se
sigue que [K(a) : K] =py [L: K(a)] =1, es decir, L = K(«). Ademés, o(aP) = o(a)P =
wPaP = aP, luego o es invariante por todos los elementos de Gal(L/K) (ya que o genera
el grupo de Galois). Por el Teorema 5.14(iii) se concluye que o estd en K. O
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6. Teoremas de Sylow

La teoria de Galois deberia habernos acostumbrado a ver los grupos no como con-
juntos “pasivos” a los que les pasan cosas, sino como conjuntos que se dedican a “mover”
otros conjuntos (en el caso de la teoria de Galois, los grupos permutan las raices de los
polinomios). La definicién precisa de lo que estamos diciendo es la siguiente:

Definicién. Se llama accidn por la izquierda (resp. por la derecha) de un grupo G sobre
un conjunto X a una aplicacion p : G x X — X, en que denotaremos p(g,z) como g * x o,
cuando no haya confusién, gz (resp. p(g,x) como x * g o xg) tal que:

(i) (g9 )x =g=* (¢ xx) (resp. x*(g9’) = (z*g) *xg’) para cualesquiera g,9' € Gy z € X.
(ii) 1*xx =z (resp x x 1 = x) para todo = € X.

La interpretacién de la definiciéon anterior es que podemos definir un homomorfismo
p: G — Biy(X) (donde Biy(X) es el grupo de las biyecciones de X en si mismo con la
operacién composicién, en particular Biy(X) = S, si X es un conjunto de n elementos)
dado por p(g) : © — gx*x (resp. p(g) : x — x * g). En efecto, la condicién (ii) garantiza
que p(g) es una biyeccién (ya que p(g~!) es su inversa), y la condicién (i) equivale a decir
que p es un homomorfismo. Reciprocamente un homomorfismo p : G — Biy(X) define
univocamente una acciéon de G sobre X, por lo que es equivalente hablar de una accién o
del homomorfismo p asociado. El homomorfismo p no es necesariamente inyectivo; cuando

lo es, se dice que p es una accion fiel.

Observacion 6.1. Dada una accion por la derecha p : G x X — X, se puede definir

p i GxX — X como p/(g,x) = p(g~*

x), que resulta ser una accién por la izquierda (de la
misma forma, cualquier accién por la izquierda da lugar a una accién por la derecha). Por
ello, y porque las acciones por la izquierda tienen una notacion casi siempre méas natural,
consideraremos (salvo que se diga explicitamente lo contrario) que las acciones son siempre

por la izquierda.

Ejemplo 6.2. Veamos que cualquier grupo G define siempre alguna accién sobre algin

conjunto (los detalles de algunos ejemplos quedan como simple ejercicio).

(i) En primer lugar, G actia siempre sobre si mismo, y de diversas formas. De hecho,
la propia operacién de grupo G x G — G define dos acciones, una a la izquierda y otra
a la derecha, ya que, dado g € G (considerando como elemento del grupo que actia) y
x € G (considerado como elemento del conJunto Sobre el que actia G) podemos deﬁnlr
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evidentemente implica que g = 1). En particular, si G es finito de orden n, p define un
isomorfismo entre G y un subgrupo de S,.

(ii) Otro modo de hacer actuar G sobre si mismo es lo que se llama accidén por conjugacion,

que consiste en, dados g,z € G, definir g x x = grg~!.

En este caso, la aplicacion
p: G — Biy(G) no es necesariamente inyectiva (por ejemplo, si G es abeliano, la aplicacién
p es constante y su imagen es idg ). Cabe notar también que cualquier p(g) es en realidad
un automorfismo de G, ya que, ademds de ser biyectivo, es un homomorfismo de grupos
(g(zy)g~*
sobre un ciclo (i1 iz ...4,) lo transforma en el ciclo (o(i1) o(iz)...o(ir)). Por tanto, la

= (9gzg Y (gyg™1)). Por ejemplo, si G = S,,, la accién de un elemento o € G

accién de o sobre cualquier permutacién 7 es una nueva permutacién oo~ ! que tiene la
misma descomposiciéon que 7 en ciclos disjuntos, pero en que se ha efectuado la sustituciéon
de 1,2,...,n por o(1),0(2),...,0(n).

(iii) Otra forma distinta de definir una accién es considerar X el conjunto de todos los
subconjuntos de G con un cardinal fijado (que ya no tiene estructura de grupo). Entonces
se puede definir la accién de G sobre X mediante g x Y = gY = {gh | h € Y} para
cualquier g € G y cualquier subconjunto Y C X del cardinal fijado. Esta accién define de
nuevo un monomorfismo p : G — Biy(X).

(iv) Si queremos que G actie sobre subgrupos, el ejemplo anterior no vale (ya que el
conjunto gH no es en general un subgrupo de GG), sino que hay que actuar por conjugacion.
Si X es el conjunto de los subgrupos de GG de cardinal fijado, podemos definir, dados g € G
y H < G del cardinal fijado, g* H = gHg~ ' = {ghg™' | h € H}.

(v) Si H < G, entonces podemos definir una accién de G sobre G/ ~ g mediante g*(zH) =
(gz)H.

Ejemplo 6.3. Por otra parte, hay grupos que de forma mas natural definen acciones
sobre conjuntos (de nuevo dejamos los detalles al lector):

(i) El grupo S,, actia de forma natural sobre el conjunto {1,2,...,n}, mediante oxi = o (7).

(i) El grupo diédrico D,, (el grupo de isometrias del plano que dejan invariante un poligono
regular de n lados) actia sobre el conjunto de vértices del poligono.

(iii) El grupo GL(n, K) actia sobre el espacio vectorial K", el de las afinidades sobre A%,
el de las proyectividades sobre P, el de las isometrias sobre el espacio euclideo,...

(iv) Complicando un poco més los ejemplos anteriores, por ejemplo GL(n, K) actia tam-
bién sobre el espacio de formas cuadraticas sobre K™. Representado en forma de matrices,

o xr 1 . 1
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accién de las afinidades sobre el espacio de cuadricas afines, o de las proyectividades sobre
el espacio de cuadricas proyectivas,...

Definicién. Se llama érbita de un elemento z € X bajo una acciéon de G sobre X al
conjunto O(z) = {g*x | g € G}. Una accion transitiva es una acciéon que tiene una sola
orbita, es decir, que para cada x,y € X existe algiin g € G tal que g *xx = y.

Ejemplo 6.4. Veamos algunos ejemplos sencillos de cémo son las érbitas de algunas

acciones.

(i) Las acciones (i) del Ejemplo 6.2 y (i) y (ii) del Ejemplo 6.3 son transitivas, luego sélo
tienen una érbita. En cambio la accién (iii) del Ejemplo 6.3 no es transitiva, ya que tiene
dos oOrbitas: la del vector cero y la de los vectores no nulos.

(ii) En la accién de S, sobre si mismo por conjugacién (ver Ejemplo 6.2(ii)) las 6rbitas
corresponden a los distintos tipos de descomposicién de una permutaciéon en producto de
ciclos disjuntos. Por ejemplo, las orbitas de la accién para S4 consisten en: la permutacién
identidad, la érbita de las transposiciones (6 elementos), la de los productos de 2 trans-
posiciones disjuntas (3 elementos), la de los 3-ciclos (8 elementos), la de los 4-ciclos (6
elementos). Se deja como ejercicio para el lector el calcular las érbitas, con su correspon-

diente nimero de elementos, en el caso n = 5.

(iii) Consideremos la accién de GL(n, C) sobre el conjunto M, x,(C) de matrices dada por
Ax B = ABA~'. Sabemos de Algebra Lineal que, fijada B € M.+ (C), el conjunto de
matrices ABA™! es el conjunto de matrices semejantes a B, y estdn caracterizadas por
el hecho de tener la misma forma candnica de Jordan. Por tanto, la accién tiene tantas

orbitas como formas candnicas de Jordan.

(iv) Si ahora GL(n,R) actia sobre el conjunto X de matrices reales simétricas n x n
mediante A * B = ABA!, entonces ahora la érbita de una matriz B seré el conjunto de
matrices con el mismo rango y signatura. Como hay una cantidad finita de rangos y
signaturas, hay una cantidad finita de érbitas.

(v) Si consideramos ahora el grupo de proyectividades de P¢ actuando sobre el conjunto
de cuédricas, sabemos de Geometria Proyectiva que dos cuadricas complejas son proyec-
tivamente equivalentes si y sélo si tienen el mismo rango. Por tanto, hay exactamente n

orbitas, tantas como posibles rangos.

Observacidon 6.5. Si O(z) es una érbita, entonces la accién de G sobre X se restringe a

1 ~ 1 =i
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de S4 sobre si mismo es el conjunto O de los productos de dos transposiciones disjuntas.
Es decir, O = {01,092,03}, con 01 = (1 2)(3 4),02 = (1 3)(2 4),03 = (1 4)(2 3). Tenemos
por tanto un epimorfismo ¢ : Sy — S3, en el que hemos identificado S3 con el grupo de
las permutaciones del conjunto O. Por ejemplo, si 7 = (1 2 4), entonces (7) consiste en

1 1

la permutaciéon de O que manda o1 a 7% 01 = 7017~ = 09, manda 0y a TOsT =~ = 03

1= 01; es decir, p(7) es el 3-ciclo (1 2 3) de S3. Es facil ver que el

y manda o3 a ToO3T
ntcleo de ¢ es el subgrupo H = {id, 01, 09,03} del Ejercicio 1.3. Por el primer teorema de
isomorfia, el cociente S,/ H se identifica de forma natural con el grupo de las permutaciones

de O.

Lema 6.6. Sea p: G x X — X una accion. Entonces:

(i) Dados x1,z2 € X, o bien O(x1) = O(x3) o bien O(x1) N O(x2) = 0. Por tanto X es
union disjunta de las orbitas de la accion.

(ii) Si el conjunto X es finito, para cada x € X el cardinal de O(z) es [G : Stab(x)], donde
Stab(z) = {g € G | gz = x}, que es un subgrupo de G.

(iii) Si X es un conjunto finito de cardinal n y O(z1),...,O(x,) son las érbitas de la accion,
entonces n = [G : Stab(z1)] + ...+ [G : Stab(z,)].

Demostracidn: Para la parte (i), supongamos O(z1) N O(x3) # 0, luego contiene un
elemento x € X. Por tanto, © = g1x1 e x = goxo, para ciertos gi,g2 € G. De aqui se
tiene g1x1 = goxo, luego xo = (gglgl)arl. Entonces, cada gxo € O(x3) se puede poner
como (g, 'g1)x1, luego estd también en O(z1). De modo simétrico, cualquier elemento de

O(z1) estda en O(z2), con lo que se tiene la igualdad buscada.

Para la parte (ii), es claro que Stab(x) es un subgrupo de G, luego sélo hay que ver
la igualdad para el cardinal. Para ello, observamos que O(z) es la imagen de la aplicacién
¢ : G — X definida por g — gz. Ademads, ¢(g) = ¢(g’) si y sélo si (g’_lg)m = x, es decir
g'~1g € Stab(x) o equivalentemente g ~ Stab(z) 9 - Por tanto, tenemos una biyeccién entre
G/ ~stab(@) ¥y O(x), lo que demuestra la igualdad.

Finalmente, (iii) es consecuencia inmediata de (i) y (ii). O

La idea ahora es usar la formula del apartado (iii) anterior para deducir numéricamente
propiedades sobre grupos y conjuntos a partir de sus cardinales. El caso mas sencillo es
cuando G tiene como orden la potencia de un primo, porque entonces cada [G : Stab(z)]
es divisible por p, salvo que Stab(z) = 1. Eso es lo que haremos enseguida en el siguiente
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Proposicién 6.7. Sea G un p-grupo de orden p¥. Entonces:

(i) Z(G) ={g € G | gx = xg para todo x € G} es un subgrupo normal de G distinto de
{1}.

(ii) G posee un subgrupo normal de indice p.

(iii) Para cada i = 0,1,...,k, G posee un subgrupo de orden p'. Mds aiin, existe una
cadena de subgrupos {1} = Hy < H; < ... < Hp_1 < Hy = G tal que cada H; tiene
orden p'.

(iv) Sik =2, G es abeliano.

Demostracion: Que Z(G) es un subgrupo normal es un simple ejercicio que dejamos
al lector. Para ver (i), basta demostrar entonces que Z(G) tiene mas de un elemento.
Para ello, consideramos la accién de G sobre si mismo por conjugacién (ver Ejemplo
6.2(ii)). Por el Lema 6.6(iii) tenemos p* = [G : Stab(z1)] + ... + [G : Stab(z,)], donde

1 =1 para todo

O(x1),...,0(z,) son las 6rbitas de la accion. Obsefvese que g * 1 = glg™
g € G, luego O(1) = {1}, asi que al menos uno de los [G : Stab(z;)] vale 1. Pero como
la suma total de todos ellos es p*, es decir, divisible por p, habra algin z; # 1 tal que
|G : Stab(z;)] no es divisible por p. Por el teorema de Lagrange, [G : Stab(x;)] es un
divisor de p*, asi que necesariamente debe ser [G : Stab(z;)] = 1, es decir Stab(z;) = G.
Pero Stab(x;) = {g € G | grg~! =z}, luego x; € Z(G), lo que completa la demostracién
de (i).

Demostraremos (ii) por induccién sobre k, donde p* es el orden del p-grupo. Sik =1,
es evidente, ya que basta tomar el subgrupo {1}. Supongamos entonces k£ > 1. Si fuera
Z(G) = G, entonces G seria abeliano, y el resultado se sigue a partir del teorema de
estructura de los grupos finitos (ver el Ejercicio 1.8). Suponemos entonces que Z(G) no
es trivial (no es {1} por (i)). Como Z(G) es normal, G/Z(G) es entonces un p-grupo
de orden p*¥' con 0 < k' < k. Por hipétesis de induccién, G /Z(G) contiene un subgrupo
normal de indice p, que se corresponde mediante la proyeccién canénica G — G/Z(G) con
un subgrupo normal de indice p de G, que es lo que buscdbamos.

La parte (iii) se demuestra por recurrencia. El apartado (ii) demuestra que G posee
un subgrupo normal H de orden p*~!. Como H es un p-grupo, de nuevo por (ii) poseerd
un subgrupo normal H’ de indice p, es decir, de orden p*~2. Reiterando el proceso, ahora
a partir de H', se obtiene que G posee subgrupos de 6rdenes todas las potencias de p de
exponente a lo sumo k, y cada subgrupo normal en el siguiente.

1 rZz Lo
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escribir como hg®, con h € Z(G). Pero entonces dos elementos cualesquiera hg®, h’ gi/ e
conmutan, ya que (usando que h y h’ conmutan con cualquier elemento de G por estar en

Z(G)): / / /
(hg')(W'g") = hh'g"t" = (W g")(hg")

lo que demuestra que G es abeliano. O

Definicién. Se llama centro de un grupo G al conjunto Z(G) de la proposicién anterior.

En el siguiente resultado veremos que cualquier grupo finito tiene subgrupos que son
p-grupos de todos los 6rdenes posibles.

Teorema 6.8. Sea G un grupo de orden p*q, con p primo y q no divisible por p. Entonces:
(i) El miimero de subconjuntos de G de cardinal p* no es divisible por p.

(ii) (Primer teorema de Sylow) G posee algiin subgrupo de orden p*.

(iii) Para cadai=1,...,k, G posee algiin subgrupo de orden p'.

(iv) (Teorema de Cauchy) G posee algiin elemento de orden p.

Demostracion: El nimero de subconjuntos de cardinal p* de un conjunto de p*q elementos

es

(p’“q) _PMa@re—1)... (g —p" +1) _ A
P pFF—1)...1 Lok —i
Para demostrar (i), basta demostrar que en cada cociente % el numerador y el denomi-
nador son divisibles exactamente por la misma potencia de p. Para ver esto, observamos
primero que tanto el numerador como el denominador son divisibles a lo sumo por la
potencia k-ésima de p (ya que en p* niimeros consecutivos sélo hay uno divisible por p* y
ni p¥q ni p¥ son divisibles por potencias mayores de p). El resultado se obtiene entonces
de observar que para cada j < k se tiene que p? divide a p* — i si y sélo si p’ divide a i si
y s6lo si p? divide a p*q — 1.

Para demostrar (ii) consideramos la accién de G sobre el conjunto de los subconjuntos
de G de cardinal p* mediante g * Y = gY = {gh | h € Y}. De nuevo por el Lema 6.6(iii)
tenemos

(Zj kq) =[G : Stab(Y1)] + ... +[G : Stab(Y,)]
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tiene que es un divisor de q, luego en particular (de nuevo por el teorema de Lagrange)
|Stab(Y)| = tagratery = P*-

Por otra parte, fijado yo € Y, es claro que la aplicacién Stab(Y) — Y dada por
g +— gyo estd bien definida y es inyectiva, luego Stab(Y') tiene orden a lo més el cardinal
de Y, que es p*. Juntando esto a la desigualdad anterior se sigue que Stab(Y), que es un
subgrupo de G, tiene cardinal p*, como querfamos.

Para el apartado (iii) basta aplicar la Proposicién 6.7(iii) al p-grupo dado por un
subgrupo de orden p* de G, que existe por el apartado (ii). Finalmente, el apartado (iv) se
sigue de que, como por (iii) G posee un subgrupo H de orden p y los subgrupos de orden

primo son ciclicos, entonces H esta generado por un elemento de orden p. U

Definicién. Se llama p-subgrupo de Sylow a un subgrupo de orden p* de un grupo de
orden p*q con p primo y ¢ coprimo con p. Un p-subgrupo es simplemente un subgrupo que
es un p-grupo, es decir, que tiene orden p', pero no necesariamente con [ = k.

Una aplicacién importante del primer teorema de Sylow es el teorema fundamental
del algebra:

Teorema 6.9 (fundamental del dlgebra). Todo polinomio de grado positivo en C[X] fac-
toriza en factores lineales, es decir tiene tantas raices (contadas con multiplicidad) como
el grado.

Demostracién: Veamos que todo polinomio g € C[X] de grado positivo tiene todas sus
raices en C. Si g es el polinomio obtenido a partir de g conjugando los coeficientes, entonces
f = gg es un polinomio en R[X] que tiene entre sus raices las de g. Por tanto, bastara
demostrar que cualquier polinomio en f € R[X] de grado positivo tiene todas sus raices
en C.

Sea pues f € R[X] de grado positivo y sea L el cuerpo de descomposicién de (X2 +1) f
sobre R (por tanto L contiene a C y a todas las raices de f) y escribamos [L : R] = 2kq
con ¢ impar. Sea G = Gal(L/R). Como la extensién R C L es de Galois, se tiene que
|G| = 2Fq. Por el primer teorema de Sylow, G contiene un subgrupo H de orden 2. Y
por el Teorema 5.20(ii) existe un cuerpo intermedio R C K C L tal que [K : R] = g.

Supongamos ¢ > 1. Entonces tomamos cualquier « € K \ R y consideramos su
polinomio minimo g € R[X]. Necesariamente g es un polinomio irreducible de grado
1mpar mayor que uno. Pero esto es absurdo ya que cualquler p011n0m10 real de grado

1
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Por tanto, ¢ = 1 y entonces |G| = [L : R] = 2*. Como R C C C L, también C C L es
una extensién de Galois de grado | Gal(L/C)| = 2¥=1. Si k > 1, entonces por la Proposicién
6.7(ii), Gal(L/C) tiene un subgrupo de indice dos, que por el Teorema 5.20 se corresponde
con una extension C C K de grado dos. Si tomamos a € K \ C, entonces su polinomio
minimo es irreducible de grado dos, lo que es imposible, ya que cualquier polinomio en
C[X] de grado dos tiene siempre dos raices complejas. Por tanto, kK = 1, lo que implica
L = C, es decir, que todas las raices de f estan en C. O

Teorema 6.10 (Segundo teorema de Sylow). Sea G un grupo finito cuyo orden es divisible
por un primo p y sea H un p-subgrupo de Sylow. Entonces, para cada p-subgrupo H' < G
existe g € G tal que H' C gHg~'. Como consecuencia:

(i) Cada p-subgrupo esta contenido en un p-subgrupo de Sylow
(ii) Dos p-subgrupos de Sylow cualesquiera son siempre conjugados entre si.

(iii) G posee un tinico p-subgrupo de Sylow si y sélo si existe un subgrupo de p-Sylow
normal

Demostracion: Consideramos la accién del Ejemplo 6.2(v), pero restringida a H', es decir,
hacemos actuar H' sobre G/ ~g mediante h’' x (9H) = (h'g)H. Usando, como siempre, la
Proposicién 6.6(iii) tenemos

|G : H|=[H': Stab(g1H)| + ...+ [H': Stab(g,.H)]

donde O(¢g1H),...,0(g-H) son las 6rbitas de la accion. Como H es un p-subgrupo de
Sylow, [G : H| no es divisible por p. Por tanto, debe existir algin g € {g1,...,9,} tal
que [H' : Stab(gH)] no es divisible por p. Como H’ es un p-subgrupo, [H' : Stab(gH)]
(que divide a |H'| por el teorema de Lagrange), es una potencia de p, luego debe ser
necesariamente [H' : Stab(gH)] = 1, es decir, Stab(gH) = H'. Por tanto, para cada
h' € H' se tiene (h'g)H = gH, o equivalentemente g~ *h'g = h € H, luego h/ = ghg™! C
gHg™!'. Esto demuestra que efectivamente H' C gHg™*

El resto del enunciado es una consecuencia inmediata de este hecho: Claramente

~1 es un p-subgrupo de Sylow, lo que implica (i). Si H’ es un p-subgrupo de Sylow,

1

gHyg
entonces coincide con gHg™ ', ya que tiene su mismo cardinal, lo que demuestra (ii).

1

Finalmente, si H es normal, entonces gHg~" = H para todo g € G, por lo que (ii) implica

que cualquier p-subgrupo de Sylow de GG coincide necesariamente con H; reciprocamente,

si existe solo un p—subgrupo de Sylow H, como gHg™!

—~

es siempre un p-subgrupo de Sylow
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(i) n, =[G : N(H)|, donde H es un p-subgrupo de Sylow cualquiera y N(H) es el mayor
subgrupo de G que contiene a H y en el cual H es normal. En particular, n, divide
al|G: HJ.

(ii) n, = 1(modp).

Demostracion: Sea X el conjunto de p-subgrupos de Sylow. Si hacemos actuar G sobre
X por conjugacién (es decir, g x H = gHg™ '), el segundo teorema de Sylow afirma que
existe una sola érbita, con lo que en este caso la férmula de la Proposicién 6.6(iii) afirma
n, = [G : Stab(H)], donde H es cualquier p-subgrupo de Sylow. Ahora bien, para esta
acciéon, Stab(H) = {g € G | gHg™! = H}. Claramente, este subgrupo contiene a H,
H < Stab(H) y cualquier otro subgrupo en el que H sea normal debe estar contenido en
Stab(H). Por tanto, Stab(H) = N(H), lo que prueba la primera parte de (i). La segunda

parte se deduce de [G : H| = % = UV|8L|I)| |1\|’1(LIP|[)| [G: N(H)|[N(H) : H].

Para demostrar (ii), restringimos ahora la accién anterior a H x X — X, donde de
nuevo H es un p-subgrupo de Sylow. Usando una vez mas la Proposicién 6.6(iii) tenemos

= [H : Stab(H1)] + ...+ [H : Stab(H,)]

donde O(H4),...,O(H,) son las 6rbitas de la accién. Como H es un p-subgrupo, cada
[H : Stab(H;)] es una potencia de p, luego sera divisible por p excepto si Stab(H;) = H.
Pero Stab(H;) = {h € H | hH;h™' = H;} = N(H;) N H, luego Stab(H;) = H si y sélo si
H C N(H;). Por tanto, en este caso tenemos que H y H; son dos p-subgrupos de Sylow de
N(H;). Como H; <« N(H;), por el Teorema 6.10(iii) sabemos que N (H;) s6lo contiene un
p-subgrupo de Sylow, luego H; = H (en cuyo caso, evidentemente, H C N(H;), es decir,
Stab(H;) = H). Esto implica que s6lo uno de los [H : Stab(H;)] es 1, mientras que el resto
es divisible por p, lo que demuestra la congruencia. U

Definicién. Se llama normalizador de un subgrupo H < G al maximo subgrupo N(H) de
G tal que H < N(H).

Ejemplo 6.12. Los teoremas de Sylow permiten clasificar, salvo isomorfismo, grupos
de orden pequeno. Por ejemplo, supongamos que queremos estudiar todos los grupos de
orden 2p, donde p es un nimero primo impar. Por el primer teorema de Sylow, un grupo
G de orden 2p posee subgrupos de orden 2y p. Por el tercer teorema de Sylow el ndmero
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Caso ny = 1: Analicemos en este caso el orden de los distintos elementos de G. Por el
teorema de Lagrange, los posibles 6rdenes de los elementos de G son 1, 2, p, 2p. Obviamente,
el inico elemento de orden uno es el neutro 1. Por otra parte, G posee un tnico elemento
de orden dos (el generador del tnico subgrupo de orden dos), mientras que tiene p — 1
elementos de orden p (los generadores del tnico subgrupo de orden p). Por tanto, el resto
de los p—1 elementos de GG deben tener orden 2p. Como p—1 > 0, G posee algin elemento
de orden 2p, que necesariamente genera todo el grupo, luego en este caso G es ciclico y
por tanto isomorfo a Zs,,.

Caso ny = p: En este caso, una cuenta andloga a la anterior nos da un elemento de orden
uno (el neutro), p elementos de orden dos (los generadores de los distintos subgrupos de
orden dos) y p — 1 de orden p (los generadores del tinico subgrupo de orden p). Sea p
uno de los generadores del inico subgrupo de orden p. Entonces el subgrupo de orden p
consiste en los elementos (distintos) 1,p,...,p"" 1. Sea o uno de los elementos de orden
dos. Es claro que los elementos o, 0p,...,cp”~! son todos distintos. Ademds, ningtin op*
puede coincidir con un p’, ya que entonces o = p’ ¢, pero p’ ¢ tiene orden 1 6 p, mientras

que o tiene orden dos. Por tanto,

G={1,p,....p° Y o,0p,...,0p"" 1}

—!. En particular, op tiene orden dos, es

-1

y los elementos de orden dos son o,0p,...,0pP
decir, opop = 1, o equivalentemente po = o~ 1p~! = opP~!. En otras palabras, G estd
generado por p y o, y a partir de las relaciones p? = 1, 02 = 1y po = op?~! podemos
construir la tabla del producto para los 2p elementos de G que hemos hallado antes. Dicha
tabla del producto coincide con la que se obtiene para el grupo diédrico D, de las isometrias
de un poligono regular de p lados (identificando p con una rotacién de 2% grados) y o con

una simetria). Por tanto, en este caso G es isomorfo al grupo diédrico D .

El ejemplo anterior plantea una cuestion natural: ;FEs posible identificar salvo isomor-
fismo un grupo a partir de generadores y relaciones sin necesidad de construir su tabla de
productos? La respuesta es afirmativa, y a ello dedicaremos el resto de la seccién. Primero
definimos la nocién de grupo con generadores sin relaciones. La idea que hay que tener en
mente es la de espacio vectorial, en que unos generadores sin relaciones forman una base.
La idea que queremos generalizar aqui es que una base estd caracterizada por el hecho
de permitir definir (de forma tnica) homomorfismos enviando los elementos de la base a
donde queramos.

Definicién. Se llama grupo libre de rango r a un grupo G generado por elementos gl, ey G

ey 1l =71
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El siguiente resultado muestra que todos los grupos libres del mismo rango son isomor-
fos (obsérvese que la demostracion es idéntica a la de la Proposicién 1.15, que caracterizaba
salvo isomorfismos el anillo de polinomios por su propiedad universal).

Proposiciéon 6.13. Sean G y G’ grupos libres de rango r con generadores respectivos
91y, 9r YV G1s- -, 9. Entonces existe un (iinico) isomorfismo de grupos ¢ : G — G’ tal

que ¢(g;) =g, parai=1,...,r.

Demostracion: Por ser G libre, existe un tinico homomorfismo de grupos ¢ : G — G’ tal
que ¢(g;) = g; parai = 1,...,r. Para ver que es isomorfismo, usamos ahora que G’ es libre,
y concluimos que existe un (dnico) homomorfismo de grupos ¢ : G’ — G tal que ¥(g.) = g;
para i = 1,...,r. Tenemos entonces que la composicién 1 o ¢ es un homomorfismo de G
a G que deja fijos g1, ..., .. Como la identidad verifica lo mismo y G es libre (tomando
ahora en la definicién G’ = G) se tiene que ¥ o ¢ = idg. Andlogamente, aplicando la
definicién de libre para G’ se tiene o1 = idgr, de donde se deduce que ¢ y 1) son inversas
la una de la otra y por tanto isomorfismos. Il

Observacion 6.14. La definicién de grupo libre se puede hacer también para grupos
abelianos. Concretamente, se llama grupo abeliano libre de rango r a un grupo abeliano
G generado por elementos g¢1,...,g, y que verifica que para todo grupo abeliano G’ y
elementos ¢/,...,g. € G’ existe un tdnico homomorfismo de grupos ¢ : G — G’ tal que
©(g9i) = g, parai = 1,...,r. De la misma forma que en la Proposicién 6.13 se demues-

tra que todos los grupos abelianos libres de rango r son isomorfos entre si. Ademas,
)

en este caso, no es dificil ver que Z x ... X Z es un grupo abeliano libre de rango r ge-

nerado por (1,0,...,0),...,(0,...,0,1). En efecto, dado cualquier otro grupo abeliano

G’ y elementos g},...,q. € G’ es facil comprobar que p(ni,...,n,) = g'1"...¢g"""" es el

T) i)
tnico homomorfismo de grupos Z x ... x Z — G’ tal que ¢(0,...,0,1,0,...,0) = g, para

1 =1,...,7. Notese que, si r > 1, ¢ es un homomorfismo gracias a que G’ es conmuta-
tivo (p((m1,...,my) + (n1,...,n)) = p(my +ny,...,mp. +n,) = g”lm—m1 ) ..g’:,nTJFnT =

/mi o _ymni 1M T /MM 71

gig g g =g g g = p(ma, . my) + p(na, . ,ny)). Por
r)
tanto, sir > 1, Z X ... X Z no es un grupo libre. En el siguiente ejemplo vemos la forma

de construir un grupo libre para cada rango r.

Ejemplo 6.15. Fijamos letras aq,...,a, y consideramos el conjunto G que consiste

1 r
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serfa aja3ay lalagag), se obtiene facilmente que G tiene estructura de grupo; el elemento

neutro es la palabra vacia y el elemento inverso de a;" ... a;**

i es ai_sns ...a; ", Es también

.. 1:1
facil comprobar que G es libre generado por ay,...,as. Al grupo asi construido se le suele

r)
denotar por Z ... * Z.

Dado entonces cualquier grupo G con generadores g1, ..., g., se tiene que existe un
r)
unico epimorfismo ¢ : Zx*...*xZ — G tal que ¢(a;) = g; para i = 1,...,r. Esto nos

permite definir de forma precisa la nocién de relacién entre los generadores:

Definicién. Se llama relacion entre los generadores g1, ...,¢g, a cualquier elemento del

nicleo del epimorfismo ¢ de arriba. Obsérvese que entonces el conjunto de relaciones es
r)
ker ¢, que es un subgrupo normal de Z * ... * Z. Si ker ¢ es el minimo subgrupo normal
T)
que contiene a un numero finito de elementos Ry,..., Rg C Z % ... * Z, diremos que G esta

definido mediante los generadores g1, ..., g, y las relaciones Ry, ..., Rs.

Veamos como funciona esta construccion retomando nuestro ejemplo del grupo dié-

drico en el segundo caso del Ejemplo 6.12.

Ejemplo 6.16. Queremos caracterizar el grupo diédrico D,, a partir de saber que esta
generado una rotaciéon p de angulo 27” y una simetria o y que se verifica p" =1, 02 =1
y po = op” 1. La forma rigurosa de hacerlo entonces es considerar Z * Z generado por
las letras a, b, tomar el minimo subgrupo normal N de Z * Z que contiene a a™, b, abab y
comprobar si Z x Z/N es isomorfo a D,,. Antes de proseguir, hagamos alguna observacion
que es util para aclarar cudl es el papel que juega el tomar “el minimo subgrupo normal”.

Noétese, que la igualdad po = op™~! da lugar, de forma estricta, a la relacién pop! "o =1 =

1, con lo que deberiamos haber tomado para generar N la palabra aba!="b~!

en lugar abab.
Lo que ocurre es que hemos usado las relaciones p” = 1 y 02 = 1 (que corresponden a
las palabras a™ y b?). Si al final ambas elecciones son equivalentes es porque existe una

igualdad
aba'~"b™ = (abab)(b~'a""b)(b™?)

1—nb—1

que muestra que aba est4 en el minimo subgrupo normal que contiene a a™, b?, abab

(y andlogamente a™, b?, abab esté en el minimo subgrupo normal que contiene a aba! ~"b~1).

Veamos en primer lugar qué aspecto tiene el grupo Z x Z/N. La clave estd en ir jugando

con las relaciones del cociente para ir reduciendo cada palabra a una forma cada vez mas

Qp‘n{‘i”ﬂ Pﬂ pf\ﬂf"?"ﬂfr\ AQY‘DYH{\Q ]f\Q Q'i(T11;OY1+DQ nNacOg (11Q97‘Dmf\0 1119 ]’NQY‘Y‘Q nara AQ'ﬂf\fQY‘
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~Usando la relacién ba = @™~ 'b podemos ir pasando todas las @ a la izquierda y todas
las b a la derecha, con lo que la palabra quedard de la forma a‘b’.

~Usando de nuevo @ = 1y b? = 1 podemos suponer que i € {0...,n—1}y j € {0,1}.
En definitiva, hemos visto que los elementos de Z % Z son 1,a,...,a" ', b,ab,...,a" b,
aunque el problema es que a priori no podemos decir si son distintos o no. De hecho, éste
es en general un problema muy dificil, y en principio podria incluso ocurrir que el minimo
subgrupo normal que contiene a a”, b?, abab fuese hasta todo el grupo libre y nuestro grupo
seria el trivial. La ventaja que tenemos en este ejemplo es que disponemos de un “modelo”,
que es el grupo diédrico, lo que nos va a permitir concluir que Z*Z/N es isomorfo a él. En
efecto, tenemos un epimorfismo Z * Z — D,, que manda a a py b a 0. Como a”, b?, abab
estan en el nicleo, que es normal, se tendra que el nicleo contiene a N, por lo que el
epimorfismo anterior factoriza por otro epimorfismo Z x Z/N — D,,. Como ya sabemos
que Z x Z/N tiene como mucho 2n elementos (que es el orden de D,,, se sigue que dicho

epimorfismo es necesariamente biyectivo, y por tanto un isomorfismo.

Ejercicio 6.17. Si p es un nuimero primo, demostrar que el grupo de Galois del cuerpo

de descomposicién de X* — p sobre Q es el grupo diédrico Dj.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



7. Resolubilidad de ecuaciones y de grupos

Como vimos en el Ejemplo 3.19, cualquier ecuaciéon de grado tres se puede resolver
mediante una férmula que involucra sélo raices (cuadradas y cibicas) sucesivas de expre-
siones en los coeficientes de la ecuacién. La ecuacién cudrtica se resuelve (ver el Ejemplo
3.26) resolviendo primero una ecuacién cubica y, a partir de sus soluciones, resolviendo
ecuaciones cuadraticas. Por tanto, las soluciones de una cudrtica tienen también el mismo
aspecto a base de raices sucesivas de expresiones en los coeficientes de la ecuacién original.
Para ser més precisos, si consideramos el polinomio X2 +pX +q € Q[X], la férmula (3.23)
indica que las raices del polinomio pueden escribir de la forma

s/—q B p

P + —
2 2 3 3/ _Tq L /2,31
3 2
donde 3, = %. Por tanto, una raiz se encuentra en el cuerpo L que se puede poner

al final de una cadena de extensiones

QCQ(VB) C (QWB))(/B) =L
g /Br

2 T2
permitir las tres raices cubicas de [, es decir, tenemos que adjuntar también una raiz

con (35 = € Q(v/f1). En realidad, si queremos obtener todas las raices, debemos
cubica primitiva de 1. De ese modo, obtendremos un cuerpo que contiene al cuerpo de
descomposicién del polinomio (recuérdese, como vimos en el Ejemplo 3.24, que el cuerpo
obtenido puede ser mayor que el de descomposicién, ya que las raices pueden ser todas

reales, y sin embargo estamos adjuntando nimeros imaginarios).

Definicién. Se llama torre radical a una cadena de cuerpos Ko C K1 C ... C K,_1 C K,
tal que para cada i =1,...,r se tiene K; = K;_1(o;), con ;" € K,;_; para algin n; € N.
Un polinomio f € K[X] se dice que es resoluble por radicales si existe una torre radical
K=KyCK;...K,_1 C K, tal que K, contiene al cuerpo de descomposiciéon de f sobre
K.

Lema 7.1. Sea K un cuerpo de caracteristica cero y sea f € K[X| un polinomio. Entonces

son equivalentes:

(1) Fl nnalinnmin f oc reanliibhle nor radicalog
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(iii) El cuerpo de descomposicién de f sobre K esta contenido en K,., donde K = Ky C

K, C ... C K,_1 C K, es una torre radical tal que K C K, es una extensiéon de
Galois y para cadai=1,...,r se tiene que K;_1 C K; una extension ciclica de grado
primo.

Demostracion: Claramente, las condiciones (i), (ii), (iii) son cada una maés fuerte que la
anterior (ver Proposicién 5.27), por lo que basta ver que de (i) podemos pasar a (ii) y de
(ii) a (iii).

(1) = (i1): Sea K =Ko C K1 C...C K,_1 C K, concada K; = K;,_1(a;) y 0" € K;_;.
Para cada «; consideremos su polinomio minimo f; € K[X] sobre K. Sea entonces L
el cuerpo de descomposicién de fi ... f, sobre K (que contendrad «g,...,a,, y por tanto
al cuerpo de descomposicién de f sobre K). La extensién K C L es de Galois (al estar
en caracteristica cero) y estard generada por los «; y sus conjugados respecto de K. Si
O1,...,0m son los elementos de Gal(L/K), se tendréd que o1 (), ...,om(a;) son las raices
de f; (de este modo, cada raiz puede aparecer repetida muchas veces, pero obviamos ese
detalle para obtener una escritura mas simple). El resultado estard demostrado si vemos
que la torre

KCLHC...CleCL21C...CLr_l’mCLHC...CLTm

es radical, donde cada L;; esta definido adjuntando al cuerpo anterior el elemento o;(c).
Fijamos pues i € {1,...,r} y j € {1,...,m}. Tenemos " € K;,_1 = K(o,...,0i_1),
luego o (o)™ estd en K(oj(a1),...,0;(c—1)), que a su vez estd contenido en L;_1 j, que
es un subcuerpo de la cadena anterior a Lj;.

(i) = (441): Supongamos ahora que tenemos una torre radical K = Ko C K;1...K,_1 C
K, tal que K C K, es una extension de Galois que contiene al cuerpo de descomposicién
de f sobre K. Sea n el minimo comun multiplo de ny,...,n, y sea w una raiz primitiva
n-ésima de la unidad. En primer lugar, cambiamos la torre de partida por la torre

KCKw)CKij(w)C...C K,(w)

que claramente sigue estando en las condiciones de (ii). Para obtener una torre que verifique
(iii) sustituiremos cada eslabén de la cadena anterior por una subcadena.

En primer lugar, tenemos que K C K(w) es una extensién abeliana (ver el Ejemplo
5.26). Si escribimos el orden de Gal(K (w)/K) como p; ...ps (con los primos py, ..., ps no
necesariamente distintos), por el teorema de estructura de los grupos abelianos finitos (ver
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de forma que cada G;_1/G; tiene orden p;, por lo que necesariamente es ciclico. Por la
correspondencia de Galois, esta cadena da lugar a una cadena

K=K.CK, ,C...CK|CK)=K(w)

de extensiones ciclicas de grado primo.

Andlogamente, para cada uno de los eslabones K; ;(w) C K;(w) descomponemos
n; = p1...ps en producto de niimeros primos y sustituimos el eslabén por

Koo () © (Kimi()(@2* %) € ... € (Kima(@))(a?) € (Kim1(w))(as) = Ki(w)

2 2

que es una cadena de extensiones ciclicas por la Proposicién 5.27, ya que K;_1(w) contiene

todas las raices n;-ésimas de la unidad. O

La version algebraica del resultado anterior viene dada por la siguiente definicién:

Definicién. Un grupo resoluble es un grupo G que verifica una de las siguientes condiciones

equivalentes:

(i) Existe una cadena de subgrupos {1} = Hy < H; < ... < H,_1 < H, = G tal que
cada H;_; es normal en H; y el cociente H;/H;_1 es un grupo abeliano.

(ii) Existe una cadena de subgrupos {1} = Hy < H; < ... < H,_1 < H, = G tal que
cada H; 1 es normal en H; y el cociente H;/H; ;1 es un grupo ciclico de orden primo.
Aunque en apariencia la condicién (ii) es més fuerte, se obtiene facilmente a partir

de la condicién (i). En efecto, si H;/H;_1 es un grupo abeliano, entonces (recordando

que los subgrupos de H;/H;_1 son de la forma H'/H; 1 con H;_; < H' < H;) se puede

encontrar (igual que hicimos en el paso (i) = (iii) de la demostracién del Lema 7.1)

una cadena {1} = H{/H,_1w < H{/H;,_1 < ... < H./H,_1 = H;/H;_; tal que cada

(Hj;/H;—1)/(Hj_y/H; 1) (que es isomorfo a H}/H}_, por el segundo teorema de isomorfia)

tenga orden primo (y por tanto sea ciclico). De este modo, sustituyendo cada eslabén

H,_1 < H; por H_; = Hy < H{ < ... < H., = H;, se obtiene una cadena que verifica la

condicién (ii).

Lema 7.2. Sea G un grupo y K < G. Entonces :

(i) Si G es resoluble, entonces K es resoluble.

(ii) Si K < G, entonces G es resoluble si y sélo si K y G/K son resolubles.
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una cadena {1} = Ko < K; < ... < K,_1 < K, = G en que cada K;_; es normal en K; y
el cociente K;/K;_1 es un grupo abeliano, ya que esta contenido en H;/H;_;. Por tanto,
K es resoluble.

Para ver (ii), supongamos primero que G sea resoluble. Por (i) sabemos ya que K es
resoluble, asi que falta sélo demostrar le resolubilidad de G/K. Como en (i), consideramos
una cadena de subgrupos {1} = Hy < H; < ... < H,_1 < H, = G tal que cada H;_1 es
normal en H; y el cociente H;/H;_1 es un grupo abeliano. De aqui, obtenemos en G/K
la cadena de subgrupos {1} = KHy/K < KH /K < ... < KH, /K < KH,/K =G/K
en que cada KH; 1/K es normal en KH;/K (por ser KH; 1 < KH;) y el cociente
(KH;/K)/(KH;—1/K) es isomorfo a KH;/KH;_1, que es un grupo abeliano por ser co-
ciente del grupo abeliano K;/K;_1; por tanto, G/K es también resoluble.

Reciprocamente, supongamos que K y G/K son grupos resolubles. Por tanto existen
cadenas
{1} =Ky<Ky1<...<9K, =K

con cada K;/K;_1 abeliano y (recordando la biyeccién entre subrupos de G/ K y subgrupos
de G que contienen a K)

{1}=Hy/K<H,/K<...<H;/K=G/K
con cada (H;/K)/(H;—1/K) abeliano, o equivalentemente
K=Hy<H{«...<H; =G
con cada H;/H;_; abeliano. Juntando ambas cadenas, obtenemos una nueva
{1} =Ky< K1 <...<4K,=K=Hy<H;<...<H; =G

que demuestra que G es resoluble. U

Teorema 7.3. Sea K un cuerpo de caracteristica cero y sea L el cuerpo de descomposicion
de un polinomio f € K[X|. Entonces f es resoluble por radicales si y sélo si Gal(L/K) es
un grupo resoluble.

Demostracion: Si f es resoluble por radicales, entonces por el Lema 7.1 se tiene que existe
una torre radical K = Ko C K; C ... C K,_1 C K, tal que K C K, es una extensién
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Como K; 1 C K; es una extensién normal (por ser ciclica, luego por definicién de Ga-
lois) por el Teorema 5.21 (tomando como extensiéon K; 1 C K, y como cuerpo inter-
medio K;) se tendrd que Gal(K,/K;) es normal en Gal(K,/K;_1) y que el cociente
Gal(K,./K;_1)/ Gal(K,/K;) es isomorfo a Gal(K;/K;_1), que es un grupo ciclico. Por
tanto, la existencia de la cadena anterior demuestra que Gal(K,./K) es un grupo resolu-
ble. De nuevo por el Teorema 5.21 se sigue que Gal(K, /L) es un subgrupo normal de
Gal(K,/K) y que el cociente Gal(K,/K)/Gal(K,/L) es isomorfo a Gal(L/K). Por el
Lema 7.2 se concluye que Gal(L/K) es resoluble.

Reciprocamente, supongamos que Gal(L/K) es resoluble. Como querremos usar la
Proposicién 5.27 vamos a adjuntar primero suficientes raices de la unidad. Concretamente,
consideramos n el producto de todos los nimeros primos distintos que dividen a m! (donde
m es el numero de raices distintas de f) y tomamos w una raiz primitiva n-ésima de la
unidad. Obsérvese que la nueva extension K C L(w) es también de Galois, ya que L(w) sera
el cuerpo de descomposicién sobre K de (X™—1)f. Como K C L es una extensiéon normal,
se tiene (por el Teorema 5.21) que Gal(L(w)/L) es un subgrupo normal de Gal(L(w)/K)
y que el cociente Gal(L(w)/K)/Gal(L(w)/L) es isomorfo a Gal(L/K), que es un grupo
resoluble. Como Gal(L(w)/L) es abeliano (ver el Ejemplo 5.26) y por tanto resoluble, se
sigue del Lema 7.2 que Gal(L(w)/K) es resoluble. Del mismo lema se sigue entonces que
Gal(L(w)/K(w)) es un grupo resoluble. Existird entonces una cadena de subgrupos

{1}=Hy<H;1<...<H,1 < H, =Gal(L(w)/K(w))

tal que cada H;_; es normal en H; y el cociente H;/H;_1 es un grupo ciclico de orden
primo. Por el Teorema 5.20, llamando K; = L(w)® —i tendremos entonces una cadena de
subcuerpos

Kw)y=KyCK;C...CK,=L(w)

donde cada Gal(L(w)/K;) < Gal(L(w)/K;—1) con Gal(L(w)/K;_1)/ Gal(L(w)/K;) ciclico
de orden primo. Usando ahora el Teorema 5.21 para la extensién K, 1 C L(w) con
cuerpo intermedio K;, cada extension K; 1 C K, es ciclica de orden primo, digamos p;.
Obsérvese que p; es un divisor del orden de Gal(L(w)/K (w)), y como L(w) es el cuerpo de
descomposicién de f sobre K (w), entonces Gal(L(w)/K (w)) tiene orden un divisor de m!
(por el Lema 5.8), luego p;|n. Por tanto, como K;_1 contiene a la raiz n-ésima primitiva
de la unidad w, contiene en particular a las raices p;-ésimas de la unidad, luego por la
Proposicién 5.27 se tendrd que existe «; € K; tal que o € K,;_;. Como consecuencia,
tenemos una torre radical K € Ky C K; C ... C K, = L(w), que demuestra que f es
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5.8, un subgrupo de Ss3 (resp. Sy) y S3 y Sy son grupos resolubles, ya que tenemos que Ag
es ciclico de orden tres y el subgrupo normal H = {id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)} < 54
con Sy/H = S3 (Observacion 6.5). Veamos ahora explicitamente cémo esto nos propor-
ciona la resolubilidad de las ecuaciones cubica y cuartica.

Ejemplo 7.4. Supongamos que tenemos una ctibica irreducible f = X3 + aX? 4+ bX +
¢ € K[X] con tres raices distintas oy, s, a3. Veamos en primer lugar que el cuerpo de
descomposicién de f sobre K es L = K(A,a1), con A = (a1 — az)(a; — az)(as — as).
Evidentemente L estd contenido en el cuerpo de descomposicion, asi que basta ver que
g, a3 € L. Observamos primero que a1 + as + a3 = —a € K C L, luego as + a3 € L. De
la misma forma, ayas +ajas+asas =b € K C L,y como ajas+ajaz = aj(ae+ag) € L
(segin acabamos de ver), se sigue que asag también estd en L. Por tanto, (a1 —asg)(ag —

az) = a2 — aj(az + az) + agas € L, de donde se sigue que ap — a3 = esta

(a1—az)(a1—as)
en L. Finalmente, escribiendo

Qo + Qg a9 — Q3

g =

2 2
Q2+ 03 Q2 — 03
BT T T

(suponemos que K no es de caracteristica dos) se concluye que as, a3 € L, lo que demuestra
L = K(A, ay). Tenemos por tanto una cadena

KCcK(A)CL=K(A o)

que, de acuerdo con la Observacién 3.15, corresponde con la restriccién a Gal(L/K) de la
cadena

{Zd} C A3z C Ss.

Como A? € K (Corolario 3.14), la extensién K C K(A) tiene grado uno o dos, y como
la extension K C K(«q) tiene grado tres (por ser f irreducible y, por tanto, el polinomio
minimo de «a; sobre K), entonces 3|[L : K|, de donde se deduce que el grado de la extensién
K(A) C L = K(A,a;) es exactamente tres (es a lo sumo tres porque el polinomio minimo
de ay sobre K (A) debe ser un divisor de f). Obtenemos asi que Gal(L/K) = Az si A € K
y Gal(L/K) = S5 si A ¢ K. La extensién K(A) C L = K(A, ;) es ciclica de grado
tres, luego si K contiene las raices cibicas de la unidad, por el Teorema 5.27 L se obtiene
adjuntando a K (A) una raiz cubica, que es exactamente lo que dice la férmula (3.23).

Ejemplo 7.5. Supongamos que tenemos ahora f = X* + aX3 +bX2%2 + cX +d € K[X]
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Si L = K(a1, a9, a3, a4), consideramos en virtud del Lema 5.8 Gal(L/K) como un sub-
grupo de Sy, y llamamos H' y H] a las respectivas intersecciones de H y Hy con Gal(L/K).
Identifiquemos primero el cuerpo L " Claramente, los elementos

B1 = (a1 + ag)(as + ay)

B2 = (o1 + asz) (o + ay)
Bz = (o + o) (a2 + as)

son invariantes por las permutaciones de H, luego estdn en L / y por tanto se tiene
K (61, 82,03) C LH' . Por otra parte, los elementos 31, 32, 33 son distintos entre si, ya que
por ejemplo B3 — G2 = (a1 —as) (a3 —ay) # 0. De aqui se concluye facilmente que cualquier
permutacién o ¢ H no deja fijos simultaneamente (31, 82, 33 sino que los permuta entre
ellos. Esto quiere decir que Gal(L/K ((1, 32,33)) C H', y por la correspondencia de Galois
LT estd contenido en K (61, B2, B3), luego ambos coinciden (ya que hemos demostrado el
otro contenido). De forma andloga se obtiene que L = K(ay + ag, a3 + ag, (2, F3).

La primera observaciéon importante es que (31, 32,33 son raices de un mismo polinomio
ctibico en K[X]. Los coeficientes de tal polinomio cibico deben ser, salvo el signo, los
polinomios simétricos elementales en 31, 32, #3 (Lema 3.9), que a su vez son polinomios
simétricos en ag, s, as, ay, por lo que el resultado seguird del Teorema 3.18. Pongamos

las cuentas explicitamente (que se obtienen como en el Ejemplo 3.17):
B1 4+ B2 + B3 = 2(anas + aras + a1ay + asas + asay + asay) = 2b
y, poniendo directamente el resultado en los otros casos:
B1Ba2 + P13 + Bafs = ac + b° — 4d

B13233 = abe — ¢ — a*d
con lo que (31, B2, B3 son las raices del polinomio
g=X?—-2bX? + (ac+ b* — 4d) X — abc + c* + a*d
que es precisamente el polinomio que aparecia en el Ejemplo 3.26, y que se llama resolvente

cubica de f. En este contexto, el isomorfismo Sy/H = S3 de la Observacion 6.5 debe

1
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Obsérvese ahora que, una vez calculadas las raices de g, la extension K([(i, 2, 03) C
K(ay + ag, a3 + ay, B2, f3) viene determinada porque de las relaciones

(051 + 042) + (063 + 064) = —Q

(041 + 062)<043 + 044) = ﬁl

se obtiene que o + a2, a3 + ay son las raices del polinomio X2 +aX — 31. Nétese que o s
L e 4 e (e

y a3y también estdn en L1, luego deberian poder ponerse en funcién de los generadores.

Esto se hace a partir de las relaciones:

b=ajas + ajas + ooy + asas + asay + azay = arog + agay + By

—C = a1 + a1 00y + aqasay + asaszay = ajas(ag + ay) + agag (g + az)

que permiten despejar ay s y aizay en funcién de b, ¢, 81, a1 +ae, az+ay (el lector avispado
habrda notado que existe un problema si a1 + as = a3 + a4; una forma de evitarlo es
reordenando los subindices, ya que no puede ocurrir que cada suma «; + a; coincida con
la suma de las otras dos raices de f, pues en tal caso todas las raices de f tendrian que ser
iguales). También ajay + asas y ajas + asay estéan en LHi, y se puede ver la expresion

explicita escribiendo ayay + asag = B2 — ajas —azay y apas + asay = 3 — a1 — a3y,

Finalmente, la extensién K (o +ag, as+ay, B2, f3) C K(a1, as, as, ay) viene determinada
porque « y ao son raices de un polinomio cuadratico moénico con coeficientes —a; — as y

a1, v una vez determinadas g, as se pueden determinar también ag, oy mediante

ag(as + aq) — (vpoy + agas)
a1 — Q9

g =

o — 042(063 + 044) — (061044 -+ 062043)
4 Q9 — (1 ’

Para ecuaciones de grado al menos cinco, la situacién es completamente diversa, ya
que vamos a ver que S,, no es resoluble, puesto que A,, no lo es. De hecho, demostraremos
algo mas fuerte, que A,, no tiene siquiera subgrupos normales no triviales.

Definicién. Un grupo simple es un grupo cuyos unicos subgrupos normales son él mismo
y el {1}.

~ o, — n~
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Teorema 7.7 (Abel). Sin > 5, el grupo alternado A,, es simple.

Demostracion: Supongamos que tenemos H <1 A,, que no es ni el trivial ni el total.
Veamos que H no puede contener ningin 3-ciclo. Para eso, usamos la igualdad, dados
i,J,k,l € {1,2,...,n} distintos,

Gil)=(GkD) G5k (G0

Como (i j)(k 1) € A,, y H es normal, dicha igualdad demuestra que, cada vez que tenemos
un 3-ciclo (i j k) en H, tenemos también el 3-ciclo (5 i I) (y su cuadrado (i j [)). Por
tanto, si tenemos un 3-ciclo en H, usando reiteradamente la observacién anterior, se llega
a que cualquier 3-ciclo esta en H. Como A, esta generado por los 3-ciclos, se concluiria

que H = A,,, contra nuestra hipdtesis.

Tomemos ahora un elemento o € H que no sea la identidad, y distingamos tres casos
segin se descomponga en producto de ciclos disjuntos:

Caso 1: Si algin ciclo de la factorizacion de o tiene longitud al menos cuatro, podemos
escribirc = (i jkl...)o1...0.. Como (i j k) € A, y H es normal, tendremos que también
(ijko(jk)y = (G kil..)or...0. estd en H. Por tanto, también estard en H la
permutacién (j k i [...)o1...000 1 = (i j 1), lo que contradice el hecho de que H no

contiene 3-ciclos.

Caso 2: Si o factoriza en 3-ciclos y transposiciones, con al menos una transposicién,
como o es par, los 3-ciclos son pares y las transposiciones son impares, habra al menos dos
transposiciones en la descomposicién. Por tanto, podremos escribir o = (i j)(k l)oy ... 0,
De la normalidad de H obtenemos ahora que (i j k)o(i j k)™t = (j k)(i l)oy...0, esté
en H, luego también estard en H la permutacién (j k)(i )y ...0.0~t = (i k)(j 1). Como
n > 5, podemos tomar m € {1,2,...,n} distinto de 4,7, k,I. Tendremos entonces que
(i km)(i@ k)G DG km)~™t = (km)(j 1) también estd en H, con lo que también estard
(i k)G 1)(km)(j 1) = (i km), lo que contradice de nuevo el hecho de que H no contiene
3-ciclos.

Caso 3: Si o factoriza en 3-ciclos, como H no contiene 3-ciclos, habra al menos dos
factores, luego podemos escribir o = (i j k)(i’ j' k')oy ...0,. La normalidad de H implica
ahora que (i 7')(5 7)o((i i")(G §)~' = (i’ j' k)(i j K')oy1...0, estd también en H. Por
tanto, también estard en H la permutacién (i’ j' k)(i j k' )oy...0n07t = (i i')(k k),
posibilidad que hemos eliminado en el caso anterior.

Por tanto, llegamos siempre a una contradiccion por lo que no existe tal H, lo que
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Demostracion: Por el Teorema 7.3, hay que ver que ni S, ni A, son resolubles. Por el
Lema 7.2 basta ver que A,, no es resoluble. Pero esto es evidente por la Observacion 7.6,
ya que A,, no tiene orden primo, mientras que, por el Teorema 7.7, es simple. Il

Veamos algin ejemplo concreto de polinomio no resoluble.

Corolario 7.9. Sea f € Q[X] un polinomio irreducible de grado primo p > 5, con p — 2
raices reales y un par de raices imaginarias conjugadas. Entonces f no es resoluble por
radicales.

Demostracion: Sea L el cuerpo de descomposicion de f sobre Q. Como L contiene a
Q[X]/(f), que tiene grado p sobre Q, se sigue que [L : Q] es divisible por p. Como
[L: Q] =|Gal(L/Q)|, por el Teorema de Cauchy (Teorema 6.8(iv)) se tiene que Gal(L/K)
posee un elemento de orden p. Viendo Gal(L/K) como un subgrupo de S, (por el Lema
5.8), y teniendo en cuenta que los tnicos elementos de S, de orden p son los p-ciclos,
se concluye que Gal(L/K) contiene un p-ciclo. Por otra parte, la restriccion a L de la
conjugacién en C define un elemento de Gal(L/Q), que visto como elemento en S, consiste
en la transposicién de las dos raices imaginarias de f. Por tanto, Gal(L/Q) contiene un p-
ciclo y una transposicién, que generan todo S, (véase el Ejercicio 1.2(iii)), luego Gal(L/Q)
es Sy, de donde se concluye por el Corolario 7.8 que f no es resoluble por radicales. O

Ejemplo 7.10. El primer caso en que se puede aplicar el corolario anterior es para
polinomios de grado cinco. En este caso, segin la Observacion 3.16, el hecho de que un
polinomio irreducible de grado cinco tenga exactamente dos raices imaginarias conjugadas
viene caracterizado por D < 0. Por el Corolario 3.14 sabemos que D = A% = R(f, f').
Por calcularlo en un caso sencillo, si f = X® 4+ aX + b, entonces D = 256a° + 31256 (en
realidad, con un poco de analisis real sobre el crecimiento y decrecimiento del polinomio es
muy facil ver que f tiene exactamente tres rafces reales si y s6lo si = 256a° + 3125b* < 0).
Si, fijado p un niimero primo, tomamos entonces f = X° — cpX + dp, con p fd (luego f
serd irreducible por el criterio de Eisenstein) y 256¢°p > 3125d* tendremos que f no es
resoluble por radicales. Por poner un ejemplo concreto, X° — 4X + 2 no es resoluble por
radicales.

Ejercicio 7.11. Demostrar que el polinomio 15X7 — 84 X% — 35X3 + 420X + 7 € Q[X]
no es resoluble por radicales.
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Ejemplo 7.12. Sea K un cuerpo y sea L = K(X1,...,X,) el cuerpo de fracciones del
anillo de polinomios con coeficientes en K en las indeterminandas Xq,...,X,. Siej,...,e,
son los polinomios simétricos elementales en Xi,..., X, tomamos K’ = K(eq,...,e,) C
L. Sea el polinomio f = X" —e; X" 1+ ...+ (=1)""te, 1 X + (—=1)"e, € K'[X]. Por
el Lema 3.9, f = (X — X1)...(X — X,,), es decir, X;,..., X, son las raices de f, lo que
demuestra que L es el cuerpo de descomposicion de f sobre K’. Ademas, la extensién K’ C
L es de Galois, por ser f separable al tener las raices distintas. Claramente, para cualquier
o € S, se tiene que la asignacién LX)\ PXoa)Xam) o un automorfismo de
n q 0(X1,... Xn) QX o) Xotn)
L que deja fijos los elementos de K', por lo que Gal(L/K') = S,,. Por tanto, sin > 5, f

no es resoluble por radicales. Esto esta diciendo que no existe una férmula usando sélo

radicales que dé las raices de f en funcion de sus coeficientes eq, ..., e,.

Otra consecuencia interesante de esta construccién es que implica que cualquier grupo
finito es grupo de Galois de alguna extensién de cuerpos. En efecto, como observamos en
el Ejemplo 6.2(i), cualquier grupo finito G es isomorfo a un subgrupo de S,,. Aplicando
la correspondencia de Galois a nuestro ejemplo, G sera entonces el grupo de Galois de L
sobre L.

Finalizamos la seccién observando que en general no es facil encontrar grupos simples.
De hecho, que un grupo sea simple es una condicion muy fuerte, ya que en particular todo
homomorfismo de un grupo simple a otro grupo es necesariamente constante o inyectivo
(ya que el niicleo es un grupo normal) . Ademas, los teoremas de Sylow obligan muchas
veces a que exista un tinico p-subgrupo de Sylow para algin p, y por tanto el grupo no es
simple. Veamos un par de ejemplos concretos de cémo se puede aplicar toda la teoria de
grupos que hemos visto. Primero recordamos la accién del Ejemplo Ejemplo 6.2(v), de la
que sacamos ya una primera conclusién (que generaliza el hecho de que los subgrupos de

indice dos son normales):

Proposicion 7.13. Sea H un subgrupo de un grupo G. Entonces:

(i) Sip: GxG/ ~H — G/ ~ H es la accién definida por g x (tH) = (gz)H, se tiene
kerp C H.

(ii) ker p = H si y sélo si H <1 G.

(iii) Si [G : H] es el menor nimero primo que divide a |G|, entonces H es normal en G.

Demostracion: Para demostrar (i), sea g € kerp, por lo que se tendrd g x (¢H) = zH

(oe Aociv (A NH — +»H) nara tada » (1 By norticnlar o tomamage » — 1 oo ohtiono
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Para demostrar (iii), escribimos p = [G : H] y n = |H|. Podemos ver entonces
la accién p como un homomorfismo de grupos p : G — S,. Por el primer teorema de
isomorffa, tendremos un monomorfismo G/kerp — S, y, por tanto [G : ker p| divide a
p!. Como kerp C H, se tendra que el orden de kerp es un divisor n’ de n, es decir,
|G : ker p] = p2;. Tenemos pues que 5 divide a (p—1)!. Como por hipdtesis ningtin factor
primo de np es menor que p, se tiene que necesariamente ; = 1, es decir, ker p = H. Por
(iii), H es normal en G. O

Ejemplo 7.14. Sea G un grupo de orden 120 y veamos que no puede ser simple. Por
el tercer tercer teorema de Sylow, el ntimero de 5-subgrupos de Sylow de G es uno o
seis. Si fuera ns = 1, entonces ya tendriamos que G tiene un grupo normal, asi que
supondremos ns; = 6 y buscaremos una contradiccion. Por el tercer teorema de Sylow
(Teorema 6.11), G tiene un subgrupo H de indice seis (el normalizador de cualquier 5-
subgrupo de Sylow). Considerando la accién p de G sobre G/H (véase el Ejemplo 6.2(v))
tendremos un homomorfismo p : G — Sg. Como ker p C H, no puede ser kerp = G, y
como G es simple y ker p < G, se sigue que ker p = {1}. Por tanto, p permite identificar
G con un subgrupo de Sg. Como Ag es normal en Sg, entonces G N Ag es normal en G,
lo que implica que G N Ag es G, es decir, G C Ag. Se tiene entonces que Ag contiene un
subgrupo de G de indice tres. Esto implica que, haciendo actuar ahora Ag sobre Ag/G,
se obtiene un homomorfismo Ag — S3 que no puede ser constante (ya que el nicleo esta
contenido en (7). Esto es absurdo, ya que por ser Ag normal, entonces la aplicacién deberia

ser inyectiva.

Proposicién 7.15. Sea G un grupo de orden p*q® con p < q primos distintos. Entonces
G no es simple.

Demostracion: Por los teoremas de Sylow, el nimero de g-subgrupos de Sylow de G es
1 o p? (no puede ser p, porque al ser p < ¢ no puede ocurrir p = 1 (mod q)). Si G es
simple, necesariamente el niimero de g-subgrupos de Sylow de G es p?. Si demostramos que
dos ¢g-subgrupos de Sylow cualesquiera tienen sélo en comun el elemento neutro habremos
terminado. En efecto, en tal caso, la union de los g-subgrupos de Sylow quitando tendra

20,2
p*(q
por tanto otros p? elementos del grupo con los que poder formar p-subgrupos de Sylow,

— 1) elementos si excluimos el neutro, y todos ellos tendran orden ¢ o ¢?>. Quedan

por lo que sélo hay un p-subgrupo de Sylow y por tanto G no es simple.

Veamos por tanto que dados H, H' dos q- subgrupos de Sylow dlstmtos se tiene

Tr ~ 717/ 4N e .l rrl
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orden pg?. Pero por el tercer teorema de Sylow, N(H N H') tendria un tinico g-subgrupo
de Sylow, lo que es absurdo, ya que contiene a H y H’. Esta contradiccién concluye la
demostracién. O

Un buen ejercicio para usar todas estas técnicas es estudiar los grupos hasta orden
200:

Ejercicio 7.16. Demostrar que si p, ¢ y r son primos distintos, cualquier grupo de orden
p*, pq, p*q 6 pgr no es simple. Concluir que no hay grupos simples de orden menor o igual
que 200, excepto para orden primo, orden 60 (en que el grupo es necesariamente As) y
orden 168 (en que se puede demostrar que el grupo es isomorfo a GLj3(Z2); se sugiere al
lector probar a demostrar la parte menos dificil, que GL3(Z3) es, en efecto, simple).

En realidad, se sabe mucho mas de lo que hemos indicado aqui. Por ejemplo, un teo-
rema de Burnside afirma que todos los grupos de orden p*q¢!, donde p, ¢ son nimeros pri-
mos, son resolubles (y por tanto no son simples, salvo que tengan orden primo). Ademads,
los grupos finitos simples estasn clasificados, y son o bien de varios familias concretas
(los grupos ciclicos de orden primo, los grupos alternados A, con m > 5, los grupos
especiales lineales o proyectivos sobre cuerpos finitos,...) o bien 26 ejemplos particu-
lares, llamados grupos esporddicos. El mayor de estos grupos esporadicos tiene orden
808.017.424.794.512.875.886.459.904.961.710.757.005.754.368.000.000.000, o factorizado en
primos 246 320 5% 76 112 133 17 19 23 31 41 47 59 71, (por lo que se le llama grupo mons-
truo). La demostracién de esta clasificacién es tan larga que no todos la dan por buena, y
de hecho actualmente se continia trabajando en una demostracién simplificada.
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8. Constructibilidad con regla y compas

Dados dos puntos O y A en el plano euclideo, nos preguntamos cuantos puntos pode-
mos ir construyendo con una regla (que permite trazar la recta L(P, Q) entre dos puntos P
y @ ya construidos) y un compas (que permite trazar la circunferencia C'(P, Q) con centro
un punto P ya construido y que pasa por otro punto ) ya construido) a partir de de cortar
rectas y circunferencias entre si. La relacién con lo que hemos visto hasta ahora es que
para hacer esas intersecciones hay que resolver ecuaciones algebraicas, y lo que queremos

ver es como de complicadas son esas ecuaciones al ir reiterando construcciones de este tipo.

Definicién. Dados puntos P, @, R, S (no necesariamente distintos), diremos que el punto
T es constructible a partir de ellos si T pertenece a una de las siguientes intersecciones:

(i) L(P,Q) N L(R,S) (si las dos rectas son distintas).

(ii) L(P,Q)NC(R,S).
(iii) C(P,Q)NC(R,S) (silas dos circunferencias son distintas).
Un punto constructible es un punto P que o bien es O, A o bien existen Py,..., P, = P
tales que cada P; es constructible a partir de un subconjunto de {O, A, P, P,,..., P;_1}.
Por extensién llamaremos recta constructible a una recta determinanda por dos puntos
constructibles y circunferencia constructible a una circunferencia de centro un punto con-

structible que pasa por otro punto constructible. Del mismo modo, un dngulo constructible

es un angulo formado por dos rectas constructibles.

Veamos los ejemplos més sencillos de constructibilidad:

Lema 8.1. Si P,() son dos puntos constructibles distintos, entonces también es con-
structible el punto simétrico de P respecto de ().

Demostracion: Basta intersecar la recta L(P, Q) con la circunferencia C'(P,Q); un punto
de interseccion es () y el otro es el simétrico de P respecto de Q). O

Lema 8.2. Si P,() son dos puntos constructibles distintos, entonces también son con-

structibles el punto medio R de ambos y la recta perpendicular a L(P,(Q) que pasa por
R.

™ ' ., T L PV =
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Lema 8.3. Si P,(Q son dos puntos constructibles distintos y R es otro punto constructible
(no necesariamente fuera de la recta L(P,())), entonces es constructible la recta perpen-
dicular a L(P, Q) que pasa por R. En particular, si R no estd en la recta L(P, Q), entonces
es constructible el punto simétrico de R respecto de la recta L(P, Q).

Demostracion: Como Py @) son distintos, R es distinto de al menos uno de ellos, supong-
amos que P. Entonces podemos construir el otro punto P’ (distinto de P) en la interseccién
de la recta L(P, Q) y la circunferencia C'(R, P). Por el Lema 8.2, como podemos construir
entonces la recta perpendicular a L(P, P') = L(P, Q) que pasa por el punto medio de P
y P’, que necesariamente pasa por R. Si R ¢ L(P, (), entonces su simétrico se contruye
a partir de la interseccion de esta recta perpendicular con la circunferencia de centro el

punto medio de P y P’ que pasa por R. O

Lema 8.4. Si P, () son dos puntos constructibles distintos y R es otro punto constructible,
entonces es constructible la recta paralela a L(P, Q) que pasa por R.

Demostracién: Por el Lema 8.3, podemos construir la recta r perpendicular a L(P,Q)
que pasa por R. De nuevo por el Lema 8.3, construimos ahora la recta r’ perpendicular
a r que pasa por R. Como 1’ y L(P, () son ambas perpendiculares a r’, se sigue que son
paralelas, luego r’ es la recta buscada. Il

Lema 8.5. Sean P, () dos puntos construibles distintos y sea R un punto construible en
una recta construible r. Entonces se pueden construir los puntos de r que distan de R lo
mismo que la distancia de P a Q).

Demostracion: Veamos en primer lugar que podemos suponer que el punto P no esta en
la recta r. Si lo estuviera, consideramos la interseccién de la circunferencia C'(Q, P) con la
perpendicular a r que pasa por (). Esta interseccién consiste necesariamente en ds puntos
constructibles, y al menos uno de ellos, llamémoslo P’, no estd en r. Como () equidista de
P y P’ basta encontrar una solucién al problema tomando P’ en vez de P.

Supuesto entonces que P no estd en r, construimos, usando el Lema 8.4, la recta
paralela a r que pasa por P (que no coincidird con r porque P ¢ r). Tomamos un punto
Q' en la interseccién de esta recta con C(P,Q), con lo que se tendrd que L(P,Q’) es la
paralela a r por P y que la distancia de P a @’ es la misma que la distancia de P a Q.
Usando de nuevo el Lema 8.4, podemos construir la intersecciéon R’ de r con la paralela a
L(P, R) que pasa por )'. Este punto verifica que dista a R la distancia de P a @ (el otro
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(@ y se levanta el compés hasta pincharlo en el punto R; sin embargo, este movimiento
de levantar el compas no estd contemplado en nuestra definicion de constructibilidad.
Del mismo modo, hay que demostrar rigurosamente que con nuestros axiomas se pueden

trasladar angulos.

Lema 8.6. Si « es un angulo constructible, entonces dada una recta r constructible y un
punto P € r constructible se puede construir una recta que pase por P y forme con r un

angulo «.

Demostracion: Como se puede construir «, esto quiere decir que se pueden construir tres
puntos P’ Q’, R’ tales que el dangulo que forman en P’ las rectas L(P’',Q’) y L(P, R’) es a.
Construimos en primer lugar un punto ) € r que diste de P exactamente la longitud de
P’" a @' (lo que se puede hacer por el Lema 8.5). En segundo lugar (y aplicando el mismo
resultado) podemos construir las circunferencias de centro P y radio la distancia de P’ a
R’ y de centro Q y radio la distancia de @’ a R’. Si R es un punto en la interseccién de
ambas circunferencias (y por tanto constructible) se sigue que las rectas r = L(P,Q) y
L(P, R) forman en P un angulo . O

Trasladamos todo lo visto hasta ahora al lenguaje de las coordenadas cartesianas en
el plano euclideo. Para ello, escogemos un sistema de coordenadas en que el punto O es
el origen (0,0), la distancia de O a A es la unidad y tomamos A como el punto (1,0). En
particular, la recta {Y = 0} es constructible. Por el Lema 8.3, también es constructible
la perpendicular a {Y = 0} desde el punto (0,0), es decir, la recta {X = 0}. La primera
observacion importante es la siguiente:

Proposicién 8.7. El punto (x,y) es constructible si y sélo si los puntos (x,0) y (0,y) son
constructibles.

Demostracion: Si (x,y) es constructible, por el Lema 8.3, son constructibles las perpen-
diculares a {Y = 0} y {X = 0} que pasan por (z,y), es decir, las rectas {X = z} e
{Y = y}. Cortando respectivamente dichas rectas con {Y = 0} y {X = 0} tenemos que
son constructibles los puntos (z,0) y (0,y).

Reciprocamente, si son constructibles los puntos (z,0) y (0,y), por el Lema 8.3 es
constructible la recta que pasa por (z,0) perpendicular a {Y = 0} y la recta que pasa por
(0,y) perpendicular a {X = 0}. Es decir, son constructibles las rectas {X =z} e {Y = y}.
Intersecando ambas rectas, se obtiene que es constructible el punto (x,y). Il
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construir los puntos de la recta {Y = 0} que estén a distancia |x| del punto (0,0), que son
precisamente los puntos (£z,0). De la misma forma, el punto (0,y) es constructible si y
sélo si se pueden construir dos puntos que estén a distancia |y|. En particular, el punto
(x,0) es constructible si y sélo si es constructible el punto (0, x). Basta por tanto estudiar
los nimeros x € R tales que (x,0) es constructible. El resultado siguiente muestra que el
conjunto de tales niimeros tiene estructura de cuerpo.

Teorema 8.9. EI conjunto K = {x € R | (z,0) es constructible} es un subcuerpo de R.

Demostracién: Basta sélo demostrar que, dados =,z € K entonces x — 2’ € K vy,
suponiendo z’ # 0, también % € K.

En primer lugar, como podemos construir la distancia |z’|, podemos construir los
puntos de la recta {Y = 0} que distan |z’| de (z,0); estos puntos son precisamente (r +

2’,0), lo que demuestra la primera parte.

En segundo lugar, construimos la recta que pasa por (0,z2') y (z,0) (de ecuacién
'’ X +2Y — xa’ = 0). El Lema 8.4 permite construir la recta paralela a la recta anterior
que pasa por (0,1) (que tiene ecuacién z’'X + xY —x = 0). Entonces (7,0) es el punto
de interseccién de esta tltima recta con {Y = 0}, luego = € K. O

Lema 8.10. Siz > 0 estd en el cuerpo K, entonces ++/x € K.

Demostracion: Usamos en primer lugar que K es un cuerpo que contiene a Q, luego

‘TTil € K. Construimos pues la circunferencia de centro (251, 0) de radio £ (de ecuacién
X?+Y?%2— (x—1)X =) y la cortamos con el eje vertical {X = 0}. Obtenemos entonces

los puntos (0, /), luego ++/x € K. O

Observacion 8.11. El lema anterior implica que la extension Q C K no es finita. En
efecto, si [K : Q] fuera un numero finito, siempre podriamos encontrar n € N tal que
2" > [K : Q)], y por el lema anterior */2 € K. Como [Q( *V/2) : Q] = 2" debe dividir a
[K : Q], se llegarfa a un absurdo. El Teorema 8.12 siguiente probara que, sin embargo, la
extension [K : Q] es algebraica.

La idea ahora es que para ir construyendo puntos hay que cortar dos rectas (que

son ecuaciones lineales), una recta y una circunferencia (que da lugar a una ecuacién de

1 1 \ 1
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Teorema 8.12. Sea « un nimero real. Entonces o € K si y sélo si existe una cadena de
cuerpos Q = Ko C K1 C ... C K, tal que a € K, y cada extensiéon K; 1 C K; tiene grado
dos. En particular, [Q(«) : Q] es una potencia de dos.

Demostracién: Supongamos en primer lugar que a € K, es decir, que (a,0) es un punto
constructible. Bastard ver que cada vez que un punto («, 3) es constructible a partir de
(a1, 01), (g, B2), (as, B3), (a4, B4), entonces «, (3 estdn en una extensién de grado a lo sumo
dos de Q(a1, (1, a2, B2, a3, B3, i, B4). Lo demostraremos segin los tres posibles casos de
constructibilidad:

—Si (o, B) € L((a1, 51), (a2, 52)) N L((as, Bs), (a4, Ba)), entonces se tiene
(B1 — Ba)a — (a1 — a2) = @z — 1532

(B3 — Ba)a — (a3 — aq) B = aufs — g fa.

Como las rectas L((aq,51), (a2, 02)) v L((as, B3), (cs, 84)) son distintas, el sistema tiene
una unica solucién a, 3, que evidentemente estd en Q(aq, f1, asg, B2, s, 33, a4, B4).

—Si (o, ) € L((a1, £1), (a2, 82)) N C((as, B3), (a4, B4)), entonces se tiene ahora
(B1 = Ba)a— (a1 — a2) = a2 — 132

(@ —as)®+ (B B3)° = (o — a3)® + (Ba — B3)°.

Como (aq,2) # (g, B2), de la primera ecuacién se puede despejar a 6 3 en funcién
(lineal) de la otra coordenada, y sustituyendo en la otra ecuacién tenemos que 5 6 « es
raiz de un polinomio cuadratico con coeficientes en Q(a, 81, ag, B2, as, B3, a4, B4). Por
tanto, a y J estan en una extension de grado al menos dos de dicho cuerpo.

—Si finalmente (o, 8) € C((aq, 1), (a2, 32)) N C((as, B3), (a4, B4)), se tiene
(@—a1)’ + (B~ ) = (a2 — a1)? + (B2 — fr)”

(@ —as)®+ (B —B3)° = (o — a3)® + (Ba — B3)°.

Restando ambas ecuaciones, dichas ecuaciones son equivalentes a

(203 — 201 + (203 — 261)8 = a3 — 20100 + B3 — 23132 — ai + 2304 — B3 + 2334

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Reciprocamente, supongamos ahora que tenemos una cadena de cuerpos Q = Ky C
K, C...C K, tal que a € K, y cada extensiéon K; 1 C K; tiene grado dos. Veamos por
induccién sobre r que (a,0) es constructible. Si r = 0, entonces («,0) tiene coordenadas
racionales, luego es constructible. Supongamos entonces r > 0, y que a € K,., donde
K,_1 C K, es una extensién de grado dos. Por tanto, existe una relaciéon de grado dos
a?+aa+b=0,conabc K,_. Esdecir, a = 5 =+ —W‘QZ_‘“’ (obsérvese que el radicando
es positivo, ya que « es real). Por hipétesis de induccién a, b € K, luego por el Lema 8.10
también +v/a2 — 4b € K, luego o € K. O

Un modo alternativo de hacer la construccién anterior es identificando un punto (x, y)

del plano con el nimero complejo = + yi. En este caso, el resultado es el siguiente

Teorema 8.13. El conjunto L = {x+yi € C | (z,y) es constructible} es el subcuerpo de
K|[i] de C. Por tanto, un nimero complejo z estd en L si y sélo si existe una cadena de
cuerpos Q = Ly C Ly C ... C L, tal que z € L, y cada extension L;_1 C L; tiene grado
dos. En particular, [Q(z) : Q| es una potencia de dos.

Demostracion: Por definicién z = x + yi € K si y sblo si el punto (z,y) es constructible,
lo que es equivalente, por la Proposicién 8.7, a que los puntos (z,0) y (0,y) sean con-
structibles. Por la Observacién 8.8, esto equivale a que z,y € K, que es lo mismo que
decir z = x + yi € KJi]. O

Ejercicio 8.14. Demostrar que las rectas del plano complejo son los subconjuntos de
ecuacién az +az +r = 0, con a« € C\ {0} y r € R, y que las circunferencias son los
subconjuntos de ecuacién zz + az +az+r =0, con o« € C, 7 € Ry |laf|> =7 > 0.
Completando C con un punto en el infinito (por ejemplo, considerando P ), demostrar que

az+b
cz+d

las transformaciones de Mébius z — (con a,b,c,d € Ry ‘ CCL Z ‘ # 0) son biyecciones

que mandan rectas y/o circunferencias a rectas y/o circunferencias. Estudiar cuéndo la

imagen de una recta es una circunferencia y viceversa. Lo mismo para transformaciones
azZ+b

del tipo z +— o td-

Veamos finalmente algunas aplicaciones usuales (alguna de ellas problemas clésicos)
del Teorema 8.12.
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construirse, por el Lema 8.5 se podria construir una circunferencia de radio uno centrada
en el vértice del angulo, es decir, se podria construir un tridngulo isésceles con dos lados
de longitud uno y angulo opuesto de 10°. Trazando la altura desde uno de los vértices
con angulo 85° (que se puede construir por el Lema 8.2), obtendriamos un segmento de
longitud sen 10°, luego sen 10° € K. Sin embargo, de la férmula cos 3o + i sen 3o = €37 =

3 a = 3sena—4sen® a. Aplicado

(cos a+isen a)? se deduce que sen 3a = 3 cos? avsen a—sen
al caso en que a = 10°, tendremos que sen 10° es raiz del polinomio 8X3 — 6X + 1. Este
polinomio es irreducible en Q[X] (ya que, aplicando la Proposicién 2.28, es inmediato ver
que no tiene raices en Q). Por tanto, la extension Q C Q(sen 20°) tiene grado tres, luego,

por el Teorema 8.12, sen 10° ¢ K.

Ejemplo 8.16. (Duplicidad del cubo) Dado la longitud de la arista de un cubo, no se
puede construir con regla y compas la longitud de la arista de un segundo cubo que tenga
como volumen el doble del volumen del primer cubo. En efecto, si se pudiera, en particular
se podria duplicar el cubo de arista uno, es decir, se podria construir la arista de un cubo
de volumen dos. Sin embargo, la longitud de tal cubo es V/2, y como [Q(V/2) : Q] = 3, se
sigue del Teorema 8.12 que /2 ¢ K.

Ejemplo 8.17. (Cuadratura del circulo) Dada una circunferencia, no se puede construir
con regla y compas un cuadrado que tenga de area la misma que el circulo abarcado por
la circunferencia. Si se pudiera, para “cuadrar” una circunferencia de radio uno se deberia
poder construir la longitud /7, y por tanto también 7. Sin embargo, puede demostrarse
que 7 no es algebraico sobre Q (este resultado, que intuitivamente puede parecer evidente,
no es tan sencillo de demostrar).

Ejemplo 8.18. (Poligonos constructibles) Estudiamos finalmente qué poligonos regulares
pueden construirse con regla y compéas. Nos centraremos sélo en el caso en que el nimero
de lados es un primo p. Si se puede construir un poligono regular de p lados, entonces se
puede construir el angulo 27” radianes, y por el Lema 8.6 podremos construir una recta que
pase por el origen y forme un angulo de 2?” con el eje horizontal. Cortando esta recta con
la circunferencia unidad e identificando el plano euclideo con C, tendremos entonces que L
contiene una raiz primitiva p-ésima de la unidad w. Como [Q(w) : Q] = p—1 (como vimos
en el Ejemplo 5.26), se tiene, por el Teorema 8.13, que si w es constructible entonces p — 1
debe ser una potencia de dos (asi que, por ejemplo, no se puede construir un heptagono
regular). En este caso, el reciproco también es cierto, ya que si p — 1 = 2F, entonces

Gal(Q(w)/Q) es un 2-grupo, y por la Proposicién 6.7 existe una cadena de subgrupos
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de Galois, como vimos en el Ejemplo 5.26), tendremos entonces una cadena de subcuerpos
Q=KyCK,C...CKp1CK=Qw)

en la que cada extension K; ;1 C K; tiene grado dos. El Teorema 8.13 implica entonces
que w es constructible. Por tanto, el poligono regular de p lados se puede construir si y
s6lo si p — 1 = 2% para algin k € N. Si fuera k = (2r + 1)s, entonces

2k‘ + 1= (28)2?"+1 + 1= (28 + 1)((28)27‘ . (28)27‘71 T 28 + 1)

luego 2% + 1 no podria ser primo. Se sigue entonces que k no puede tener factores impares,
luego debe ser una potencia de dos. En otras palabras, p = 1 + 22’ para algin t €
N. Un primo de esta forma se llama primo de Gauss. Para t = 0,1,2,3,4 obtenemos
respectivamente p = 3,5, 17,257, 65537 y no se conoce ningiin otro primo de Gauss (aunque
se sabe que primeros valores de ¢ > 5 dan nimeros que no son primos).
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9. Extensiones transcendentes

En esta seccion discutiremos brevemente las extensiones transcendentes, en contra-
posicion a las extensiones algebraicas a las que hemos dedicado tanto espacio. El modelo
que hay que tener siempre en la cabeza es el de los espacios vectoriales. Lo que queremos
es construir un analogo de las bases de un espacio vectorial. La nociéon buena de base que
queremos generalizar es la de “mayor conjunto de vectores linealmente independientes de
un espacio vectorial”. Para ello, debemos generalizar la nociéon de dependencia lineal. En
el caso de espacios vectoriales la dependencia lineal se hace con combinaciones lineales, ya
que la estructura de espacio vectorial viene dada precisamente por ellas (es decir, suma
de vectores y productos por escalares). Para el caso de extensiones de cuerpos, la nocién
andloga serd la que involucre expresiones polinomiales (ya que sas son las operaciones,
sumas y productos). Por tanto, debemos usar la definicién de dependencia algebraica que

ya vimos en la seccién 1 en el caso de anillos, y que recordamos a continuacion:

Definiciéon. Sea K C L una extension de cuerpos. Se dice que los elementos oy, ..., a, € L
son algebraicamente dependientes sobre K si existe un polinomio nonulo f € K[X1,..., X,]
tal que f(aq,...,a,) = 0. En caso contrario, se dice que a,...,q, son algebraicamente
ndependientes sobre K.

En el caso de espacios vectoriales, para ampliar un conjunto de vectores linealmente
independientes hay que anadir vectores que no dependan linealmente de los anteriores. El

resultado andlogo para extensiones de cuerpos es el siguiente:

Lema 9.1. Si K C L es una extensién de cuerpos y o, ...,a, € L son algebraicamente
independientes sobre K, entonces un elemento « € L es transcendente sobre K (aq, . . ., o)
si y solo si aq,...,q., a son algebraicamente independientes sobre K.

Demostracién: Decir que a € L no es transcendente sobre K(ajq,...,q;) es equivalente a

decir que existe una relacién
Bo+ brat ...+ frat =0

con fo,...,0q € K(aa,...,aq) y no todos nulos. Para cada i =0, ...,d se podré escribir

. gi(ay,..., o)
B; =

hi(Oél, N ,ozr)
donde g;,h; € K[X1,...,X,]. Si multiplicamos la relacién anterior por el producto
holaq,...,ap)...hglay,....a,), podemos eliminar todos los denominadores. En otras
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con g; € K[X1,...,X,] y al menos algin g;(a1,...,a.) # 0 (necesariamente i # 0).

Obsérvese que, al ser a, ..., a, € L algebraicamente independientes sobre K, la condicién
gi(a1,...,a,) # 0 es equivalente a g;(X1,...,X,) # 0. Por tanto, la relacién anterior es
equivalente a que exista un polinomio no nulo en f € K[Xj,..., X,, X] (que se podra siem-
pre escribir como f = go(X1,..., X;)+g1(X1,..., X)) X +.. . +ga(X1,..., X,)X9) tal que
flaq,...,a,,a) = 0. Como esto es equivalente a que aq, ..., ., @ no son algebraicamente
independientes, se concluye la demostracion. Il

Podemos dar ya la definicién analoga a base de un espacio vectorial como conjunto
més grande posible de elementos independientes (no valdria en nuestro caso definir base
como generadores que son independientes, ya que por ejemplo en la extensién Q C @(\/5)
cualquier elemento de @(\/5) no forma un conjunto algebraicamente independiente).

Definicién. Se llama base de transcendencia de una extension de cuerpos K C L a un
conjunto ay,...,q, € L tal que L es algebraico sobre K (aq, ..., ).

Aunque pueda darse la definicion de base de transcendencia infinita, nos vamos a
limitar s6lo al caso finito (al igual que suele hacerse en un primero curso de Algebra
Lineal). Para asegurar la existencia de bases de transcendencia en este caso necesitamos
poner una hipétesis adicional a la extensién (de la misma forma que para tener bases finitas
en espacios vectoriales se pide que stos sean finitamente generados):

Teorema 9.2. Sea K C L una extension de cuerpos finitamente generada. Entonces L

tiene una base de transcendencia sobre K.

Demostracion: Al ser K C L una extension finitamente generada podemos escribir
L = K(ag,...,a;,). Sea s el mayor numero de elementos entre aq,...,q, que son alge-
braicamente independientes sobre K. Reordenando los generadores si hiciera falta, pode-
mos suponer que g, ..., Qg son algebraicamente independientes sobre K. Entonces, para
cada 1 = s+ 1,...,r, se tendra que aq,...,qs, «; no son algebraicamente independi-
entes, luego, por el Lema 9.1, a; no sera transcendente sobre K(aq,...,as). Por tanto,
Qls+1, - - -, sON algebraicos sobre K (o, ..., as). El Lema 4.17 implica entonces que la ex-
tension K(aq,...,a5) C K(aq,...,as,Qs41,...,0,) = L es algebraica, lo que demuestra
que a1, ..., a5 es una base de transcendencia de L sobre K. O

De la misma forma que para espacios vectoriales todas las bases tienen el mismo
nimero de elementos, para bases de trascendencia ocurre lo mismo (y de hecho la de-
mostracién es calcada del caso de espacios vectoriales):
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Demostracion: Sean aq,...,a, y of,...,a. dos bases de transcendencia. La idea es ir

sustituyendo uno a uno los elementos de la primera base por elementos de la segunda.

Empezamos por el primero. Como «; es transcendente sobre K (aa,...,a,) (por el Lema
9.1) entonces la extensién K (aq, ..., «,) C L es transcendente. No puede ser que o, .. ., o,
sean algebraicos sobre K (aa,...,a,), porque entonces tendriamos que cada eslabén de

K(ag,...,ap) C K(ag,...,apal,...,;a%) CL

serfa una extensién algebraica, luego la extensién K(ao,...,q,) C L también seria al-
gebraica (por la Proposicién 4.19), lo que es absurdo. Por tanto, algin «) (supon-
dremos i = 1, reordenando) es transcendente sobre K(as,...,q,). Por el Lema 9.1,
o, asy ..., a. son algebraicamente independientes. Ademds o no puede ser transcendente
sobre K (o), as ..., ), ya que en tal caso, una vez mas por el Lema 9.1, o, 1,0 ...,
serfan algebraicamente independientes, en contra del hecho de que aj,as...,a, es una
base de transcendencia de L sobre K (y por tanto o} € L tiene que ser algebraico sobre
K(ay,as...,qa;.), contradiciendo el Lema 9.1). Por tanto, los eslabones de

K(aj,az...,a.) C K(a},a1,az...,a,) C L

son extensiones algebraicas, lo que implica que (por la Proposicién 4.19) que la extension
compuesta es algebraica. Esto demuestra que o), s ..., a, es una nueva base de transcen-
dencia de L sobre K.

Veamos que podemos ir repitiendo el proceso. Es decir, supongamos que ya sabemos
que o, ...,al, ay1 ..., es una base de transcendencia de L sobre K. y que i+ 1 < r,s.
Veamos que podemos sustituir ahora «;; repitiendo todo el procedimento anterior. De
nuevo, la extension K (o, ..., a5, aiyo ..., ap) C L es transcendente ya que o4 es trascen-
dente sobre K (o, ..., &}, ajyo...,a,). Por tanto, no todos los o, ..., o/ pueden ser alge-

braicos sobre K (af,...,a}, a;ta...,q,), porque seria algebraica la extensién composicién
/ / / /
K(ay,...,q;, 0o .. 0p) C K(jyo, ..., 0,00, ...,04) C L.

La tnica diferencia ahora con el caso i = 0 es que, como obviamente «of,...,a} son al-
gebraicos sobre K(af,...,a;, ajp2..., ), concluimos que alguno entre aj_ q,..., o} es
transcendente sobre K(o/,...,a}, aiyo...,a,). Reordenando si hiciera falta, podemos
suponer que a;_ ; es transcendente sobre K (o, ..., o}, aiq2 ..., ), luego por el Lema 9.1
se tendrd que aof,...,q], aj 1, Qiq2...,q, son algebraicamente independientes sobre K.
Ademds, a4 es algebraico sobre K (o, ..., ], a; 1,42 ..., ), Pues en caso contrario

o, ..ok ol a1, s ..., oy serfan algebraicamente independientes sobre K, en con-
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es algebraica, lo que termina de demostrar que o/, ..., o}, a; 1,42 ..., es una base de

transcendencia de L sobre K.

Evidentemente, este proceso lo pdemos llevar adelante siempre que ¢ no supere ni a
r ni a s. Queremos ver que r = s, asi que veamos que se llega a un absurdo si r < s y si
s <.

Si fuera r < s llegarfamos a que o, ..., « formaria una base de transcendencia. Por

tanto, o)., deberfa ser algebraico sobre K(af,...,q;.), lo que implicarfa, por el Lema

/
r

9.1, que af,...,qa,, o, son algebraicamente dependientes sobre K, lo que contradice
que of,...,al sea una base de transcendencia (y por tanto un conjunto algebraicamente
independiente) sobre K

Si en cambio fuera s < r, llegarfamos a que of,...,a%, asy1,...,q, es una base de

/

transcendencia de L sobre K. Pero esto es también absurdo, ya que por ser of,..., o’

una base de transcendencia de L sobre K, la extension K (o, ...,a) C L es algebraica.
Y esto implicaria que a,41 seria algebraico sobre K(af,...,a.), luego por el Lema 9.1
los elementos of,...,a, asy1 serfan algebraicamente dependientes sobre K(of,...,al),

contradiciendo el hecho de que of,..., oL, asy1,...,q, es una base de transcendencia de
L sobre K. 0

Definicién. Se llama grado de transcendencia de una extension de cuerpos K C L al car-
dinal de cualquier base de transcendencia de L sobre K, y lo denotaremos por gr.tr.(L/K)

Ejemplo 9.4. Aunque se salga del alcance de estas notas, mencionemos brevemente
una de las principales utilidades del concepto de grado de transcendencia: la nocién de
dimensién. Consideremos por ejemplo la cuddrica en C" de ecuaciéon X2 +...+X2+1 = 0.
Aunque no tenga puntos reales, intuitivamente debe tratarse de un objeto de dimensién
n — 1. Una primera observacién es que, si n > 2, el polinomio f = X7 + ...+ X2 + 1 es
irreducible (puede hacerse por induccién mediante el criterio de Eisenstein y demotrando
el caso n = 2 a mano), luego el anillo C[X1,...,X,]/(f) es un dominio de integridad,
y por tanto tiene un cuerpo de fracciones L, que serd una extensién de C. Aunque no
hagamos los detalles, no es dificil ver que, llamando «; a la clase de X; en L, los elementos
ai,...,0,—1 son algebraicamente independientes sobre C. El motivo es que, si existiera
g € C[Xy,...,X,_1] tal que g(a1,...,a,-1) = 0, entonces el polinomio g deberia ser un
multiplo de f, lo que es absurdo, ya que los multiplos no nulos de f tienen grado positivo
en la variable X,,. Por otra parte, como en L se tiene la igualdad a2 + ...+ a2 +1 =0,
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El motivo intuitivo por el que sale la dimension es que el grado de transcendencia mide “el
numero de variable libres”, que seria como decir el niimero de parametros independientes.
De hecho, la definicién de dimensién de esta forma se puede hacer general. Consideremos
en C™ el conjunto X definido como puntos que se anulan para un nimero finito de poli-
nomios fi, ..., fm y supongamos que el ideal I generado por ellos sea primo (esto tiene una
interpretacién precisa que no vamos a detallar: que I sea primo significa que el conjunto
X no se pueda escribir como unién finita de otros conjuntos también definidos por poli-
nomios). Entonces, como antes, el cociente C[ X7, ..., X,]/I es un dominio de integridad,
y su cuerpo de fracciones L es una extension de C. Entonces la dimensiéon de X es, por
definicion, el grado de transcendencia de L sobre C. Notese que es fundamental usar C
(o bien otro cuerpo algebraicamente cerrado) ya que, si por ejemplo en el ejemplo de la
cuadrica ponemos R, nos encontrariamos con el conjunto vacio, mientras que el grado de

transcendencia sigue siendo n — 1.

Terminamos con el resultado fundamental sobre grados de transcendencia. Con la
interpretacién de dimension anterior, el resultado puede llegar a traducirse en que la di-
mensién de un producto de dos conjuntos de dimensiones 7 y s tiene dimension r + s (més
en general, se puede interpretar como que si tenemos una aplicacion polinomial suprayec-
tiva X — Y entre dos conjuntos polinomiales de dimensiones respectivas r y s, entonces
la preimagen de un punto “suficientemente general” de Y tiene dimensién r — s).

Teorema 9.5. Si K C K' C L es una cadena de cuerpos, entonces

gr.tr.(L/K) =gr.tr.(L/K")+gr.tr.(K'/K).
Demostracidn: Sea aq,...,q, una base de transcendencia de K’ sobre Ky (31,...,[3s una
base de transcendencia de L sobre K'. Como ningin 3; puede estar en K’ (puesto que en tal
caso [3; seria obviamente algebraico sobre K'), entonces el conjunto {aq,...,a., B1,...,08s}

tiene r + s elementos. Por tanto, el teorema estara demostrado si vemos que tal conjunto
es una base de transcendencia de L sobre K.

En primer lugar, la extensiéon K(aq,...,q, 51,...,0s) C L es algebraica porque se
puede descomponer como K(aq,...,ap,01,...,0s) C K'(61,...,8s) y K'(61,...,8s) C
L, y ambos eslabones son extensiones algebraicas (la primera extensién lo es por serlo
K(aq,...,ap) C K').

Veamos entonces que aq, ..., q,., (31,..., s son algebraicamente independientes sobre
K. Para ello vamos a ir anadiendo uno a uno los elementos de (31,...,08s a a1,..., Q.
Clama R+ e tranecendente cobre K 1o ec tamhidn eobre K(n. a ) lheonel Tema 91
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sobre K', el Lema 9.1 implica que ;11 es transcendente sobre K'(31, ..., 3;), luego también

es transcendente sobre K (a1, ..., a;, 1,...,0;). Aplicando de nuevo el Lema 9.1 llegamos
aque ay, ..., B1,...,0,Bi+1 son algebraicamente independientes sobre K.

Por tanto, repitiendo este proceso s veces llegamos a que aq,...,qa,, (1,...,3s son
algebraicamente independientes sobre K. U
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