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Hoja 4: Limites y continuidad de funciones

1.- Utilizando la formulacién en términos de € y § demostrar:

3
(a) Tim —— — 1 (b) 1im =2 — 1 (¢) lim — =0, (d) limx sené = 0.

m =, im ,
z—=1x+ 1 2 z—=13+x 2 x—0 |$| x—0

2.- Discutir la existencia de los limites siguientes y calcular su valor si es posible:

a3 48 V1t z—V1—=x .22 (3+senx)
(a) lim — (b) lim (¢) lim ———*
z——2 12 —4 z—0 T -0 (x4 senx)?
V1 — 1 2—x—+/ 4
(d) lim Y217 (¢) lim YE—2H1 () lim V2oV
T—00 T x~>oo\/§—|—x—]_ rz——1 $2+4,’E+3
. 27437 . x o e |1
(&) Jim, = W0 7 0 T
1 1 1
1 i _ { Sen2 xT i -
() xhj& VT sen . (k) il_}mo(cos x) ) ill% cos —

Indicacion: En el caso (k), puede ser 1til recordar que cosz = +/1 — sen? x.

en xr

s
3.- (*) Demostrar que 71}2% = 1. Utilizar esta propiedad para calcular

t 21 t
(a) lim an (b) Tim sen(x ) (c) 1im sen(tan x)
x—0 x r—1 r—1 x—0 €T

4.- En las siguientes expresiones, aparece la funcién parte entera, denotada por [z], y que representa
al mayor nimero entero que es menor o igual que x. Discutir la existencia de los limites siguientes
y calcular su valor si es posible:

, T |3 , 3
(2) .ilino4{x] (b) WM
[2]

. 1 .
© tin () @ 1?(

3 [«]
+ 2% — 1)
5.- Encontrar las constantes a y b para las cuales

lim (Va24+2+1—ax—0)=1.

Tr—r00

x2—3x+2
24+ —2

6.- Estudiar si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas:
(a) Si existen los lfmites lim f(z) y lim (f(z) 4+ g(x)), entonces existe el limite lim g(x).
Tr—ra r—a r—a

(b) Si no existen los limites lim f(x) y lim g(z), entonces no existe el limite lim (f(z) + g(x)).
T—a T—a T—a
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7.- Sea f(x) tal que lim f(xz) = 0, y sea g(z) tal que |g(x)] < K para todo xz. Demostrar que
r—ra

lim f(x)g(z) = 0. Estudiar si se puede debilitar de alguna manera la hipétesis sobre g.
r—a

8.- Dibujar la grifica y estudiar la continuidad de las siguientes funciones donde [z] denota la parte
entera de x, es decir, el mayor entero menor o igual que z:

—_

@ f@) =l +Va—F] () f(;v)_[l] © )= 1

9.- Estudiar los puntos de discontinuidad y establecer en su caso el tipo de la misma para las
siguientes funciones:

3 b
fl(x):fcz—i’ f2($):x_b, fa(z) == [i} fa(z) = [senz].
 2? si z€la—1,a), | —|senz|—4 si z<m,
f5(z){:z:+a si x€la,a+1]. f6(z){ |cosz| — 5 si x>

10.- Se consideran las funciones f(z) = 22, g(x) = €%, h(z) = cosx.
a) Escribir la expresion analitica de las funciones fog, foh+hog, fogoh.
b) Escribir en términos de operaciones con las funciones f, g, h, las expresiones siguientes: y =

S . .2 .
ey = cos(e” + %), y = 7.
11.- (*) Estudiar si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas:

(a) Siuna funcién de R en R alcanza un méximo y un minimo en todo intervalo cerrado entonces
es continua.

(b) Si una funcién f de R en R toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b) en todo
intervalo [a, b] entonces es continua.

(c) Si f es una funcién de R en R continua en 0 y tal que f(x + y) = f(x) + f(y), entonces f es
continua en R.

12.- Dar un ejemplo de funcién definida sobre todos los reales que sélo sea continua en los puntos
Oy 1.

13.- Supéngase que f y ¢ son funciones continuas en [a,b] y que f(a) < g(a), pero f(b) > g(b).
Demostrar que f(z) = g(x) para algin = en (a,b).

14.- (*)Supdngase que f es una funcién continua en [0,1] y que f(z) estd en [0,1] para todo x.
Demostrar que f(z) = z para algun z en [0, 1].

15.- Demostrar que las siguientes ecuaciones tienen solucién:

; 213

(a) x—senz—5=0, (0)(x) = —l—m:lZ, (c)(x) zzx—[x].
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