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1. INTRODUCCION

La utilidad de los modelos de deccion discreta frente a la econometria tradiciond radica
en que los primeros permiten la modelizacion de varidbles cuditetivas, a través del uso
de técnicas propias de las variables discretas. Se dice que una variable es discreta
cuando estd formada por un nimero finito de dternativas que miden cudidades. Esta
caracterigtica exige la codificacion como paso previo a la modelizacion, proceso por €
cud las dterndtivas de las variables se trandforman en cddigos o vaores cuanticos,
susceptibles de ser modelizados utilizando técnicas econométricas.

La moddizacion de este tipo de variables se conoce genéricamente con € nombre de
modelos de deccion discreta, dentro de la cud existe una amplia tipologia de modelos.
En concreto, segin € nimero de dterndtivas incluidas en la varidble endogena, se
disinguen los moddos de respuesta dicotomica frente a los denominados modelos de
respuesta 0 eeccion miitiple. Segdn la funcion utilizada para la etimacion de la
probabilidad exise € modedo de probabilidad linea truncedo, d moddo Logit y €
modelo Probit. Segin que las dternativas de la varidble endogena sean excluyentes o
incorporen informacion ordind se digtingue entre los modelos con datos no ordenados y
los modelos con datos ordenados. Dentro de los primeros, segin que los regresores
hagan referencia a aspectos especificos de la muestra o de las dternativas entre las que
se hade degir, se digingue entre los mode os multinomides y los condicionaes.

Teniendo en cuenta todos los dementos que influyen en @ proceso de especificacion de
los modelos de eeccidon discreta, se puede establecer una cladficacion generd de los

mMiSMos, que queda recogida en lae sguiente cuadro.

Clasificacion delos modelos de eleccion discreta

El regresor serefierea:

N° de alternativas al tgﬂztcij\?as Tipodefuncion | Caracteristicas Atributos
(delosindividuos) | (delasalternativas)
M odelos de respuesta Lineal Modelo de Probabilidad Lineal Truncado
dicotémica Complementarias Logistica Modelo Logit

(2alternativas) Normal tipificada Modelo Probit

Logit Multinomia |Logit Codicional
Logistica - Logit Anidado - Logit Anidado
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2. INTERPRETACION ESTRUCTURAL DE LOS MODELOS DE ELECCION
DISCRETA

En la literatura existen dos enfoques para la interpretacion estructurd de los modelos de
eleccion discreta. El primero hace referencia a la moddizacion de una variable latente a
través de una funcion indice, que trata de moddizar una variable inobservable o
latente. El segundo de los enfoques permite interpretar los modelos de eeccion discreta
bgo la teoria de la utilidad destoria, de td manera que la dternativa sdeccionada en
cada caso sera aquella que maximice la utilidad esperada.

Para entender ambos enfoques, € razonamiento empleado se aplicara d caso sencillo
de la modelizacion de una variable dicotdmica, Sendo la aplicacion generdlizada d caso
de los modelos de respuesta mditiple inmediata. Bgjo € primero de los enfoques se trata
de moddizar una varidble indice, inobservable o latente no limitada en su rango de

vaiacion, 1. Cuando la vaiable latente supera un determinado nivel, la varidble

discreta toma € vaor 1, y 9 no lo supera toma € vaor 0. La variable latente depende de
un conjunto de variables explicaivas® que generan las dternativas que se dan en la
redidad y que permiten expresar € modelo dicotdémico como:

1 d§1,>0 loqueocurrecuando X,b +e, >0

0 s I <0 loqueocurrecuando X.b +e, <0

donde & supuesto sobre la digtribucion de e, determina € tipo de modelo a etimar: §

s spone una funcidn de didribucion uniforme, s utiliza d Moddo Lined de
Probabilidad truncado; 9 se distribuye como una norma con media cero y varianza uno,
el modelo generado sera un Probit; mientras que 9 se supone que se digtribuye como
una curva logidica, se trataria de un modelo Logit. La hipdtess de que € umbra a
uperar por la variable latente sea cero se puede modificar por cualquier otro vaor
sugiriéndose, en determinados estudios, que € vaor critico sea @ definido por d
término congtante.

Bgjo este enfoque & modelo probabilistico quedaria definido por
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Con @ modelo asi definido, la varigble endogena de modelo dicotomico representa la
probabilidad de ocurrencia de fendmeno andizado, sendo la probabilidad de que
ocurralaopcion 1 més elevada cuando mayor sea el vaor del;” .

El segundo de los enfoques para la interpretacion de los modelos de respuesta
dicotdmica es € que hace referencia a la moddizacion a través de la formulacion de una
utilidad deatoria Bgo este enfoque un individuo debe adoptar una decisén que le
permita eegir entre dos dternativas excluyentes, la 1 o la O, lo que hard maximizando la
utilidad esperada que le proporciona cada una de las dternativas posibles sobre las que
tiene que decidir. Es decir, @ individuo i-ésmo eegird una de las dos dternativas
dependiendo de que la utilidad que le proporciona dicha decisién sea superior a la que le
proporciona su complementaria.

La formulacion dd modelo bgo esta teoria parte dd supuesto de que la utilidad
derivada de una deccion, Ujp 0 Uiz, es funcidn de las variables explicativas de dicha
decison, que son las caracterigticas propias de cada una de las dternativas de eleccion y
las caracteridticas personales propias del individuo, de manera que suponiendo
linedlided en las funciones, setiene

Ui, =a, + Xjb +e
(2

U,=a,+X;b+e,

donde los e; recogen las desviaciones que los agentes tienen respecto a lo que seria e

comportamiento dd agente medio y que se debe a factores aeatorios. El agente i degird
la opcion 1 9 la utilidad de esa decison supera la de la opcion 0 y viceversa, de manera
que,

v 1 9 Uii>Ujp
" | 0§ Unp<Up

Y & modelo dicotdmico quedaria definido por,

Prob(Y, =1) = Prob(U,, >U,s) = ProbU,, - U, > 0) = F(X,b) 3

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cﬂﬂ& ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

. ., 4 . .
www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Ambos enfoques, d de la funcion indice y @ de la formulacion de una utilidad destoria,
justifican en términos estructurales la existencia de los modelos probabilisticos bgjo dos
teorias econdmicas dternativas, aunque en ambos casos, la expresion find que define la
formulacion dd modelo eslamisma

3. MODELO LINEAL DE PROBABILIDAD (MLP)
Especificacion e interpretacion del MLP

La primera tentativa tedrica desarrollada para edtudiar modelos con varigbles
dicotomicas se planted como una mera extensdn del Modelo Lined Genera que viene
expresado por:

Y, =a+b, X, +e 4

donde:
__ | 19 ocurre una dternativa
' | 0 en caso contrario
Xi= Vaiablesexplicativas
€ = Vaiabledestoriaque sedidribuyenorma N (0,5 2)

La digtribucidon de la muestra en este tipo de modelos se caracteriza por configurar una
nube de puntos de td manera que las observaciones muestrales se dividen en dos
subgrupos. Uno de dlos estd formado por las observaciones en las que ocurrio €

acontecimiento objeto de estudio (Y, =1), y € otro, por los puntos muestrales en los

que no ocurrio (Y, =0).

Una representacion gréfica de la nube de Nube de puntosen un
puntos para € caso de una sola variable modelo de respuesta dicotomica
explicativa es la que aparece en € gréfico,

en d que la vaidde explicaiva se 15

representa en e ge de abscisas y la
variable endogena en € ge de ordenadas. .

1.0 -
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El Moddo Lined de Probabilidad, ecuacion (4), se puede interpretar en términos
probabiligticos, en @ sentido de que un vaor concreto de la recta de regreson mide la

probabilidad de que ocurra € acontecimiento objeto de estudio. Es decir, Y = puede

i
considerar como la estimacion de la probabilidad de que ocurra € acontecimiento objeto
de edudio (Y,=1) dguiendo d dguiente criterio. vaores préximos a cero s
corresponden con una bga probabilidad de ocurrencia del acontecimiento andizado
(menor cuanto Més proximos a cero); mientras que a vaores proximos a uno e les
asigna una probabilidad elevada de ocurrencia (mayor cuanto mas proximaos a uno).

La interpretacion de los coeficientes estimados en los Modelos Linedes de Probabilidad
(MLP) es la misma que la dd Moddo Lined Generd, recogiendo d vaor dd pardmetro
e efecto de una variacion unitaria en cada una de las variables explicativas sobre la
probabilidad de ocurrencia del acontecimiento objeto de estudio. Asi, S se produce un
incremento de una unidad en la varidble explicativa X, ese aumento provocaria una

variacionigud a b, enlaprobabilidad f,(2).

Limitaciones dela estimacién por MCO

La edtimacion dd modelo anterior por Minimos Cuadrados Ordinarios plantea una serie
de limitaciones que se pasan a comentar a continuacion:

1. B vdor edimado puede estar fuera dd rango (0 - 1). La estimacion del Moddo
Lined de Probabilidad a través de MCO no garantiza que los vaores estimados de Y,

etén entre O y 1, lo cud carece de lGgica d interpretarse € vaor estimado como una
probabilidad. Este problema se soluciona truncando € rango de variacion dd vaor
edimado, dando lugar d modelo conocido con & nombre de Modelo Probabilistico
Lineal Truncado, y que, para una Unica variable explicativa, se expresa de laforma

1 a+bX,31
Y, a+b,.X, O<a+b X, <1
0 a+b X, £0

QAGn amhann d <o rogrinnen lnoe vaaoree de V. a 0 v 1 Ine vaaoree da t&mino
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- Para X, 3 (1- a)/b : Témino independienteigua a1y pendienteigud aO.

Edo haa que 9 = incluyen en la edimacion puntos en los que X, £-a/b 0

X, 3 (1- a)/b losestimadores serén sesgados e inconsistentes.

2. La perturbacion destoria puede no seguir una digribucion Normal: Dados los valores
que toma la perturbacion destoria no se puede asegurar que ésta se distribuya como una
norma, d tratarse de una digribucion binaria o dicotbmica S bien d incumplimiento
de la hipdtess de normdidad no invdida la egtimacion por MCO, ya que los
edimadores asi estimados sguen sendo ELIO, sn embargo, la ausencia de normdidad
imposhilita € uso de los estadisticos habituaes utilizados para redizar € contraste de
hipétesis tdes como la t-Student, la FSnedecor, etc, d basarse dichos contrastes en la
hipétesis de normaidad de la perturbacidn destoria

3. Problemas de heterocedasticidad: Aun en @ caso de que se cumpliesen las hipdtesis
de media y correlacion nula en la perturbacion dedtoria (E(e;)) =0y E(ee;) =0 para

todo i! j) no se cumple la hipotess de varianza condtante, es decir, la perturbacion

deatoria no es homocedéstica Para comprobarlo se cdcula la vaianza de la
perturbacion destoria através de su definicion:

Var(e;) = E(e, - E(ei))2 = E(ei)2 =(1-a- bkxki)2 f+(a- bxki)z(l- fi (D) =

@- fOPfO+(f02a- f0)=0- f0)f0L- f0+f)=0- o)
)

La varianza de la perturbacion degatoria es una funcion de la probabilidad f,(2), la cud
es a su vez funcion de cada una de las observaciones de las variables explicativas X, .

La perturbacion destoria es, por tanto, heterocedadtica y la estimacion de modelo
mediante é méodo de MCO obtiene unos estimadores de los coeficientes de regresion
con varianza no minima, es decir, no eficientes.

Este problema podria solucionarse estimando € modelo a través de Minimos Cuadrados
Gengrdizados (MCG). A edte tipo de modedos se les denomina Modeos Linedes
Probabilisticos Ponderados. La estimacion a través de MCG requiere la redizacion de
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Var(e)=(1- f,()f,()=Y,@- ¥)=s? (6)

- S los vaores estimados de Y, son mayores que la unidad o menores que cero,

deben sudtituirse por la unidad (en € primer caso) o por cero (en € segundo). En
ambos casos € vaor resultante del cdculo de la varianza de e sera cero, lo que
generaria problemas d utilizar la Var(e;) como ponderador. Ante esta Stuacion se
puede optar por diminar las observaciones que generan estos vaores, incurriendo
en pédida de informacion. Es por élo que la opcion preferida es sudituir los
vaores mayores o igudes a la unidad por 0,999, y los vaores menores o iguaes a
cero por 0,001.

- Se pondera € moddo (4) dividiendo ambos miembros de la ecuacion por la

desviacion tipica estimada /s’ =w/\?i(1- Y), con d fin de trandformar & moddo
en homocedastico.

Y _, 1 Xy Xy 1

La egtimacion por MCO de modeo transformado es equivdente a aplicae MCG en ©
modelo (4) y en ambos casos se obtienen estimaciones eficientes de los coeficientes de
regresion.

Sin embargo, uno de los problemas que presenta la estimacion por MCG es la perdida
dd término independiente en € moddo. La omison dd término independiente puede
provocar que la suma de los resduos sea diginta de cero lo que puede tener
consecuencias sobre € coeficiente de determinacion (puede ser negdtivo), la funcion de
verosmilitud estimada a partir de los resduos y los estadisticos que se obtienen a partir
dedla

4. El codficiente de determinacion R® esta subestimado. La suma de los cuadrados de
los residuos (é e,z) es mas grande de lo habitual debido a la forma especifica en que s

digribuye la nube de puntos de una variable dicotomica Dado que € cdculo dd
coeficiente de determinacio? se ve afectado por & €, d R? cdculado en la
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4. MODELOSDE PROBABILIDAD NO LINEAL

La edimacion e interpretacion de los moddos probabiligticos linedes plantea una serie
de problemas que han llevado a la blusqueda de otros modelos dternativos que permitan
edimaciones mas fiables de las variables dicotomicas. Para evitar que la variable
enddgena estimada pueda encontrarse fuera del rango (0, 1), las dternativas disponibles
son utilizar modelos de probabilidad no linedes, donde la funcion de especificacion
utilizada garantice un resultado en la edimacion comprendido en & rango 0-1. Las
funciones de didribucion cumplen este requisito, ya que son funciones continuas que
toman valores comprendidosentre Oy 1.

Especificaciéon de los modelos de eleccidn discreta (L ogit y Probit)

Dado que d uso de una funcién de digtribucion garantiza que @ resultado de la
esdimacion eté acotado entre 0 y 1, en principio las poshles dternativas son varias,
sendo las mas habitudes la funcién de didribucidon logigica, que ha dado lugar a
modelo Logit, y la funcion de digribucion de la normd tipificada, que ha dado lugar d
modelo Probit. Tanto los modeos Logit como los Probit relacionan, por tanto, la
varigble endogena Y, con las variables explicatives Xy a través de una funcion de
digtribucion.

En d caso dd moddo Logit, la funcion utilizada es la logidica, por lo que la
especificacion de ete tipo de model os queda como sigue

1 ea +by Xy
Y =F— te = +e¢e (8)

! -a- by Xy P 1+¢€° +b Xy !

En € caso dd modelo Probit la funcion de digtribucion utilizada es la de la normd
tipificada, con lo que d model o queda especificado através de la Sguiente expresion,

a+bX; 1 &
Yi = Q£ We 2ds +ei (9)

donde la vaiable s es una varigble “muda’ de integracion con media cero y varianza
uno.
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diferencias operativas, debidas a la complgidad que presenta d cdculo de la funcion de
digtribucion normd frente a la logidica, ya que la primera solo puede cacularse en
forma de integrd. La menor complgidad de mango que caracteriza d modelo Logit es
lo que ha potenciado su gplicacion en lamayoria de los estudios empiricos.

Al igud que en  Moddo Linea de Probabilidad, e Modeo Logit (8) se puede
interpretar en términos probabilisticos, es decir, srve para medir la probabilidad de que
ocurra € acontecimiento objeto de estudio (Yi=1). En cuanto a la interpretacion de los
parametros estimados en un noddo Logit, @ signo de los mismos indica la direccion en
que s mueve la probabilidad cuando aumenta la variable explicativa correspondiente,
sin embargo, la cuantia dd par&metro no coincide con la magnitud de la variacion en la
probabilidad (como s ocurria en d MLP). En € caso de los modeos Logit, d suponer
una relacion no lined entre las variables explicativas y la probabilidad de ocurrencia del
acontecimiento, cuando aumenta en una unidad la varigble explicativa los incrementos
en la probabilidad no son dempre igudes ya que dependen del nivel origind de la
misma

Una interpretacion més sencilla dd parametro estimado es la que se obtiene a través de
la linedizacion dd modelo . Para €elo, patiendo de la ecuacion generd del Moddo
Logit (8) y definido M; como la probabilidad del estado o ladternativa 1, setiene

a+hy Xy
E(Y,) = Prob(Y, :1)=Mi:1faw (10)
e k ki
de donde:
M. + M.ea+ka;<i — ea+kaki
M. = (1- M, )t (1)
Mi — 2 *b Xy
(1' Mi)

Al cociente entre la probabilidad de que ocurra un hecho, o de que se dija la opcidn 1,
frente a la probabilidad de que no suceda € fendmeno, o de que s dija la opcion O, se
la denomina como la ratio odds. Su interpretacion es la “ventgd o preferencia de la
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El ratio odds®, ta y como esta construido (cociente entre probabilidades), sempre sera
mayor o igud que 0. El campo de variacion del ratio va desde O hasta +¥ , y su
interpretacion se rediza en funcién de que @ vdor sea igud, menor o0 superior a la
unidad: 9 toma d vdor 1 sgnifica que la probabilidad de que ocurra la dternativa 1 es
la misma que la de que no ocurra; S d ratio es menor que 1 indica que la ocurrencia de
la dternativa 1 tiene menor probabilidad que la ocurrencia de la dternativa O; mientras
que s esmayor que la unidad laopcion 1 es més probable que la 0.

El interés de esta medida adquiere sentido cuando se comparan las ventgas para
digtintos valores de la variable explicativa, caculandose d cociente entre odds. Adi, s
se compara la situacion de la observacion ‘17 con la de la observacion §” (que suele ser
la de referencia), @ cociente entre odds mide cuanto es més probable que se de la

dternativalen“i” queen*j”.
Mi
. 1- M. ea+bkxki .
Couenteentreodds:( ) = = P X))
Mj ea +by Xy
(1' M j)

S d vaor obtenido es mayor a la unidad, la probabilidad de ocurra la dternativa 1 en la
observacion ‘i’ es mayor que en la observacion §”, mientras que S d vaor obtenido es
inferior a uno, la probabilidad de ocurrencia de la dternativa 1 es superior en la
observacion “j” que en la “i”. S € vaor obtenido es igud a la unidad Sgnifica que las
probabilidades en ambas observaciones son iguaes.

El cdculo dd cociente entre odds facilita la interpretacion de los parametros estimados
cuando se gplica a caso concreto de cacular la variacion en la preferencia o ventga de
un individuo “i” cuando incrementa en una unidad una de las variables explicaivas,
frente a la ventga o preferencia ded mismo individuo “i” cuando se encuentra en la
Situacion de referencia, obteniéndose para este caso concreto

* Tomando logaritmos neperianos del ratio odds se linealiza la ecuacién del modelo Logit, respetando el
objetivo de que los valores estimados caigan dentro del rango (0-1), obteniéndose la expresion:

o N A
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M,

. 1- M, e X)X,
CocienteentreOdds = ( ) - = @ Xu*Xu) - by
M. ea+ kX

(- ™))

De donde € parémetro e es un factor de cambio en € cociente entre odds cuando €
vaor de la variable Xi aumenta en una unidad y € resto de varigbles explicativas se
mantienen constantes. Es decir, € pardmetro b, se interpreta como € nimero de veces

gue incrementa @ logaritmo de la ventga o preferencia de la opcion 1 frente a la O
cuando incrementa en una unided X, . En muchas ocasones lo que s andiza es €

vaor dd antilogaritmo del parametro de td manera que se evale de una forma més
directa su efecto sobre |a probabilidad.

Estimacion delos pardmetros en los modelos L ogit

Antes de abordar € método de estimacion en los moddos Logit, es preciso distinguir la
exigencia de dos casos diferenciados que implican la utilizacion de méodos de
edimacion digintoss los modeos Logit con observaciones repetides 'y con
observaciones no repetidas.

Paa d caso sencillo de una Unica varidble explicativa, nos encontramos en una
Stuacion con observaciones repetidas cuando la variable X es discreta y presenta un
nimero reducido de dternativas o intervaos ), de manera que para cada aternativa de
la varidble X tendremos n; observaciones de Y, pudiéndose cacular las proporciones o
probabilidades muestrdes. En este caso la matriz de n datos muestrades quedara
reducida a F observaciones sdendo los vaores que tome la variable endégena (P)) las
proporciones muestrales cal culadas através de la expresion

V)
I
Qo

o

(12)

] |_-.<

La generdizacion dd modelo a k variables explicativas implica la exigencia de
observamones repetldas de Y para cada comblnaclon de las k vanabl& expllcatlvas
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Por lo tanto, ante la presencia de observaciones repetidas, se podria aplicar d método de
Minimos Cuadrados Ordinarios. Sin embargo, la existencia de heterocedagticidad en €
modelo obliga a etimar por Minimos Cuadrados Generdizados, para garantizar €
cumplimiento de las propiedades de los parametros estimados, utilizandose la inversa de
lavarianza de | os errores como ponderacion del modelo.

Sin embargo, 10 més habitud es no poder cdcular las probabilidades muestrdes, bien
porque las vaiables explicativas incluidas en  modelo son continuas, 0 bien porque
ain dendo édas distretas, la combinacion de las mismas impide la obtencion de
observaciones repetidas de la variable enddgena para cada uno de los intervalos F. En
eda dtuacion, la matriz de datos muestrdes estard formada por n observaciones
pudiendo ser € vdor de la variable enddgena para cada una de élas 1 6 0. La naturdeza
dicotomica de la variable dependiente en este tipo de modelos impide la utilizacion de
los méodos tradicionadles en la estimacion de los pardmetros, a no poderse cacular la
inversa de la varianza utilizada como ponderacion dd modeo. Para la estimacion de los
pardmetros se utiliza d méodo de Maxima Verogmilitud.

A continuacion se describen ambos métodos de edtimacion (maxima verosmilitud 'y
minimos cuadrados generdizados) comenzando por € caso més habitud de ausencia de

observaciones repetidas.

A. Estimacion con observaciones no repetidas: Método de Maxima-Verosimilitud

Dada una variable destoria, caracterizada por unos parametros, y dada una muestra
poblacional, se consderan estimadores Maximo-Verosimiles de los parametros de una
poblacion determinada, aquellos vaores de los parametros que generarian con mayor
probabilidad la muestra observada. Es decir, los estimadores Méximo-Verosimiles son
aqudlos vdores para los cudes la funcidn de densdad conjunta (o funcion de
veroamilitud) acanza un maximo.

Suponiendo que las observaciones son independientes, la funcion de densdad conjunta
de lavarigble dicotdmica Y; queda como:

Prob(Y1 V2. ¥i . Y = Q" M, (@- M)+ (13)
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El méodo de esimacion de méaxima verosmilitud dige € edimador del parametro que
maximiza la fundon de verogmilitud (£ = In L), por lo que & procedimiento a seguir
sera cacular las derivadas de primer orden de edta funcion con respecto a los
pardmetros que queremos estimar, igudarlas a 0 y resolver d ssema de ecuaciones
resultante. Las derivadas de primer orden de la funcion de verosamilitud respecto a los
parametrosa y b, tras pequefias manipulaciones, quedan como sguen:

1£ 4 o & e ¢
— Y, - M, Y, - ————>=0
ﬂa Ia:' ( ) a é 1+ e.’:1+in 5
(15)
E—én(\(- M, )X -3 % igx =0
ﬂb < i i i é i 1+ e§+5xi 5 i
(16)
y sudituyendo M; por su vaor queda:
1-[£ 61 ° s a+bX 0
- = = YI -=
1‘[ |a:i a a é l+ea+bx -
M1£_ 3¢ 0 @ ¢
—=a X, = Y, - ———X; =0
fib %1 8-a é 1+ ™

Se trata de un Sstema de ecuaciones no linedles por lo que es necesario gplicar un
méodo iteraivo o dgoritmo de optimizacion que permita la convergencia en los
estimadores.

B. Estimacion con observaciones repetidas; Méodo Minimos Cuadrados Generalizados

La edimacion de modedo con datos agrupados podria redizaase mediante €
procedimiento habitual utilizado para estimar regresones linedes, ya que la vaiable a
modelizar ya no es dicotomica (es continua aunque acotada en @ rango G1). Para elo
es necesxio linedizar d modeo, lo cud es fail de redizar a través de la
transformacion ya comentada anteriormente, y por lacud:

Carta (e
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procedimiento habitua de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO). Sin embargo, y dado
que € vaor de M; es desconocido y debe sudtituirse por su esimacion muestrd P;, €
modelo a estimar quedaria como:

&P 0
L”§1—R T =a+b. X, +e +¢'
-Pyg

donde e' recoge @ eror cometido d utilizar la estimacion muestral de la probabilided

Pi, en vez de su vaor desconocido M. Al sudtituir M; por su estimacion muestrd P, los
erores, supuestos independientes, cumplen la condicion adntdtica de normalidad
exigida para redizar contrastaciones y congtruccion de intervalos de confianza, pero,
dejan de cumplir lacondicion de homocedasticidad ya que su varianza no es constante”.

La presencia de heterocedadticidad impide la edimacion a través de Minimos
Cuadrados Ordinarios, sendo necesario aplicar € méodo de Minimos Cuadrados
Generdizados, que sin exigir la condicion de homocedagticidad de los errores, permite
esimar estimadores ELIO. Este procedimiento trandforma € modelo a estimar en otro,
donde todas las variables quedan ponderadas por los inversos de las varianzas de los
errores, y dado que se desconocen dichos valores verdaderos, éstos se sustituyen por su
esimecion muestrd P;, de donde:

S :\7ar(ei') =nR(1- R) (17)

guedando & modelo a estimar como:
2R 0 _
sLngﬁ; =as +b, X, § +e (18)
- Py

Contrastey validacion de hipotesis

En € caso de trabga con observaciones repetidas la contrastacion y vaidacion del
modelo edimado sigue la misma metodologia que la empleada en d andiss de
regreson tradicional, por lo que remitimos a éte para profundizar en este tema
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la etgpa de contrastacion y vdidacion del modelo estimado por maxima-versoimilitud se
llevaa cabo aplicando |os estadisti cos especificos que se comentan a continuacion.

A. Sgnificatividad estadistica de |os parametros estimados

Ladigtribucion del estimador del parametro b es aproximadamente:
NED: Var(b) g

En td sStuacion, se puede congruir un intervao de confianza del pardmetro estimado,
para tetar 9 dicho vdor es dgnificaivamente disinto de cero de forma individud. El
contraste aredizar quedaria definido como:

H,:b =0 E paametroesigud acero
Hy:b* 0 El parametro es distinto de cero

El intervao de confianza proporciona un rango de posibles vaores para € parametro,
por lo que s d vaor esimado no pertenece a dicho intervalo, se deberd rechazar la
hipdtess nula. El intervalo quedaria definido como:

b-z,,Nar(b) £b £b +2,,,\Nar(b)

donde a es la probabilidad de que € verdadero valor del parametro b se hale fuera del
intervdo, y z es d vdor tabular de la digtribucion N(0;1) que dga a su derecha una
probabilidad igud aa /2.

A partir de la expresion anterior se puede fijar un rechazo de la hipotesis nula cuando:

3
Za/2

b
‘Jgar(f) )

B. Medidas de bondad de ajuste del modelo
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cociente de verogmilitudes, € esadigtico chi-cuadrado de Pearson, e porcentgje de
aciertos estimados en € mode o, y la prueba de Hosmer-Lemeshow.

B.1. indice de cociente de verosimilitudes

La funcion de verosmilitud puede también utilizarse para obtener un estadistico, que
tiene cieta semganza con d coeficiente de determinacion caculado en la estimacion
linedl, conocido “indice de cociente de verosmilitudes’. Este edtadigtico compara €
vaor de la funcion de verosmilitud de dos moddos uno corresponde d modeo
esdimado que incluye todas las variables explicativas (modelo completo) y d otro seria
el dd moddo cuya Unica vaiadle explicaiva es la congante (modelo restringido). El
estadistico, también conocido como R? de McFadden ya que fue propuesto por
McFadden en 1974, se define como

RV =lcv =1- 199t (19)
log L(0)

donde L es d vdor de la funcion de verosmilitud dd modelo completo (6 etimado con
todas las variables explicaivas) y L(0) es d vaor correspondiente del modelo
restringido (el que incluye Unicamente en la estimacion € término constante).

El ratio calculado tendra vaores comprendidos entre 0 y 1 de forma que:

- Vdores proximos a 0 se obtendran cuando L(0) sea muy parecido a L, Stuacion en
la que nos encontraremos cuando las varigbles incluidas en d moddo sean poco
dgnificdtivas, es decir, la estimacion de los padnetros b no megora @ eror que se
comete s dichos pardmetros se iguadlaran a 0. Por 1o que en este caso la capacidad
explicativa dd modelo serd muy reducida.

- Cuanto mayor sea la capacidad explicativa de modelo, mayor sera € vaor de L
sobre @ vador de L(0), y més s goroximara d ratio de verosamilitud caculado d
vaor 1.

B.2. Unamedidadd error: € estadistico ¢ 2 de Pearson

Para medir la bondad dd guste también se utilizan medidas de error que cuantifican la
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se construye un estadistico que recoge los residuos estandarizados o de Pearsor® del
modelo Logit, que se definen como la diferencia entre € vaor observado de la variable
respuesta y @ estimado, dividido por la estimecion de la desviacion tipica, ya que la
eperanza es nula A través de contraste de multiplicadores de Lagrange, se puede
cacular & estadistico conocido con € nombrede ¢ ? de Pearson, que se define como

2

)

5 g
c‘=Qqe

(¥, -

M, (1

>v

2 _
- =

(20)

Qo

<

-
'u‘

Ede edadigico es smilar a la suma de cuadrados de los residuos del modelo de
regreson convenciond. El gugte dd modeo sera mejor cuanto mas cerca esté @ vaor
dd edtadigtico de cero. Para saber a partir de que vaor puede considerarse € guste
como aceptable es necesario conocer la distribucion del estadistico. Este estadistico,
bgo la hipdtess nula, se distribuye como una chi-cuadrado con (n-k) grados de libertad,
por lo que su valor se compara con € vaor tedrico de las tablas de la chi-cuadrado para
contragtar la hipotesis nula. S € vaor caculado es superior d vaor tedrico se rechaza
la hipdtess nula lo que equivale a decir que € eror cometido es sgnificaivamente
digtinto de cero, es decir, setratariade un ma guste.

B.3 Porcentgje de aciertos estimados en € modelo

Otra de las vias utilizadas para determinar la bondad de un modelo Logit es predecir con
e modelo los vaores de la varigble endogena Y, de tal maneraque Y, =1 9 I\7Ii >Cc 0

Y, =0 9 |\7Ii <c. Generamente, € vaor que se asgna a ¢ para determinar S € vaor

de la prediccion esigud a1 0 a 0 es de 0,5, puesto que parece 16gico que la prediccidn
sea 1 cuando € modelo dice que es mas probable obtener un 1 que un 0.

Sin embargo, la deccion de un umbrd igud a 0,5 no sempre es la mejor dterndiva. En
e caso en que la muestra presente desequilibrios entre d nimero de unos y d de ceros
la eleccion de un umbra igud a 0,5 podria conducir a no predecir ninglin uno o nNingdn
cero. Asi, supuesta una muestra de 1.000 observaciones donde 100 son 1y e resto O, s
e moddo incluye término condante, la media de las probabilidedes etimadas en la
muestra serd 0,1’, por lo que serd cas imposible que se obtenga un vaor estimado
superior a 0,5. S @ umbra sdeccionado es de 0,5, con esta regla nunca e llegarian a
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esimar vaores iguades a 1. El modo de resolver este problema es tomar un umbra mas
pequefio.

Con cudquier tipo de regla predictiva smilar se cometeran dos errores. habra ceros que
s cdadfiquen incorrectamente como unos y unos que s clasfiquen incorrectamente
como ceros. S se reduce e umbrd por debgo de 0,5 aumentard € nimero de veces que
se clasifican correctamente observaciones para las que Yi=1, pero también aumentar €
nimero de veces en que s clasfiquen observaciones como unos para las que Yi=0.
Cambiando € vaor de umbrad se reducira sempre la probabilidad de un error de un
tipo y se aumentara la probabilidad del otro tipo de error. Por lo que € vaor que debe
tomar d umbra depende de la distribucién de datos en la muestra y de la importancia
relativa de cadatipo de error.

Una vez sdeccionado € nivel dd umbra, y dado que los valores redes de Y, son

I
conocidos, basta con contabilizar € porcentge de aciertos para decir 9 la bondad del
gude es devada 0 no. A partir de este recuento se puede congtruir € siguiente cuadro
de dasficacion:

Cuadro de clasificacion de aciertos

Valorrea de Y,
Y, =0 Y, =1

M. <c P11 P12

Prediccion de |\7|i

>C P21 P2,

Donde P11y Py, corresponderan a predicciones correctas (valores O bien predichosen €
primer caso y vaores 1 bien predichos en € segundo caso), mientras que P12 Yy P21
corresponderén a predicciones errdness (valores 1 ma predichos en € primer caso y
vaores 0 ma predichos en @ segundo caso). A partir de estos vaores se pueden definir
los indices que gparecen en € siguiente cuadro.
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i ndices para medir labondad del ajuste

Indice Definicién Expresion
. Cociente entre las predicciones correctas y el total de P11 + Pzz
Tasadeaciertos edicei
predicciones P11+ F’12 +P21 + P22
Caociente entre las prediccionesincorrectasy el total P+ Py
Tasadeerrores de predici
e predicciones P,+P,+P,+P,
e Proporcién entre la frecuencia de val ores O correctos R,
Especificidad 5 .5
y €l total de valores 0 observados F>11 + P2 |
- Razon entre los valores 1 correctosy el total de P
Sensibilidad y 22
valores 1 observados F’12 + P22
Proporcion entre lafrecuencia de valores 0 P21
Tasadefalsosceros | . e —
incorrectosy el total de valores 0 observados F’11 + F’21
Razén entrelosvalores 1incorrectosy €l total de P,
Tasa defalsosunos _—
valores 1 observados F>1 , + P22

B.4. Prueba de Hosmer-Lemeshow

Otra medida globd de la exactitud predictiva, no basada en d vaor de la funcion de
verosmilitud sno en la prediccion red de la variable dependiente, es € contraste de
clasficacion disefiado por David W. X. Hosmer y Stanley Lemeshow en 1989. Dicho
contraste consste en redlizar comparaciones entre @ valor estimado y € observado por
grupos. Para dlo las observaciones se dividen en J grupos (generdmente 10)
goroximadamente iguales, dividiendo d recorrido de la probabilidad en deciles de
riesgo (esto es probabilidad de ocurrencia dd fendmeno < 0.1, < 0.2, y asi hadta <1).
Cada uno de los grupos contiene nj observaciones, y en cada uno de bs J grupos se
define:

- Yj como lasumade los vaores 1 en cada uno delos grupos (Y, = é Y.)

A

- P comolamediade los vaores predichos en cadagrupo (P, = § rF:_.)

J

A partir de esta informacion se puede construir una tabla de contingencia a través de la
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Hosmer y Lemeshow demuestran que cuando € modelo es correcto d estadistico HL
sgue una didribucion chi-cuadrado con J-2 grados de libertad, por lo que vaores
inferiores ded estadistico caculado respecto d tedrico indicardn un buen guse de
modelo.

El uso correcto de este contraste requiere un tamafio de muestra adecuado para asegurar
gue cada grupo cuenta d menos con cinco observaciones. Ademas d edtadistico chi-
cuadrado es sendble d tamafio muedrd, permitiendo que esta medida encuentre
diferencias estadisticamente muy pequefias cuando € tamafio muestral crece.

5. MODEL OS DE RESPUESTA MULTIPLE

Cuando la variable endogena a modelizar es una varigble discreta con varias dternativas
posibles de respuesta (J) nos encontramos ante los modelos de respuesta multiple. Estos
modelos se clasfican en dos grandes grupos segin que las dterndtivas que presenta la
variable endégena se puedan ordenar (modelos con datos ordenados) o no se puedan
ordenar (model os con datos no ordenados).

M odelos de respuesta multiple con datos no ordenados

La especificacion general de los modelos de respuesta miitiple con datos no ordenados
gueda recogida através de la Sguiente expresion:

e
J
o b'Z.
qe
i=0

Prob(Y, = j) = (22)

donde Z; representa la meatriz de los regresores dd modelo. Dichas variables
explicativas pueden ser de dos tipos:

- Vaiables que contienen aspectos especificos dd individuo y por tanto, su vaor
sera e mismo en todas las dternativas. Este tipo de variables reciben € nombre
de caracteristicas, y se las denota por W.
Variables que contienen aspectos especificos de las dternativas entre las que se
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permite la especificacion de modelos diferentes denominados, modelo logit multinomia
en d primer caso y modelo logit condiciond en & segundo.

A. El modelo Logit Multinomial

Edgte tipo de modelos es d que se utiliza con més frecuencia en los tabgjos aplicados.
En este modelo los vaores de las variables explicativas varian para cada individuo pero
son congtantes para cudquier adternativa, por 1o que no se puede goreciar la influencia
de la variable en cada dternativa a no ser que e introduzca una vaiable ficticia,
multiplicada por los valores de W, que represente a cada dternativa Para evitar
problemas de singularidad, € numero de variables ficticias a introducir en € moddo
serdigud d nimero de dternaivas menos uno (J-1).

La formulacion de un Logit Multinomid queda recogida a través de la sguiente
ecuaciont:

ebj Xi

Prob(Y, = )= P, =

i3
é R
j=0

(23)

donde | representa € indice asociado a cada dternativa y va desde 0 hagta (J-1). El
vector de pardmetros lleva asociado @ subindice correspondiente a la dterndiva
concreta andizada Las ecuaciones edimadas proporcionan  un  conjunto  de
probabilidades para cada una de las aternativas que puede tomar un individuo i y tenga
Xi como caracteridticas individuaes.

En € modeo Logit Multinomid exise una indeterminacion cuando se trata de estimar
e vdor de los padmetros. Para solucionar este problema se normdiza € moddo
tomando para los parametros que acompafian a la aternativa cero € vaor cero, b, = 0.

L as probabilidades resultantes son

b, 'X;

, e .
Prob(Y, = j) :Jo'l—b-x paraj=1, 2, ..., (J-1)
1+3 e (24)

j=1

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cﬂﬂ& ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



1

Prob(Y; =0) =—= paraj=0
1+ 8
=1
Donde se tiene que cumplir que
%—1
aPk =1

j=0

Para € caso sencillo de un modelo en @ que la variable enddgena presenta tres posibles
dterndives de deccion y s0lo exige una variable explicaiva en la moddizacion, la
probabilidad asociada a cada una de las dternativas posibles de eeccion tomarian las

siguientes expresiones’
1
P, =
1+ ea1+b1xi + ea2+b2xi
B = eal+blxi -
17 1+ ea1+blxi +ea2+bzxi ( )
ea2+b2xi

P2 - 1+ eal+b1Xi + ea2+b2xi

con B +P +P, =1

Y lamatriz de disefio X vendra expresada como

6l 0 X, 0y
& (
20 1 0 X
&1 0 X, O0u

X=g0 1 0 X,
€. .. . u
é (
el 0 X, Og
& 1 0 X,H

D Cl ovandAlA L Anie
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refieren a atributos de las digtintas dternativas, y no a caracteristicas especificas de los
individuos, € moddo que s utiliza en la esimacion es d llamado Logit Condiciond.
En este caso, @ vaor de cada variable variard para cada dternativa y puede hacerlo o no
para cadaindividuo.

La diferencia de este moddo con @ Logit Multinomid es que en edte caso s0lo existe
un vector de pardmetros a edtimar, mientras que en @ caso anterior exigtian tantos
vectores como dternativas menos una. Es por dlo, que en la formulacion de modeo d
vector de parametros, d ser Unico, no lleva asociado ningin subindice relacionado con
ladternativa ala que acompafia, como ocurriaene caso anterior.

La otra diferencia hace referencia a que en este caso no exise ninguna indeterminacion
a la hora de estimar los parametros, por |0 que no es necesario igudar ningun vector b

acero.

Laexpresion forma del modelo queda definida como

eb'Xii

J
é 0%
E

C. El modelo Logit Anidado

Prob(Y, =)= paaj=12,...,J (26)

Uno de los problemas que se plantean en los modeos expuestos de respuesta mdltiple
es € de que s congruyen bgo la hipotess de presencia de dterndivas irrdevantes o
superfluas, segin la cud la relacion entre las probabilidades de decidir entre dos
aternativas no depende del resto de las dternativas. Esta propiedad se debe d supuesto
inicid de que las perturbaciones deatorias del moddlo son independientes, es decir, las
perturbaciones afectan de la misma forma a la diferencia de utilidad entre cudquier par
de dternativas. El caso contrario seria la presencia de autocorrdacion en e modelo, lo
cud se daria, por gemplo, cuando un individuo percibe unas dternaivas mas smilares
entre si que otras.

S bien asumir la hipdtess de independencia de las dterndivas irrdevantes smplifica d
proceso de egtimacion, supone una redtriccion en la moddizacion dd comportamiento
de los individuos que no parece razonable en determinadas circunstancies. As, esta

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cﬂﬂ& ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

. ., 24 . .
www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



La congruccion dd modeo se rediza agrupando € conjunto de aternativas posibles en
subgrupos y manteniendo la hipdtess de independencia de dternativas irrdevantes
dentro de cada grupo y en la eeccidn entre grupos. En este modelo, la deccidén de una
de las dternativas posibles se rediza en dos 0 més etapas, definiéndose una estructura
arborear primero 2 escoge entre los conjuntos de dternatives y después se eige una
dternativa especifica perteneciente d conjunto seleccionado en principio.

Suponiendo que las J dternativas posbles pueden dividirse en L conjuntos de
dterndtivas, y que las variables explicativas del modelo son X, las que se relacionan
con las dternativas dentro de un grupo, y Z, las que se relacionan con los conjuntos de
dternativas, laformamatemética de modelo queda expresada como:

ebllel
Pin =
é eb'XJH
j=1
2
eg'zc+t||| ( 7)
I:)I 0y
é eQ'Z|+{|||
=1
3 bx
donde I, =lng e ™"

i=1

Uno de los aspectos probleméticos de este modelo radica en la especificacion de la
edructura arbdrea. En agunos casos, la particion en subgrupos del conjunto de
dterndtivas posibles se hace de modo natural. Sin embargo, en otros casos, dicha
paticion de conjunto de posibles dternativas se hace sin ningun criterio 16gico, por 1o
gue resulta preocupante que los resultados obtenidos dependan de cdmo se han definido
las ramas. De momento, no exise ningln contraste que permita sdeccionar la megor
edructura arbdrea de entre varias, por o que muchos de los trabgos empiricos que
esiman este modelo presentan los resultados supuestas distintas especificaciones de la
edtructura arborea.

M odelos de respuesta multiple con datos ordenados

Cuando la variable dependiente es discreta, pero sus vaores indican un orden, no es
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los nimeros utilizados en la codificacion solo representan un orden dentro de una
clasificacion.

Laformulacidn dd modelo Logit ordenado queda como sigue:
Pro(Y, =0)=L(-b"X,)

Prob(Y, =) =L (m - b'X;)- L(-b'X,)
Prob(Y, =2)=L(m, - b'X,)- L(m- b'X,) (29)

Prob(Y, =(J-1))=1-L(m,,, - b X;)

donde m, m, ..., M, , Son parametros que representan |os valores de los umbrales o
barreras y seestimanalavezque b y L(b' X, ) representalafuncidn de distribucion
logisticat®.

Para que todas | as probabilidades sean positivas se debe cumplir

O<m<m <..<my,,

El dguiente gréfico, paa € que la vaiable observada presenta cinco posbles
dterndivas, srve para ilustrar la estructura que subyace en la congtruccion del modeo
Logit ordenado.

Calculo de probabilidadesen € modeo L ogit Ordenado
f(e)
0,30 -
0,25 -

0,20 +

0,15 +

0,10 A

n Ny |
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