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Universidad Auténoma de Madrid
Anélisis Matemaético
CURSO 20172018
Enunciados y soluciones del examen del 9 de enero 2018

1. Sea 7:R? = R dada por 7(z,y) = .

a) ;Es m(A) un abierto de R para todo abierto A de R??

b) ;Es 7(C) un cerrado de R para todo cerrado C' de R??

En caso afirmativo da una demostracién. En caso negativo proporciona un contraejemplo.

Solucién. La respuesta al apartado a) es si, para lo que damos una demostracién. Dada cualquier z € w(A),
existe un y € R tal que (z,y) € A. Como A es abierto por hipdtesis, hay un radio positivo r > 0 tal
que B((:c,y) , r) C A. Un didmetro de esta bola es el intervalo horizontal (x — r,x 4+ r) x {y}, de donde
(x —r,z+71) C7w(A). Como z era cualquier punto de m(A), queda probado que w(A) es un abierto de R.

La respuesta al apartado b) es no, para lo que damos un contraejemplo. Al ser ¢(x,y) = zy una funcién continua,
la siguiente preimagen es un cerrado de R?:

C = '({1}) = {(z,y) ray=1}.

De hecho C' es la hipérbola estdndar en el plano. La proyeccién m(C) sobre el eje de abscisas es el conjunto
7(C) =R\ {0}, que no es cerrado.

2. Se considera la funcién h: R?* = R definida como sigue:

(x+y)z? .
YIS () £ (0,0
o | S w00
0 si (z,y) = (0,0)

Determina, razonadamente, la continuidad y diferenciablidad de h en (0,0).

2

.o . X .
Solucién. Tenemos la cota evidente o < 1, que nos proporciona esta otra:
ety

[f(@y)] < |z +yl,

de la que se deduce facilmente:

lim z,y) = 0 = f(0,0),
(m,y)ﬁ(o,mf( y) £(0,0)

luego f es continua en (0,0).

Para estudiar la diferenciabilidad, empezamos observando que f es homogénea de grado 1. Esto implica que
para todo vector v € R? existe la derivada D, f(0,0) y de hecho D, f(0,0) = f(v). Pero la funcién f(v) no es
lineal, es decir no existen constantes a,b € R tales que se cumpla lo siguiente para todo v = (v1,vq) € RZ:

(01 +v2) 0f

= avy+bvy.
v} + 03

Entonces f no es diferenciable en (0,0) porque v — D, f(0,0) no es lineal.
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2
3. Sea g:R® = R dada por g(z,y,2) =2? -z (2_1)

a) Demuestra que M = { (z,y,2) : g(z,y,2) =0, 2 <1} es una variedad en R® y di, razonadamente, cuél es
su dimensién.

b) Comprueba que el punto a = (0,7, —\/§) estd en M y di, razonadamente, qué tipo de grafo es M en un
entorno pequeiio U de a (es decir, qué variables entre las x,y,z se despejan, en M N U, como funciones
diferenciables de las otras variables).

¢) Sea F:R® — R dada por F(z,y,2) = 2 + y*. Halla los puntos criticos de f = F|y v, para cada uno de
ellos, estudia si es méximo local de f, minimo local de f o ninguna de las dos cosas.

Solucién. a) El conjunto M no es vacio, por ejemplo (0,0,0) € M. Entonces, por el teorema de la funcién
implicita, una condicién suficiente para que M sea una variedad es que el gradiente Vg no se anule en ningiin
punto de M. Calculamos Vg = (236, 0,1—2> ), luego los puntos donde se anula el gradiente son los (0,y,+1),
pero:

1
luego ninguno de los puntos (0,y,+1) estd en M. Esto prueba que M es una variedad en R? y:
dim M = 3 — ntmero de ecuaciones = 3—1 = 2,

es decir que M es una superficie en R3.

3
b) Calculamos g(a) = 0% + /3 (3 — 1) =0 y constamos que —V3 < 1, luego a € M. De las tres derivadas
parciales:
gl(a) =0, gy(a) =0, gz(a) = -2,
s6lo g.(a) es no nula, luego en un trocito de M rodeando al punto a sélo la variable z puede despejarse como
una funcién diferenciable de las variables (x,y) (las cuales recorren un abierto de Rﬁy rodeando a (7, —V/3)).

¢) Un punto p € M es critico para f = F|y siy sélo si tenemos VF(p) = AVg(p), para un A € R que
llamamos multiplicador de Lagrange de p. Como VF = (2z,2y,0), las condiciones p € M y VF(p) = AVg(p)
equivalen al sistema:

z < 1
2
9 z
— ——1) =0
2z (5-1)
2x = A(2x)
2y = X0
0 = A1-2%

formado por una desigualdad estricta y cuatro ecuaciones. La tercera ecuacion nos dice que y = 0 en todo punto
critico, es decir que son todos de la forma (z,0, z). La segunda ecuacién nos sugiere considerar dos casos, segin
que z sea nulo o no nulo.

Caso z # 0. En este caso la segunda ecuacién fuerza A = 1, lo que convierte la cuarta ecuacién en 0 =1 — 22,
de la que descartamos la solucion z = 1 porque no cumple la desigualdad estricta, y los puntos criticos con

x # 0 son de la forma (2,0,—1). Ademéds z = —1 convierte la primera ecuacién en z? — 3= 0, luego en este

caso hay dos puntos criticos:
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En total f = F|j tiene cuatro puntos criticos: p4, p—, 0 y ¢. Para estudiarlos, empezamos calculando las

matrices hessianas:
2 2

Hess(F) = 2 , Hess(g) = 0
0 —2z

Si p € M es un punto critico de F|ps, con multiplicador de Lagrange A, entonces la hessiana intrinseca en p es
la restriccién al plano T,M de la forma cuadratica v — v’ Av, siendo A = Hess(F), — AHess(g),-

2
En los puntos p+ es Vg = <i2 . \/g, 0,0 |, luego: T, , M =T, M = plano generado por {ez,es}. Ademds
estos puntos criticos tienen A =1 y les corresponde la matriz:

2 2 2 2 0
A= 2 — (1) 0 = 2 - 0 = 2
0 —2(-1) 0 2 —2

En la base {ez,e3} de los planos tangentes T),, M =T, M, la hessiana intrinseca tiene la siguiente matriz:
el ey el Ae; 5
tA t A B ( —2 ) 7
€ej/le; esAes

que es indefinida y no degenerada, luego p; y p_ son sillas no degeneradas de F'|p. No son ni maximo ni
minimo local.

Los gradientes Vg(0) = (0,0,1) y Vg(q) = (0,0,—2) nos dan ToM = T,M = plano generado por {ej,es}.
Como estos puntos criticos tienen A = 0, les corresponde la matriz A = Hess(F). En la base {e;,es} de los
planos tangentes ToM = T, M, la hessiana intrinseca tiene matriz:

e Hess(F)e; elHess(F)e (2 )
ebHess(F)e; ebHess(F) e 2

que es definida positiva, luego 0 y ¢ son minimos locales estrictos de F'|y;.

4. Sea S:{(x,y,z) : x2+y2+z2=2,0<z<1}.
a) Describe, razonadamente, el borde de S.

b) Elige una orientacién O para S y determina, razonadamente, la orientacién inducida en el borde.

¢) Con la orientacién elegida, calcula la integral / dw, siendo:
(5,0)

w = (22 —2)e" " dr + (v + 2)dy +log(3 + x) dz .

Solucién. a) Como conjunto 95 = {(z,y,z) : 2> +y*+2> =2, 2 € {0,1} } es la unién de dos circunferencias
I'ouTI'y dadas por:

Iy = {(#,9,0) : 2* +y* =2} , Ty = {(z,y,1) : 2? +y*=2-1 =1}

b) El campo de vectores V(x? + y? + 2?) = (22,2y,22) es normal a la superfcie S. Por lo tanto una normal

umtama es v=(1/V2)-(x,y,2)|s. Con ella determinamos una orlenta(;lon (9 en cada plano tangente 7,5 de la
nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn haan and 1l d. T Q i H A o ek o) L 1 o)
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¢) El teorema de Stokes dice que, si damos a 9S la orientacién inducida de la O, entonces:

/ dw :/ w .
(S,0) as

Se trata, pues, de determinar la orientaciéon de 9S = I'o UT'; inducida de la orientacion O de S. Elegimos un
punto py € I'g y otro p; € I'y y determinamos la orientacién inducida en T, I'g y en T}, I';.

En el punto po = (v'2,0,0) € Ty es v(po) = (1,0,0) y Tp,S es el plano generado por {ez,e3}. A su vez la recta
T,,To es la del vector es. Se deduce que la conormal exterior n(pg) es igual a +es, de hecho se ve facilmente
que 7(po) = —es, porque el opuesto es es la velocidad en ¢t = 0 del camino ~(t) = V/2(cost,0,sent), que para
t > 0 se mete dentro de S.

Cuando t = /4 el camino 7(t) llega al punto p; = (1,0,1) € 'y con velocidad ~'(7w/4) = (—1,0,1). Como
v(p1) = (1,0,1)/v/2, el plano T}, S es el generado por {7/ (7/4),es}. A su vez larecta T}, T es la del vector ey,
luego +'(w/4) es ortogonal a I'; en p;. La conormal exterior es n(p1) = +'(7/4)/||v'(w/4)| porque este vector
apunta hacia afuera de S, ya que 7(t) se sale de S para t > m/4. Es decir 7(p1) = (=1,0,1)/V2.

np)

Py
P,

Como det [v(po) | n(po) |e2] = det [e1]| —e3|ez| =1 > 0, una parametrizacién a(t) de I'y que tenga a(0) = po
y o/(0) = cez con ¢ >0 es compatible con la orientacién de T’y inducida de la O. Elegimos ésta:

alt) = ﬂ-(cost,sent,()) , tel0,2n].

Como:
1 1 1 -1 0 1
det [v(p1) [ n(p1)] —e2] = —=-—F=-{0 0 -1|=2-2=1>0,
| AN 11 o 2
una parametrizacién B(t) de I'y que tenga $(0) = p; v B(0) = —c'ez con ¢’ > 0 es compatible con la

orientacién de I'y inducida de la O. Elegimos ésta:

B(t) = (cost,—sent,1) , t€][0,2n].

(04
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