2.- Vectores deslizantes.

§2.1. Momento de un vector respecto a un punto (41); §2.2. Momento de un vector
respecto a un eje (42); §2.3. Sistemas de vectores deslizantes (43); §2.4. Invariantes del
sistema (44); §2.5. Par de vectores (45); 82.6. Eje central (46); §2.7. Centro de un sistema
de vectores paralelos (47); 82.8. Sistemas de vectores equivalentes (49); §2.9. Reduccion
de sistemas (50); §2.10. Virial de un vector (54); §2.11. Viria de un sistema de vectores
(55); 82.12. Plano central (56); 82.13. Punto central (56); Problemas (57)

Hemos visto en laleccidn anterior como la definicién de igualdad (equipolencia)
entre vectores nos permite clasificarlos en dos categorias: la de los vectores libres y
la de los vectores dedlizantes.

En laleccién anterior hemos establecido las reglas del Algebra Vectorial bajo el
supuesto de que nos referiamos a los vectores libres. Asi, cuando se definia la suma
vectorial, no teniamos inconveniente alguno en desplazar los vectores de modo que
tuviesen un punto de origen comun. Esta operacion, obviamente, no la podemos rea-
lizar con los vectores dedlizantes, a menos que sus rectas de accién concurran en un
mismo punto. Asi pues, debemos ampliar nuestras definiciones de modo que podamos
dar cabida en e Algebra Vectorial alos llamados vectores deslizantes.

§2.1. Momento de un vector respecto a un punto.- Definimos e momento
de un vector dedlizante F con respecto a un punto O del espacio como el vector
OPxF, siendo P un punto cualquiera
de la recta de accién del vector F;
esto es,

M,=OPxF [21]

Esta definicion exige que € mo-
mento de F con respecto al punto O
sea independiente de la posicion de
F sobre su recta de accion. En efec-
to, imaginemos el vector F despla- Figura 2.1
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42 Lec. 2.- Vectores deslizantes.

M’y = OP' x F [2.2]
de modo que restando [2.1] Y [2.2] miembro a miembro resulta
M, - My =(OP-0OP)xF =PPxF =0 (23]

por ser P'P|F. Por lo tanto es Mg = M’,,.

Es obvio que e mddulo del momento de un vector F con respecto a un punto
O puede expresarse por

M, = Fb [24]

donde b es la distancia del punto O a la recta de accion del vector. Dicha distancia
recibe el nombre de brazo del vector deslizante con respecto a punto O.

Por otra parte, de la propiedad
geométrica del producto vectorial, por
la que representa € area del paralelo-
gramo determinado por los dos vecto-
res, se sigue una propiedad geométrica
analoga para e momento de un vector,
gue queda representado por el doble del
area de los triangul os sombreados en la
Figura2.1 y en la Figura 2.2

El momento de un vector, aunque
es independiente de su punto de aplica-
cion sobre su propia recta de accion, depende del punto con respecto al cudl se toma.
Esto es, si en lugar de tomarlo con respecto a punto O lo tomamos con respecto a
otro punto O’ (Figura 2.2), en general, serd M #M,. En efecto

Figura 2.2

M, =OPxF =(Q0+0P) xF =M, + Q0 x F [2.5]

de modo que M, s6lo esigua a M, cuando O'O x F = 0, lo que ocurre cuando se
escoge O sobre una recta que pasando por O sea paralela a la direccion del vector
F.

§2.2. Momento de un vector respecto a un eje.- Consideremos un vector
deslizante F y un ge en la direccién del versor e (Figura 2.3). Definimos € momento
del vector F con respecto a €e e como la proyeccion sobre dicho €e del momento
del vector con respecto a un punto cualquiera del ge. Esto es

M,, = M,-e = (OPxF)-e [2.6]
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§2.2.- Momento de un vector respecto a un gje. 43

Mg = M, -e = (OPxF)-e [2.8]
y restando miembro a miembro [2.6] y [2.8] resulta

Mo ~Mge = [(OPXF) -(OPxF)] e =

[2.9]
= [(OP-OP)xF]-e = (OO'xF)-e =0
ya que OO’|le. Por lo tanto es
M/qe:qu-
El momento de un vector con res- g
pecto a un eje solo sera nulo cuando recta
la recta de accion del vector corte al directriz

ge o cuando sea paralela a é; esto
es, cuando el vector sea coplanario
con e ge, puesto que entonces €l
momento del vector con respecto aun
punto del gje sera perpendicular al ge
y no dard proyeccion sobre él.

. Figura 2.3
82.3. Sistemas de vectores

deslizantes.- Consideramos un
sistema de vectores dedlizantes, F; (i=1,2, ... n), aplicados respectivamente en los
puntos P, (Figura 2.4).

Llamaremos resultante general de un sistema de vectores deslizantes a vector
gue se obtiene sumando todos los vectores del sistema como s fuesen libres. Es
decir, designando por R tal resultante

R = i = [2.10]
i=1

L lamaremos momento resultante general de
un sistema de vectores deslizantes, con respecto
a un punto dado O, al vector obtenido sumando
todos los momentos individuales, de cada uno
de los vectores que integran € sistema, con
respecto a punto O. Es decir, designando por
Mg tal momento resultante, es

Figura 2.4

M, =% Mg, =X (OP,xF,) [211]
i=1 ' i=1
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44 Lec. 2.- Vectores deslizantes.

My = 2(OP,xF) = X(0O0+OP)xF, =
i-1 i1 [2.12]
=Y OPxF, + ¥ OOxF, =M, + OOxY F,
i-1 i-1 i-1
o s M = M, + OOxR [2.13]

de modo que el momento resultante con respecto a punto O’ es igua a momento
resultante con respecto a punto O mas el momento de la resultante del sistema, su-
puesta aplicada en el punto O, con respecto al punto O'.

Debemos advertir que el momento de un vector con respecto a un punto, tal como el O, es un
vector aplicado en dicho punto, de modo que cuando sumamos los dos términos del segundo
miembro de [2.13], € primero de ellos aplicado en Oy el segundo en O, o deberemos hacer como
s de vectores libres se tratara y luego trasladaremos el resultado a punto O'.

Si las rectas de accién de todos los vectores del sistema concurren en un punto
O, entonces es obvio que My=0y que

M, = 00 x R [2.14]

de modo que:

el momento resultante de un sistema de vectores deslizantes concurrentes en
un punto es igual al momento de su resultante aplicada en dicho punto de
concurrencia.

Este enunciado corresponde al llamado Teorema de VARIGNON (1654-1722), que
puede enunciarse también en esta otra forma equivalente:

El momento de la resultante de un sistema de vectores deslizantes concu-
rrentes en un punto es igual a la suma de los momentos individuales de
cada vector.

§2.4. Invariantes del sistema.- Hemos visto que la resultante R de un sistema
de vectores es independiente del punto el egido como centro de reduccidn; se dice que
laresultante R es un invariante del sistema que, dado su carécter vectorial, recibe €
nombre de invariante vectorial o primer invariante del sistema.

Podemos encontrar un segundo invariante del sistema si multiplicamos escalar-
mente por R ambos miembros de la expresion [2.13]; entonces se sigue

R:-M, = R-M_ + R-(O'OxR) [2.19]
pero como (O'OxR)-R = 0, resulta que
R-M, =R-M_ [2.16]
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§2.4.- Invariantes del sistema. 45

R-Mo = cte. [2.17]

expresion que suele recibir el nombre de tercer invariante del sistema, aunque en
realidad es sdlo otra forma de escribir la expresion del segundo invariante. Vemos
que €l invariante escalar expresa la constancia de la proyeccién del momento
resultante en la direccion de la resultante general del sistema de vectores deslizantes.

§2.5. Par de vectores.- Llamamos par de vectores a todo sistema formado por
dos vectores del mismo médulo y direccion (i.e., situados sobre rectas de accion
paralelas entre si), pero en sentidos opuestos.

Evidentemente, |a resultante de un par de vectores es nula (R = O), pero no asi
su momento, que goza de la propiedad de ser independiente del punto elegido como
centro de reduccion. Esto es, d momento resultante de un par de vectores es
invariante.

En efecto, sea O un punto cualquiera del espacio (Figura 2.5); entonces, tomando
momentos con respecto a dicho punto, tenemos

M, = OPxF + OQx(-F) = QPxF [2.18]

de modo que resulta ser independiente (invariante) del punto elegido como centro de
reduccion.

El momento de un par de vectores es un
vector perpendicular a plano definido por los M,
dos vectores y su sentido es €l del avance de un
tornillo que girase en € sentido indicado por los
vectores, esto es, € gque impone la regla de la r P
mano derecha explicada en la leccion anterior. b
El modulo del momento de un par de vectores -F
s Q

Figura 2.5

M=FQPseng =Fb  [219

siendo b la distancia entre |as rectas de accién de |os vectores que forman € par; i.e.,
el brazo del par.

Las propiedades méas importantes del par de vectores son las siguientes:
(1) El momento de un par es un invariante.

(2) El momento de un par es un vector libre; esto es, no vinculado a ninguna
recta de accion.
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46 Lec. 2.- Vectores deslizantes.

(5) S un sistema de vectores esta formado por varios pares, de momentos
individuales M, (i=1,2,...), € momento del par resultanteesM =Y M..

(6) Dos pares se equilibran s M =-M.,,

§2.6. Eje central.- Hemos visto que € momento resultante general de un
sistema de vectores deslizantes (en lo sucesivo lo Ilamaremos simplemente €
momento resultante) no es un invariante del sistema, ya que depende del punto del
espacio que elijamos como polo o centro de reduccion. Existirén, por lo tanto, unos
puntos del espacio en los que e momento del sistema presente un valor minimo; €l
lugar geométrico de tales puntos (que demostraremos que es una recta) recibe el
nombre de ge central del sistema. Esto es:

Llamamos €e central de un sistema de vectores dedizantes a lugar
geométrico de los puntos del espacio en los que e momento resultante del
sistema presenta un valor minimo.

Para determinar dicho lugar geomé-

, e trico, partiremos del invariante escalar,
/ central . .

ya que este invariante expresa la

IR constancia de la proyeccién del mo-

mento resultante, cualquiera que sea €
punto de reduccién, sobre la direccién
de la resultante R del sistema. En con-
secuencia, € momento sera minimo en
aquellos puntos en los que sea paralelo
a dicha direccion. Esto es, puesto que

RxM,

Figura 2.6

M-R = M R cosf = cte. [2.20]

y como R=cte, se sigue que M serd minimo cuando cos® sea maximo, 0 sea cuando
el angulo 6 determinado por los vectores M y R sea nulo. Entonces, e momento en
los puntos del ge central sera paralelo a la resultante R del sistema, 0 que nos
permite dar esta otra definicion del ge central:

Llamamos gje central de un sistema de vectores deslizantes al lugar geomé-
trico de los puntos del espacio en los que e momento del sistemaes paralelo
ala resultante R.

Esta segunda definicion del ge central, en todo equivalente a la primera, nos
permite identificar facilmente dicho lugar geométrico. En efecto, multiplicando
vectorialmente por R ambos miembros de la ecuacioén [2.13] se sigue

RxM_ = RxM . - Rx(OO'xR) =
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§2.6.- Eje central. 47

punto O respecto a punto O.

Si consideramos que O” sea un punto del gje central, i.e., O’=E, la condicion de
paralelismo entre Ry M es RxM =0, de modo que |la ecuacion (vectoria) del lugar
geométrico buscado es

RxM,

+ AR [2.23]
RZ

OE =

donde A es un pardmetro escalar (\=nm/R?) que es simplemente un transformado del
pardmetro m anteriormente definido. La ecuacion [2.23] 10 es de una recta paralela a
ladireccion del vector R y que pasa por un punto definido por el vector de posicién
RxM/R. La ecuacion de dicha recta puede escribirse también en la forma

X% _YY _ 25 [2.24]

R R R

donde (X,,Y0,Z,) representan las coordenadas cartesianas de un punto del e central
(el RxM/R, por ejemplo) y donde R, R, y R, son las componentes cartesianas de
la resultante R del sistema de vectores.

1

Otro método.- Conocido € momento resultante en € origen de coordenadas,
determinamos €l momento resultante en un punto genérico E mediante la expresién

M. = M, + EOxR [225]

E

Este momento resultante sera funcién de las coordenadas (x,y,2) del punto E; i.e.,
Me(x,y,2). Imponemos la condicion de que € punto E pertenezca a eje central, por
lo que M debera ser paraelo a R; esta condicidn se expresa en la forma

M M M

Ex _ Ey — E,z [226]
R R R
gue es la ecuacion de la recta asociada a e central del sistema de vectores

dedlizantes.

Obviamente, & mddulo del momento minimo puede calcularse proyectando €l
momento resultante en un punto cualquiera del espacio sobre laresultante genera del
sistema de vectores deslizantes; i.e.,

M- R-M [2.27]
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48 Lec. 2.- Vectores deslizantes.

sistema como €l punto de interseccion de todos los gjes centrales correspondientes
a todas las posibles orientaciones en e espacio que pudiera presentar dicho sistema
de vectores, de modo que se mantengan constantes € moédulo y e punto de
aplicacion de cada uno de los vectores que lo integran.

Sea un sistema de vectores paralelos a una cierta direccion que indicaremos me-
diante € versor e. Cada uno de los vectores que componen € sistema podra
expresarse en la forma

F-Fe [2.28]

con F;=0, y, obviamente, tendremos un versor e para cada orientacion del sistemaen
el espacio.

Supongamos que sea G e punto
que buscamos, esto es € centro de
sistema (Figura2.7). Por pertenecer dicho
punto a €e central del sistema debera
ser M;|R. Pero, por otra parte, a estar
constituido el sistema solo por vectores
paralelos entre si (sistema de vectores
concurrentes en € punto impropio), en
virtud del teorema de Varignon [2.14],
debera ser Mg LR. De modo que, para
Figura 2.7 gue esas dos condiciones puedan satis-

facerse simultaneamente debera ser
Ms=0. En consecuencia podemos

enunciar:

El centro de un sistema de vectores paralelos es un punto ta que €
momento del sistema con respecto a él es nulo.

Para cualquiera de | as orientaciones del sistema, tomando momentos con respecto
a punto O (origen de un sistema de gjes coordenados) tenemos

Mozzopixpi:ZoPixFie:(ZOPiFi)xe [2.29]
y tomando momentos con respecto al punto G resulta

M, =M, - OGxR = (EOPF)xe— OGX(ZF)e—

2.30
—[Z(FOP)—OGZF]xe—O 1230

y como esta ecuacion debera satisfacerse para cualquier orientacion del sistema de
vectores, 0 sea para cualquier e, nos queda
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§2.7.- Centro de un sistema de vectores paralelos. 49

> F, OP,

oG- ___
LF

[2.31]

gue nos determina la posicién del centro buscado.

En coordenadas cartesianas, siendo (x;, ¥, z) €l punto de aplicacion del vector F,,
la ecuacion [2.31] da lugar a tres ecuaciones escalares

2Fx 2Fy, 2Fz
R = Yo = ¥ % ~F 23

gue, como veremos en una leccidn posterior, son las mismas expresiones que definen
la posicién del centro de gravedad de un cuerpo en un campo gravitatorio uniforme.

§2.8. Sistemas de vectores equivalentes.- Decimos que dos sistemas de
vectores son equivalentes cuando tienen la misma resultante R y el mismo momento
resultante M, con respecto a un punto cualquiera del espacio.

Para que la definicion anterior tenga sentido, deberemos demostrar que si dos
sistemas de vectores deslizantes tienen la misma resultante y € mismo momento
resultante con respecto a un cierto punto del espacio, también o tendrén con respecto
acualquier otro punto. En efecto, dados dos sistemas de vectores, € V, (i=1, 2, ... m)
con puntos de aplicacion A; y & W, (j=1, 2, ... n) con puntos de aplicacion B;, y
suponemos que ambos sistemas tengan la misma resultante y el mismo momento
resultante con respecto a punto O; es decir,

m n
M, = X0A xV, = ZOBijj = M,, [2.33]
j=1

i=1

entonces, para otro centro de reduccion, O, sera
My = M, + O'OxR, y My = M, + OOxR,  [234

y como por hipétesis es M,=M,, y R,=R,, serd también M’ =M’
De acuerdo con la definicion de equivalencia entre dos sistemas de vectores
dedlizantes, tenemos;

(a) Un sistema de vectores concurrentes en un punto es equivalente a un
vector Unico (i.e., laresultante R del sistema), cuya recta de accién pasa por
dicho punto de concurrencia.

(b) Un sistema de vectores cuya resultante R sea nula, no siéndolo €

maArAntA  vacuald '3 AA (|
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50 Lec. 2.- Vectores deslizantes.

y recta de accién comun, pero de sentidos opuestos.
(2) La supresion de dos vectores en las mismas condiciones anteriores.

(3) La sustitucién de dos vectores concurrentes en un punto por su suma
efectuada y situada sobre una recta de accién que pase por € punto de
concurrencia.

(4) La sustitucién de un vector por otros dos en las mismas condiciones
anteriores.

(5) Y, naturalmente, la traslacién de un vector a lo largo de su recta de
accion.

§2.9. Reduccién de sistemas.- Reducir un sistema de vectores es sustituirlo
por otro sistema de vectores mas sencillo que le sea equivalente. La reduccién de un
sistema de vectores puede llevarse a cabo mediante las operaciones elementales
enumeradas anteriormente.

Para la reduccion de un sistema de vectores resulta sumamente interesante la
consideracion de los siguientes teoremas:

TEOREMA .- Todo sistema de vectores deslizantes puede reducirse a un vec-
tor Unico cuya recta de accion pasa por un punto arbitrario méas un par cuyo
momento sea el momento resultante del sistema con respecto a dicho punto.

Esto es, elegido un cierto punto O como centro de reduccién, el sistema es equivalente al formado
por la resultante general R aplicada en O y a un par, constituido por los vectores F y -F, que podemos
elegir arbitrariamente con tal de que e momento del par sea igual @ momento resultante general del
sistema dado con respecto a centro de reduccion O.

Podemos conseguir una reduccion de esa forma sin més que aplicar en el centro de reduccion O
elegido un vector igual a cada uno de los F; (i=1, 2, ... n) y otro, -F;, igual y opuesto Figura 2.8. Los
vectores F; aplicados en e punto O dan (sumados) laresultante R del sistematotal asi constituido, en tanto
que los vectores -F; se agrupan por parejas con los dados inicialmente para formar n pares de vectores que,
una vez sumados nos dan el momento resultante M, esto es, e momento del par resultante (F, -F).

F
/i,
F; .
sistema
polo o centro original
de reduccion
Figura 2.8 Figura 2.9
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§2.9.- Reduccion de sistemas. 51

En efecto, puesto que un par de momento M estd compuesto por dos vectores, uno de los cuales
puede tener la recta de accion que se desee, uno de ellos puede ser elegido de modo que esté aplicado en
el punto O (centro de reduccién arbitrario) del caso precedente, de modo que podra sumarse a la resultante
general R aplicada en O (Figura 2.9). En consecuencia, nos quedara, ademas de esa suma, €l otro vector
que formaba parte del par de momento M; esto es, dos vectores en total.

TEOREMA 11.- Reduccion candnica® Todo sistema de vectores deslizantes
cuyo invariante escalar sea distinto de cero, puede reducirse a un vector
anico y a un par cuyo momento sea paraelo a dicho vector Unico. Ta
reduccion se llama candnica.

En efecto, sl tomamos el centro de reduccion sobre

el ge central del sistema de vectores, la resultante y €l z ‘R
momento resultante del sistema seran paraelos entre si,

como se muestra en la Figura2.10. El sistema asi Mmin
constituido, equivaente al dado, sellamatorsor y el eje

del par (i.e., e gecentral del sistema) recibe el nombre 0] ; Y

de flecha del torsor.
Evidentemente la condicion necesaria y

suficiente para que lareduccion candnica sea
posible (i.e. que € sistema pueda reducirse
en un par de momento M, paralelo a la o eje central
resultante R) es que € invariante escalar no .
Figura 2.10

sea nulo, 0 sea R-M=0, pues asi ni R ni M
son nulos ni perpendiculares entre si.
Cuando €l invariante escalar del sistema de vectores es nulo, es decir M -R=0,

siendo M & momento en un punto cualquiera, se pueden presentar los casos
siguientes:

(@) S R=0 y M=0, esta situacion se presentara para cualquier centro de
reduccion y el sistema es equivalente a cero (sistema nulo).

(b) S R=0 y M=0, €l sistema se reduce a un par de vectores de momento
M cualquiera que sea € centro de reduccion.

(c) S R0y M=0, € sistema se reduce a un vector Unico cuya recta de ac-
cién pasa por ese centro de reduccion. Esta situacion se presenta tanto si 1os
vectores son concurrentes (sean coplanarias 0 no) (Figura 2.11), como s los
vectores gque constituyen el sistema son paralelos entre si (punto de
concurrenciaimpropio) (Figura 2.12). En todo caso, en |os puntos que no perte-
necen a la recta de accion de la resultante R (gje central del sistema)
aparecerd un cierto momento M=0, pero dicho momento serda siempre
perpendicular alaresultante R, ya que dicho momento seraigual a momento
de la resultante en esos puntos (teorema de VARIGNON).

AN CF DN DA O DAl ol A AA LD 1 H
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52 Lec. 2.- Vectores deslizantes.

centro de reduccion. Como caso particular, si €l centro de reduccion se toma
sobre €l gje central del sistema de vectores, debera ser M,,|R, de modo que
para que puedan satisfacerse simultaneamente las dos condiciones anteriores
(perpendicularidad y paralelismo entre M y R) y a ser R#0 e invariante,
debera ser M,,,=0, reduciéndose el sistema a un vector Unico (la resultante
R del sistema) dirigido a lo largo del gje central.

Figura 2.11 Figura 2.12

Ejemplo |.- Dado e sistema de vectores dedlizantes:

a=i+2+3k aplicado en A(1,2,3)
b=i-j+k aplicado en B(-1,0,1)
c=-i+2-2k aplicado en C(2,0,-1)

hallar: a) su resultante; b) su momento resultante respecto al origen de coordenadas; ¢) € médulo
y componentes del momento minimo del sistema; d) la ecuacion del gje central; €) € torsor del
sistema.

a) Laresultante esR = a+ b+ c =i + 3j + 2k y sumédulo vale |R| = |12+ 3+22 = /14 .
1
b) El momento resultante es Mg = M(a) + Mg(b) + M(c), 0 sea

1 1 -1 1 2 -1
My =1|2 2 |+ 0 -1 [+ 0 2 |=
3 3 1 1 -1 -2
0 1 2 3
=10 ([+|2|+[5]|=|7
0 1 4 5

My = =0 =3 -7y
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§2.9.- Reduccion de sistemas. 53

— — 1 1
v 14 (EJ: CAELIE T [P PR
Tovalz2) Tz

1 3 1

RxM
d) El punto 2°=i a7 |-2] 1
R 14 2 5 14 2

pertenece a ge central, por lo que la ecuaciones cartesianas de éste seran

Ux-1 _ ly-1 _ 14z-2

1 3 2
Otro método: Calculamos el momento resultante en un punto genérico E(x,y,2) perteneciente al gje
central
3 1 X 3z-2y+3
Mg =My+EOXR =| 7 [ + | 3 |X|y |=]| 2Xx-z+7
5 2 z y-3x+5

de modo que la ecuacion de la recta asociada al mismo sera

3z-2y+3 _ K-z+7 _y-3x+5
1 3 2

€) El torsor del sistema es IRyM, 1 =1{(132); 1_77(1,3,2)}

Ejemplo I1.- Laresultante de un sistema de vectores dedlizantes es R = 2i - 3j + k y su momento
resultante con respecto a punto P(1,-1,2) vale M, =i + 2j - k. Determinar €l gje central del sistema.

4 Podemos evaluar el momento resultante en el origen de coordenadas O(0,0,0); esto es,

1 1 2 6
Mg =M, +OPxR=| 2 [+|-1 x| -3[=| 5
-1 2 1 -2

de modo que la ec. vectorial (ec. paramétricas) del ge central serd

RxM 1 2 6 2 V14 + 2
OE = 2°+xR=_ -3 |x| 5| +«A| -3 |=]| 57 -3\
R Yl -2 1 2+
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54 Lec. 2.- Vectores deslizantes.

RxM,
OE = OP+PE = OP + + AR =
1 2 1 2 15/14 + 2\
= -1 + 1_14 -3 | % 2|1 + M| -3 |=1|-11/214 - 3\
2 1 -1 1 52 + A
_ 15 _5
0 bien en forma continua X"z _ Y & _ -3

gue es la misma recta que antes, como € lector comprobara fécilmente.

§2.10. Virial de un vector.- Definimos €l virial de un vector F, aplicado en un
punto P, respecto a punto O del espacio, como el producto escalar del vector OP por
el vector F. Esto es

V,=OP-F [2.35]

El viria de un vector respecto a un
punto es, evidentemente, una magnitud
escalar. La definicion del virial de un vector
presenta una cierta analogia con la del
momento de un vector, ya gque intervienen
|os mismos elementos (los vectores OPy F),
si bien e producto vectorial ha sido reem-
Figura 2.13 plazado ahora por un producto escalar.

Obsérvese que en la definicion del viria
de un vector hemos omitido el caracter deslizante de éste; en su lugar, hemos desta-
cado la palabra "aplicado”. En efecto, el virial de un vector respecto a un punto dado
del espacio no es independiente de la posicion del vector F sobre su recta de accion
(Figura 2.13). Si calculamos €l virial del vector F, aplicado en otro punto (P) de su
recta de accion, respecto a punto dado O, tenemos

Vo, = OP'-F = (OP+PP')-F [2.36]

0 sea Vo =V, + PP'-F [2.37]

de modo que V,'#V,. Consideraremos, pues, € vector F como un vector ligado.
Fstahlecemns asi_1ina niieva clase de vectares 1ade losvectareslioados iintoalas
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ON

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

flagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDEN
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70




§2.10.- Virial de un vector. 55

Esto es, si en lugar de tomarlo respecto a punto O

lo tomamos respecto al punto O, serg, en genera F A o
V£V, %

En efecto;
0) % "/
[2.39] £

V, = OP-F = (O'0+OP)-F

0 sea Vo =V, + O0-F [2.39 \/

de modo que V, solo serd igua a V, cuando P

O’O-F=0, lo que ocurre cuando se escoge O sobre Figura 2.14

una recta que pasando por O sea perpendicular ala

direccion del vector F. Asi pues, € viria de un

vector tiene el mismo valor en todos los puntos de un plano normal a vector (Figu-
ra2.14.)

§2.11. Virial de un sistema de vectores.- Consideremos un sistema de
vectores ligados, F; (i=1, 2, ...). aplicados respectivamente en los puntos P, (Figu-
ra 2.15). Llamaremos virial del sistema de vectores ligados, respecto a un punto dado
O, d escalar que resulta de sumar todos los viriales individuales (i.e., de cada uno
de los vectores que integran el sistema) respecto a punto O. Esto es, si designamos
por V,, € viria del sistema, tenemos

V, =X OP -F, [2.40]

El virial de un sistema de vectores depende del punto del espacio respecto a cual
se calcula. El viria del sistema en un punto O’ serd

o - LOPF, - T(00-OP)F,

[2.41]
= ZOP F.o+ (o)e) ZF

]

osea V, =V, + O0-R [242

donde R=XF; es la resultante genera
del sistema de vectores ligados (suma
de todos los vectores del sistema como
si fuesen libres), de modo que €l virial
del sistema en el punto O esigua a
virial del sistema en el O més € virial

de la resultante del sistema, supuesta
anlicada en Al ninta. O _en ol nuinta Y
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56 Lec. 2.- Vectores deslizantes.

§2.12. Plano central.- Hemos visto que €l viria de un sistema de vectoresliga-
dos no es un invariante del sistema, ya que su valor depende del punto del espacio
en € que se calcula; dicho valor variard de forma continua desde - a <, al pasar de
un punto a otro. También hemos visto que € virial de un sistema de vectores ligados
toma un valor constante en todos los puntos de cualquier plano perpendicular a la
direccion de la resultante general (R) del sistema. Existira, por lo tanto, un plano en
cuyos puntos el virial sera nulo; tal plano recibe el nombre de plano central; i.e.,

Llamamos plano central de un sistema de vectores ligados a lugar geométri-
co de los puntos del espacio en los que se anula €l virial del sistema.

Para determinar la ecuacion del plano
central, consideraremos un punto genérico Q
de dicho lugar geométrico, en e que sera
V=0. Entonces, de acuerdo con laexpresion
[2.42], sera

Vo=V, +QO-R=0 [2.43]
0 sea OQ-R =V, [2.44]
Figura 2.16 que es la ecuacion de un plano normal ala

direccion de laresultante general del sistema
de vectores (i.e., normal a eje central), en
cuyos puntos se anula €l virial del sistema; la expresion [2.44] es la ecuacion vectorial
del plano central del sistema de vectores ligados.
En coordenadas cartesianas (x,y,z), tomando €l origen en & punto O, como
se indica en la Figura 2.16, la ecuacién del plano central se escribe en la forma

XR, -~ YR, + 2R - Vg (245

donde (R,R,R,) son las componentes de la resultante general del sistema sobre los
gjes coordenados y V, es e viria del sistema en el origen de coordenadas.

§2.13. Punto central.- Hemos definido en esta leccién € eje central de un
sistema de vectores dedlizantes y €

1z / plano central de un sistema de vectores

/ F, e ' R ligados. Consideremos ahoraun sistema

. M. de vectores dado, F; (i=1, 2, ... n),

plano ceritral min e
- P, //punto cuyas rectas de accion pasen por los
/s puntos P, correspondientes. Con-

siderémoslo, primero, como un sistema
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§2.13.- Punto central. 57

los puntos de aplicacién dados). El punto de interseccion del gje central con el plano
central (Figura 2.17) recibe € nombre de punto central del sistema de vectores, para
unos puntos de aplicaciéon dados. Para encontrar € punto central bastara, evidente-
mente, resolver € sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones del gje central
[2.23] 0 [2.24] y la ecuacion del plano central [2.44] O [2.45].

De acuerdo con la definicién anterior, es obvio que

el punto central de un sistema de vectores es aquél en € que €l virial es
nulo y minimo el momento.

Debera quedar bien claro que € punto central sblo tiene significado para un
sistema de vectores ligados 0 para un sistema de vectores deslizantes para un
conjunto de puntos de aplicacion dado (lo que equivale a considerar los vectores
como ligados).

No debemos confundir el concepto de punto central de un sistema de vectores
ligados con €l de centro de un sistema de vectores paralelos; sin embargo, en el caso
de un sistema de vectores ligados paralelos, ambos coinciden en un mismo punto del
espacio (vide Problema 2.25). Podemos considerar €l punto central como unageneraliza-
cion del centro de un sistema de vectores paralelos (deslizantes o ligados).

Problemas

2.1.- Determinar el momento del vector F = 2i
- j + 3k, aplicado en el punto P(2,5,3): a) con

2.5.- Demostrar que, si € momento de un
sistema de vectores deslizantes es nulo con

respecto a origen de coordenadas, b) con
respecto a punto O’(1,2,-1); ¢) comprobar que
Mo= Mg + OO x F.

2.2.- Dado €l vector dedizante F =i + 2j +
3k, aplicado en e punto P(3,4,2), calcular su
momento: a) con respecto a cada uno de los
gjes coordenados; b) con respecto al gje deter-
minado por el origen de coordenadas y el
punto Q(2,3,1); c) con respecto a la recta de
ecuacion (x-1)/2 = (y+2)/3 = (z-4)/(-5).

2.3.- Dado €l vector dedlizante F = 2i - 3j +
2k, cuyo momento con respecto al origen de
coordenadas es My = 5i + 6] + M)k, deter-
minar M, y la ecuacién de la recta de accion

respecto a tres puntos no aineados, €l sistema
de vectores es equivalente a sistema nulo.
¢Qué ocurre si los tres puntos estan alineados?

2.6.- Un sistema de vectores dedizantes esta
definido por sus momentos respecto a tres
puntos del espacio, en la forma siguiente

M, =i+2 -k respecto a 0,(2,0,1)
M,=a +4j +3k 0,(0,0,1)
M;=bhi-j+ck 0,4(1,-1,0)

Hallar € vector resultante y completar las
expresiones de los momentos.
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58 Lec. 2.- Vectores deslizantes.

2.8.- @) Determinar e centro de un sistema de
vectores deslizantes paralel os, formado por los
vectores de médulos 2, 4 y 5, respectivamente,
y aplicados en los puntos (1,1,0), (2,3,1) y
(2,1,3). b) Determinar laresultante del sistema
y el momento resultante con respecto al origen
de coordenadas.

2.9.- Demostrar que €l sistema de vectores: F,
=2, F,=-iy F;=-i, aplicados en los puntos
(0,0,0), (0,1,0) y (0,0,1), respectivamente, se
puede reducir a un par y determinar dicho par.

2.10.- Dado un vector dedlizante F = -i + 2j +
3k cuya recta de accion pasa por € punto
P(2,1,1), y € par de momento M = 4i + 2j,
reducir dicho sistema a un vector Unico (de ser
posible) aplicado en un punto del plano xy,
cuyas coordenadas deben determinarse.

2.11.- Dado €
sistema de vecto-
res deslizantes
gue se representa
en la figura, re-
ducirlo a un vec-
tor que pase por y
el origen de X
coordenadas y a

un par. Determi-

nar los modulos

de dichos vecto-

res para que el sistema se pueda reducir: a) a
un vector Unico y b) a un par.

3}

Prob. 2.11

2.12.- Saobre un cuerpo rigido actdan dos fuer-
zas, F,=3i-2j+kyF,=i-j, aplicadas
respectivamente en los puntos (0,1,1) y (2,0,1),
y un par de fuerzas de momento M = 3i - k.
Sustituir ese sistema de fuerzas por: a) una
fuerza que pase por e punto (1,1,1) y un par;
b) por unafuerzay un par de gje paralelo ala
fuerza

2.13.- Dados los vectores dedlizantes

a=i+j+k aplicado en A(1,1,0)
b=i-j-k aplicado en B(0,0,2)
c=2 +]j aplicado en C(1,1,1)
d=2k aplicado en D(0,3,0)

reducirlo a dos vectores, uno aplicado en el
nrinen Ao e~nnrden A

b=k aplicado en B(1,0,0)

Determinar un sistema equivalente al dado que
esté constituido por dos vectores, de modo que
uno de ellos tenga € €e y como recta direc-
triz.

2.15.- Determinar €l ge central del sistemade
vectores deslizantes definidos de la siguiente
forma:

A=2i +j+3k P,001)

|B|=6; B>0; 2(x-1)=y=z

IC|=3; C>0; P.(3,0,0);

2coso.=cosp=cosy

2.16.- Dado €l sistema de vectores dedlizantes:
aplicado en A(0,0,1)
b=k aplicado en B(1,0,0)

a=i-j

determinar un tercer vector, de mddulo 2 y
componentes enteras, que junto con los dos
anteriores constituya un sistema cuyo €e
central sealarectax=y=1z

2.17.- Consideremos € sistema de vectores
dedizantes

Fi=j-k aplicado en P,(0,1,0)

F,=-j aplicado en P,(1,0,0)
Determinar un tercer vector tal, que junto con
los dos anteriores, constituya un nuevo sistema
equivalente a un par cuyo momento tenga la
direccion del ge z

Prob. 2.18

2.18.- Consideremos € sistema de vectores
deslizantes infinitesimales definido por dA =
ds. donde A es una constante v ds es el vector
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Problemas 59

terminar el ge central y € torsor del sistema.

2.19.- Sean dos sistemas de vectores deslizan-
tes definidos por sus torsores { R;M} respecti-
VOS!

T,={(1.21);(242)} P(10,0)
T,={(0,11);(0,3,3)} P,0,1,0)

Determinar el torsor resultante del sistema de
vectores constituido por los dos dados.

2.20.- Demostrar que e momento resultante de
un sistema de vectores deslizantes es el mismo
paratodos los puntos de unarecta paralelaala
direccion de la resultante general del sistema.

2.21.- Demostrar que un vector y un par copla-
narios equivalen a un vector Unico y que, reci-
procamente, un vector Unico equivale a otro
equipolente que pase por el punto que se desee
y aun par.

2.22.- En € §2.6 hemos obtenido la ecuacion
vectorial del €e central de un sistema de
vectores deslizantes [2.23], en la que aparece
un pardmetro escalar A que depende del punto
O elegido como centro de reduccién. Normal-
mente, dicho punto sera el origen de un siste-
ma de coordenadas, de modo que O(0,0,0),
adoptando entonces la ec. vectoriad del ge
central su forma més simple [2.23]. Sin em-
bargo, si conocemos e momento resultante del
sistema de vectores deslizantes en un punto
cualquiera P, podemos obtener la misma ec.
vectoria del ge central en laforma

RxM,
R2

OE = OP + PE = OP + + AR

P

siendo A, un nuevo pardmetro, asociado a
nuevo centro de reduccion P, relacionado con
e anterior por

xp—(x OP~R)
R2

Demostrar estas dos expresiones 'y comprobar
gue se reducen a la [2.23] cuando el punto P
coincide con € origen de coordenadas.

2.23.- a) Calcular

virial en el origen de

paralelos al gje z, formado por los vectores de
modulo 2, 4 y 5, respectivamente y aplicados
en los puntos (1,1,0), (2,3,1) y (2,1,3), co-
rrespondientes. Determinar la posicion del
centro y del punto central de este sistema de
vectores. b) Ahora, giremos el sistema de
vectores para colocarlo paralelo a gex, sinal-
terar los modulos ni los puntos de aplicacion
de los vectores. Determinar de nuevo la posi-
cién del centro y del punto central del sistema.
Interpretar los resultados.

2.25.- Demostrar los teoremas siguientes:
a) Dado un sistema de vectores ligados y
paraelos entre si, e punto central de tal
sistema queda definido como € punto de
interseccion de todos los planos centrales co-
rrespondientes a todas las posibles orientacio-
nes que pudiera presentar dicho sistema de
vectores en el espacio. b) El centroy e punto
central de un sistema de vectores paraelos
coinciden en un mismo punto del espacio.
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60 Lec. 2.- Vectores deslizantes.
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