Algebra parainformética(U.N.E.D.) Unidad Didadicalll

Unidad Didactica lll.

Podemos distinguir dos partes, una donde se estudia d espado Afiny el espado Eu-
clideo, y una segunda parte entorno ala programadon Lined.

En la primera parte, ademés de los vedores del espado vedorial se estudian otras no-
ciones como distancias, puntos, angulos..., y esto nos permite llegar al espado Afiny €
espado Euclideo.

La programadon Lined y € Método Simplex son un buen método para glicar los
conocimientos adquiridos.

Capitulo 7. El Espacio Afin

Conocimientos previos.

- Espacio vedorial: Ver temal.

- Basedeun espacio vedorial. Base ortonormada.

- Funcién inyediva vy biyediva:

- Isomorfismo

- Producto cartesano

- Relacion de Equivalencia, Clase de Equivalencia

- Propiedad transitiva, reflexiva y smétrica.

Espacio &fin
SeaE un conjunto E = {P, Q, R, ..} cuyos elementos % llamaran puntosy seaV un
K-espado vedorial. Se dice que E es un espado afin asociado a 'V, s se define una ali-
caaon:
f:EXE -V
tal que a calaﬁr de puntos (P, Q) le hagﬂnrraponder un vedor VOV que selede
nominara v = PQ (esdedr: f(P,Q) = v = PQ) y que verifique:
1° OPOE, VDV ;OQUE ta quef(P,Q) = Vv=PQ)
20 f(P,Q =0 O P=Q
® 0P, Q, ROE, tdesque PR=PQ+QR O f(P,R) =f(P, Q) +f(Q,R)
Ladimension del espado afin es la dimension del espado vedoria asociado.
Se denota E; el espado de puntos en el plano asociado al espado vedorial R* sobre
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Referencia afin

Sea E un espado afin asociado a espado vedoria V, de dimension n. El conjunto
R={0O,0,u,,...,U,},donde OO E y B={0,,0,,...,U,} esunabasedeV, se llamarefe-
rencia din de E.

Un punto P O E tiene de mordenadas en R las que d vedor OP tiene & la base
vedoria B. Esdedr:

P(pw, P2, ....,Ps) eN R = OP=(py, P2, ...,Ps) N B
En E; lareferencia usual es;

R={O,u, 1} ; donde O =(0,0); 4= (1,0); €6,=(0,1)
En E; ser&
R={0O,4,u,,u;} ; donde O =(0,0,0); ;= (1,0,0);€0,=(0,1,0); U3=(0,0,2); €

Ecuacionesde unareda

Unareda es un subespado de dimension 1 en un espado afin. Se determina por:
a) Un punto y unadirecdon (vedor de direcadn de lareda).
b) Dos puntos no coincidentes.
Cada cao se hdlaria de la siguiente manera. Supongamos Eo.

a) Si e punto esP = (a, b) y ladirecdén d = (dy, d,), laredar puede expresarse
de las sguientes formas:

Ecuacion vedorial: OX =OP+ Ad ; dondex=(x,y) Or.
Ecuaciones paramétricas.
x=a+ Ad;
y=b+ Ad,
Ecuacion continua:

Ecuacion cartesana:
Ax+By+C=0;dondeA=d;; B=-d;; C=d,a-d;b
b) Lareda que antiene los puntos P = (a, b) y Q = (c, d) es lareda que tiene
como direcdén d = PQ = (c - a, d - b). Sereduce d caso anterior.
Si € espado &fin es E; las eauadones gran similares con tres coordenadas. No ten-

driauna expresion la ewladon cartesiana, su correspondiente esla expresion de unareda
como intersecaon de dos planos.
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3. Sid #kd, O rysse rtanenun punto solucién del sistema de exiadones
cartesianas de anbas.

Si las redas vienen expresadas por su easaddn catesiana, se verifica

Intersecadn de dosredas. Dadas dosredasr y S cuyas eaiadones generales onr :
axXx+ay+ap=0ys:bx+by+by=0,yllamando M y M' alas matrices:

M:Eai a,[ M':Eai a, a,C
B bEY " TH b b
* rgIM] =20 r n sconstade un solo punto (r y S son secantes).
e rgiM]=1yrgM]=20 r n s=0 ylasredas $n paraelas.
e rg[M] =rg[M] =10 lasredas coinciden (son lamisma).

Intersecadn detresredas. Dadas las sguientesredasr, sy t, y llamando My M' a
las matrices que a&gjo se sefidlan

r-ax+ay+a=0
S:bix+hy+by=0

t:ox+cy+c=0

a,Ll a C
T
B GE B G G
e rgiM]=30 rnsnt=0yformantriangulo o dos on paraelas.
e rgiM] =rg[M]=20 r n sn t constade un solo punto.
e rgiM]=1yrgM]=20 r n sn t=0 (son paraelasy no coinciden las tres)

e rg[M] =rg[M] =10 lastresredas coinciden (son la misma).

Haz deredasdevértice P

Silasredasr y sse ortan en un punto P = (a, b), la ewadon
ar+pBs=0; a, BOR
donder y s representan las eauadones cartesianas respedivas, es la del conjunto de rec-

tas de E, que pasan por P (haz deredas de vértice P). Para calavalor de ay Bred se
obtiene unaredadel haz

r
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Ejercicio:
Halar laredat que es paralela ar y pasa por laintersecdonde s, y s, siendo r,
s Y & lasredas de ewadones generaes
r-3x+2y+5=0;, §:Xx+2y+1=0; ,: 2x+y=7
Sducion:

Laredat, como pasapor laintersecadén de s, y S, pertenece & haz que estas
definen, luego:

t:(x+2y+1) + A(2x+y—-7)=0 parauncierto ALl R
Dado quet y r son paralelas, tendran proporcionales los coeficientesde x e y:

1+2A  2+A
3 2

, luegoA=4y t:3x+2y=09.

Ecuaciones de un plano

Un plano es un subespado de dimensién 2 en un espado afin. Puede determinarse
por:
a) Un punto y dos vedores contenidos.

b) Tres puntos no alinealos.
¢) Un punto y un vedor perpendicular (vedor diredor o direcaén del plano).

Se hallaria de la siguiente manera:

a) Si e punto esP = (a, b, ¢), y los vedores contenidos. U= (U;, Up, U3) Yy V=
(v1, V2, V3); @ plano Tt puede expresarse por las sguientes eauaciones.

Ecuacion vedorial: OX = OP + AU + uv ; donde X OR.
Ecuaciones paramétricas. Si X=(X, Y, 2
X=a+Au+uwv
y=b+Awm+Uuv,
Z=C+AUuz+ Uvs
Ecuacion cartesana:

X-a u v
y-b u, v[=0; Ax-a)+B(y-b)+C(z-c)=0
Z-C Uy V;

donde A, B, C serén los menores;
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¢) El plano que ontiene d punto P = (a, b, ¢) y tiene cmo vedor de direcaén
d = (A, B, C) tiene la ewiadén cartesiana
Ax—-a)+B(y-b)+C(z-¢)=0
Las restantes eauadones pueden hallarse digiendo tres puntos cualesquiera 'y proce-
diendo como en el caso b) anterior.

Posiciones relativas de dos planosen E;

Sean los planos 75 y 76 de eladones:
Th=AX+By+Ciz+D;=0; t6 =AX+By+C,z+D,=0

Andlizando las luciones del sistema formado por ambas, utilizando e teorema de
Rouché se obtiene:

|:|A1 Bl C:l | Dl [
BZ CZ | DZE

1. Sir[M]=r[M|N]=1 O Planoscoincidentes

Esto sucede auando:

[M|N] =

A_B_G_D
A B C D
2. Sir[M]=1; rf[M|N] =2 O Planos paralelos
Esto sucede auando:
A_B_G
AZ BZ CZ
Es dedr, cuando €l vedor de direcddn coincide en ambos planos.
3. Sir[M]=r[M|N] =2 0O Losplanos £ ortan segin unareda.

Ecuacion de unareda como intersecaon de planos

Todareda en E; puede expresarse mwmo intersecdon de dos planos. Lareda:
x-a _y-b _z-c
d d, d;

r

resolviendo dos de las tres igualdades, resulta:

L Dh(x-a)=d(y=b)=0
 da(x—a)=di(z=c)=0
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gue se @rtan segun laredar, la ewadon:
a(AXx+ By + Ciz+Dy) + B(AXx+By+Cyz+ D) =0; a, BOR

representa @ conjunto de planos que @ntienen ar. Para cala par de valores a, 3 se ob-
tiene uno de dlos. Ese mnjunto se llama haz propio de planosde ger.

Haz de planos paralelos a uno dado

Dado un plano rTrde ewiadon:
Ax+By+Cz+D=0

La ewadon Ax + By + Cz+ A =0, representa para cala A [ R, un plano paralelo a 7z
El conjunto de todos ellos s llama haz impropio de planos paralelo art

T

Posicion relativa detres planosen Eg

Dados tres planos 3, 75, 78 de emiadones:
m=EAX+By+Cz+D;=0
TE=AX+By+Cz+D,=0
TB=AX+Bgy+Csz+D3=0

Sus posiciones relativas s obtendran del andlisis del sistema de matrices:

oA B G | D,
[M|IN]=A, B, C, | D,C

DI\ R _C | n[
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d Sir[M]=2;r[M|N] =3 [ Se oortan dos ados (forman prisma) o dos pa-
ralelos cortados por €l otro.

e Sir[M]=r[M|N] =3 O Se oortan en un solo punto (forman triedro).
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Capitulo 8. El problema de la Programacion Lineal

Conocimientos previos.

- Ecuacion deunareda

- Representacion en sistemas de @ordenadas cartesianas

- Resolucion de sstemas de eaiaciones lineales

Conjuntos convexos: Definiciones

SeaE un espado afin red de n-dimensiones, asociado a un espado vedoria V.
a) Combinacién convexa

Se diceque un punto P de E es combinacion convexa de los puntos Aq, A, ..., An de
E s existen nimeros redes positivos ai, as, ..., am tales que para un punto O de E:
OP= 0 OA + 00A, + ...+ 0mOA,; i+ o+ ...+ Q=1
Esta definicion es independiente del punto O elegido. Puede dreviarse
P=oA+ oAt ...+ QA a1+ 0+ ..+ 0n=1
b) Conjunto convexo

Un conjunto F de E se dice mnvexo s paratodo par de puntos A, B, de F, toda com-
binadon convexa de A y B pertenece & .

Fconvexo « A BUOF; P=aA+a.BOF cona;+a,=1
De una manera sencill a

Un conjunto es convex cuando paa todo pa de purtos, €
segmento que los une estéa incluido en dicho conjunto.

Cc) Segmentode extremosAyB

Dados dos puntos Ay B de E, se llama segmento de extremos A, B a conjunto:
[A,B]={POE tdesque P=a0A+(1-a)B, aOR, 0<as<l1}
De esta definicion se deduce que:

Propasicion 1 Un punto P 0 E es combinadon convexade Ay B s P pertenece &
segmento de extremos Ay B.

Propaosicion 2 Un subconjunto F [0 E es convexo s paratodo par A, B de puntos de
F, el segmento [A, B] también pertenece aF.
d) Extremo

Un punto P de un conjunto convexo F de E redbe d nombre de extremo, s P no
puede ser expresado como combinadon convexa de otros dos puntos de F distintos de

P Fc denr d P noanartonece aninaiin eeamentn Adiie tenna nor aviroamne dne nintne
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f) Convexo de soluciones

Es e rednto del plano que satisface smultaneamente cala una de las desigualdades
linedes del sistema.. Un convexo de soluciones es de area finita cuando la poligonal que
lo delimita es cerraday es de area infinita cuando dicha poligonal es abierta.

Desiqualdades lineales

En general, los puntos que satisfacen una desigualdad lined
g taet ... tann<bh
definen un semiespado en el espado n-dimensional. Asi, la desigualdad
g ta<b
define un semiplano en el espado &fin E,.
El conjunto de puntos lucion del sistema de desigualdades:

g taet ... tann<bh

esun COI']jUI’]tO convexo.

Ejemplo:
Graficar el conjunto de puntos que satisfacen ladesigualdad x +y = 3.

Comenzamos por graficar X + y = 3. Los puntos del plano que la satisfacen
son los gque se hallan sobre la reda crrespondiente, pero también estamos bus-
cando los puntos que aumplen la desigualdad x + y > 3, o lo que eslo mismo, y
>-Xx+ 3, por lo que d conjunto solucién de la desigualdad dada es el semiplano
gue eta por encimade lareda incluyéndola.

Va

N

A

3\ X
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\4

Para traza una desigualdad de las mencionadas, es conveniente tener en
cuentalas sguientes reglas.

1. Dibujar lareda ax + by = ¢, empleando linea ®ntinua s se incluye la igual-
dad y discontinua s no se laincluye.

2. Elegir un punto del plano, que no pertenezca dareda. Si dicho punto satisfa
celadesigualdad, entonces € conjunto buscado es el semiplano que lo contie-
ne. Si no la satisface la solucion corresponde d otro semiplano.

Sistemas de desigualdades lineales

Mediante un giemplo analizaremos el procedimiento a seguir para halar e conjunto
solucién de un sistema de desigualdades linedes.

Ejemplo:

Consideremos €l sistema
0 x=2vy
H%x+y26
B y<5
H x<7

Para mostrar su conjunto solucién, graficaremos en un sistema de @ordena
das cartesianas ortogonales &l semiplano solucion de cala desigualdad.

Laintersecddn de estos semiplanos nos daré una region del plano que sera d
conjunto del sistema de desigualdades linedes.

Puntualicemos los pasos a seguir parallegar al conjunto de desigualdades dado.
1. Numeraremos cada una de las desigualdades del sistema dado.

2. Transformaremos cada desigualdad del sistema en eauaddn, a dedos de po-
der graficar lafrontera del semiplano solucion de cala desigualdad.
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) Xy ) X=y
%) 3X+y=6 %) 3X+y=6
%3) y<5 %3) y=5
H) x<7 H) x=7
2 Y
@ s\

v
7 »
va

A (4

(2

El problema dela programacién lineal

El problema de la programacion lineal consiste en encontrar los valores de dertas
varigbles x,, X,,..., X, que optimicen una funcion lined de dlas dada: c;x; + CoX%o + ...
+ CnXn, de forma que todas €ellas £an positivas y que verifiguen a su vez un sistema de
desigualdades linedes.

Lafuncidn lined a optimizar se llama funcién objetivo (o econdmica) y las eauado-
nes ¢ llaman restricaones o ligaduras del problema.

Se puede escribir:
Optimizar: Z=CXp + CXo + ...+ CXn (funcion objetivo)
Sujeta a X taXe + ...+ amX =by

................................................ (restricdones o ligaduras)
amiX1 + AmXe + ... + @mXn = b

Se supone que las eauadones ligaduras son independientes, ya que en caso contrario
se sugtituirén por otro sistema equivalente que lo fuese.

Si lasrestricaones s dan en forma de desigualdades
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Xyt Aot ...t &kt X1 =

amX; + anXe + ... + &mXn + Xn+m = b

Como problema matemético, € problema de programadoén lined puede ser descrito
asi: Seaun conjunto convexo definido por un sistema lined de desigualdades (ligaduras).
De todos los puntos del convexo, determinar aquel o aquellos para los cuales s optimice
una derta funcion lined (funcion objetivo).

Soluciones del problema

Sea ¢ problema de programadon lined con n variables y m restricdones indepen-
dientes. Se llama:

Solucion posible: Todo punto X = (X, X, ..., X») Cuyas coordenadas n todas positi-
vasy verificalas restriccones. Se llama también solucion factible.

Solucion posible basica: Es la solucidn posible que no posee méas de m coordenadas
positivas.
Solucion posible 6ptima: Es la solucion posible que optimizala funcién econdémica

Propaosicion 3 El conjunto de todas las luciones posibles a problema de pro-
gramadon lined es un conjunto convexo.

Propasicion 4 Toda solucion posible 6ptima se dcanza e un punto extremo del
conjunto convexo de las luciones posibles.

Propaosicion 5 Cuando existan dos 0 mas luciones optimas, cualquier combi-
nadon convexa de dlas es también solucion optima.

M étodo de resolucion

a) Método gafico

El problema de programadon lined consiste en encontrar el punto del conjunto con-
vexo determinado por las eauadones restricaon que optimice la funcion objetivo. Para
ilustrar este método, consideraremos el espado bidimensional.

La funcion objetivo
Z = C1X1 + CoXo
representa un conjunto de redas al variar z, todas €ellas paralelas y cuya intersecadn con

el conjunto convexo de soluciones representan puntos que rresponden cada uno de
ellos a un determinado valor de z

En lafigura, la 20na sombreada representa d convexo de solucionesy las redas z las
correspondientes a la funcion objetivo.

Al encontrarse d 6ptimo en uno de los extremos O, A, B, C, D ddl poliedro convexo
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Algebra parainformética(U.N.E.D.) Unidad Didadicalll

X2 Z z Y4

\4

. / S -

Ejemplo:
Maximizar lafuncién z=2x+y sujeta alas condiciones:
) x=0
) y=0
) X+y<200
84) x <150
B y<100

1. Buscamos €l convexo de soluciones del sistema de desigualdades dado:

N

200

100 | B C @

ol Db
150\200 @,

A E\@ X

2. A continuadon buscaremos los cinco vértices de la poligona que delimita

Nniinctrn v

nar dala
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Algebra parainformética(U.N.E.D.) Unidad Didadicalll

3. Construimos una tabla de valores en la que cdculamos para las coordenadas
de los veértices pertenedentes al convexo de soluciones, los valores de la fun-
cién objetivo; procuraremos con esto desarrollar un criterio de cdculo que nos
permita degir e punto para @ cual la funcidn objetivo alcanza su valor maxi-

mo.
Vértice Z=2x+y
A(0, 0) 0
B(0, 100 100
C(100, 100 300
D(150, 150 350
E(150 0) 300

4° Observamos que @& maximo valor acanzado para z es z= 350 y las coorde-
nadas para las cuales £ dcanza dicho valor maximo corresponden al vértice
D(150 50).

S unafuncién ohetivo acanza unmaximo (o0 unminimo), lo hace en a-
guno ¢k losvértices del convexo solucion.

Esto nos indica que no hacefata que espedfiquemos en la funcion objetivo las coor-
denadas de puntos que no son Vértices del convexo, pues tales puntos nunca podran op-
timizar dicha funcion.

Buscamos ahora un método para determinar €l vértice e e que se dcanza & maximo,
sin reaurrir al reconocimiento analitico preceadente. La teoria de la convexidad nos pro-
porciona d criterio grafico paralograr tal reconocimiento.

Debemos graficar la reda que resulta de hacer, en la funcion objetivo, la sustitucion
de z por un valor numérico arbitrario.

Asi pues s hacanos z = 0, obtendremos lareda 2x + y = 0 cuya representadon gréfi-
ca gregamos ala de la solucion del sistema de inecuadones.

y
2xX+y=
B C
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Algebra parainformética(U.N.E.D.) Unidad Didadicalll

Lareda2x +y =0, que contiene d vértice A del convexo de soluciones, degja a éte
en un mismo semiplano respedo a dicha reda tomada wmo frontera. Desde su posicion
inicial desplazaemos la reda paralelamente asi misma en el sentido indicado por la fle-
cha que es el de barrido del convexo de soluciones; en su tradadon, la reda dcanzalos
distintos vértices B, C, E y finamente D. Pero B, C y E no pueden corresponder a la
posicion en que la funcién alcanza ¢ maximo, pues € convexo no queda incluido en su
totalidad en un mismo semiplano respedo de lareda 2x + y = 0 tomada como frontera.
D es e vértice para d que se aumple la inclusiéon del convexo en e semiplano inferior
respedo adichareda. Por tanto, en D se dcanza ¢ maximo de la funcion objetivo.

La ondicion necesaria para que una funcion objetivo pueda optimizarse
en un cierto vérticeV, esquetodo el convexo de soluciones quede incluido en el
mismo semiplano respedo de la reda representativa de dicha funcion que pasa
por dicho vértice

Si gréficamente vemos que existen dos vértices, A y D que awmplen que lareda 2x +
y = cque pasa por €ellos, dga d convexo en el mismo semiplano, sin embargo, de los dos,
solo uno cumple n la mndiciéon de maximizar la funcion, ocurriendo pues que hay vér-
tices paralos que se awmple la andicidn de inclusion, pero que no optimizan la funcion.

El sentido corredo de desplazamiento de la reda representativa de la fun-
cion objetivo es el que arresponde d aumento de su valor, cuando dicha funciéon
debe ser maximizada, o aquel en que disminuye, cuando debe ser minimizada.

Si una funcion objetivo alcanza su 6ptimo valor en dos veértices del con-
vexo, también los alcanzara en los infinitos puntos que son combinaddn convexa
de los anteriores.

b) Método del Simplex

El método del Simplex es un procedimiento que selecdona de manera ordenada, de entre
las luciones posibles un conjunto que mnverge en la solucion optima. Mediante este
procedimiento, partiendo de una solucion posible basicay en un nimero finito de itera
ciones, se dcanzala solucion optima. (ver g emplo)
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Capitulo 9. El Espacio Euclideo

Conocimientos previos.

- Concepto de espacio vedorial

- Coordenadasde un vedor respedo auna base

- Concepto de Espacio Afin

- Redasy planos

- Intersecdon de planos

- Calculo de determinantes

Producto escalar

SeaV un espado vedoria sobre R. Una glicadén f:VxV - R definida
f(u,v) = u OV, sellama producto escalar s verifica
1. u@=0, OuVvV y um=0 - ©0=0
2. ulv=vm, Ouo,vOv
3. (Au)v=A(¥), OAOR, Ou,vOVv
4. uv+w)=ulv+ulw
Sea U =(u,W,...,U,) Y V=(v,V,,...,v,) dos vedores que necesariamente deben

tener el mismo nimero de componentes, el producto escdar de U y V esun escdar y su
valor viene dado por:

ULV =uVv, + WV, +...+ UV,

Noétese que no existe una ley asociativa del producto escdar. La expresion
(Uy)w = u v W) no tiene sentido porque ninguno de los dos lados de la ewiaddn

estan definidos, yaque (U V) y (VW) son escaares.

Espacio euclideo

Un espacio euclideo es un espado vedoria provisto de un producto escdar (se llama
también “Espacio vedorial euclideo”).

Un espado afin provisto de un producto escdar se llama “Espacio afin euclideo”.
Generdizando le llamaremos espado euclideo a este ultimo.

En un espado euclideo E se define:

Norma de un vedor como la raiz cuadrada del producto escdar del vedor por s
mismo
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En E; y Es, lanormade un vedor coincide on su modulo

| = ot = ol cos0® =g

Se verifica
[o+v|<|u]+|v|] (desigualdad triangular)
uv|<o|v| (desigualdad de Schwartz)

Ortogonalidad

En un espado euclideo, dos vedores U,V se dicen ortogoales (Uv) cuando su

producto escdar es cero.
ulveulwv=0
En E; y E3, dos vedores no nulos $n ortogonales $ son perpendiculares
UV = ¥ =00 [u]|v|cos(u,v) =00 cos(t,v)=0 O T perpendicular a v
Una base vedoria {uy, Uy, ...,U,} sedice
Ortogmal = u0Ou,i#]j
Ortonormal < Ortogond y [t|=1, Oi

Unareferencia din R={0,u;,U,,U;} en E; en que la base vedoria {t;,0,,U;} €s orto-
gonal, se dicereferencia ortonormal.

En E; la base ortonormal se denota {i, j, k} . En élla, el producto escdar de dos vec-
tores que tienen de cordenadas U = (X1, X2, X3); V= (Y1, Y2, ¥3) €S

ULV =Xy1 + X2 + XaY3

y & médulo de un vedor U = (Xg, Xz, X3)

O] = 3G +x5

El vedor unitario (de médulo unidad), de la misma direcaén que € U, se obtiene di-
vidiendo cada mordenada por € modulo de U .

Asi, s U= (Xg, Xp, X3); € unitario de la misma direcadn es.
X, X, XL
SUINCTNCTS

Andogamente seria en Es.

Orientacion deuna referenciaen E;

En E; unareferencia R={0,0,,0,,0;} ortonormal es de direcaon positiva s
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De otra forma {t,U,,U;} es de orientaddn positiva s la direcaon de U; es la de
avancede un sacaorchosquesemuevede G, a U, .

Producto vedorial

En el espado euclideo E; se llama producto vedorial de dos vedores U, V la glica
cion:
f:R*xR® . R®
definidaf(u,v) = uxV ta que
10

cl

x V = [t| |v|sen(T, V).
2° U xV perpendicular a anbos. Y por tanto, perpendicular al plano determinado
por ambos vedores.
3° Si {u,v,uxV} eslibre, esde orientadon positiva.
Ademés verifica
1. UxU=0(au)xVv
2. (au)xv=qa(UxVv)=Uux(av)
3.S v=aul uxv=0
4, ux(V+w)=(uxv)+(uxv)
Geométricamente, e médulo del producto vedoria de dos vedores, es €l areadd pa-
ralelogramo construido sobre dlos

A

0 >B
yaque:
UxV =[u]|vjsena =[u|[h = &eadel paralelogramo OACB

S U = (X, X2, X3); V = (Y1, Y2, Ya) enlabase {i, j, k} es:
i

I k
UXV={X X X
Yi Y2 Y3

Vedor direcddn de unareda expresada como intersecaon de planos
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Producto mixto de tres vedores

En Ej3, se define producto mixto de tres vedores u,v,w como €l producto escdar de
u por e vedoria de V y W. Sedenota| U,V,W .

U,V,W =UQVxW)

Sien (i,],k) son U = (U, Up, Ug), V = (V1, Vo, V3), W = (Wy, W, WB)

U U
YW =V, Vv, v
W W W
Sus propiedades fundamentales:
1 0VW =-0UWV = V,W,0 =
2. U,V W =0s0U=0,v=0,06 W=0
3. UV, W +W, = U,V,W + U,V,W,
4. UV,0W =a U,V,W
5. Tresvedores $n coplanarios 8, y solo s, su producto mixto es cero.

Condicion para guedosredas £ @rten en E;

La mndicion necesaria 'y suficiente para que dos redas en E; se @rten es que d pro-
ducto mixto de los vedores de direcaén de anbas y un vedor que una dos puntos cua-
lesquiera de dlas, sea ceo

d.d., 7B

r corta as < , dondeAdr, BOs

Aplicaciones geométricas

1. Distancias

a) Entre dos puntos: P = (Xq, X2, X3); Q = (Y1, Y2, V3), la distancia e el médulo
del vedor que determinan; por lo tanto, resulta
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Ax;+Bx,+Cx, + D

diP, n) = —
|d, |
d) Entre dosredas que se aquzan:
dr, g = 909 ABL e AT B OIS
|d, xd|

2. Angulo de dosvedores

Sean U y V dosvedores diferentes de ceo. Si ¢ es el angulo entre dlos, entonces
uly
cosp =——
Y
Demostracion:

Segun laley de los cosenos, en € triangulo de la figura

C
¢ b

A

¢®=a’ +b? - 2abcosC
Ahora se mlocan las representadonesde 'y  con sus puntos iniciales en e origen
demodoque U = (a;, b)) y V = (ap, by).

v (aq, ba)
(a2, by)

)

0 X
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a) Angulo de dosredasr y s, con vedores diredores (Ug, Vi, W) Y (Uz, Vo, Wo)
respedivamente, es e mismo que determinan sus vedores diredores, luego
resulta:

r ulu2 + VlVZ + WlWZ

S
AT JuZ +v2 + w2 U2 +vE + w2

I| o

cosa =

[oX

o

|
\ 4

o
(2]

[

b) Angulo deredar y plano 7z

d_l' I]jﬂ
d. |,

¢) Angulo de dos planos: El de sus vedores de direcaon.

cos(g -a) =

d) Vedores paralelos en R% Dos vedores U y V diferentes de ceo, son para-
lelos s el angulo entre dlos es cero 6 1T Adviértase que los vedores paralelos
pueden tener direcdones iguales u opuestas.

e) Vedores ortogonales en R% A losvedores U y V diferentes de ceo, se les
llama ortogonales (o perpendiculares) s el angulo entre dlos es 772.

Los vedores u y Vv diferentes de ceo, son ortogonales s y solo s

ulv=0.
Sea vV un vedor diferente de ceo. Entonces, S U es un vedor cuaquie-
ra, el vedor
U _
“Uu-—Vv
v

esortogona a v, como se demuestra en el siguiente desarrollo:

D:WW:%—(UWWD =
=2
8 M B
_ _ _ =2
UW—(UﬁZFJW):UW_%:UW_UW:O
v Vv

f\ Provecddn en R% Saa i1 v ¥ vedores diferentec de can Entonces 1a nro-
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g) Direcdén de un vedor vV = (x, y, 2) diferente de ceo en R® se define wmo un

vedor unitario U = l.
\7
De aualquier manera, resulta anveniente definir la direcdon de un veaor
en términos de dertos angulos. Se definen a como €l angulo entre v y la parte
positiva del ge x, B como el angulo entre vV y la parte positivadel geyy y
como € angulo entre v y la parte positiva del ge z. Los angulos a, By yred-

ben el nombre de angulos de direcddn o angulos diredores del vedor. Y su
valor se puede cacular mediante las sguientes formulas:

cosa = é cosf = % cosy = é
v v v

Los cosenos de estos angulos redben el nombre genérico de cosenos di-
redores del vedor vV y satisfacen laigualdad:
costa + cofB+coy = XtV 2" =9

vI*

3. Areasy volimenes
a) Areade triangulo de vértices A, B, C.
Area = ABx AC|
b) Volumen de un paraelepipedo de lados concurrentes AB, AC y AD.
Volumen =[ AB, AC, AD]
¢) Volumen de un tetraedro de vértices A, B, C, D.

Volumen = %[A_B,A_C,E]
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