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Introduccion

La matematica discreta cubre una serie de temas que tienen en comun el hecho
de no utilizar el concepto matemético de “continuo.*" sus proposiciones, en sus
argumentos y, sobre todo, en sus aplicaciones.

Sin detallar todos los temas que abarca la matematica discreta y por su utiliza-
cién en la ingenieria informdtica, nos interesa destacar los siguientes: combi-
natoria, teoria de conjuntos, conjuntos parcialmente ordenados, 16gica, teoria
de grupos, teoria de autdématas, anillo de los enteros, aritmética modular, dlge-
bras de Boole, funciones de conmutacién, funciones generadoras, relaciones
de recurrencia, teoria de grafos, teoria de redes, optimizacién, complejidad
computacional, estructura de datos, andlisis de algoritmos, teoria de cuerpos
finitos, teorfa de la codificacion, disefios, criptografia y geometria computacio-
nal.

La mayoria de los temas enumerados son importantes en la formacién que
debe recibir un ingeniero informatico y, asi, encontraremos asignaturas del
curriculum que los cubren. Los temas mds elementales estdn agrupados en esta
asignatura que presentamos y sirven para fundamentar muchos de los procesos
directamente implicados en la ingenieria informatica, tanto respecto al softwa-
re como al hardware. Hemos intentado enfocar los conceptos introducidos en
este libro desde el punto de vista de sus aplicaciones futuras en el campo de la
ingenieria informética y, de hecho, no es casual esta interrelacién, puesto que
el origen y el desarrollo de esta nueva rama de la matemadtica ha ido siempre
de la mano de la evolucién de la informatica.

Como se puede observar en la tabla de contenidos, la asignatura tiene seis
créditos, repartidos en ocho mdédulos. Los cuatro primeros se centran en la
combinatoria elemental y en las técnicas basicas para contar objetos. Los cua-
tro ultimos constituyen una introduccién a la teoria de grafos.

Cada moédulo estd estructurado de manera parecida:
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dan ser estudiados de manera independiente. Cuando ha sido necesario, se ha
incluido alguna referencia bibliogréfica al final del médulo, ademads de las re-
ferencias generales de la asignatura que se pueden encontrar al final de esta
introduccién.
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Objetivos

Globalmente, los objetivos bésicos que se pretenden cubrir en la asignatura
son los siguientes:

1. Entender los principios basicos de contar como el de la adicién, el de la
multiplicacidn, el de las cajas y el de la inclusion-exclusién. Aplicarlos
correctamente.

2. Reconocer cuando un tipo de muestra es ordenada y utilizar los recursos
adecuados para hacer el recuento.

3. Reconocer cuando un tipo de muestra es no ordenada y utilizar los recursos
adecuados para hacer el recuento.

4. Reconocer los problemas de distribuciones y particiones dénde se puedan
utilizar los nimeros multinomiales y resolverlos con esta herramienta.

5. Identificar la funcién generadora de un problema combinatorio y resolver-
lo con su ayuda.

6. Entender el concepto de algoritmo para resolver un problema y saber cal-
cular su complejidad.

7. Saber reconocer los problemas que admitan una formulacién recursiva y
una resolucioén a partir de las ecuaciones recurrentes.

8. Entender el concepto de grafo y modelar ciertas situaciones a partir de los
grafos.

9. Identificar los grafos mds habituales y describir sus caracteristicas funda-
mentales.

10. Saber aplicar los algoritmos de exploracién de un grafo.
11. Entender la nocién de conectividad de un grafo y aplicarla correctamente.

12. Saber calcular las distancias entre los nodos de un grafo con la ayuda de
los algoritmos adecuados.

13. Saber caracterizar los arboles y, especificamente, los arboles con raiz. Sa-
ber aplicar los algoritmos de determinacién de un arbol generador minimal.
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Introduccion

En este médulo se presentan una buena parte de los conceptos y técnicas basi-
cas de lo que se denomina, en matematicas, combinatoria.

El médulo empieza introduciendo los conceptos basicos de producto carte-
siano de dos conjuntos y el de funcién. Asimismo, se estudian diferentes tipos
de funcién y se describen los conjuntos finitos, numerables e infinitos. Se cla-
rifica el concepto de contar dando su definicién, la cual precisa del significado
exacto de la nocién “el conjunto A tiene n elementos”.

En el segundo apartado, se introduce el principio de la adicién, que permite
calcular el cardinal de una unién disjunta de dos o mds conjuntos cuando el
cardinal de cada uno de estos conjuntos es conocido. En el tercer apartado se
presenta el principio de la multiplicacién que proporciona la forma de calcular
el cardinal de un conjunto que sea producto cartesiano de dos o mds conjuntos.
En el cuarto apartado se muestra el principio de las cajas, muy sencillo de
estudiar pero de una gran profundidad.

Finalmente, los tres dltimos apartados son una introduccion a la combinato-
ria elemental. Se presentan dos sistemas para seleccionar objetos dentro de
un conjunto. El primero consiste en hacer selecciones ordenadas con la po-
sibilidad de repetir algunos elementos (muestras ordenadas con repeticion) y,
el segundo, en hacer selecciones también ordenadas pero sin la posibilidad
de repetir los elementos (muestras ordenadas sin repeticién). Ademads, se dan
férmulas préicticas para calcular el nimero de selecciones posibles en ambos
casos, asi como algunos ejemplos. Para acabar, se introducen las permutacio-
nes sin repeticidn como caso particular de seleccién ordenada sin repeticion.
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1. La operacion de contar

En un diccionario general de la lengua espaiiola podemos encontrar la si-
guiente definicién de contar: “Determinar el nimero (de objetos de un con-
junto) designandolos, uno a uno o por grupos, con los nimeros de la serie
natural ascendente”. Por ejemplo, y mds exactamente, si tenemos un mosaico
de un determinado nimero de piezas y las queremos contar, sélo es necesario
asignarles los nimeros 1, 2, 3, ... hasta agotarlas. El nimero natural n que
concluye este proceso es el nimero de elementos del conjunto. Es necesario
observar que la numeracién se puede realizar de varias maneras.

Empezaremos esta seccién con el producto cartesiano de dos conjuntos. A
continuacién veremos la definiciéon de funcién y diferentes tipos de funcio-
nes. Después, hablaremos de cardinal de un conjunto, y finalmente veremos la
diferencia entre conjuntos finitos, infinitos y numerables.

1.1. El producto cartesiano

Definicion 1.1

Dados los conjuntos X y Y, X X Y representa el conjunto de pares
ordenados (x, y) en que x pertenece a X, y y pertenece a Y.

Ejemplo 1-1

SiX ={1,2,3},Y = {a,b,c,d}, entonces el conjunto X xY es X xY = {(1,a), (1,b),
(1,¢),(1,d),(2,a),(2,0),(2,¢),(2,d), (3, a), (3,0),(3,¢), (3,d)}.

Ejercicio 1-2

SiX ={0,1}yY ={0,1,2}, escribir X x Y yY x X.

Soluciéon: X x Y = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)} y
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1.2. Funciones inyectivas, exhaustivas y biyectivas

Definicion 1.2

Dados los conjuntos X y Y, una funcion f de X en Y es un subcon-
junto F' de X x Y, tal que, dados dos elementos cualesquiera (z,y),

(z',y') de F, si x = 2/, entonces y = y/.

Una funcion fde X enY
se denota también por
f: X—=Y.

Si (z,y) pertenece a f, también se dice que f(x) = y. En este caso, el elemen-
to y se llama imagen de x por f, y el elemento x, antiimagen de y por f. El
conjunto de las antiimagenes se llama dominio de la funcién f, y el conjunto
de las imagenes, imagen de f.

Ahora bien, en el contexto de la matemdtica discreta es mejor considerar s6lo
las funciones en que el dominio de f sea todo el conjunto X . A partir de ahora,
pues, supondremos que una funcién debe cumplir esta propiedad.

Ejercicio 1-3
Sean X = {1,2,3}yY = {a, b, ¢,d}. Comprobar que f = {(1,a),(2,¢),(2,b), (3,d)}
no es una funcién de X en Y. Analogamente, g = {(1, a), (2, ¢), (3, )} tampoco es una

funcionde X en Y.

Solucién: f no es una funcién de X en Y puesto que el elemento 2 tiene dos imdgenes
diferentes (c y b) en Y. Tampoco g es una funcién de X en Y puestoque g(3) = e ¢ Y.

Ejercicio 1-4

SiX ={1,2,3,4}yY = {1,2,3,4,6,9,10, 16}, considerar la funcién de X en Y,
f: X — Y, definida por f(x) = x+1si z es impar, y f(z) = 2? si z es par. Construir
el subconjunto de X x Y que determina la funcién. Observar que f(2) = f(3) = 4.
Hacer una lista de los elementos de Y con las antiimdgenes correspondientes.

Solucién: La funcién f se puede escribir como f = {(1,2), (2,4), (3,4), (4,16)}.

En este ejercicio podriamos hacer el siguiente gréfico para representar la funcién f:
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Y 1 2 3 4 6 9 10 16
Antiimagen ‘ ninguna 1 ninguna 2,3 ninguna ninguna ninguna 4

Obsérvese que en una funcion todos los elementos de X deben ser antiimagen
de algin elemento de Y y no todos los elementos de Y deben ser imagen de
alguno de X.

Definiciéon 1.3

Una funcién f : X — Y es exhaustiva si cada elemento de Y tiene por
lo menos una antiimagen (en X). Es inyectiva si cada elemento de Y
tiene como maximo una antiimagen. Es biyectiva si cada elemento de Y
tiene exactamente una antiimagen, es decir, si es inyectiva y exhaustiva
ala vez.

Ejercicio 1-5

Comprobar si la funcién f : {1,2, 3,4} — {a, b, ¢, d}, definida por f(1) = d, f(2) = a,
f(3) =b, f(4) = ¢, es biyectiva.

Solucién: Cada elemento del conjunto {a, b, ¢, d} tiene exactamente una antiimagen y,
por lo tanto, es biyectiva.

Ejemplo 1-6

La funcién f : N — N definida por f(z) = z? es inyectiva pero no es exhaustiva.
En efecto, f es inyectiva porque dos nimeros naturales diferentes no pueden tener
cuadrados iguales. No es exhaustiva puesto que, por ejemplo, 2 no tiene antiimagen
(no existe ningtin nimero natural z tal que 2 = 2).

Es necesario observar que la funcion g : Z — Z definida por g(x) = z2 no es inyectiva
(2 y —2 tienen la misma imagen: 4) y tampoco es exhaustiva (por ejemplo, no hay
ninglin nimero entero que tenga cuadrado igual a 2).

El tipo de funcion

Ejemplo 1-7 Tal y como se muestra en
el ejemplo 1-6, que una
funcion sea de un tipo
determinado (exhaustiva,
inyectiva o biyectiva) no
solo depende de la
expresion que la define,
sino también de los
conjurlwtgs.elntre los cuales

La funcién identidad j : X — X, o sea, la funcién de X en X que hace corresponder a
cada elemento x € X el mismo elemento z (f(z) = = para todo z € X), es biyectiva.

1 2? TWiawnininc
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1-12 Demostrar que la funcién f : Z — Z definida por f(z) = = + 1 es biyectiva.

1.4. Soluciones

1-8 Si se utiliza la notacién f(1)f(2) f(3) para representar una funcién f, tenemos las seis
biyecciones siguientes: abc, acbh, bac, bea, cab, cba.

Obsérvese que con esta notacion se obtiene una simplificacién notable en la escritura. Asi,
cab es la funcién f definida por f(1) = ¢, f(2) = a, f(3) =b.

1-9 Con la misma notacion anterior, tenemos seis funciones exhaustivas: aab, aba, baa, abb,
bab, bba.

1-10 Hay veinticuatro funciones inyectivas, que son las siguientes: abc, abd, acb, acd, adb,
ade, bac, bad, bea, bed, bda, bde, cab, cad, cba, cbd, cda, cdb, dab, dac, dba, dbe, dca, dcb.

1-11 La funcién f es inyectiva, puesto que si dos elementos diferentes, = # y, tuvieran la
misma imagen podriamos escribir x + 1 = y 4+ 1 y, entonces x = y, que no puede ser. La
funcidn no es exhaustiva, puesto que el nimero 1 no tiene ninguna antiimagen (de hecho,
1 es el dnico nimero sin ninguna antiimagen).

1-12 La funcidn f es inyectiva, puesto que (igual que en el ejercicio 1-11) z +1 =y + 1
implica x = y. En este caso f es exhaustiva, puesto que cualquier nimero entero tiene
antiimagen: la antiimagen de z es z — 1.

1.5. Conjuntos finitos, infinitos y numerables

Definicion 1.4

Un conjunto A tiene n elementos si hay una funcién biyectiva de

{1,2,3,...,n} en A. En este caso también decimos que el conjunto
X . Notacion
A tiene cardinal n.

|A| = n indica que el
conjunto A tiene cardinal

n.
. El cardinal del conjunto
Ejemplo 1-13 v@acio se define igual a 0:

|0] = 0.
El conjunto A = {1,1/2,1/3,1/4,1/5, ...} es tal que no existe ningtin niimero natural N,, es el conjunto

{1,2,3,...,n}. Asi,

n que permita construir una biyeccion (funcién biyectiva) de Ny, en A. En este caso se
Ny ={1,2,3,4}.

dice que A es un conjunto infinito (de cardinal infinito).

Definicion 1.5
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A continuacién se presentan una serie de resultados bastante intuitivos.

Proposicion 1.6

e El conjunto de los niimeros naturales N es un conjunto infinito.

* Unconjunto X es infinito si, y sdlo si, se puede construir una funcién
f,de Nen X que sea inyectiva.

* Si X es un subconjunto infinito de un conjunto Y, entonces Y es
infinito.

* Dado un conjunto finito X y un subconjunto Y de X, entonces Y
también es finito y se verifica |Y| < | X]|.

Ejemplo 1-14

De acuerdo con la proposicién 1.6, podemos afirmar, por ejemplo, que el conjunto Z
de los nimeros enteros es infinito, puesto que contiene un subconjunto (el conjunto N)
que ya sabemos que es infinito.

Definicion 1.7

Un conjunto X es numerable si es finito o existe una biyeccién de N
en X.

Por lo tanto, un conjunto X es numerable si podemos hacer una lista con los
elementos de X tal que cualquier elemento de X sea un elemento de la lista,
y dos elementos diferentes de la lista correspondan a elementos diferentes de
X.

Los conjuntos de nimeros

Hay conjuntos infinitos
que son numerables y
otros que no lo son. El

Ejemplo 1-15

El conjunto Z de los niimeros enteros es numerable. En efecto, sélo es necesario con-
siderar la funcién f de N en Z definida por

si x es par

flx) = {;_21

5 S1 x €S 1mpar

conjunto de los nUmeros
reales no es numerable
(este hecho se demuestra
como resultado basico en
cualquier curso de
andlisis matematico o de

célculo). El conjunto de
los nimeros enteros Z y
el conjunto de los
numeros racionales Q son
ejemplos fundamentales
de conjuntos numerables.

Esta funcién f es biyectiva (comprobadlo), y por lo tanto podemos decir que Z es
numerable. La funcién f nos permite escribir todos los niimeros enteros en forma de
lista: 0,1, —1,2,—2,3, —3, ... (sin elementos repetidos).
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El cardinal del conjunto de nimeros naturales se escribe como N (se pro-
nuncia alef subcero) y es el cardinal mas pequefio no finito que se conoce. El
cardinal de los numeros reales se escribe como Ny, y ya sabemos que Ny # Ny
(puesto que los nimeros reales no son numerables). En el campo de la ma-
temadtica transfinita se demuestra que 280 = ;. Se llama hipdtesis del conti-
nuo al enunciado que dice que no hay ningtin conjunto que tenga un cardinal
intermedio entre Ny y Nj.

George Cantor (1845-1918) demostré que Ny # N;. David Hilbert (1862-
1943) formul6 por primera vez la hip6tesis del continuo como primer proble-
ma en la famosa lista que presentd en el congreso mundial de matematicas
que tuvo lugar en Paris el 1900. Entre Kurt Godel (1906-1978), en 1938, y
Paul Cohen (1934-), en 1963, demostraron que con los axiomas habituales
de la matematica, la hipétesis del continuo es indemostrable tanto en sentido
positivo (Cohen) como negativo (Godel).

1.6. Ejercicios

1-16 Demostrar que si X, Y son conjuntos finitos y no vacios con el mismo cardinal,
entonces si f : X — Y es inyectiva, f es también biyectiva.

1-17 Demostrar que si X, Y son conjuntos finitos y no vacios con el mismo cardinal,
entonces si f : X — Y es exhaustiva, f es también biyectiva.

1-18 Demostrar que el conjunto N x N es un conjunto numerable.

1.7. Soluciones

1-16 Probamos este resultado utilizando el método de induccidn sobre el cardinal, n, de
los conjuntos X y Y. Evidentemente si n = 1 el enunciado es cierto. Supongdmoslo cierto
para n — 1y veamos que lo es para n. Sea f una funcion inyectiva del conjunto X en
el conjunto Y con | X| = |Y| = n. Escogemos ¢ € X y sea b = f(a). Consideramos
X' =X —ayY' =Y — b. Entonces resulta que | X’'| = |Y'| = n — 1, y la funcién f’,
restriccién de la funcién f a X’, es una funcién de X’ en Y’ que es inyectiva. Por lo tanto,
aplicando la hipétesis de induccién podemos afirmar que f es biyectiva (de X' en Y”) y,
consecuentemente, f es también biyectiva.

1-17 Suponemos f de X en Y exhaustiva con |X| = |Y| = n. Si f no fuera inyectiva
se podria construir a partir de f (eliminando elementos de X con la misma imagen) una

el v .
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2. Principio de la adicion

Si X y Y son dos conjuntos finitos y disjuntos (la interseccion es vacia), el
cardinal de X es nyelde Y es m, el principio de la adicién permite calcular
el cardinal del conjunto X UY’, es decir, | X UY'|. Como consecuencia de este
principio tenemos también el llamado principio de la sustraccion, que nos
permite calcular el cardinal del conjunto A — S, donde S es un subconjunto

de A.

El principio de la adicién se podra generalizar cuando haya mds de dos con- Si S es un subconjunto de
. . p Lo .y . A, S C A, entonces
juntos; serd el llamado principio de la adicién generalizado. AZS=lacAlags)

Lo que vemos en esta seccién hace referencia al cdlculo del cardinal de la
unién de dos (o mds) conjuntos disjuntos. A menudo, pero, también nos in-
teresard calcular el nimero de elementos de una unién no disjunta. Esto lo
veremos mds adelante, tanto para dos como para mds conjuntos, con el llama-

do principio de inclusion-exclusion.

2.1. Principio de la adiciéon

Proposicion 1.8
Si X y Y son dos conjuntos finitos y disjuntos, entonces

IXUY|=|X|+]Y]|.

Este resultado, de demostracién muy sencilla, es de gran utilidad en el momen-
to de calcular el cardinal de un conjunto (finito) A, a partir del conocimiento
de los cardinales de dos subconjuntos X, Y tales que XUY = Ay XNY = (.

Ejemplo 1-19
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Ejercicio 1-20

(De cudntas maneras se pueden obtener 6 6 7 puntos, si lanzamos dos dados que sean
indistinguibles?

Solucién: Si X es el conjunto de maneras de obtener 6 puntos con los dos dados (in-
distinguibles), podemos escribir: X = {(1,5),(2,4),(3,3)}. Si Y es el conjunto de
maneras de obtener 7 puntos, entonces Y = {(1,6), (2,5), (3,4)}. Nos piden calcular

el ndimero de elementos (cardinal) de X U Y. Dado que X y Y son disjuntos, conse-
guimos | X UY| = |X|+ |Y| = 3+ 3 = 6 maneras de obtener un 6 o un 7.

Proposicion 1.9
Si A es un conjunto finito y .S un subconjunto de A, entonces

|A— 5] = [A] - |S].

Demostracion: Si consideramos los conjuntos X = A —SyY = S,como X UY = A
y X NY = (), aplicando el principio de la adicién obtenemos | X UY| = |X| + |Y], o sea
|A] =]A— S| +1S|y, por lo tanto, |A — S| = |A] — |S]|. I

Ejemplo 1-21

(Cudntos nimeros de dos cifras hay que tengan las cifras diferentes?

Sea A el conjunto de todos los niimeros de dos cifras y S el subconjunto formado por

los que tienen las dos cifras iguales. En este caso, | A — S| representa el niimero que nos
piden. Claramente, |A| = 90y |S| = 9; por lo tanto, |[A— S| = |A|—|S| = 90—9 = 81.

2.2. Principio de la adicion generalizado

Proposicion 1.10

Si X, ..., X, son conjuntos finitos y disjuntos dos a dos, entonces el
cardinal de X1 U- - -U X, es la suma de los cardinales de cada conjunto.
Es decir,

|IXq U UXp| =X+ + [ Xl

Ejemplo 1-22

(De cudntas maneras se pueden obtener 6, 7 6 8 puntos, si lanzamos dos dados (uno
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2.3. Ejercicios

1-23 ;Cuéntas maneras hay de obtener 7 6 11 puntos, si lanzamos dos dados distinguibles?
(Y si los dados no son distinguibles?

1-24 Detectar el error en el razonamiento siguiente:

“Teniendo en cuenta que la mitad de los niimeros naturales entre 1 y 60 son multiplos de 2,
veintinueve de los sesenta no pueden ser primos (2 es primo), y que una tercera parte son
multiplos de 3, diecinueve de los sesenta no pueden ser primos (3 es primo). Por lo tanto,
hay como méaximo doce que son primos”.

2.4. Soluciones

1-23 En el caso de los dados distinguibles, y utilizando notaciones parecidas a las del
ejemplo 1-19, tenemos que el conjunto que representa obtener 7 puntos es X = {(1,6),
(2,5),(3,4), (4,3),(5,2), (6,1)} y el que representa obtener 11 puntos es Y = {(5,6),
(6,5)}. Por lo tanto, | X UY| = |X| + |Y| = 6 + 2 = 8 maneras de obtener un 7 o un 11.

En el caso de los dados indistinguibles, tenemos: X = {(1,6),(2,5),(3,4)}, Y = {(5,6)}.
Por lo tanto, | X UY| = |X| 4 |Y| = 3+ 1 = 4 maneras de obtener un 7 o un 11.

1-24 Sea P el conjunto de nimeros entre 1 y 60 que son primos: {2,3,5,7,11,13, 17,
19, 23,29, 31,37, 41, 43,47, 53, 59}. Por lo tanto, | P| = 17 y, consecuentemente, el razo-
namiento es erroneo. El error se comete cuando se dice que hay como minimo 29419 = 48
nimeros que no son primos (29 es el cardinal del conjunto: {4,6,...,60} y 19 es el car-
dinal del conjunto: {6,9,...,60}). Esta afirmacién no se puede hacer puesto que los con-
juntos de miltiplos no son disjuntos. El razonamiento acaba de la siguiente forma: Si P’
indica el conjunto {nimeros entre 1 y 60 que no son primos}, tenemos que |P’'| > 48, y de
aqui |P| = 60 — |P'| < 60 — 48 = 12.
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3. Principio de la multiplicacion

Para calcular el cardinal del producto cartesiano entre dos conjuntos X y Y se
utiliza el llamado principio de la multiplicacion. Este principio se puede gene-
ralizar para mas de dos conjuntos; es el llamado principio de la multiplicacion
generalizado.

3.1. Principio de la multiplicacion

Proposicion 1.11

Si X y Y son dos conjuntos finitos, entonces

X x Y| =|X]-|Y].

Ejemplo 1-25

SiX ={1,2,3},Y = {a,b,c,d}, entonces el conjunto X xY es X xY = {(1,a), (1,b),
(1,¢),(1,d),(2,a),(2,b),(2,¢),(2,d),(3,a),(3,b),(3,¢),(3,d)}.

Efectivamente, | X x Y| =12,y | X| = 3, |Y| = 4. Por lo tanto, se verifica la igualdad
(X x V] = [X]-[Y].

Una manera de construir (sistematicamente) el conjunto X x Y del ejemplo
anterior es la que utilizamos en la figura siguiente, en que se utiliza un diagra-
ma en arbol que permite la escritura de todas las parejas ordenadas. Andlo-
gamente, podemos utilizar este tipo de diagramas para construir los elementos
de conjuntos producto del tipo X x Y x T, etc.

a (1,a) la
b (Lb)  1b
1 c (1,¢) le
. (1 d) 1d

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01394 18 Combinatoria. Muestras ordenadas

Demostracion: La demostracion de la igualdad | X x Y| = |X]| - |Y] resulta sencilla si
tenemos en cuenta que el conjunto X X Y se puede pensar como una unién disjunta de
conjuntos en que cada uno de ellos es de cardinal igual al cardinal de Y. Sea | X| = n,y
|Y| = m. Para cada elemento de X, z; € X, donde ¢ € {1,2,...,n}, podemos construir el
conjunto P; = {(x;,v1), (zi,y2),---, (i, ym)}, donde y1,y2, ..., ym son los elementos
de y. Entonces X x Y = P; U--- U P, donde la unién es disjunta y cada conjunto P;
tiene cardinal m. Por lo tanto, de acuerdo con el principio de la adicién podemos escribir:
X xY|=|PLU---UPy|=|Pi|+ -+ |Pa]=m+ - +m=n-m=|X|-[Y]. 1

Podemos ilustrar la demostracién anterior a partir del ejemplo 1-25. En es-
te caso los conjuntos Pi, Py, ..., P, son: P = {(1,a),(1,b),(1,¢),(1,d)},
Py = {(27 CL), (27 b)v (270)? (2’d)}7 Py = {(3a a)a (37 b)a (37 C)a (Ba d)}

3.2. Principio de la multiplicacion generalizado

Proposicion 1.12

Si X1,...,X,, son conjuntos finitos, entonces el cardinal del conjunto
X1 x --- x X, es el producto de los cardinales de cada conjunto. Es
decir,

| X1 X oo X X = [ Xa] - oo oo | Xl

Ejemplo 1-26

Silanzamos tres dados distinguibles (rojo, azul, amarillo), ;cuantos resultados posibles
podemos obtener?

Larespuestaes 6-6-6 = 216 resultados posibles. Cada resultado puede ser representado
como una terna, asf (2,5, 1) representa el resultado: “2 en el dado rojo, 5 en el dado
azul, 1 en el dado amarillo”. Con esta interpretacion, lo que tenemos que hacer es
calcular el cardinal del conjunto X x X x X donde X = {1,2,3,4,5,6} y, por lo
tanto,

X x X x X|=|X|-|X|-|X|=6-6-6=06>=216.
Ejemplo 1-27

Si lanzamos cinco dados distinguibles, ;cudntos resultados posibles podemos obtener?

Larespuestaes 6-6-6-6 - 6 = 6° = 7776 resultados posibles.

3.3. Ejercicios
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que es una palabra binaria de longitud r. ;Cudntas palabras binarias hay de longitud 7?7
(Cuéntas hay de longitud 10?

1-31 Sea X = {0,1,2}. Un elemento del conjunto producto X x --- x X = X" diremos
que es una palabra ternaria de longitud r. ;Cudntas palabras ternaries hay de longitud 7?
(Cuéntas hay de longitud 10?

1-32 ;Cuéntos nimeros pares hay entre 1 y 99 que tengan los digitos diferentes? (Los
ndmeros 1,2, ...,9 se escriben asi: 01,02, ...,09.)

3.4. Soluciones

1-28 Si X es vacio, entonces X x Y es vacio (no se puede hacer ninguna pareja ordenada)
y, por lo tanto, | X x Y| = 0, pero también es | X | = 0y, por lo tanto, se verifica la igualdad.

1-29 Un nimero de identificacion de una maquina es, por ejemplo ABO1AM1208, o tam-
bién DD93TV4543. Si X es el alfabeto {4, B,C,...,Y,Z}, y Y el conjunto de digitos
{0,1,2,...,9}, nos piden el cardinalde X Xx X XY XY x X x X xY xY xY xY,
que por el principio de la multiplicacion (generalizado) es igual a:

262 .10% - 26% - 10* = 26* - 10° = 456976 - 10°.

1-30 Utilizando el principio de la multiplicacién podemos decir que hay 27 = 128 pala-
bras binarias de longitud 7. Andlogamente, hay 219 = 1024 palabras de longitud 10.

1-31 En este caso, existen 37 = 2187 palabras ternarias de longitud 7 y 3'° = 59049
palabras ternarias de longitud 10.

1-32 Sea P el conjunto de nimeros pares entre 1 y 99: P = {02,04,06,...,96,98},
|P| = 49. Los niimeros pares con cifras repetidas son: 22, 44, 66, 88. Por lo tanto, hay
49 — 4 = 45 nimeros pares entre 1 y 99 con las cifras diferentes. Hemos aplicado el
principio de la sustraccion.
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4. Principio de las cajas

4.1. Principio de las cajas

Proposicion 1.13

Si se distribuyen n objetos en m cajas y m < n, entonces por lo menos

en una de las cajas habra como minimo dos objetos. También es frecuente...

... llamarlo principio del
palomar (pigeonhole
principle, en inglés) o

Ejemplo 1-33 principio de las cajas de
Jemp Dirichlet, puesto que fue
- . P.G.L Dirichlet
Al examen asistieron trece estudiantes. ;Podemos asegurar que dos de ellos celebran (1805-1859) quien lo
el aniversario el mismo mes? formuld formalmente por
primera vez.

En efecto, sdlo es necesario pensar que los meses del afio son cajas donde colocaremos
los estudiantes segin el mes en que celebren su aniversario. Entonces, tenemos trece
objetos a distribuir en doce cajas. Segtin el principio de las cajas, al menos en una
caja habra dos objetos o, lo que es el mismo, al menos dos estudiantes celebran el
aniversario el mismo mes.

Ejemplo 1-34

Tenemos un tridngulo equildtero de lado 1. Si colocamos cinco puntos en el interior del
tridngulo, por lo menos dos de ellos estdn a una distancia menor que 1/2.

En efecto, sélo es necesario dividir el tridngulo en cuatro regiones iguales (cajas), tal
y como se muestra en la figura y, a continuacion, aplicar el principio de las cajas. De

los cinco puntos habrd por lo menos dos en la misma region, y estos dos estardn a una
distancia menor que 1/2, puesto que cada region es un tridngulo equilatero de lado 1/2.

1 172 1

172 172

1

Nétese que podemos asegurar que habrd dos puntos a distancia menor que 1/2, pero

nndria haher mic denendiendn_de la farma en ane ectén citnadaoc log cinco nuntag
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observar que no puede haber dos puntos en una misma porcidn. En este caso los puntos
en la misma porcidn no estarian a distancia mayor que 1. Por lo tanto, debe haber un
punto en cada porcién. Como hay siete puntos en total, tras colocar los seis primeros
todavia nos sobraria uno, que sélo podriamos colocar en el centro del disco. Y los otros
seis —que estdn dentro de cada porcién— no hay otra opcién que colocarlos sobre la
circunferencia. Dos puntos consecutivos cualesquiera situados sobre la circunferencia
determinan con el centro un dngulo de 60°. Por eso los seis puntos de la circunferencia

forman un hexdgono regular.

\/

4.2. Principio de las cajas generalizado

Proposicion 1.14

Si se distribuyen n objetos en m cajas y sabemos que n > mr, entonces
por lo menos en una de las cajas habrd como minimo r + 1 objetos.

Obsérvese que en el caso r = 1 se obtiene el principio de las cajas.

Demostracién: Se distribuyen los n objetos en las m cajas y denotamos X; el conjunto
de los objetos de la caja j. Evidentemente n = | X7 U --- U Xop| = | X1| + -+ + | Xm]-
Ademads, n > mr, es decir: | X1|+- - - +|Xm| > mr, y de aqui se deduce que | X;| > r+1
para algin j, puesto que de lo contrario, o sea si | X;| < r para todos los j, tendrfamos que
n=|X1|+ -+ |Xm| < mr, que contradice la hipétesis n > mr. 1

Ejemplo 1-36

Si se distribuyen cien objetos en siete cajas, entonces por lo menos en una de las cajas
habra como minimo quince objetos.

En efecto, teniendo en cuenta que 100 > 7 - 14, podemos aplicar el principio de las

cajas generalizado y deducir que por lo menos en una de las cajas habrd como minimo
quince objetos.

4.3. Eiercicios
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1-39 Demostrar que en un conjunto de ocho niimeros enteros, por lo menos dos tienen
como diferencia un multiplo de 7. Intentar generalizar este resultado para un conjunto de
p nimeros enteros (p > 3).

Indicacién: Utilizar la particién de Z asociada a la relacién de congruencia médulo 7.

1-40 Demostrar que si se colocan cinco puntos en un cuadrado de lado 2, por lo menos
dos se encuentran a una distancia menor o igual a v/2.

1-41 Utilizar el principio de las cajas generalizado para demostrar que en un conjunto de
seis personas hay tres que se conocen mutuamente o bien hay tres que son mutuamente
extrafias.

4.4. Soluciones

1-37 a) Sin es el ndmero de personas que hay en el mundo y m es el nimero de cabellos
maximo, entonces la funcién “a cada persona le asignamos el nimero de cabellos” (defi-
nida entre el conjunto de personas del mundo y el conjunto N;,) no puede ser inyectiva,
puesto que n > m. Por lo tanto, hay por lo menos dos personas con el mismo nimero de
cabellos y la afirmacion es cierta.

b) No podemos aplicar el resultado anterior a esta nueva situaciéon. No podemos asegurar
que la afirmacién sea cierta.

1-38 Soélo es necesario tener en cuenta que 100 > 8 - 12, y al aplicar el principio de las
cajas generalizado, podemos afirmar que, como minimo, en una de las cajas habra trece
(12 + 1) objetos.

1-39 Sélo es necesario aplicar el principio de las cajas. Se considera la particion (cajas)
de Z asociada a la relacién siguiente: “Dos niimeros enteros pertenecen a la misma caja si
su diferencia es multiplo de 7”. Como hay siete cajas y tenemos ocho elementos, se puede
aplicar el mencionado principio.

De forma mads sencilla, para los que no conozcan el concepto de congruencia, las siete
cajas son las siguientes: en la primera caja hay los nimeros que cuando se dividen entre
7 su resto es 1; en la segunda, los nimeros que cuando se dividen entre 7 su resto es 2;
en la tercera, 3; etc. Hasta la séptima, la de los nimeros que divididos entre siete tienen
resto 0. Como hay siete cajas y tenemos ocho nimeros, hay dos nimeros en la misma caja.
Supongamos que es la cuarta caja (se hace igual para las otras cajas) y los dos nimeros
son a y b. Los dos, cuando se dividen entre 7, dan resto 4; por lo tanto:

a="Tc+4
b=Td+4
de aqui que:
a—b="T(c—d)

por lo tanto, su diferencia es multiplo de 7.
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5. Tipos de selecciones de objetos

En esta seccién analizaremos unos ejemplos que nos ayudaran a entender di-
ferentes tipos de selecciones que podemos hacer a partir de un conjunto finito
de objetos diferentes.

Sea X un conjunto con n elementos diferentes. Supongamos que queremos es-
coger r de entre estos objetos. La seleccion se puede hacer teniendo en cuenta
los factores siguientes:

* Siimporta el orden en la seleccion, o no.

* Si permitimos la repeticion de elementos en la seleccion, o no.

Lo que nos interesa es calcular el nimero de selecciones diferentes que pode-
mos obtener, teniendo en cuenta los factores anteriores. Asi, analizaremos los
casos siguientes:

Seleccionar r objetos entre n

Importa el orden No importa el orden

Sin repeticiones @
Con repeticiones [a] @

Para cada uno de estos casos veremos un ejemplo, y mas adelante, deducire-
mos una férmula general que nos permitira calcular de manera eficiente (sin
tener que hacer una lista con todas las posibles selecciones), el nimero total
de selecciones diferentes que podemos hacer.

Ejemplo 1-42
Con las cifras 1, 2, 3, 4:

E] (Cudntos nimeros de dos cifras podemos formar?

Fx facil ver anie nodemos ohtener los niimerog sionienteg- 11 12 13 14 21 292 923
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@ (Cudntos niimeros de dos cifras diferentes podemos formar?

Si escribimos los niimeros que nos piden, obtenemos: 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32,
34, 41, 42, 43. Por lo tanto, hay doce nimeros de dos cifras diferentes.

En este caso, también importa el orden. En cambio, a diferencia del anterior, ahora
no estan permitidas las repeticiones de los elementos.

En el ejemplo anterior, tanto en el primer como en el segundo caso, importa el
orden. A continuacién, veremos un ejemplo en que el orden en las selecciones
no es importante.

Ejemplo 1-43

(De cudntas maneras diferentes podemos escoger dos bolas de un total de cuatro
bolas diferentes?

Sean a, b, ¢, d las cuatro bolas diferentes. Los subconjuntos diferentes de dos ele-
mentos que podemos formar a partir de estos serian: {a, b}, {a, c},{a,d}, {b,c},
{b,d}, {c,d}. Por lo tanto, tenemos seis maneras de escoger las dos bolas.

En este caso, claramente no importa el orden en la seleccidn, puesto que escoger
{a, b} o {b,a} seria lo mismo, ni aparecen elementos repetidos en ninguna de las
posibles selecciones.

@ (De cuantas maneras diferentes podemos escoger cuatro bolas de entre dos tipos
de bolas diferentes: blancas y negras?

Si denotamos con a las bolas blancas y con b las bolas negras, las selecciones
posibles serian: {a, a,a,a}, {a,a,a,b}, {a,a,b,b}, {a,b,b,b}, {b,b,b,b}. O sea,
hay cinco selecciones posibles de las cuatro bolas.

A diferencia del caso anterior, aqui se admiten repeticiones de los elementos. Pero,
como en el caso anterior, no importa el orden.

Si no se admiten repeticiones en ninguna seleccion de r de los n elementos
diferentes del conjunto inicial, se debe que cumplir que » < n. En cambio,
esto no necesariamente es asf si podemos repetir elementos (casos[a]y @ de
los ejemplos anteriores).

En el caso [a], las selecciones de 7 de los n elementos se llaman 7-muestras
ordenadas con repeticion de X o variaciones con repeticion de n elemen-
tos tomados de r en  (ver seccidon 6). En el caso @, las selecciones se
llaman r-muestras ordenadas sin repeticion de X o variaciones de n ele-
mentos tomados de r en r» (ver seccioén 7).
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tas selecciones podemos hacer en cada caso, sin necesidad de tener que hacer
una lista de todas ellas.

Utilizaremos la notacién siguiente:

* VR(n,r) para indicar la cantidad de r-muestras ordenadas con repeticion
(variaciones con repeticion de n elementos tomados de 7 en 7).

e V(n,r) para indicar la cantidad de r-muestras ordenadas sin repeticion
(variaciones de n elementos tomados de r en ).

* (C(n,r) para indicar la cantidad de r-muestras no ordenadas sin repeticion
(combinaciones de n elementos tomados de r en 7).

* CR(n,r) para indicar la cantidad de r-muestras no ordenadas con repeti-
cién (combinaciones con repeticion de n elementos tomados de r en ).

5.1. Ejercicios

Decir a qué tipos de selecciones de objetos pertenecen cada una de las situa-
ciones siguientes, e indicar cudl es el conjunto de objetos, si importa el orden
y si se permite la repeticion de elementos:

1-44 Se lanza una moneda cinco veces y se anotan los resultados ordenadament: un 1 si
sale cruz y un 0 si sale cara. ;Cudntos resultados diferentes se pueden obtener?

1-45 Se lanzan diez monedas idénticas, ;cudntos resultados diferentes se pueden producir?

1-46 En un concurso literario participan quince personas y se asignan tres premios: el
primero, de 3000 €, el segundo, de 2000 € y el tercero, de 1000 €. ;De cuantas maneras
diferentes se pueden distribuir los premios? ;Y si los tres premios fueran de la misma
cantidad?

1-47 ;Cudantos nimeros de tres cifras impares podemos escribir?

1-48 ;Cudntos nimeros menores que 100 y con las dos cifras diferentes podemos escribir,
utilizando sélo las cifras 1, 3,5y 7?

1-49 En una estanteria hay seis libros diferentes. ;De cudntas maneras se pueden ordenar?

1-50 ;Cudntas palabras binarias de longitud 9 contienen tres ceros?
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1-46 El conjunto X es el de las quince personas. Queremos escoger tres diferentes: o sea,
no permitiremos repeticion. Si los premios son diferentes, importa el orden (segtn el cual

cada persona recibird un premio determinado), por lo tanto, corresponde al caso @ Si los
premios fueran iguales, no importaria el orden y, por lo tanto, corresponderia al caso .

1-47 El conjunto es X = {1,3,5,7,9} y queremos escoger tres, teniendo en cuenta el
orden y permitiendo la repeticién. Por lo tanto, corresponde al caso E]

1-48 El conjuntoes X = {1,3,5, 7} y queremos escoger dos, teniendo en cuenta el orden,
pero sin repetir elementos. Por lo tanto, corresponde al caso E

1-49 Sea X el conjunto de los seis libros diferentes. Queremos escoger los seis para orde-
narlos. Por lo tanto, corresponde al caso @

1-50 EI conjunto X es el conjunto de las nueve posiciones diferentes en que podemos
colocar un cero. Queremos escoger tres de diferentes sin que nos importe el orden. Por lo
tanto, corresponde al caso [ c].
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6. Muestras ordenadas con repeticion

En la seccion anterior hemos analizado diferentes tipos de selecciones de ob-
jetos de un conjunto. Ahora estudiaremos el caso en que importa el orden en
las selecciones y podemos repetir elementos del conjunto. Un ejemplo que he-
mos visto de este tipo es: jcudntos nimeros de dos cifras podemos formar con
las cifras 1, 2, 3, 4? Otros ejemplos se han visto en los ejercicios 1-30 y 1-31,
en los que hemos introducido la nocién de palabra de longitud r sobre un al-
fabeto X, como un elemento cualquiera del conjunto producto cartesiano X".
A menudo sdlo escribiremos x1, xo, . . ., Z,, en lugar de (z1, x2, . .., z,), para
simplificar la escritura, y también diremos que x1, x2, . . ., *, €S Una r-muestra

ordenada con repeticion del conjunto X.

Algunas aplicaciones en que se utiliza este tipo de muestras son: el cilculo del
nimero de palabras de longitud maxima r, sobre un alfabeto de n elementos;
el calculo del nimero de subconjuntos posibles de un conjunto de r elementos;
y el calculo del niimero de funciones f : N, — X.

6.1. Muestras ordenadas con repeticion

Definicion 1.15

Dado un conjunto X de n elementos, una r-muestra ordenada con

repeticion del conjunto X es una lista ordenada x1, x2, ..., x,, donde ]
Es necesario observar...

cada z; es un elemento del conjunto X, paratodo j € {1,...,r}.

... la equivalencia entre
“palabra de longitud r
sobre el alfabeto X"y
“r-muestradorden%da gon
P repeticion de X7, donde
Definicion 1.16 X es un conjunto de
cardinal n. También es
frecuente encontrar otras
expresiones como:
cantidad de r-muestras ordenadas con repeticion del conjunto X. variaciones con

repeticion de n
elementos tomados de r
enr

Dado un conjunto X de n elementos, denotaremos por V R(n,r) la
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Ejemplo 1-51

Hay VR(5,2) = 52 = 25, 2-muestras ordenadas con repeticién en un conjunto de
cinco elementos.

Hay VR(7,4) = 7% = 2401, 4-muestras ordenadas con repeticién en un conjunto de
siete elementos.

Se pueden hacer VR(3,6) = 3% = 729, 6-muestras ordenadas con repeticién en un
conjunto de tres elementos.

Observar...
Se puede construir el conjunto de las r-muestras ordenadas con repeticion de .. que si r = 0, entonces
) . . . VR(n,0) =1,y también
un conjunto X de n elementos, mediante un diagrama en arbol. Suponemos que VR(0,0) = 1.

que queremos escribir todas las 3-muestras ordenadas con repeticién de los
elementos de X = {a, b}. A continuacién se muestra el diagrama correspon-
diente:

a aaa

@ < b aab

“ < b a aba
< b abb

a baa

(=

“< bab
b < b a bba
—_,

bbb

Se han obtenido V R(2,3) = 23 = 8 muestras, tal y como preveiamos antes
de hacer el diagrama.

Ejercicio 1-52

(Existe un conjunto X con el que se puedan hacer quinientas doce 3-muestras ordena-
das con repeticién? ;Y si son 4-muestras?

Solucion: En el primer caso, r = 3y V R(n,3) = 512. Por lo tanto, debemos resolver
la ecuacién n® = 512, que tiene como solucién entera positiva n = 8. Asf, X puede
ser cualquier conjunto con ocho elementos. En el segundo, = 4 y tendriamos que
resolver la ecuacién n* = 512, que no tiene solucién entera. Por lo tanto, no existe un
tal conjunto X.
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A continuacioén, calcularemos el nimero de palabras de longitud méaxima r
que se pueden formar utilizando un alfabeto de n elementos. Es importante
entender todo el desarrollo de este cdlculo (ver demostracién de la proposicién
siguiente), puesto que es un ejemplo donde se utilizan el principio de la suma
y el de la multiplicacion a la vez.

Proposicion 1.18
El nimero de palabras de longitud médxima r, sobre un alfabeto de n
nrJrl -1

elementos, es ——
n—1

Demostracién: Antes que nada indicamos por P; el conjunto de palabras de longitud

exactamente j, donde j varia entre 0 y » (admitimos que hay una dnica palabra de longitud

0: la palabra vacia). Evidentemente, P; = X x --- x X, y podemos aplicar el principio de
N———’

J
la multiplicacién para calcular el cardinal de P;:

|Pjl =X x - x X|=|X|--|X|=n--n=n

Por otro lado, sea P el conjunto de palabras de longitud maxima r, es obvio que P =
= Py U ---U Pr. Ademds, esta unién es disjunta y, consecuentemente, también podemos Comprobar...

aplicar el principio de la adicién
1 ... laigualdad
2 T n -1 r n"tl-1
|Pl=|PoU---UPr|=|Po|+ -+ |Pr|l=1+n+n"+---+n = -1 I+n4---+n" = =,
" haciendo el producto
Por lo tanto, el niimero de palabras de longitud maxima r, sobre un alfabeto de n elementos, (1+n+---+n")(n—-1)
n7‘+1 1 _ nTJrl 1
es ——. 1 - )
n—1

Ejercicio 1-53
(Cudntas palabras binarias se pueden formar que tengan longitud menor o igual que 7?

Solucion: En este caso, n = 2y r = 7. Por lo tanto, hay
2T+ 1
2—-1

palabras binarias de longitud méxima 7.

=256 —1=1255

Ejercicio 1-54

(Cudntas palabras de longitud mdxima 7 se pueden formar utilizando el alfabeto dado
por X = {a,b, c,d}?

Solucién: En este caso, n = 4y r = 7. El nimero de palabras pedido seria

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

(atyagy

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

solucion entera positiva n = 5.

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01394 30 Combinatoria. Muestras ordenadas

6.3. Calculo del nimero de subconjuntos de un conjunto

Proposicion 1.19

Si r es el nimero de elementos de un conjunto Y, entonces el nimero
de subconjuntos posibles de Y es 2".

Demostracion: Demostraremos que el conjunto de todos los subconjuntos posibles de
Y tiene el mismo nimero de elementos que el conjunto de las r-muestras ordenadas con
repeticién del conjunto {0, 1}. Ademas, este nimero es VR(2,r) = 2", tal y como muestra

el resultado. Sean y1, y2, . . ., yr los r elementos del conjunto Y. A cada subconjunto A de
Y le podemos asociar la r-muestra zy, xa, . . . , z de elementos del conjunto {0, 1} definida
Vi€ {1,...,r} como

1 siy; €A
Ti = .
0 siy; €A

Reciprocamente, a cada r-muestra ordenada de elementos binarios, x1, z2, . .., Z, corres-
ponde un subconjunto A de Y tal que y; € A, siy s6losi, x; = 1,donde ¢ € {1,...,r}.
La correspondencia que acabamos de establecer, entre subconjuntos de Y y r-muestras
ordenadas con repeticién de elementos de {0, 1}, es una biyeccién entre conjuntos finitos.
Por lo tanto, hay el mismo nimero de elementos. 1

El siguiente ejemplo nos muestra més claramente esta correspondencia.

Ejemplo 1-56

SeaY = {a,b,c,d,e} ysea A = {a,c,d}. En este caso, al subconjunto A le podemos
asociar la 5-muestra ordenada de elementos binarios 10110, donde el primer digito
(un 1) representa que el primer elemento de Y (o sea, a) estd en el subconjunto, el
segundo digito (un 0) significa que el segundo elemento de Y (o sea, b) no estd en el
subconjunto, y asi sucesivamente.

Reciprocamente, sea la muestra 11010. Esta muestra corresponde al subconjunto A =
= {a,b,d}, puesto que hay un 1 en las posiciones primera, segunda y cuarta, que
corresponde a los elementos a, b, d del conjunto Y, respectivamente.

Ejercicio 1-57

Encontrar el nimero de subconjuntos del conjunto {s, ¢, u,v, z,y, z}. (Existe un con-
junto con 1024 subconjuntos? (I con 213546376547 subconjuntos?

Solucién: El nimero de subconjuntos de un conjunto de r elementos es 2"; por lo
tanto, el conjunto dado que tiene cardinal 7, tiene 27 =128 subconjuntos. La segunda
pregunta tiene respuesta afirmativa ya que la ecuacion 2" = 1024 tiene solucién r = 10.
En cambio, no puede existir un conjunto con 213546376547 subconjuntos puesto que
este ndmero es impar y el nimero 2" siempre es par.
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6.4. Calculo del nimero de funciones

Dado un conjunto X con n elementos, cada funcién f de N, = {1,2, ..., r}
en X se puede identificar como una r-muestra ordenada con repeticién de X.
Sélo es necesario notar que cada funcién f : N, — X se puede escribir como
una r-muestra ordenada con repeticién f(1)f(2)--- f(r), y reciprocamente
cada r-muestra ordenada con repeticién de X, z1, x2, - - - , x,, representa una
funcién f : N, — X tal que f(1) = z1, f(2) = z2, ..., f(r) = z, (ver
ejercicio 1-8).

Asi, el conjunto de las r-muestras ordenadas con repeticion del conjunto X
no es otra cosa que el conjunto de las funciones de N, en X. Por lo tanto, hay
V R(n,r) funciones de N, en un conjunto X de n elementos.

Ejemplo 1-59

La 3-muestra ordenada con repeticién aba sobre X = {a,b} puede ser interpretada
como la funcién f de N3 = {1,2,3} en X = {a,b}, tal que f(1) = a, f(2) = b,
f(3) = a. Reciprocamente, a cada funcién f de N3 = {1,2,3} en X = {a,b} le
podemos asociar la 3-muestra ordenada con repeticién f(1)f(2)f(3).

El conjunto de las 3-muestras ordenadas con repeticién del conjunto X = {a, b} es,

pues, el conjunto de las funciones de N3 en X. Por lo tanto, hay VR(2,3) = 2% = 8
funciones de N3 en X = {a, b}.

Ejercicio 1-60

(Cuantas funciones podemos construir de N7 en X = {0,1}?

Solucién: El nimero pedido no es otro que VR(2,7) = 27 = 128. Hay un total de
ciento veintiocho funciones (7-muestras ordenadas con repeticion) del conjunto N7 en
X ={0,1}.

Ejercicio 1-61

El nimero total de funciones de N3 = {1,2,3} en el conjunto B es 125. ;Cuantos
elementos tiene B?

Solucién: Si B tiene cardinal n, se debe cumplir n3 = 125. Por lo tanto, n = 5.

6.5. Ejercicios
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1-65 Sobre el alfabeto ternario X = {0, 1,2}, ;cudntas palabras hay de longitud no supe-
rior a seis? ;Cudntas de estas palabras empiezan por cero?

6.6. Soluciones

1-62 El nimero de listas que se pueden obtener es V R(2,5) = 2° = 32.

1-63 Hay que hacer 3-muestras ordenadas con repeticion con los elementos 1, 3, 5, 7, 9.
Hay VR(5,3) = 5% = 125.

1-64 El nimero de 2-muestras ordenadas con repeticion a partir de los elementos 0, 1, 2,

3,4,5,6es VR(7,2) = 72 = 49, pero en este juego la ficha [z|y] es la misma que la [y|x].

Por lo tanto, el niimero de fichas es igual a 1a mitad del nimero de 2-muestras con las cifras
diferentes

49 -7

5 =

mas el nimero de fichas con las cifras iguales (hay siete). Por lo tanto, el numero total de
fichas es 21 + 7 = 28.

21

T+l _ 1 36+l _ 4
n—1 _ 3-1

1-65 Se trata de aplicar la férmula a la situacién actual. Hay

= 1093 palabras ternarias de longitud menor o igual a seis.

Hay 1092

no vacias).

= 364 palabras que empiezan por cero (una tercera parte del total de palabras
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7. Muestras ordenadas sin repeticion

En esta seccién calcularemos el nimero de selecciones de objetos de un con-
junto, cuando importa el orden en las selecciones y no podemos repetir ele-
mentos del conjunto. En la seccién 5 se introdujo un ejemplo de este tipo de
selecciones: ;cudntos nimeros de dos cifras diferentes podemos formar con
las cifras 1, 2, 3,4?

Una seleccion de este tipo la llamaremos r-muestra ordenada sin repeticion.
En el caso de tener muestras ordenadas sin repeticion, si intervienen todos los

elementos del conjunto, las llamaremos permutaciones.

Estos tipos de muestras nos permitirdn calcular el nimero de funciones inyec-
tivas y biyectivas, f : N, — X.

7.1. Muestras ordenadas sin repeticion

Definicion 1.20

Dado un conjunto X de n elementos, una r-muestra ordenada sin
repeticion del conjunto X es una lista ordenada de elementos diferentes

T1,%2,...,%, donde cada x; es un elemento del conjunto X, para todo Recordar...

DR g ... que también es
frecuente llamar a estas
muestras variaciones
(sin repeticion) de n

. elementos tomados de r
Ejemplo 1-66 enr.

Si X = {a,b,c,d}, son ejemplos de muestras ordenadas sin repeticion de X las si-
guientes: abc (3-muestra), bed (3-muestra), bead (4-muestra), ca (2-muestra), etc.

Ejercicio 1-67

Escribir todas las 2-muestras ordenadas sin repeticién del conjunto X = {a, b, c}.
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Proposicion 1.22

Si el conjunto X tiene n elementos, entonces podemos formar

Vin,r)=n-(n—1)-(n—2)...(n— (r —1))

Observar...

r-muestras ordenadas sin repeticion, con elementos del conjunto X. - ag/%? Suneo puede ser
n.

Ejemplo 1-68

V(6,3)=6-(6—1)-(6—2) =6-5-4 = 120. Esto quiere decir que sobre un conjunto
de seis elementos se pueden hacer ciento veinte 3-muestras ordenadas sin repeticion.

V(4,4) =4-(4—-1)-(4—2)-(4—3) =4-3-2-1 = 24. Hay veinticuatro 4-
muestras ordenadas sin repeticion, escogiendo los elementos en un conjunto de cuatro

elementos.
Observar...
Podemos utilizar diagramas en arbol para construir de manera organizada to- -‘;(OIU%)Si "= Oi enLches
. . n,0) = 1, y también
das las r-muestras ordenadas sin repeticion escogiendo los elementos de un que V(0,0) = 1.

conjunto X de cardinal n. En la figura se construyen las 3-muestras sobre el
conjunto X = {a,b,c,d}. De acuerdo con el diagrama y de acuerdo con el
resultado de la férmula hay 4 - 3 - 2 = 24 muestras.

c abc
b < d  abd
b ach
¢ < ¢ < d acd
b adb
d < c adc
c bac
“ < d  bad
a bca
’ < ¢ < d bed
a bda
d < c bdc
b cab
“ < d cad
a cha
¢ L b X -
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7.2. Permutaciones

Ejemplo 1-69

Si X = {a,b,c,d}, las 4-muestras ordenadas sin repeticién que se pueden hacer con
los elementos de X son: abed, abde, acbd, acdb, etc. Como sabemos, hay V' (4,4) =
=4-(4-1)-(4—2)-(4—3) = 4-3-2-1 = 24 muestras, y las podrfamos construir mediante
un diagrama en arbol. En este caso, observemos que en cada muestra aparecen todos
los elementos del conjunto de cuatro elementos.

Definicion 1.23

Dado un conjunto X de n elementos, las n-muestras ordenadas sin re-

peticion se llaman permutaciones (sin repeticion) de los elementos del
-
conjunto X.

El nimero de
permutaciones de un
conjunto de n elementos
puede escribirse como

Ejemplo 1-70 V(n,n), pero también lo
podemos representar por
Las permutaciones de los elementos del conjunto {a, b, c} son las 3-muestras ordenadas 1; E”)- "S‘S'a }39(”9)”‘05
n,n) = Pn)=

sin repeticidn, es decir: abc, acb, bac, bea, cab, cba. —nl(n—1)-(n—2)---2-1.

Por otro lado, el numero

n-(n—1)-n—2)---2-1
Ejemplo 1-71 se denota también por n!,
que se lee factorial de n.

El nimero de permutaciones de los elementos del conjunto X = {z,y, z,t,u,v} es

6!=6-5-4-3-2-1="720. .,
Notacion

También podemos escribir

Ejercicio 1-72 la férmula, para calcular la
cantidad de r-muestras

Con los elementos de un conjunto X se pueden hacer ciento veinte permutaciones. ordenadas sin repeticion

, Cudntos elementos tiene este conjunto? de un conjunto de n

¢ ’ elementos, de este modo:
Vin,r) =

Solucion: Si n es el cardinal de X, debemos resolver la ecuacidn: _ P(n)
~ P(n—-r) — (n—m)!"

n-(n—1)-(n—2)---2-1=120,

donde n es un entero positivo. La solucién es (utilizar la calculadora) n = 5.

7.3. Calculo del nimero de funciones inyectivas (biyectivas)

Dado un conjunto X con n elementos, cada funcién inyectiva f del conjunto
N, = {1,2,...,7} en X se puede identificar como una r-muestra ordenada

sin reneticion de X . nuesto aue las fuinciones invectivas son aauellas en aue
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Ejemplo 1-73

La 3-muestra ordenada sin repeticién abc del conjunto X = {a,b, c,d} puede ser in-
terpretada como la funcién inyectiva f de N3 en X, definida por f(1) = a, f(2) = b,
f(3) = c. Sobre el mismo conjunto, la 3-muestra ordenada sin repeticién bad seria la
funcién inyectiva g de N3 en X definida por g(1) = b, g(2) = a, g(3) = d. Reciproca-
mente, la funcién h de N3 en X definida por (1) = d, h(2) = ¢, h(3) = b se puede
interpretar como la 3-muestra ordenada sin repeticién dcb sobre X.

El conjunto de las 3-muestras ordenadas sin repeticion del conjunto X = {a, b, ¢, d} es,
pues, el conjunto de las funciones inyectivas de N3 en X. Por lo tanto, hay V' (4,3) =
=4 -3 -2 = 24 funciones inyectivas de N3 en X = {a,b, ¢, d}.

Ejercicio 1-74

(Cuantas funciones inyectivas se pueden construir del conjunto Y = {xz,y, z} en el
conjunto X = {a,b,c,d}?

Solucion: Y contiene tres elementos. Por lo tanto, esto es equivalente a calcular el
numero de funciones inyectivas de N3 en X = {a,b,¢,d}. El nimero pedido ser4,
pues, igual que antes, 24.

Ejercicio 1-75

El nimero total de funciones inyectivas de N» = {1,2} en un conjunto A es 42.
(Cudntos elementos tiene A?

Solucion: Debemos aplicar la férmula de V' (n,r) cuando » = 2. Asi, obtenemos
V(n,2) = n(n — 1) = 42, y de aqui n = 7. El conjunto A tiene siete elementos.

A continuacién analizamos las funciones que, ademds de ser inyectivas, son
exhaustivas: o sea, las funciones biyectivas. En este caso, cada funcién biyec-
tiva f del conjunto N,, = {1,2,...,n} en X (o del conjunto X en si mis-
mo) se puede identificar como una n-muestra ordenada sin repeticiéon de X
(o equivalentemente como una permutaciéon de X). Recordemos que las fun-
ciones biyectivas son aquellas en que cada elemento de X tiene exactamente
una antiimagen: o sea, cada elemento de X debe aparecer en cada muestra
exactamente una vez (las muestras deben contener, pues, n elementos).

La conclusién es que el conjunto de las permutaciones (n-muestras ordenadas
sin repeticién) del conjunto X es el conjunto de las funciones biyectivas de
N,, en X (o de X en si mismo). Por lo tanto, hay P(n) funciones biyectivas
de X en X. Ademas, de ahi que, una funcién f biyectiva de X en X también
recibe el nombre de permutacion de X.
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7.4. Ejercicios

1-77 Demostrar la igualdad siguiente: V(n,r) - V(n—r,s —r) = V(n,s),donde n,ry s
son enteros positivos tales que n > s > r.

1-78 ;Cudntas palabras de cuatro letras se pueden formar con un alfabeto de diez simbo-
los, teniendo en cuenta que no hay restricciones de 1éxico, excepto la repeticion de letras
en una misma palabra?

1-79 ;Cudantos nimeros menores de cien y con las dos cifras diferentes podemos escribir,
utilizando sdlo las cifras 1, 3,5y 7?

1-80 En un concurso literario participan quince personas y se asignan tres premios: el
primero, de 3000 €, el segundo, de 2000 € y el tercero, de 1000 €. Si una misma persona
no puede recibir mds de un premio, ;de cudntas maneras diferentes se pueden distribuir los
premios?

1-81 Escribir el valor de n! paran = 1,2, ...,10.
1-82 En una estanteria hay seis libros diferentes. ; De cudntas maneras se pueden ordenar?

1-83 Simplificar algebraicamente la siguiente expresion:
(m — 1)!(a + b)!
ml(a+b—1)! "
1-84 Escribir en forma de cociente de dos factoriales el producto siguiente:
n-(n—=1))-(n—-2)---(n—r+1).

1-85 Escribir todos los nimeros que se obtienen al permutar las cuatro cifras 1,2, 3, 4.
Ordenarlos de menor a mayor. ;Cual serd la suma de todos los nimeros obtenidos?

7.5. Soluciones

1-77

Vin,r) - Vin—r,s—r) =
=n-(n=1)-(n—r+D]-[(n=7)-(n—7r—-1)--(n—r—s+r+1)]=
=mn-(n=1)-n—r+D] - [(n=7)-(n—r—-1)---(n—s+1)] =
=V(n,s).

1-78 Nos piden el nimero de 4-muestras ordenadas sin repeticién que se pueden hacer
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9! = 362880, 10! = 3628800.
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1-82 Larespuestaes P(6) =6!=6-5-4-3-2-1="T720.

(m—1Da+b)! (m—1)(m—2)---2-1-(a+b)(a+b—1)---2-1

1-83 mla+b—1)! ~ mm—-1)---2-1-(a+b—1(a+b—-2)---2-1"°

a+b

Eliminando los términos repetidos en el numerador y denominador, se obtiene

1-84 n-(n—1)- n—-2)---(n—r+1) =

(n—m)!

1-85 Las 4! = 24 permutaciones de 1, 2, 3, 4 son:

1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432,
2134,2143,2314, 2341, 2413, 2431,
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421,
4123,4132, 4213, 4231, 4312, 4321.

Hemos escrito las permutaciones a partir del diagrama en arbol correspondiente, y asi los
nimeros quedan ordenados de menor a mayor.

Por lo que respecta a la suma de todos los niimeros obtenidos, obsérvese que si sumamos
las unidades obtenemos: 6-1+6-2+6-3+ 6-4 = 60; la suma de las decenas es, también,
60, etc. La suma total serd, por lo tanto, 66660.
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Ejercicios de autoevaluacion

1-86 Encontrar todas las funciones de X = {1,2,3} en Y = {a, b}. Clasificarlas en dos
clases: exhaustivas y no exhaustivas.

1-87 Encontrar todas las funciones de X = {1,2} en Y = {a, b, ¢}. Clasificarlas en dos
clases: inyectivas y no inyectivas.

1-88 Construir una funcion inyectiva de N en el conjunto X = {2, 4,6, 8,10, ...} que nos
demuestre que X es infinito. ;Es biyectiva la funcién que habéis construido?

1-89 Demostrar que el conjunto Z de los nimeros enteros es numerable a partir de la
funcién
si x es par
f ('T) = (z—1) . .
—5—% sixesimpar

SE

1-90 Demostrar que si escogemos diez puntos cualesquiera en un tridngulo equilatero de
lado una unidad, al menos dos de los puntos se encuentran a una distancia menor o igual a
1/3.

1-91 Sabiendo que un byte es una palabra binaria de longitud 8, ;cudntos bytes diferentes
hay? ;Cudntos contienen por lo menos dos unos?

1-92 ;De cudntas maneras se puede contestar un test de quince preguntas si cada pregunta
estd formulada en términos de verdadero-falso?

1-93 ;Cuadntas palabras de longitud mdxima 8 se pueden formar a partir de un alfabeto de
seis elementos?

1-94 ; Cuéantas palabras de longitud mdxima 8 se pueden formar a partir de un alfabeto de
diez elementos, si en una misma palabra no pueden haber elementos repetidos?

1-95 ;Cudantos subconjuntos de por lo menos dos elementos tiene un conjunto de diez
elementos?

1-96 Una comisién de diez personas debe elegir un presidente, un secretario y un tesorero.
(De cudntas maneras lo puede hacer?

1-97 Se quieren pintar las habitaciones de la casa que muestra la figura siguiente de forma
que las habitaciones que estdn conectadas mediante una puerta tengan colores diferentes.
(De cudntas maneras podemos pintar la casa si disponemos de n colores?

T T . ]

L n
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1-100 ;Cuantas funciones biyectivas hay de un conjunto X de diez elementos en el mismo
conjunto?
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Solucionario

1-86 De acuerdo con la notacién introducida en el ejercicio 1-8 las funciones son: aaa, bbb,
aab, aba, baa, abb, bab, bba.

La clase de las exhaustivas es: aab, aba, baa, abb, bab, bba. La clase de las no exhaustivas
es: aaa, bbb.

1-87 Las funciones son: aa, ab, ac, ba, bb, be, ca, cb, cc.

La clase de las inyectivas es: ab, ac, ba, bc, ca, cb. La clase de las no inyectivas es:
aa, bb, cc.

1-88 La funcion f de Nen X = {2,4,6,8,10,...} definida por f(x) = 2z es inyectiva
(s6lo es necesario ver que 2z = 2y implica x = y). Esto demuestra que el conjunto X es
infinito.

Ademds, esta funcion es biyectiva (todo elemento de X tiene antiimagen: la antiimagen
del 2 es 1, la antiimagen del 4 es 2, la antiimagen del 6 es 3, etc.) y, por lo tanto, podemos
decir que el conjunto X es numerable.

1-89 Veamos que f es inyectiva. Empezamos observando que la imagen por f de un nime-
ro natural par es un entero positivo y la imagen de un nimero natural impar es 0 o bien un
entero negativo. Asi, si suponemos f(x) = f(y) deberan ser z, y pares o bien x, y impares,
y para cualquiera de estos casos se deduce = = y.

Falta ver que f es exhaustiva. Sea z un entero cualquiera. Si z = 0 entonces tiene anti-

imagen 1, si z es positivo entonces tiene antiimagen 2z, y si z es negativo entonces tiene
antiimagen 1 — 2z.

1-90 Se puede demostrar a partir del principio de las cajas y la figura siguiente:

1-91 El alfabeto es {0, 1}, por lo tanto el nimero de bytes es 28 = 256. De estos 256
bytes hay uno que no tiene unos: 00000000. Y hay ocho que tienen exactamente un uno:
10000000, 01000000, 00100000, . . ., 00000001. Por lo tanto, hay 256 — 9 = 247 bytes que
contienen por lo menos dos unos.
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1-95 Un conjunto de diez elementos tiene en total 2'° = 1024 subconjuntos, de los cuales
uno es el vacio y diez son los unitarios (tienen un unico elemento). Por lo tanto, el nimero
que nos piden es 1024 — 11 = 1013.

1-96 La eleccién se puede hacer de tantas maneras como 3-muestras ordenadas sin repe-
ticién podamos hacer con diez elementos. Es decir: V(10,3) = 10 -9 - 8 = 720. Dado
que suponemos que una misma persona no puede ser elegida para mds de un cargo, las
muestras son sin repeticion.

1-97 Debemos suponer n > 3. El nimero de maneras diferentes de pintar la casa es
n(n—1)3(n —2). En efecto: la habitacién A se puede pintar de n maneras. Una vez hemos
fijado un color para A, la habitacién B la podemos pintar de n — 1 maneras. Fijado un color
para B, podemos pintar C de n — 2 maneras. Fijado un color para C, podemos pintar D
de n — 1 maneras, y fijado un color para D, podemos pintar E de n — 1 maneras. En total
tenemos, por lo tanto, n(n — 1)(n — 2)(n — 1)(n — 1) = n(n — 1)3(n — 2) maneras de
pintar la casa.

Asi, por ejemplo, en el caso de disponer de tres colores, habria veinticuatro maneras. Si
n = 4, entonces el nimero es 216, etc.

1-98 Para empezar, supongamos n = 4. Con cuatro personas podemos hacer 4! = 24
permutaciones. Cada una de estas permutaciones corresponde a una manera de colocar las
cuatro personas alrededor de una mesa circular. Por ejemplo, la permutacién abed corres-
ponde a la distribucidn siguiente: a la derecha de la persona a se coloca la persona b, a la
derecha de b se coloca c y a la derecha de c se coloca d. Pero la permutacién dabc define
la misma colocacién, lo mismo pasa con cdab, etc. Por lo tanto, diferentes permutaciones
pueden dar la misma distribucion alrededor de la mesa. Continuando con el caso n = 4
podemos hacer seis grupos, de cuatro permutaciones cada uno, que definen la misma dis-
tribucién:

abed, dabe, cdab, beda

abde, cabd, dcab, bdca

acbd, dacb, bdac, cbda

acdb, bacd, dbac, cdba

adbe, cadb, bead, dbca

adch, badc, cbad, dcba
Obsérvese que lo que hemos hecho es fijar una persona (a), considerar una permuta-
cién que empieza por a (abed) y hacer los desplazamientos ciclicos de esta permutacion
(dabc, cdab, beda). La permutacion abed y sus desplazamientos ciclicos forman el primer
grupo. A continuacién consideramos la permutacién abdc y hacemos lo mismo, etc. Claro
estd que el nimero de maneras diferentes de colocar las cuatro personas alrededor de una
mesa circular es, por lo tanto, seis (tantas como grupos hemos podido formar). Este nimero

6 es el resultado de dividir 4! (el total de permutaciones) entre 4 (nimero de permutaciones
dentro de cada grupo = nimero de personas).

Generalizando lo que hemos dicho, podemos afirmar que hay n!/n = (n — 1)! maneras de
colocar n personas alrededor de una mesa circular.

1-99 Fl1 niimero de funciones de nnconinnto de cnatro elementos a nn coninnto de siete
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ciones de X. Por lo tanto, es P(10) = 10!.
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Introduccion

Este mdédulo complementa el mddulo anterior. Acabamos de ver mds concep-
tos y técnicas que, en un nivel elemental, forman la combinatoria

En el médulo anterior hemos estudiado diferentes tipos de selecciones de ob-
jetos de un conjunto. Estos dependen de si las selecciones son ordenadas o no,
y de si puede haber repeticion o no en una misma seleccién. Hemos resuelto
problemas de selecciones ordenadas que responden a los modelos llamados
muestras ordenadas con repeticion y sin. En este segundo mdédulo se tratan
basicamente los casos en que la ordenacién de los elementos en una seleccion
es irrelevante, las llamadas muestras no ordenadas con repeticion y sin.

Los dos primeros apartados se dedican a la seleccién de muestras no ordena-
das con repeticién y sin. El célculo de la cantidad de muestras de estos tipos se
hace mediante el llamado niimero binomial. Algunas propiedades nos facilitan
férmulas practicas para calcular el niimero de selecciones posibles en los dos
casos y se ven ejemplos. Se ven también algunas aplicaciones del nimero bi-
nomial a cuestiones diversas: el desarrollo del binomio (a+ b)", el cdlculo del
nimero de soluciones enteras no negativas (o sélo positivas) de una ecuacién
de la forma x1 + z2 + - - - + x,, = r y el cdlculo del nimero de términos de la
potencia (z1 + x2 + - - - + x,,)". Finalmente, se da un resumen de las férmulas
de célculo estudiadas para los diferentes tipos de selecciones de objetos.

En el tercer apartado se introduce el principio de inclusién-exclusién que pro-
porciona el cardinal de la unioén de una serie de conjuntos finitos, aunque la
interseccion entre algunos de ellos no sea vacia. Toda una serie de aplicaciones
de este principio nos ayudaran a ver més claramente su interés.
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1. Muestras no ordenadas sin repeticion

En esta seccién nos centraremos en el problema de calcular de cudntas ma-
neras podemos seleccionar un determinado niimero de objetos de un conjunto
dado, cuando no importa el orden en las selecciones y no podemos repetir
elementos del conjunto. En la seccién 5, del médulo anterior, se introdujo un
ejemplo de este tipo de selecciones: ;de cudntas maneras diferentes podemos
escoger dos bolas de un total de cuatro bolas diferentes?

Los niimeros binomiales nos permitirdn calcular el niimero de posibles mues-
tras de este tipo. Después veremos algunas propiedades de estos nimeros bi-
nomiales, y aplicaciones, como el teorema del binomio, que nos proporciona
el desarrollo del binomio (a + b)™.

1.1. Muestras no ordenadas sin repeticion

Un ejemplo en el que queda clara la nueva situacién que queremos tratar es
el siguiente: suponemos que tenemos cuatro personas, a, b, ¢, d, y hay que
escoger tres (por votacién) para formar una comisién (todas con el mismo
rango). ;Cudntas comisiones nos pueden salir?

Obsérvese que la comision abe es la misma que la bca. Es evidente que, en
este caso, el orden de los elementos en una muestra no debe tenerse en cuenta.
Empezamos, en primer lugar, escribiendo todas las 3-muestras ordenadas sin
repeticion del conjunto {a, b, ¢, d}:

abc abd acd bed
acb adb adc bdc
bac  bad cad cbd
bca bda cda cdb
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el nimero de permutaciones que podemos hacer con tres objetos, es decir:

V(4,3 _4-3-2
P3) 3-2-1

Diremos que las muestras abc, abd, acd, bcd son 3-muestras no ordenadas
sin repeticion del conjunto {a, b, ¢, d}.

Definicion 2.1

Dado un conjunto X de n elementos, una r-muestra no ordenada sin
repeticion del conjunto X es una lista no ordenada de r elementos di-

ferentes x1, w2, ..., x,, donde cada x; es un elemento del conjunto X, También es frecuente...

paratodo j € {1,...,7}. ... lamar a estas muestras
combinaciones (sin
repeticion) de n
elementos tomados de r

enr.
Definicién 2.2
Dado un conjunto X de n elementos, denotaremos por C'(n, r) la can-
tidad de r-muestras no ordenadas sin repeticién del conjunto X .
Proposicion 2.3
Si el conjunto X tiene n elementos, entonces podemos formar
Vi(n, —1(n—=2)---(n— 1
) < Vur) _nn=1(n=2)- (n=r+1)
P(r) r(r—1)(r—2)---2-1 Observar...
r-muestras no ordenadas sin repeticién del conjunto X . 'rﬁao)l,uoe,f auneor?. uede ser
Definicion 2.4
—Dn-=2)--(n— 1
El niimero nn=(n=2)-(n-r+1) se llama ndmero combi-

rr—1)(r—-2)---2-1
natorio o binomial, y se representa con el simbolo <n> (que se lee: n
r

sobre 7).
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Ejercicio 2-2

Calcular (T) y (Z) sin utilizar la férmula de célculo.

Solucion: El primer niimero es igual a n, o sea 1= puesto que en un conjunto de

n elementos se pueden hacer n combinaciones sin repeticién de n elementos tomados
de uno en uno.

. n .
El segundo es igual a 1, o sea = 1, puesto que en un conjunto de n elementos
n

s6lo se puede hacer una n-muestra no ordenada sin repeticion.

Ejercicio 2-3

(Cudntos subconjuntos de tres elementos cada uno tiene un conjunto formado por ocho

elementos?
Solucion: Un conjunto de ocho elementos tiene
Observar...
C(8,3) = 8) _ 870 _ 4 ... que en general, una
3) 3-2-1 r-muestra no ordenada

sin repeticion de un

: ) < : conjunto X representa
subconjuntos de tres elementos. Obsérvese que cada subconjunto de tres elementos es también un subconjunto

una 3-muestra no ordenada sin repeticion, y reciprocamente cada 3-muestra no orde- de r elementos del
nada sin repeticion es un subconjunto de tres elementos. conjunto X.

Ejercicio 2-4

(De cuantas maneras se pueden distribuir cuatro bolas indistinguibles en diez cajas
diferentes teniendo en cuenta que no puede haber mas de una bola en una misma caja?

Solucién: Nos dicen que la distribucién de las cuatro bolas dentro de las diez cajas

hay que hacerla de manera que en ninguna caja haya mas de una bola. Una posible
distribucion es, por ejemplo,

oo o || o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Esta distribucién la podemos representar mediante la 4-muestra 1359 (las bolas estan
dentro de las cajas 1, 3, 5y 9). Néotese que las muestras son no ordenadas y sin repe-
ticién (en ninguna caja puede haber mdas de una bola). El nimero de posibles distribu-

ciones es, pues, C(10,4) = (140> = 210.
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Demostracion: Si 0 < r < n, s6lo es necesario multiplicar el numerador y denominador
!
n.

AR n Y . . ny _
de la expresion inicial de (r) por (n — r)!'y asi se obtiene . 7r!(n o Esta

!
férmula también es vélida para r = n, puesto que 0! = 1, asi = —— =
n nl(n —n)!

n!0! 0/ 0!(n—0)
que un conjunto de n elementos tiene un subconjunto de cero elementos: el subconjunto
vacio. 1

n! . . n n! . .
= —— = 1. Finalmente, si » = 0, ( > ————— = 1. El valor de este nimero indica

Ejercicio 2-5
Demostrar, utilizando la férmula de la proposicién 2.5, que (T) =n.

n!

ﬁ = n, puesto que 1! = 1.
n— :

Solucion: En efecto, (T) =

Ejercicio 2-6

Calcular Gi) , utilizando la férmula de la proposicion 2.5.

= 286.

.. 1 13! 13-12-11
Solucion: En este caso, ( 3) 3 _ 13

10) 1013~ 3-2-1

1.2. Propiedades de los nimeros binomiales

Proposicion 2.6

e Propiedad de simetria: <n> = ( " )

n—r

-
c n n—1 n—1
* Propiedad de la adicion: < > = < > T ( >
r r—1 r

n!

Demostracion: Se puede utilizar la férmula (n) = 7 para demostrar las dos
T :

rlln —r)
propiedades. La propiedad de simetria la podemos demostrar también, sin aplicar la férmu-

m
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Para demostrar la propiedad de la adicién utilizaremos la férmula (Z)

I
>
w

r\

podemos escribir:

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
(r—1)+< r )_(r—l)!(n—r)!+r!(n—r—1)!_

_rin=D!'+(n—7r)(n-1)

rl(n —r)!

CNCINCNC
GRENE

Ejercicio 2-8
Calcular qué valores de = cumplen:
9 (13) _ (13)
T 8
20 20 21
2 =
Solucién:
La ecuacion 1) tiene las soluciones t =8y x = 5.
La ecuacion 2) tiene las soluciones x = 3y z = 17.
P . . . ., n n
Obsérvese que a partir de la propiedad de simetria, o sea < ) = ( >,
r

n—r
podemos asegurar que la serie de nimeros

() () ) (a) () )

tiene simetria central. Los primeros y los tltimos términos de esta sucesion
son:
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puesto que los nimeros pueden colocarse en un tridngulo como el que vemos

a continuacién. En este tridngulo, cada nimero binomial se calcula a
T

partir de la suma de los dos niimeros binomiales que se encuentran en la fila

-1 —1
superior, a su derecha, (n ) e izquierda, (n 1) .
r r—

o también,
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
Ejemplo 2-9

La fila 5 del tridngulo de Pascal es: 1, 5, 10, 10, 5, 1. La fila 6 es: 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1.
Obsérvese la simetria central de cada una de estas series de niimeros.

Los nimeros binomiales cumplen otras propiedades que pueden ser interesan-
tes en algtin célculo determinado. Veremos algunas de ellas con la proposicién
y los ejemplos siguientes:

Proposicion 2.7

Esta propiedad...

... también se puede
escribir como
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Para demostrar que la igualdad es cierta para cualquier valor de n, es necesario recor-
dar que si tenemos un conjunto de n elementos, entonces este conjunto tiene 2" subcon-

juntos (ver proposicion 1.19). Por otro lado, hemos visto antes que es el nimero
T

de r-subconjuntos (subconjuntos de r elementos) de un conjunto de n elementos. Asi,
pues, como el nimero total de subconjuntos es la suma del nimero de subconjuntos de
0,1,2,...,n elementos, se obtiene la igualdad deseada. 1

Ejercicio 2-10

Comprobar, utilizando el tridngulo de Pascal, que la igualdad:

(0) = (5)+ (5) e (2w ()=

se cumple paran = 1,2, 3,4 y 5. Demostrar a continuacion que es cierta para cualquier
valor de n. Escribir también la igualdad mediante el simbolo X.

Solucion: Efectivamente, la igualdad se cumple paran = 1: (1) — (1) =1-1=0,

=2 (3) - (3) + (3) =1 -2 10

s (- () ) ()-r-oee-

e () () () () reneore

s (- () ()2 ()-)-r-msrm

Es evidente que siempre que n sea impar la igualdad sera cierta puesto que, en este
caso, los nimeros binomiales aparecen repetidos (propiedad de simetria) con signo
contrario. Para ver que también es cierta en el caso n par, obsérvese como podemos
escribir la expresion en el caso n = 4:

6)-0)-C)-()-)-
SRR ORCISERORE
1= (5) - (3) +1-o

Lo mismo se hace en el caso de un valor cualquiera de n. Nétese que hemos utilizado
bésicamente la propiedad de la adicién de los nimeros binomiales.

Trawalennwtna Ta S n1ALA T4 A~ A oh RS |
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Solucién: Se trata aqui de observar que la igualdad se cumple sobre el tridngulo de
Pascal. En efecto, si por ejemplo suponemos » = 1y n = 3, la igualdad nos queda:

() ()-()=C)

que es cierta, puesto que 1 + 2 + 3 = 6.

1.3. El teorema del binomio

El teorema del binomio proporciona el desarrollo de la potencia n-ésima de
un binomio a + b, (a + b)™, donde n es un entero positivo cualquiera.

Proposicion 2.8

n __ n n n n—1 n n—=212 n n—1 n n
(a+b)" = (O>a +<1>a b—l—<2>a b+...+(n_1>ab +(n)b

Antes de realizar la demostracién de la férmula del binomio, veamos algunos

ejemplos.

Ejemplo 2-12
(a+b)t=a+b.

(a+b)? = a® 4 2ab + b2

(a+b)% = a® + 3a%b + 3ab® + b>.

(a+b)* = a* 4 4ab + 6a%b% + 4ab® + b*.

Ejemplo 2-13

El primer sumando del desarrollo de (a + b)” es (g) a’=a".

El cuarto sumando del desarrollo de (a 4 b)'° es (1()) a"b> = 120a"b°.

Tl mnantiltinmmna cnmmmanda Aal Aaca

Carta (e
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(20— 3y)" = (‘0‘) (20)" + (‘1‘) (20 (~3y) + (;‘) (20)%(~30)*+ (;‘) (20)(~3)°+

4 . .
+ ) (=3y)* = 162 — 9623y + 2162%y? — 2162y> + 81y™.

4
Ejemplo 2-15

El tercer sumando del desarrollo de (z + 2y)'2 es (122) a:lo(zy)2 = 2642042

12

El quinto sumando del desarrollo de (2% —2y>)12 es ( 4

)(m2)8(—2y3)4 = 792021012

Demostracion: Demostramos la férmula del binomio. En efecto, a partir de la igualdad
(a+b)" = (a+b)---(a+10),desarrollando el producto de los n paréntesis se obtiene una
expresion en la cual aparecen términos de la forma o™~ "b" conr = 0, 1, ..., n. El término
a”""b" surge al escoger b en r de los paréntesis y a en los n — r restantes. Como esta

., n . . _
eleccion se puede hacer de maneras diferentes, resulta que el coeficiente de a”~"b"
T

es (Z) y, asi, obtenemos la igualdad deseada. I

Los nimeros > son los coeficientes de los monomios y de aqui viene el
r

origen de la denominacién niimero binomial o, también, coeficiente binomial.

Es necesario observar que el resultado de la proposicién 2.7 puede ser de-
ducido también, facilmente, a partir de la férmula del binomio, considerando
a =1y b= 1. Asimismo, el resultado del ejercicio 2-10 puede ser deducido
de la férmula del binomio considerandoa =1y b= —1.

1.4. Ejercicios

2-16 ;Cuantos tridngulos se pueden dibujar utilizando como vértices de cada tridngulo los
de un pentdgono dado?

2-17 ;Cuéntos segmentos se pueden dibujar si tomamos como extremos de cada uno de
ellos los vértices de un hexdgono?

2-18 Un grupo de ocho personas {a,b,c,d,e, f, g, h} acuerdan formar una comisién de
cinco miembros, todos de igual categoria. ; Cudntas comisiones diferentes se pueden for-
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2-21 ;De cuantas maneras pueden asignarse tres coches nuevos idénticos a veinticinco
comerciantes de una empresa, de manera que cada uno reciba, como maximo, uno de los
coches?

2-22 Contestar las siguientes cuestiones:

a) Si dibujamos n rectas en un plano, de tal forma que no haya dos de paralelas ni tres que
pasen por un mismo punto, ;cudntos puntos de interseccién determinan estas rectas?

b) Si dibujamos n rectas en un plano, de las cuales hay n; de paralelas en una cierta
direccidn, no de paralelas en otra direccion, . .., nj de paralelas en otra direccidn, y tales
que no haya tres que pasen por un mismo punto, demostrar que el nimero de puntos de
interseccion de todas las rectas es:

(n* — (3 +n3 +---+n3))

N | =

¢) Dibujar diez rectas en un plano tales que no haya tres que pasen por un mismo punto y
que determinen un total de treinta y tres puntos de interseccion.

2-23 ;Cudntos rectdngulos diferentes podemos construir dentro de la cuadricula 6 x 6 de
la figura adjunta, como los que mostramos como ejemplos? Generalizarlo para el caso de
una cuadricula n x n.

1 23 45 6

AN N R W N

2-24 Calcular el tercer y el cuarto sumando del desarrollo de (14 z2)7 y del de (1 —z2)7.

1.5. Soluciones

2-16 Si el pentdgono tiene como vértices a, b, ¢, d, e, entonces el nimero de tridngulos que
- 5 . .
podemos dibujar es 3] puesto que cada tridngulo es determinado por una 3-muestra no

ordenada sin repeticién escogida a partir del conjunto {a, b, ¢, d, e}. Por lo tanto, pueden
dibujarse diez tridngulos.
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8

2-18 El nimero de comisiones que pueden formarse es (2) = <3

) = 56. Con las

.. - . 4 4 ..
restricciones afiadidas pueden formarse N ( 1) = 4 comisiones, que son: df ceg,

dfceh, dfcgh, dfegh (dy f deben pertenecer a todas y a, b no deben pertenecer a
ninguna).

2-19 Una palabra binaria de longitud 9 que contiene tres ceros es, por ejemplo, 101011110.
Notese que los ceros estan situados en las posiciones 2, 4 y 9. Andlogamente, la palabra
111001101 tiene los ceros en las posiciones 4, 5 y 8, etc. Habra tantas palabras de €stas co-
mo 3-muestras no ordenadas sin repeticién puedan hacerse con las posiciones 1,2, 3, ..., 9.

Por lo tanto, habra (g) = 84 palabras con tres ceros.

Del mismo modo, podemos afirmar que habra (g) = 126 palabras con cinco unos. La

tercera pregunta es del mismo tipo que las anteriores: habrd (g) = 36 palabras con dos

ceros y, a la fuerza, con siete unos.

2-20 Si el conjunto tiene n elementos, entonces debe cumplirse que ;L = 28. Esta

ecuacion tiene por soluciéon n = 8 y n = —7, pero sélo consideraremos la solucién po-
sitiva, n = 8. Sabemos, pues, que el conjunto tiene ocho elementos, y por lo tanto, tiene

8 . . . .
(3 = 56 subconjuntos de tres elementos. Finalmente, el conjunto tiene 28 = 256 sub-

conjuntos en total.

2-21 Sinumeramos a los comerciantes del 1 al 25, una manera de asignar los coches seria,
por ejemplo, 2 8 9, cuando los asignamos a los comerciantes 2, 8 y 9. Habr4 tantas maneras
de distribuir los tres coches como 3-muestras no ordenadas sin repeticién puedan hacerse

2
en{1,2,...,25}, o sea, ( 35> = 2300.

2-22 a) Con las condiciones exigidas, claro estd, que si 1, . .., n son las rectas, habra tantos
puntos de interseccion como subconjuntos de dos elementos {7, j} de {1,...,n}. Asi, pues,

las n rectas determinan
n\ n(n-1)
2] 2

puntos de interseccién. Por ejemplo, las cinco rectas de la siguiente figura determinan diez
puntos de interseccion.
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N

AP=aN

Por recuento directo se observa que hay veintiséis puntos de interseccion, y nétese que este
nimero es el que resulta de hacer el cdlculo mediante la férmula
2 2 1

1
5 (0" = (0l 43+ i) = S (97 — (27 + 37 +47)) = 26.

Para demostrar la validez de la férmula en general, es necesario tener en cuenta que cada
recta en la direccion ¢ determina n — n; puntos de interseccidn con las rectas en las otras
direcciones. Por lo tanto, las rectas en la direccién ¢ determinan n;(n — n;) puntos de
interseccion. En total habra:

k

1 1

3 2 ni(n—ni) = 5(n® — (nf +n3 + - +n})
=1

puntos de interseccion. Notese que Zle n; = n, y también que el 1/2 de la férmula es

debido a que en la suma Zle n;(n — n;) cada punto de interseccion estd contado dos
veces.

¢) Podemos aprovechar el apartado anterior para dibujar lo que nos piden en este apartado.
El problema es decidir cudntas direcciones utilizaremos y cudntas rectas en cada una de
ellas. Se trata, en definitiva, de encontrar una solucién al sistema de ecuaciones siguiente:

ny+---+n, =10
1102 = (n+---+n}) =33
Empezamos observando que k£ > 3 (si k = 2 el sistema no tiene solucién). Supongamos
k = 3, y escribamos para abreviar n; = a, ng = b, n3 = c. El sistema a resolver es:
a+b+c=10
A+ 4+ =34

que tiene una solucién a = 3, b = 3, ¢ = 4. El dibujo podria ser el que figura a continua-
cion:

e\

2-23 Obsérvese que una manera de representar los rectangulos de la figura es:
Rectangulo C: (14, 24) filas 1, 4-columnas 2, 4
Rectingoulo A: (56.01) filas 5. 6-columnas 0 1
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Un rectdngulo estd definido por una pareja ordenada (ij, rs) formada por dos subconjuntos
de dos elementos del conjunto {0,1,2,3,4,5,6}. Por lo tanto, en total podemos formar

(;) (;) = 2121 = 441 rectangulos.

En el caso general de una cuadricula n x n, podriamos formar

n+1)[n+1 _nz(nJrl)2
2 2 - 4

2-24 El tercer y cuarto summando del desarrollo del binomio (1 + z%)7 es

(;) 15(352)2 = 21z" y (;) 14(952)3 = 3525, respectivamente.

rectangulos.

El tercer y cuarto summando del desarrollo del binomio (1 — z2)”

(;) 15(—332)2 = 21z" y (;) 14(—x2)3 = —3525, respectivamente.

€S
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2. Muestras no ordenadas con repeticion

Esta seccion trata del célculo del niimero de selecciones de objetos de un con-
junto, cuando no importa el orden en las selecciones y podemos repetir ele-
mentos del conjunto. En la seccion 5, del mddulo anterior, se introdujo un
ejemplo de este tipo de selecciones: ;de cuantas maneras diferentes podemos
escoger cuatro bolas de entre dos tipos de bolas diferentes: blancas y negras?

Algunas aplicaciones interesantes de estos tipos de selecciones son el cdlculo
del ndimero de soluciones enteras no negativas (o enteras positivas) de una
ecuacion del tipo z; + x2 + - - - + x, = r. Otra aplicacion es el calculo del
nimero de términos en el desarrollo de (z1 + x2 + -+ - + x,,)".

Al final de la seccién mostramos, en un cuadro, un resumen de los resulta-
dos principales sobre los diferentes tipos de selecciones de objetos: muestras
ordenadas y muestras no ordenadas, con repeticion y sin.

2.1. Muestras no ordenadas con repeticion

Definicion 2.9

Dado un conjunto X de n elementos, una r-muestra no ordenada con
repeticion del conjunto X es una lista no ordenada de r elementos

Z1,%2,...,%y, donde cada xz; es un elemento del conjunto X, y don- »
i ) También es frecuente...

de los x1, x2, . . ., x, no necesariamente deben ser diferentes, para todo

. ... lamar a estas muestras

J€ {1’ T ’T}' combinaciones con
repeticionde n
elementos tomados de r
enr.

Definicion 2.10

Dado un conjunto X de n elementos, denotaremos por CR(n, r) la
cantidad de r-muestras no ordenadas con repeticién del conjunto X.
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Para obtener una férmula general que nos permita el célculo del nimero de
muestras de este tipo, veamos que podemos representar cada muestra como
una palabra binaria:

rzxrxx — 000011, zzxzxy — 000101, zxzz — 000110, xzyy — 001001,
rxzz — 001100, zzyz — 001010, 2xyyy — 010001, xzzz — 011000,
ryyz — 010010, =zyzz — 010100, yyyy — 100001, yyyz — 100010,
yyzz — 100100, yzzz — 101000, zzzz — 110000.

Esta representacion utiliza el simbolo 1 para separar cada tipo de objeto, y
la cantidad de simbolos 0 nos indica cudntos objetos de cada tipo hay en la
muestra. Asi, por ejemplo, la muestra zxyz se representa mediante la palabra
001010 y la muestra xzzz, por la palabra 011000:

T T Y z T Z z oz
0 01 010 011000

Ejemplo 2-25
A partir de los elementos del conjunto {a, b, ¢, d}, la 6-muestra abbcdd se puede repre-
sentar como 010010100, que nos indica que en la muestra hay un ejemplar del elemento

a, dos del elemento b, uno del elemento ¢y dos del d.

La palabra 100100100 es la representacién de la 6-muestra bbcedd.

Ejercicio 2-26

Encontrar la representacién binaria de las muestras aabed, abbee, abedd, beeed, esco-
gidas a partir de los elementos {a, b, ¢, d}.

Solucion:

aabcd — 00101010, abbce — 01001001,
abedd — 01010100, beeced — 10100010.

De acuerdo con este tipo de representacion, ahora estamos en condiciones de
deducir una férmula que nos proporcione el nimero de r-muestras no ordena-
das con repeticién que podemos hacer a partir de n elementos.

En efecto, observemos que en el caso mencionado antes, en que partiamos de
n = 3 objetos, X = {x,y, z}, y hacfamos 4-muestras con repeticiéon xxyz,
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Esto nos permite presentar, en general, el resultado siguiente:

Proposicion 2.11

Si el conjunto X tiene n elementos, entonces podemos formar

CR(n.v) = <n+r—1)

r

r-muestras no ordenadas con repeticion del conjunto X .

En virtud de la propiedad de simetria de los nimeros binomiales podemos

n+r—1 _ n+r—1
n—1 a r ’

y por lo tanto, podemos realizar el calculo con cualquiera de estas dos expre-

escribir

siones.

Ejercicio 2-27

Calcular CR(1,1), CR(1,2) y CR(3,4).

(BEs CR(1,r) = 1 para todo r? (Es CR(n, 1) = n para todo n?
Solucién: CR(1,1) = 1; CR(1,2) = 1; CR(3,4) = 15.

Efectivamente, CR(1,r) = 1 para todo r, puesto que

CR(1,r) = <1+:_ 1) = (:) =1.

Es cierto que CR(n, 1) = n para todo n, puesto que

CR(n,1) = (”*i_l) _ (711) —n.

Ejemplo 2-28

Si lanzamos cuatro dados indistinguibles, se producen ciento veintiséis resultados di-
ferentes.

En efecto, obsérvese que un lanzamiento posible seria, por ejemplo, 1126, o también
2356, etc. El hecho de que los dados sean indistinguibles hace que las 4-muestras he-
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Ejercicio 2-29

Calcular el nimero de maneras diferentes de distribuir cuatro bolas idénticas en seis
cajas numeradas de la 1 a la 6. Mostrar una férmula para el caso de r bolas.

Solucién: Observar que este ejercicio es equivalente al ejemplo 2-28, si traducimos da-
do por bola y caras del dado por cajas. Las respuestas son, por lo tanto, ciento veintiséis

, respectivamente.

2.2. Calculo del nimero de soluciones enteras no negativas de
Ti+ T+ Ty =T

Queremos calcular de cudntas maneras podemos expresar el nimero (ente-

ro positivo) r como suma de n enteros no negativos x1, xs, ..., Ty, 0 sea de
enteros x; > 0 Vi € {1,...,n}.
Por ejemplo, si tenemos la ecuacién x1 + x2 + x3 = 5, una solucién es

1 = 1, z9 = 1, x3 = 3, que podemos escribir en forma de terna ordena-
da (1,1, 3). Otras soluciones son (1,3, 1), (5,0,0), (4, 1,0), etc. De hecho, la
ecuacion propuesta tiene veintiuna soluciones, y lo que queremos es averiguar
este nimero total de soluciones sin tener que hacer la bisqueda exhaustiva de
todas ellas.

Ejercicio 2-30
Encontrar algunas soluciones enteras no negativas de la ecuaciéon x + y + z + ¢t = 6.

Solucién: Una solucién es, por ejemplo, (6,0, 0,0). Otras soluciones son (0, 6,0, 0),
(1,0,5,0), (1,1,1,3), (2,0,2,2), etc.

Notese que en este caso hemos utilizado, por comodidad, las letras x, y, z, t en lugar de
1,2, 3, x4 para indicar las incégnitas de la ecuacion.

Volvamos ahora a la ecuacién x; + x2 + 3 = 5. Obsérvese que a cada 5-
muestra no ordenada con repeticidon realizada a partir de los elementos de
{1,2,3} le podemos asociar una solucién de la ecuacién. En efecto, sea la
muestra 22333 a partir de la cual formamos la terna (z1, z2, x3) de la forma
siguiente: x1 es el nimero de veces que aparece el elemento 1 en la muestra,
x9 el nimero de veces que aparece el elemento 2 en la muestra y x3 el nimero
de veces que aparece el elemento 3 en la muestra. Asi, a la muestra 22333 le
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de soluciones coincide con C'R(3, 5), es decir,

ons- (7)< ()- ()=

tal y como habiamos dicho antes.

Proposicion 2.12

El nimero de soluciones enteras no negativas de una ecuacion del tipo

—1
1 +x2+- -+ =7 €8 CR(n,r):<n+r )
r

Demostracion: Solo es necesario observar que podemos establecer una biyeccién entre
el conjunto de las r-muestras no ordenadas con repeticién del conjunto {1,2,...,n} yel
conjunto de las soluciones de la ecuacién 1 + x2 + - - - + &, = r. Para cada r-muestra,
sea 1 el nimero de veces que aparece el elemento 1 en la muestra, x2 el nimero de veces
que aparece el elemento 2 en la muestra, etc. En general, z; es el nimero de veces que
aparece el elemento i en la muestra, Vi € {1,...,n}. Asi, a la r-muestra le hacemos co-
rresponder (z1,z2, ..., Tn), que es una solucién entera no negativa de la ecuacion, puesto
que se cumple 1 + 29 + -+ xn = ryax; > 0Vi € {1,...,n}. Es facil ver que esta
correspondencia es una biyeccion. Por lo tanto, a partir de la proposicién 2.11, el nimero

de soluciones es CR(n,r) = (n +: B 1) . |
Ejemplo 2-31

El niimero de soluciones enteras no negativas de la ecuacién z+y+ 2+t = 6 (ejercicio

2-30) es CR(4,6) = (4 + 2 B 1) = (2) = (2) = 84. Nétese que en este caso

n = 4 (nimero de incdgnitas) y » = 6.

2.3. Calculo del nimero de soluciones enteras positivas de
zn1t+z+t--+z,=s

Ahora queremos calcular de cuintas maneras podemos expresar el nimero
(entero positivo) s como suma de n enteros positivos 21, 29, . .., 2, 0 sea de
enteros z; > 0 Vi€ {1,...,n}.

Por ejemplo, si tenemos la ecuacién z; + 22 + 23 = 5, las soluciones son las
mismas que en el apartado anterior, excepto que ahora z; # 0, 22 # 0y 23 #
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,1 ; ) (1,3,1,1), (3,1,1,1), (1, 1,2,2),

Solucién: Las soluciones son (1,1,1,3), (1
1)y ( ,2). Por lo tanto, la ecuacién tiene

1,1
(1727 27 1)? (1727 172)? (27172’ 1)7 b 717
diez soluciones.

Notese que si se tratara de buscar las soluciones enteras no negativas, habria ochenta y
cuatro (ejercicio 2-30 y ejemplo 2-31).

Volvamos ahora a la ecuacién z; + 23 + z3 = 5. Obsérvese que esta ecuacién
es equivalente a la ecuacién (21 — 1) + (22 — 1) + (23 — 1) = 2, donde hemos
restado tres unidades a cada miembro. Ahora z; — 1 > 0 (puesto que z; > 0).
Por lo tanto, el nimero de soluciones enteras positivas de la ecuacién inicial
es igual al ndmero de soluciones enteras no negativas de x1 + x3 + x3 = 2,
donde 1 = 21 — 1, 29 = 29 — 1y &3 = 23 — 1. Por la proposicién 2.12, el
nimero de soluciones enteras no negativas de la ecuaciéon x; + x2 + 3 = 2

e~ ()41 ()

tal y como habiamos dicho antes.

€S

Proposicion 2.13
El nimero de soluciones enteras positivas de una ecuacion del tipo

s—1
z1+2z9++-+2,=s, dondes>n, es < 1>.
n_

Demostracion: Esta ecuacién es equivalente (tiene las mismas soluciones) a la ecuacién
(21 = 1)+ (22 — 1) + - - + (20 — 1) = s — n, puesto que lo que hemos hecho es restar n
a cada miembro. Esta dltima ecuacién la podemos escribir como 1 + x2 + -+ + xn =7,
y el nimero de soluciones enteras positivas de z; + zg + - - - 4+ 2z, = s es el mismo que el
nimero de soluciones enteras no negativas de 1 + x2 + - -+ + p, = r, donde r = s — n.
Por la proposicién 2.12, el nimero de soluciones de esta ecuacion es

o= () () )6

Ejemplo 2-33

El niimero de soluciones enteras positivas de la ecuacion x + y + z + ¢t = 6 (ejercicio

2-32) es (2 : 1) = (g) = (2) = 10. Nétese que en este cason =4y s = 6.
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+cb+ P4 cd+da+db+de+d? = a® + b2+ +d? +2ab+2ac+2ad+ 2bc+ 2bd+ 2cd.
El desarrollo tiene, pues, diez términos.

Ejercicio 2-35

Encontrar, mediante el célculo directo, el nimero de términos del desarrollo de la po-
tencia (a + b+ ¢)®.

Solucién: (a+b+c)® = (a+b+c)?(a+b+c) = (a®+b%+c?+2ab+2ac+2bc)- (a+b+
+c) = a®+a?b+a’c+b%a+b3+b2 e+ a+ b+ +2a2b+2ab? +2abe+2a® c+-2abe+
+2ac? + 2abe + 2b%¢ + 2bc? = a® + b2 + & + 3ab + 3a%c + 3ab® + 3ac? + 3b%c+
+3bc? + 6abe. Por lo tanto, el desarrollo de (a + b + ¢)? tiene diez términos.

Se trata, a continuacion, de llevar a cabo una estrategia que nos permita en-
contrar el nimero de términos sin tener que hacer las multiplicaciones y agru-
paciones que se muestran en los ejemplos. En definitiva, queremos determinar
cuantos términos tiene el desarrollo, y no cudles son ni tampoco qué coeficien-
tes los acompanan.

Proposicion 2.14

El nimero de términos en el desarrollo de (z1 +x2+- - -+ x,)" es igual
-1
aCR(n,r)—<n+T >

r

Demostracion: En general, (z; +z2+ -+ zn)" = (z1 + 22+ +2n) - - (v1 + 2+
+ -+ 4 zy). Desarrollando el producto de los r paréntesis se obtiene una expresion en la
cual aparecen términos de la forma z;, -x;, - - - ;,., que resultan de seleccionar un elemento
de cada paréntesis. Claro estd que diferentes selecciones pueden dar lugar a términos igua-
les (en el ejemplo tenemos a-b=b-a, a-c = c- a, etc.), y, una vez hechas las oportunas
agrupaciones de términos iguales, se obtienen tantos términos diferentes como r-muestras
no ordenadas con repeticion pueden hacerse a partir de los n elementos x1,z2,...,zn. 1

Ejemplo 2-36

El nimero de términos del desarrollo de (a + b + ¢)? es:

CR(3,2) = (3’*;‘1) - (;‘) _

El niimero de términos del desarrollo de (a 4 b + ¢ + d)? es:

CR(4,2) = (‘H;_l) - (2) — 10.
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2.5. Ejercicios

2-38 Demostrar que se verifica CR(n,r) =CR(r+1,n—1) y CR(2,r) =71+ 1.

2-39 Si lanzamos diez monedas idénticas, ;cudntos resultados diferentes se pueden pro-
ducir?

2-40 ;Cuantas maneras diferentes hay de distribuir cinco bolas indistinguibles en cinco
cajas (numeradas de 1 a 5)?

2-41 ;Cuantas soluciones enteras no negativas tiene la ecuacion z + y + z + ¢t = 10?
(Cudntas soluciones enteras positivas tiene esta misma ecuacién?

2-42 ;Cuantas soluciones enteras no negativas tiene la ecuacion z +y + z + ¢t + u =
= 757 ;(Cudntas de estas soluciones tienen alguna incégnita igual a cero (por ejemplo, una
solucidn de estas caracteristicases z =0,y =0,z =0, u =0y t = 75)?

2-43 El responsable del departamento de contabilidad de una empresa tiene cuatro asis-
tentes: un secretario y tres auxiliares administrativos. Deben procesarse veintisiete cuentas.
Una de las cuentas es muy importante y las otras las consideraremos indistinguibles.

» (De cudntas maneras el responsable puede asignar el trabajo si quiere que cada asis-

tente trabaje por lo menos en una cuenta de las indistinguibles y que el trabajo del
secretario incluya la cuenta mas importante?

* Hacer el mismo célculo sin imponer la restricciéon de que cada asistente trabaje por lo
menos en una cuenta.

2-44 Calcular el nimero de términos en el desarrollo de las siguientes potencias:

) (z4y+2)
2) (x+y+z+t+u)?

3) (u+v)'?

2.6. Soluciones

2-38 Utilizando la propiedad de simetria de los nimeros binomiales:

CR(n,r) = (n+r1> = <n+r1) =CR(r+1,n-1)

r n—1

PN /2—|—r—1\ /r—|—1\ /r+1\
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elementos 1, 2, 3, 4, 5. Esta cantidad es CR(5,5) = (5 + g B 1) = <§) = (9) = 126.

Comparar este ejercicio con el ejercicio 2-4.

2-41 Laecuacion z +y+ z+t = 10 tiene CR(n,r) = n+r1) = <4+101) =

r 10
1 1 . .
= (S) = ( 33> = 286 soluciones enteras no negativas.

El niimero de soluciones enteras positivas es (S B i) = (g) = 84,donden = 4y
n—
s =10.

2-42 Las soluciones enteras no negativas de esta ecuacion son:
54+75—-1 79
= = = 1502501.
e = (F47) = (1) -

Las soluciones enteras positivas de esta ecuacién son:
-1 74
= = 1150626.
Por lo tanto, para obtener las soluciones que tienen alguna incégnita igual a cero, sélo

es necesario restar los dos resultados anteriores: 1502501 — 1150626 = 351875. Asi, hay
351875 soluciones que tienen alguna incégnita igual a cero.

2-43 De entrada, asignamos la cuenta mas importante al secretario. Nos quedan veintiséis
cuentas, no distinguibles, que hay que repartir entre cuatro personas. El problema es equi-
valente a calcular la cantidad de soluciones en nimeros enteros positivos de la ecuacién

26 —1
1 + 22 + 3 + ©4 = 26. Ya sabemos que el nimero buscado es ( 46_ 1 ) = 2300.

En el segundo caso, si no imponemos la condicién de que cada asistente trabaje en como
minimo una cuenta, el problema consiste en calcular las soluciones en nimeros enteros no

. . L2 44+26—-1
negativos de la misma ecuacién, que sabemos que es CR(4, 26) = ( + 22 ) = 3654.

2-44
1) El desarrollo de (z + y + 2)” tiene CR(3,7) = <3 + ; B 1) = (3) = (g) = 36
términos.

2) El desarrollo de (z 4+ y + z + ¢ + u)? tiene CR(5,4) = (5 + i - 1) =

()
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seleccidn y si permitimos o no repeticiones de los elementos del conjunto.

En el cuadro siguiente se da un resumen de las férmulas de calculo que se han
ido deduciendo para cada uno de los casos mencionados.

Seleccionar r objetos entre n

Importa el orden No importa el orden
! !
Sin repeticiones Vin,r)= ﬁ = C(n,r) = (?) = ﬁ
=nn—-1)---(n—r+1)
-1
Con repeticiones VR(n,r)=n" CR(n,r) = (n tr >
r

2.8. Ejercicios

2-45 Un circuito eléctrico tiene diez conmutadores. Teniendo en cuenta que cada conmu-
tador puede estar en una de las tres posiciones, 0, 1 6 2.

e Calcular cudntos estados diferentes puede tener el circuito segin la posicion de los
conmutadores.

e Hay una luz de alarma que se enciende cuando hay exactamente tres conmutadores
cualesquiera en posicion 0. ;Cudntos estados llevan a que se encienda la luz de alarma?

2-46 Queremos construir nimeros de cinco cifras usando las cifras 1,2,3,4,5,6,7,8,9.

1) (Cuéntos nimeros diferentes podemos obtener que tengan todas las cifras pares?
2) ;Cuéntos niimeros diferentes podemos obtener que no tengan ninguna cifra repetida?

3) (Cuantos nimeros diferentes podemos obtener que tengan, como minimo, una cifra
repetida?

4) ;Cuantos nimeros diferentes podemos obtener que tengan, exactamente, cuatro cifras
repetidas?

2-47 Sea X el conjunto {1, 2, 3,4, 5,6, 7}. Determinar cudntos enteros hay en cada uno de
los cuatro conjuntos siguientes, de forma que tengan todos los digitos en X.

1) enteros con tres digitos (no necesariamente diferentes)

M Abnvnn A bman ALLlban nn Awda
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de una misma coleccion y de ahi que se quiere que ocupen los cuatro lugares de més a la
derecha. ;De cudntas formas se puede realizar?

2-49 ;De cudntas maneras podemos colocar a catorce personas de forma que ocho se
sienten en una mesa redonda y las otros seis en un banco?

2-50 Una empresa estd instalada en seis estados: Japon, Corea del Sur, Vietnam, China,
Bangladesh y Laos. Hay que formar un comité de empresa de siete personas. Los represen-
tantes enviados por Japdén para escoger los miembros del comité son cinco, los de Corea
son tres, los de Vietnam son dos, los de China son cinco, los de Bangladesh son cuatro, y
de Laos hay uno.

1) (De cuantas maneras se puede hacer el comité, de forma que haya tres chinos y cuatro
japoneses?

2) ;De cuantas maneras se puede hacer el comité, de forma que haya, como minimo, tres
chinos y tres japoneses?

3) (De cudntas maneras se puede hacer el comité, de forma que haya un nimero diferente
de chinos que de japoneses?

2-51 ;Cuéntos nimeros pares entre 1000 y 9999 no tienen ningtin digito repetido? Razonar
la respuesta.

2-52 En el famoso restaurante Pifionero Palace se sirven siete tipos de pizzas.

* ;De cuantas maneras diferentes podemos escoger doce pizzas (no nos importa el orden
en la eleccion)?

* (De cudntas maneras lo podemos hacer si queremos asegurarnos de que haya una pizza
de cada tipo (no nos importa el orden en la eleccién)?

2.9. Soluciones

2-45 La cantidad de estados del circuito viene dada por V R(3,10) = 3'C.

Si queremos que exactamente tres conmutadores estén en la posicién 0 podemos calcular
10 L . .

las 3 combinaciones de diez elementos tomados de tres en tres y situar los conmutado-

res en la posicion 0 en los lugares seleccionados. Entonces en los otros lugares tenemos que

colocar los conmutadores en posicién 1 6 2. En total: (130) -VR(2,7) = 120-27 = 15360.

2-46

1) El nimero de cifras pares es cuatro. Asi, podemos obtener V R(4,5) = 45 = 1024
ndmeros.
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2-47
1) Variaciones con repeticion de siete elementos tomados de tres en tres o bien 3-muestras
ordenadas de siete elementos. En total: VR(7,3) = 7°.

2) Combinaciones de siete elementos tomados de tres en tres o bien 3-muestras no orde-

nadas sin repeticion de siete elementos. En total: C(7,3) = (;) = 35.

3) Combinaciones con repeticion de siete elementos tomados de cuatro en cuatro, o sea:

CR(7,4) = (7 o 1) — 210.

4) La cifra de las centenas la podemos escoger de entre los nimeros 2,3,4,5: o sea,
que tenemos cuatro opciones. La cifra de las decenas la podemos escoger de entre los
numeros que queramos del conjunto X: o sea, que tenemos siete opciones. Finalmente,
la cifra de las unidades la podemos escoger de entre los nimeros 1,3,5,7 y tenemos
cuatro opciones. En total, pues, podemos obtener 4 - 7 - 4 = 112 nimeros.

2-48 Se pueden colocar de P(4) - P(6) = 4! - 6! = 17280 maneras diferentes.

2-49 Primero tenemos que hacer dos grupos de ocho y seis personas, respectivamente.
14

Esto se puede hacer de 6 maneras. Para cada una de estas maneras podemos sentar a

los seis personajes del banco de P(6) = 6! maneras diferentes y a los de la mesa redonda

. 14 14!
de 7! maneras diferentes. En total, pues, ( 6 ) 6!7 = 5

2-50

1) Es un caso de combinaciones, porque no importa el orden y no se pueden repetir los
5
4

2) En este caso, hay (g) (g) (110) + <§) (i) + (i) (g) = 1100 posibles comités.

. 10 s
Noétese que 1 representa las posibilidades de escoger una persona de entre las otras

componentes de un comité. Por lo tanto, hay (2) ( ) = 50 posibles comités.

diez personas, cuando entre chinos y japoneses solo seis personas forman el comité.

Aunque ya esta resuelto, téngase en cuenta que para contestar este apartado seria in-

3 1
deradas se encuentran los dos chinos no escogidos, y los dos japoneses no escogidos.
Ahora bien, no se tiene en cuenta que estos dos chinos y dos japoneses no son siempre
los mismos y, por esto, no se pueden sumar al resto de las diez personas.

correcto hacer <5> <5> (14> = 1400, porque dentro de las catorce personas consi-

3) Finalmente, en este caso, se consideran todos los posibles comités, de los cuales tene-
mos que sacar aquéllos donde haya el mismo nimero de chinos que de japoneses:

7/ N\ /N 7/ 0\ /
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2-52 En la primera cuestiéon podemos calcular

CR(7,12) = (7+ E B 1) = (S) = (168> = 18564.

En la segunda cuestion suprimiremos siete pizzas del total (una de cada tipo) y, entonces,
calculamos las maneras de escoger cinco pizzas sin ninguna condicién. Esto nos da

CR(7,5) = (”g 1) - (151> — 462.
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3. Principio de inclusion-exclusion

En un médulo anterior habiamos visto el célculo del cardinal de una unién
disjunta de dos (0 mds) conjuntos finitos, llamado principio de la adicion (ge-
neralizado). A continuacidén veremos como se calcula el cardinal de una unién
no disjunta de dos conjuntos finitos a partir del cardinal de cada uno de ellos y
del cardinal de su interseccion. Este resultado se llama principio de inclusion-

exclusion.

Después extenderemos este principio para calcular el cardinal de una unién no
disjunta de m (m > 2) conjuntos finitos, con el llamado principio de inclu-
sion-exclusion generalizado.

Una de las aplicaciones clasicas del principio de inclusién-exclusion es el lla-
mado problema de los desarreglos. También se utilizard este principio para
calcular el nimero de funciones exhaustivas, f : N, — X.

3.1. Principio de inclusiéon-exclusion

Proposicion 2.15
Si X y Y son dos conjuntos finitos, entonces

IXUY|=|X|+|Y|-|XNY]|.

Observar...

... que la férmula

generaliza la del principio
de la adicion, ya que si
X NY = 0, entonces
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XUY=X-Y)UXNY)U(Y —-X),
donde el conjunto X — Y contiene los elementos de X que no pertenecen a Y.

Asi, tenemos | XUY | = [ X Y|+ |XNY|+|Y - X| = [ X|+|]Y - X| = | X|+]Y|-|XNY].
1
Ejemplo 2-53
Se considera el conjunto de nimeros naturales A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, y los
conjuntos X = {z € A; zesmiltiplode 2} yY = {z € A; =z es miiltiplo de 3}.

(Cuantos elementos de A son mdltiplos de 2 o multiplos de 3?

Notese que queremos determinar el cardinal de X U Y. Por lo tanto, aplicamos la
férmula del principio de inclusién-exclusion (observemos que X NY # ():

[(XUY| = |X[+[Y[-|XNY]|=[{2,4,6,810}+|{3,6,9}| - [{6}| =5+3—-1=7.
Hay siete elementos de A que son multiplos de 2 o mdltiplos de 3.

Ejemplo 2-54

De un grupo de 62 personas hay 35 que leen El Pais, 41 que leen el ABC y 16 que no
leen ninguno de los dos periddicos. ;Cudntas personas leen los dos periddicos?

Si el conjunto de personas que leen E! Pais lo denotamos por X y el de las personas
que leen el ABC por Y, entonces | X UY| = 62 — 16 = 46. Por otro lado, sabemos que
|XUY| = |X|+|Y|—|XNY],y por lo tanto, podemos escribir: 46 = 35+41—|XNY|,
de donde se deduce | X NY| = 30.

3.2. Principio de inclusion-exclusion generalizado

En el apartado anterior hemos estudiado el caso de dos conjuntos finitos (o sea,
m = 2). Antes de analizar el caso general, veamos también el caso m = 3. La
férmula para tres conjuntos es:

I XUYUZ|=|X|+|Y|+|Z]-|XNY|=|XNZ|-|YNZ|+|XNYNZ]
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necesario observar que se ha utilizado de manera consecutiva las propiedades
siguientes: asociativa de la unién, principio de inclusidén-exclusién para el caso
m = 2, distributiva unién-interseccidn, principio de inclusién-exclusion para
el casom = 2.

Una demostracién alternativa de la igualdad |[ X UY U Z| = | X |+ Y|+ |Z] -
IXNY|—-|XNZ —-|YNZ +|XNY N Z| es lasiguiente: supongamos
una situacién como la de la figura anterior, y observemos que en la expresion
| X' |+ Y |+|Z] se cuentan dos veces los elementos que estan en la interseccion
de s6lo dos de los tres subconjuntos (region tachada de la figura) y tres veces
los elementos de X N'Y N Z (regién cuadriculada de la figura). Restando los
cardinales [ X NY|, |[X N Z]y |Y N Z|, y sumando el cardinal | X NY N Z|
obtenemos, por lo tanto, el cardinal | X UY U Z|.

La férmula que acabamos de estudiar la podemos escribir asi:
IXUY UZ| =a —az + as,

donde a; = |X|+|Y|+|Z
=|XNnYnNnZ|.

Lap = | XNY|[+ | XNZ|+|YNZlyaz =

Esta forma de escribir la igualdad es la que nos serviré para analizar los casos
donde m > 3. Veamos antes un ejemplo de aplicacién en el caso m = 3.

Ejemplo 2-55

En un grupo de 100 personas, un total de 43 hablan inglés, 27 hablan francés y 50
hablan espaiiol. Sabemos también que 16 personas hablan inglés y francés, 20 hablan
inglés y espafiol y 18 hablan francés y espaiiol. Finalmente, 10 personas hablan los tres
idiomas. Con toda esta informacién, podemos deducir, entre otras cosas, que 24 de las
100 personas no hablan ninguno de los tres idiomas.

En efecto, digamos A al conjunto de las personas que hablan inglés, F' al de las per-
sonas que hablan francés y F al de las que hablan espaiol. Nos dicen que |A| = 43,
|F| =27, |E| =50, |[ANF| =16, |ANE| =20, |FNE| =18, |AN F N E| = 10.

Aplicando la férmula

[AUFUE| =|A|+|F|+|E|-|ANF|—-|ANE|—|FNE|+|ANFNE|=
=434 27+50 — 16 — 20 — 18 4+ 10 = 76,

que nos dice que hay 76 personas que hablan por lo menos uno de los idiomas, por lo
tanto hay 100 — 76 = 24 personas que no hablan ninguno de estos idiomas.
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Proposicion 2.16
Si X1, ..., X,, son conjuntos finitos, entonces
|X1U"'UXm| =aj —a2+a3—---+(_1)m—1am’

donde a,, es la suma de los cardinales de todas las intersecciones de p
de los conjuntos X7, ..., X,,.

Ejemplo 2-56
Si A, B, C, D son conjuntos finitos, entonces:
[AUBUCUD|=aj —az+ a3 — ay,
donde a; = |A| + |B|+|C|+|D|, a2 = |[ANB|+|ANC|+|AND|+|BNC|+

+BND|+|CNDl,az=|ANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNCND|
yas=]|ANBNCND|.

Demostracion: La demostracion de la formula | X3 U U Xpm| =a1 —a2+a3 — -+
+(—=1)™"La,, se puede llevar a cabo observando que cada elemento de la unién X; U
.-+ U Xy, se cuenta una dnica vez en la expresion del segundo miembro de la igualdad.
Supongamos que z € X; U --- U X, pertenece exactamente a p de los m conjuntos

Xiyoos Xmiw € X4 U U XL Entonces x estd contado p = 11) veces en aj,

(g) veces en ag, en general (p veces en as siempre que s < p. Evidentemente, x no
s

estd contado ninguna vez si s > p. Por otro lado, ya sabemos (ejercicio 2-10) lo siguiente:

-6

Si consideramos n = p en la igualdad anterior, podemos escribir:

(5)=()- () v 2) = ()

pero (g = 1, por lo tanto podemos afirmar que el elemento x estd contado exactamente

una vez en el segundo miembro, y esto demuestra que:
‘Xl U---u Xm| =a1 —az+az — -+ (—1)m_1am.
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Para poder tratar el problema con las herramientas que tenemos, supongamos
que cada carta y su sobre “correcto” estdn numerados mediante un entero r,
r € {1,2,...,10}. Poner las cartas dentro los sobres tal y como lo hace Rosa
se puede identificar con una biyeccién

f{1,2,...,10} — {1,2,...,10},

donde f(r) = s quiere decir que coloca la carta r en el sobre s. Lo que
queremos es calcular el nimero de desarreglos; es decir, el nimero de bi-
yecciones (o, equivalentemente, permutaciones, ver médulo anterior) f en
el conjunto {1,2,...,10} que cumplan la condicién f(r) # r para todo
r € {1,2,...,10}. En general,

Definicion 2.17

Un desarreglo en un conjunto X de m elementos es una biyeccion
f: X — Xtalque f(r) #r, Vr € X.

Definicion 2.18

Denotaremos por D,,, la cantidad de desarreglos en un conjunto X con
m elementos.

Veamos, ahora, unos ejemplos de desarreglos.

Ejemplo 2-57

Si escribimos cada biyeccion como una 10-muestra ordenada sin repeticion, entonces
un desarreglo es, por ejemplo, 2—1—-4—-3—-6—5—8—7—10—9, puesto que ninglin
elemento estd “en su lugar” respeto a la ordenacién natural 1 —2—-3—-4—-5—-6—7—
8 — 9 — 10. En cambio, la permutacion4 —3—-1—-10—-5—-2—-6—-7—8 —9noes
un desarreglo, puesto que el elemento 5 estd en su lugar.

Ejercicio 2-58

(Cuantas permutaciones de {1, 2, ...,10} hay que tengan el elemento 2 en su lugar?

Solucién: De las 10! = 3628800 permutaciones de {1,2,...,10}, hay 9! = 362880
que tienen el 2 en su lugar.

Notese que en este ejercicio hemos calculado cudntas permutaciones tienen el 2 en su
lugar, sin importarnos si los otros elementos estan en su lugar o no.
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f, tales que f(i) =i (diremos que f deja fijo el elemento 7). El nimero, D1,
de desarreglos es, por lo tanto, el nimero de permutaciones que no estin dentro
de ninguno de los conjuntos X, es decir:

Dy = 10! — ’Xl U'”U‘Xl()’.

Al aplicar el principio de inclusién-exclusion para calcular el cardinal de X; U
-+ - U X0 tenemos:

| X1U---UXyo| =a1 —as + a3 —aq + a5 — ag + a7 — ag + ag — aqo,

donde a,, es la suma de los cardinales de todas las intersecciones X; M- --NX;
formadas por p conjuntos entre los X7, ..., Xjo.

Por otro lado, hemos visto que | X;, N---NX; | = (10 — p)! (ejercicio 2-59),

10
y como hay < > formas de seleccionar p conjuntos entre los 10 conjuntos

10
X1,..., X0, entonces obtenemos el valor de cada a,: a, = < > (10 — p)l.
p

Finalmente, podemos afirmar que el nimero de desarreglos es:
Do =10! — a1 + as — az + a4 — a5 + ag — a7 + ag — ag + ag.

Haciendo los célculos necesarios obtenemos Do = 1334961.

Notese que, de acuerdo con el nimero obtenido, la proporcién de desarreglos
respeto del total es de
D1y 1334961

101 3628800
cosa que nos dice que la probabilidad de que ningun cliente reciba su carta es

del 36 %.

=0, 3678,

Ejercicio 2-60
Calcular el valor de a3 y a7 en el problema de los desarreglos de Rosa.

Solucion:

a3 — (130> (10 — 3)! = (130> 71 = 604800.

o7 = (170) (10— 7)! = (130) 31 = 720.

En general, tenemos el resultado siguiente:
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Utilizando desarreglos también podemos calcular, por ejemplo, de cudntas ma-
neras puede pasar que unos determinados clientes o unos clientes cualesquiera
0, como minimo, j clientes reciban la carta correcta.

Ejercicio 2-61

En el problema de Rosa planteado antes, ;de cuintas maneras puede pasar que sélo el
primer y el segundo cliente reciban la carta correcta?

Solucién: Este problema es equivalente a calcular cudntas permutaciones de {1,2,
..., 10} hay que tengan sélo el elemento 1 y el 2 en su lugar; o sea, que tras fijar los
elementos 1y 2, debemos calcular los posibles desarreglos de los otros ocho elementos
(cartas):

Dg =8!'—aj+as—az+aqg—as+ag—ay+ag=
= 8! — 8! + 20160 — 6720 + 1680 — 336 + 56 — 8 + 1 = 14833,

donde ap = (i) (8 —p)l.

Ejercicio 2-62

Continuando con el problema de Rosa, calcular de cudntas maneras puede pasar que,
como minimo, tres clientes reciban la carta correcta.

Solucién: Este problema es equivalente a calcular cudntas permutaciones de {1,2,
...,10} hay en total y después restar la cantidad de permutaciones donde no haya
ninguin elemento en su lugar, haya un sélo elemento y haya en su lugar dos elementos.

O sea,
10! — Dqg — (110) Dy — (120> Dg =

= 3628800 — 1334961 — 10 - 133496 — 45 - 14833 = 291394.

3.4. Calculo del nimero de funciones exhaustivas

Dado un conjunto con m elementos que podemos considerar que es N,,,, re-
cordemos que las funciones exhaustivas f del conjunto N,, = {1,...,r} en
N,, = {1, ...,m} (o equivalentemente de un conjunto de r elementos en
un conjunto de m elementos) son aquéllas en que cada elemento de N, tiene
alguna antiimagen.
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Aplicando el principio de inclusidon-exclusién para calcular el cardinal del con-
junto X7 U --- U X, tenemos:

|X1U"’UXm|:al—a2—|—a3_...+(_1)m*1am,

donde a,, es la suma de los cardinales de todas las intersecciones X; M- --NX;
formada por p de los conjuntos X7, ..., X,,.

Por otro lado, vemos que | X;, N--- N X; | = (m — p)", puesto que éste es el
conjunto de todas las funciones donde los elementos i1, . . ., i, no tienen anti-
imagen, o lo que es lo mismo, de todas las funciones f : N, — N,,,_,,. Como

m . .
hay ( maneras de seleccionar p conjuntos entre X1, ..., X,,, entonces
p

m . : . -
a, = (m — p)". Finalmente, podemos decir que el nimero de funciones

exhaustivas de N, en N,,, es

m’ — (<”f) (m—1) - <”2”‘) (m—2)" 4+ (-1)"? (m”z 1) 17+ (—1)m! (Z) 0) =

== ()= 1+ (G Jom =2y e ()

Ejercicio 2-63

(Cuantas funciones exhaustivas se pueden construir del conjunto Ny = {1,2, 3,4} en
N3 = {1,2,3}?

Solucion: A partir de la férmula que hemos deducido en este apartado, parar = 4y
m = 3, sabemos que el nimero de funciones exhaustivas es

3t (i’)(3—1)4+(2)(3—2)4—34—3~24+3—36.

3.5. Ejercicios

2-64 ;Cuantos nimeros naturales entre 1 y 1000 (ambos incluidos) no son cuadrados per-
fectos ni cubos perfectos?

2-65 ;Cudntos nimeros naturales entre 1 y 600 (ambos incluidos) son divisibles por 3 o
por 5?7

M L£L Tan vvn cvivnn Aa 1TEN snavcnna tatal d ol PPN N | 2 14 2 Laoll £ A 45
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2-69 A Felisa se le cae al suelo un documento muy interesante sobre Socialismo y Globa-
lizacion. El documento tiene cinco péginas y al recogerlo no le han quedado las paginas
muy bien ordenadas.

Calcular de cuantas maneras diferentes le puede haber pasado, de forma

a) que ninguna pagina quede en su lugar correcto.

b) que la tnica pagina que quede en la posicion correcta es la portada.

¢) que haya habido por lo menos dos paginas que hayan quedado en la posicién correcta.

2-70 ;Cuantas funciones exhaustivas hay de un conjunto de seis elementos en un conjunto
de cuatro elementos?

3.6. Soluciones

2-64 Consideramos los conjuntos X = {nimeros entre 1 y 1000 que son cuadrados
perfectos} y Y = {ntimeros entre 1 y 1000 que son cubos perfectos}. Obsérvese que
X y Y no son disjuntos: 729 es un cuadrado perfecto (729 = 272) y también es un cubo
perfecto (729 = 93). De hecho, un elemento de X NY debe ser de la forma n® (729 = 3%),
y por lo tanto el cardinal de X NY es 3, X NY = {1, 64, 729}. Veamos ahora cudles son
los cardinales de X y Y. Dado que 312 = 961 y 322 = 1024, podemos decir que | X| = 31.
Andlogamente, |Y'| = 10, puesto que 10* = 1000. Para finalizar, podemos calcular cuantos
numeros son cuadrados o cubos perfectos mediante la férmula:

IXUY|=|X|+|Y|—|XNY|=31+10—3 =38,

y finalmente el nimero que nos piden serd 1000 — 38 = 962 ndmeros entre 1 y 1000 que
no son cuadrados ni cubos perfectos.

2-65 Consideramos los conjuntos X = {ndmeros entre 1 y 600 que son multiplos de 3}
y Y = {ntmeros entre 1 y 600 que son multiplos de 5}. Nos piden calcular | X U Y.
Evidentemente, X N'Y # 0, mas concretamente: X N'Y = {niimeros entre 1 y 600 que
son muiltiplos de 15}. Por otro lado, | X| = 200, |Y| = 120, |X N Y| = 40 y asi podemos
escribir:

IXUY|=|X|+|Y]|—|XNY]| =200+ 120 — 40 = 280.

Hay doscientos ochenta niimeros entre 1 y 600 que son miiltiplos de 3 o de 5.

2-66 Sea A el conjunto de las personas que hablan inglés, F' el de las personas que hablan
francés y E el de las que hablan espailol. Nos dicen que |A| = 50, |F| = 37, |E| = 45,
JANF| =23, |[ANE| =25 |FNE|=19,|ANFNE| =8.

Aplicando el principio de inclusién-exclusién generalizado:

[AUFUE| =|Al4+|F|+|E|-|ANF|—|ANE|-|FNE|+|ANFNE|=
=504+37445-23-25-194+8 =73,

que nos dice que hay setenta y tres personas que hablan por lo menos uno de los idiomas,
y por lo tanto, hay 150 — 73 = 77 personas que no hablan ninguno de los idiomas.
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Y={5=5-1,10=5-2,...,1000 = 5 - 200}, por lo tanto Y| = 200,
Z={7=7-1,14=7-2,...,994 = 7142}, de donde |Z| = 142,
XNY={15=15-1,30=15-2,...,990 = 15 - 66}, de donde | X NY| = 66,
XNZ={21=21-1,42=121-2,...,987 = 21 -47}, por lo tanto | X N Z| = 47,
YNZ={3=35-1,70=35-2,...,980 = 35- 28}, por lo tanto |Y N Z| = 28.
Finalmente, X N Y N Z = {105 =105 - 1,210 = 105 - 2,...,945 = 105 - 9}, por lo tanto
IXNYnNZ =09

El nimero pedido es 1000 — (333 4 200 4 142 — 66 — 47 — 28 + 9) = 1000 — 543 = 457.
De todos los nimeros entre 1 y 1000 hay 457 que no son divisibles por ninguno de los
nimeros 3,5y 7.

(Observacion: Hemos utilizado repetidamente el hecho de que los miltiplos de a, b, ¢ . ..
son los multiplos del mem(a,b,c...). Asi, los miltiplos de 3 y 5 son los mdltiplos de
mem(3,5) = 15, etc.)

2-68 Utilizando la notacidn vista antes, para el caso de seis clientes, nos piden hacer el
célculo siguiente:

Dg=6!'— X1 UX2UX3UXy4UX5UXg| =6!—a1+a2—a3+ a4 —as+ ag.
6
Por otro lado, sabemos que ap = (p) (6 — p)!. Por lo tanto,

ay = (?)(61)!:6«5!:60120:720;

_ (¢ (6 —2)! =154 =15-24 = 360;
6

()
(1)
o= (2)
o

Consecuentemente, Dg = 720 — 720 4+ 360 — 120 + 30 — 6 + 1 = 265. La probabilidad de

. . . 2
que ningin cliente reciba la carta correcta es %g =0, 3680.

(@)

vvvvv

3 (6—3)!'=20-31=20-6 =120;

(o)

4! =15-21=15-2 = 30;

i~

(6 —
(6-5)!=6-11=6-1=6;

6-61=1-01=1-1=1.

2-69 Es un problema tipico de desarreglos.

La solucién a la primera pregunta es D5 = 5! — aj + az — a3 + a4 — a5, donde cada uno de
los valores as puede obtenerse de la manera siguiente: hemos fijado s paginas (de todas las
maneras posibles) y las otras paginas las hemos permutado de todas las maneras posibles.

. . . . 5
La cantidad de situaciones como la descrita nos da as = ( ) (5 — s)!. Entonces,
S

/5\ /5\ 5\ 5\ /=)
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2-70 A partir de la férmula que se ha deducido en el apartado 3.4. cuando r = 6 y m = 4,
el nimero de funciones exhaustivas es

S (M- 1 (4-2)°%— 4 (4-3)°=45-4.3%°46.2°—4=1560.
1 2 3
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Ejercicios de autoevaluacion

2-71 Calcular el coeficiente de 2° en el desarrollo de la potencia (2 + 3x)".

2-72 Se define la distancia entre dos palabras binarias de longitud » como el nimero de
posiciones en que difieren (ejemplo: la distancia entre las palabras 0110111 y 1101001 es
igual a 5, puesto que las palabras son diferentes en las posiciones 1, 3, 4, 5, 6). Fijada
la palabra 0110111, ;cudntas palabras (de longitud 7) hay a distancia 5 de esta palabra?
(Cuantas hay a distancia menor o igual a 5?7

2-73 Se considera el conjunto A = {1,2,3,4,5,6, 7}, y se pide:

a) (Cudntos subconjuntos de cuatro elementos tiene el conjunto A?
b) (Cuantos de estos subconjuntos no contienen el 6?7

¢) (Cuantos de estos subconjuntos contienen el 1y el 6?

2-74 Demostrar que si p es un nimero primoy k € {1,2,...,p—1}, entonces los nimeros
son multiplos de p. Utilizar este resultado para demostrar que (a + b)? — a” — b es

multiplo de p, para cualesquiera enteros a, b y p entero positivo primo.

Indicacién: Utilizar el resultado siguiente: “Si = divide y - z y = es primo con y, entonces
z divide a 2”.

2-75 A partir de un grupo de personas formado por doce mallorquines y quince catalanes
hay que constituir un comité de nueve personas. De cudntas maneras se puede hacer el
comité:

a) si tiene que haber cinco mallorquines y cuatro catalanes.

b) si tiene que haber por lo menos tres catalanes.

¢) si tiene que haber mds catalanes que mallorquines.

2-76 Escribir todas las posibles distribuciones de tres bolas idénticas en cuatro cajas (a, b,
c, d).

2-77 Hallar el nimero de soluciones enteras positivas de la ecuacioén z+y-+z+t+u = 100.
Escribir cuatro soluciones de esta ecuacion.

2-78 ;Cuantos numeros hay entre 1 y 1500 que sean multiplos por 1o menos de uno de los
ndmeros 2, 5y 11?

2-79 En una residencia de estudiantes se han formado cuatro grupos para organizar unas
jornadas culturales: el grupo de cine, el de teatro, el de musica y el de baile. Cada estu-
diante pertenece, como minimo, a uno de estos grupos. Hay dos estudiantes que participan
en los cuatro grupos. Hay veinticinco estudiantes en cada uno de los grupos, quince que
simultanean su participacion en cada par de grupos y diez en cada tres de los cuatro grupos.
(Cuantos estudiantes hay en la residencia?
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Solucionario

2-71 Un término cualquiera del desarrollo de la potencia (2 + 3z)7 es de la siguiente

1

forma: (7> 27_i(3m)i = (7) 277132, Por lo tanto, el término en z° se obtiene con el
i

valor i = 5, y asi el coeficiente de z° es (g) 27753% = (;) 2235 = 20412.

2-72 Una palabra estd a una distancia 5 de la palabra 0110111 si el nimero de posiciones
en que difieren es 5. Se trata, por lo tanto, de calcular el nimero de 5-muestras no ordenadas
sin repeticiéon que pueden hacerse con 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (las posiciones). Por ejemplo, la
muestra 12367 corresponde a la palabra que difiere de la dada en las posiciones 1, 2, 3, 6,
7, es decir la palabra 1000100. El niimero es (;) =21.

El nimero de palabras a distancia menor o igual a 5 de la palabra 0110111 es:

Noétese que este calculo se habria podido llevar a cabo calculando las palabras que estdn a
distancia 6 6 7 de la dada y después haciendo el complementario:

7 7 7
2" — - =128 -7—-1=120.
2-73 a) El conjunto A tiene (Z) = 35 subconjuntos de cuatro elementos.
b) De los treinta y cinco subconjuntos hay (i) = 15 que no contienen el 6.

c¢) De los treinta y cinco subconjuntos hay <g) = 10 que contienen el 1y el 6.

k El(p — k)! x
Por lo tanto, z divide p - z, donde z = (p — 1) ---2 - 1. Por otro lado, z es primo con p y,

. R . TN Py _p-z
por lo que z tiene que dividir a z (mirar indicacién): consecuentemente, el = es
X

! —1)...2.
2-74 Podemos escribir p) = P = plp=1)---2 1, donde z = k!(p — k).

multiplo de p.

En cuanto a la segunda parte, fijaros en el desarrollo:

(a+b)P = (ﬁ)alur (ﬂa”*ler (ﬁjap*2b2+...+( p1jab”*1+ (p)bp
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comités con ningtin cataldn, un cataldn y dos catalanes. Es decir:

©-()E)-(IE)-())-

= 4686825 — 220 -1 —495-15 — 792 - 105 = 4596020.

¢) El nimero de comités con mas catalanes que mallorquines es:

B0 (R (E)-(E)-()-

= 15005+ 12 - 6435 + 66 - 6435 + 220 - 5005 + 495 - 3003 = 3094520.

2-76 El nimero de distribuciones es CR(4, 3) = (4 * 2 B 1) = (g) = 20.

Estas son: aaa, aab, aac, aad, bbb, bba, bbe, bbd, cce, cca, ccb, ced, ddd, dda, ddb, dde, abe,
abd, acd, bed.

2-77 El ndmero de soluciones positivas de la ecuacién es (1(5)0 _11> = (949> = 3764376

(n =5, s =100).

Cuatro soluciones particulares son, por ejemplo:
(1,1,1,1,96), (1,96,1,1,1), (2, 50, 35, 13), (40, 10, 30, 10, 10).

2-78 Sea X el conjunto de los nimeros entre 1 y 1500 que son multiplos de 2, Y el
conjunto de los nimeros que son multiplos de 5 y Z el conjunto de los nimeros que son
multiplos de 11. Se trata de calcular el cardinal del conjunto X UY U Z. Aplicando el
principio de inclusién-exclusién:

IXUYUZ|l=|X|+|Y|+|Z|-|XNY|—-|XNnZ|-|YNZ|+|XNYNZ|,

X={2=2-1,4=2-2,...,1500 = 2 - 750}, por lo tanto | X | = 750,

Y ={5=5-1,10=5-2,...,1500 = 5 - 300}, por lo tanto |Y'| = 300,
Z={11=11-1,22=11-2,...,1496 = 11 - 136}, de donde | Z| = 136.
Andlogamente, X N'Y = {miiltiplos de 10 (entre 1 y 1500)}, es | X NY| = 150,

X N Z = {multiplos de 22 (entre 1 y 1500)}, es | X N Z| = 68,

Y N Z = {miiltiplos de 55 (entre 1 y 1500}, es |Y N Z| = 27.

Finalmente, X N'Y N Z = {miiltiplos de 110 (entre 1 y 1500 },es [ X NY N Z| = 13.

Podemos decir, por lo tanto, que | X UY UZ| = 750+ 300+ 136 — 150 — 68 — 27+ 13 = 954.

2-79 Es una aplicacién inmediata del principio de inclusién-exclusion:

Digamos C, T, M, E a los cuatro grupos. Entonces,

Y v A W —
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8

Entonces las ocho torres (que podemos numerar de la 1 a la 8) hay que colocarlas, respec-
tivamente, de la manera siguiente: la torre 1 en la fila 1, la torre 2 en la fila 2, etc. sin que
coincida la torre ¢ en la columna 7 y sin que dos torres estén en la misma columna. Cada
colocacion equivale a escribir las columnas donde situaremos, respectivamente, la torre 1,
la torre 2, etc.: 0 sea, una permutacién de los elementos del conjunto {1,2,--- ,8}, donde
ninguna i se encuentra en el lugar i. El resultado es, pues, el nimero de desarreglos de
ocho elementos,

Dg=8!'—ay+as—a3+a4—as+ag — a7+ ag =
= 20160 — 6720 4 1680 — 336 + 56 — 8 + 1 = 14833.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

(atyagy

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Numeros
multinomaiales.
Funciones
generadoras

Ramon Masia
Jaume Pujol
Josep Rifa

Merce Villanueva

P06/75006/01396

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

(ataen

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

e JUOC
www.cartageaaSSssaiisiitess d e responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17. 1A BEAHEMs de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electrénico, de 11 de julio de 2002.

Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.




CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01396 Ndmeros multinomiales. Funciones generadoras

Indice
Introduccion .......... ... ... i 5
1. Particionesenunconjunto.....................oiiiiiiiiiia... 7
1.1.  Particion de un conjunto X ..........coiiiiiiiiiiiiiiia... 7
1.2, EJeICICIOS ..ttt e et 7
1.3. SOIUCIONES . .o veete et 8
1.4. Particiones ordenadas y noordenadas ........................ 8
2. Los nimeros multinomiales..................................... 10
2.1.  Cilculo del niimero multinomial ............................. 10
2.2. Particiones ordenadas y distribuciones ....................... 12
2.3, Reordenaciones .............c.eouiuiiiiiiiiiiiiiii i 15
2.4. Elteorema multinomial .............. ..., 15
2.5, EJerCICIOS ..ottt 17
2.6, SOIUCIONES ...\ttt e e e e 18
3. Tipos de distribuciones de objetos............................... 20
4. La técnica de las funciones generadoras ........................ 24
4.1. Funciones generadoras ordinarias .................cvveuuen... 24
4.2, BJeICICIOS .« ettt ettt e 29
4.3, SOIUCIONES ... .v ittt e e e e 29
4.4. Calculo de los coeficientes de las funciones generadoras ...... 30
4.5, BJeICICIOS . .o v ettt et 34
4.6, SOIUCIONES .. ..ttt e e e 34
Ejercicios de autoevaluacion ....................................... 37
Solucionario ............ ... 39

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01396 5 Ndmeros multinomiales. Funciones generadoras

Introduccion

Al empezar este modulo, el estudiante dispone de un bagaje que abarca la
combinatoria elemental. Conoce algunas técnicas para contar las selecciones
de r-muestras ordenadas o no ordenadas en un conjunto X de n elementos vy,
también, ha aprendido a resolver algunos problemas de distribuciones de obje-
tos indistinguibles en cajas distinguibles. En este médulo estamos interesados
en problemas de distribuciones en los que van a aparecer ciertas restricciones
y, también, en algunos problemas de particiones. Para resolver estos problemas
utilizaremos una técnica bésica en la combinatoria: las funciones generadoras.

El médulo comienza con una introduccién del concepto de particién de un
conjunto. A continuacidn, en la seccién segunda, introducimos los nimeros
multinomiales que serdn vistos como una generalizacién de los nimeros bino-
miales estudiados en un médulo anterior, pero también como una herramienta
para resolver ciertos problemas de reordenaciones y de distribuciones. En los
problemas de distribuir o seleccionar objetos para colocarlos en cajas tendre-
mos que saber diferenciar segin los objetos a colocar sean distinguibles o no
lo sean. Ejemplos de estos tipos de problemas son: colocar alumnos en aulas,
repartir juguetes (que podrén ser iguales o no) a unos nifios concretos, envasar
productos (iguales o no) en cajas, etc.

Finalmente, la dltima seccién estd dedicada al estudio y utilizacién de la técni-
ca de las funciones generadoras. Esta es una técnica muy importante para re-
solver ciertos problemas combinatorios como, por ejemplo, el de distribuir
objetos en cajas en el supuesto de que el problema esté sujeto a ciertas restric-
ciones.
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1. Particiones en un conjunto

1.1. Particion de un conjunto X

Definicion 3.1

Una familia V' = {X | j € J} de subconjuntos de X es una particién
de X si se cumplen las condiciones siguientes:

1) Cada parte X; esno vacia:Vj € J = X; # ()

Una particion...

2) Dos partes distintas son disjuntas: X; N X, = 0, siy sélosi j # p .
... de un conjunto X en k
partes se llama, también,

3) La uni6n de todas las partes es igual al conjunto: Ujc ;. X; = X Una k-particién de X,

Ejemplo 3-1
1) V = {{a,b,c},{d},{e, f,g}} es una particiéon de X = {a,b,c,d,e, f, g}, puesto
que se cumplen las tres condiciones exigidas en la definicién.

2) V = {{a,b,c},{d},{e, f}} no es una particién de X = {a,b,c,d, e, f, g}, puesto
que no se cumple la tercera condicién de la definicion.

3) V={{a,e f},{b,c,d,g}} esunaparticién de X = {a,b,c,d, e, f, g}, puesto que
se cumplen las tres condiciones exigidas en la definicidn.

Es importante insistir en el significado de las condiciones segunda y tercera de
la definicion: cada elemento del conjunto X solo pertenece a un subconjunto
de los que forman la particiéon. Asi, en el ejemplo 3-1.1, el elemento a sélo
pertenece a {a,b, c}, el elemento b sélo pertenece a {a, b, c}, el elemento ¢
s6lo pertenece a {a, b, c}, el elemento d sélo pertenece a {d}, etc.

1.2. Ejercicios

3-2 Encontrar una particiéon de X = {a, b, c,d, e, f, g} que tenga cuatro partes, una de las
cuales sea {d, f}.
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1.3. Soluciones

3-2 Una 4-particion (particion en cuatro partes) de X = {a,b,c,d, e, f, g}, con una de las
partes que sea {d, f}, podria ser, por ejemplo, {{d, f},{a}, {b,c},{e,g}}

3-3 Particiones de X = {1,2} en una parte: {{1,2}}. Hay una.

Particiones de X = {1, 2} en dos partes: {{1},{2}}. Hay una.

El conjunto X = {1, 2} admite, por lo tanto, dos particiones.

3-4 Hay una particiéon de X en una parte: {{1,2,3}}.
Hay tres particiones de X en dos partes: {{1},{2,3}}; {{2},{1,3}} y {{3},{1,2}}.
Hay una particién de X en tres partes: {{1}, {2}, {3} }.

El conjunto X = {1, 2,3} admite, pues, en total cinco particiones.

3-5 Se pueden hacer quince particiones diferentes.

1.4. Particiones ordenadas y no ordenadas

Dados un conjunto X y una particién de X en k partes X, Xo, ..., Xg,
podemos considerar dos situaciones diferentes segiin sepamos distinguir, o
no, estos conjuntos X;. Utilizaremos la expresion particiones ordenadas para
referirnos al primer caso y particiones para referirnos al segundo.

A partir de un grupo de ciento veinte alumnos, un ejemplo de particion con-
sistiria en hacer tres grupos de alumnos. En cambio, si nos preguntdramos por
la manera de hacer tres grupos de veinte, cuarenta y sesenta alumnos, respec-
tivamente, estariamos hablando de una particién ordenada.

Dado un conjunto finito X, empecemos por preguntamos cudntas particiones
podemos hacer, teniendo en cuenta sélo la cantidad k de subconjuntos de la
particién y no el cardinal de cada subconjunto.

Definicion 3.2

Sea X un conjunto de n elementos. El niimero de particiones de X en
k partes, no vacias, X1, Xo, ..., Xi (1 < k < n) lo escribiremos como
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A partir de estas dos definiciones es inmediato poder escribir lo siguiente:

B, = i S(n, k).
k=1

En general, no es sencillo calcular los nimeros de Stirling y de Bell. Una de las
maneras de hacerlo consistiria en resolver una ecuacién recurrente (veremos
las ecuaciones recurrentes en el médulo siguiente).

El nimero de Stirling verifica la ecuacién de recurrencia:
S(n,k)=Sn—-1,k—1)+kS(n—1,k), donde 2<k<n-1

con los valores iniciales S(n,1) = 1y S(n,n) = 1, para cualquier n.

Ejemplo 3-6

Dado el conjunto X = {a, b, c} podemos considerar las particiones en dos partes (no
vacias) de X: {{a}, {b,c}}, {{b},{a.c}}, {{c},{a,b}}. O sea, tenemos tres posibles
particiones. Segun las férmulas anteriores: S(3,2) = S(2,1) +25(2,2) =1+2-1=3
y observamos que el resultado coincide con nuestra construccion.

Anidlogamente, la igualdad S(4,2) = S(3,1) +25(3,2) = 1+ 2-3 = 7 nos dice que

si tenemos un conjunto X = {a, b, ¢, d} podremos hacer siete particiones diferentes en
dos partes.

Ejercicio 3-7

Calcular por recurrencia S(4, 3).

Solucién: S(4,3) = 5(3,2) +35(3,3) =3+ 31 =6.

Esta solucidén nos dice que en un conjunto de cuatro elementos hay seis particiones de
tres partes cada una.

Ejercicio 3-8

Calcular el nimero total de particiones que admite el conjunto X = {a, b, ¢, d}.
Solucién: Hay que calcular B(4).

B(4) = Y41 S(4,k) = S(4,1) + S(4,2) + S(4,3) + S(4,4) = 1 + 7+ 6+ 1 = 15.

Entonces el conjunto X = {a, b, ¢, d} admite un total de quince particiones, tal y como
habiamos visto en el ejercicio 3-5.
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2. Los nameros multinomiales

Los nimeros multinomiales son una generalizacién de los nimeros binomia-
les y, al igual que aquellos, tienen utilidad en la resolucién de diversos proble-
mas combinatorios. Asi, veremos el cdlculo de particiones ordenadas que no
habiamos considerado en la seccidn anterior, el concepto de permutacion con
repeticion, el teorema multinomial, etc.

2.1. Calculo del nimero multinomial

Tal como habfamos visto en el médulo anterior, podemos interpretar el nime-

. . n
ro combinatorio <
T

> de dos maneras:

* Desde un punto de vista conjuntista, como el nimero de subconjuntos de
r elementos que se pueden hacer en un conjunto de n elementos distingui-
bles.

* Desde un punto de vista de distribucién, como la manera de distribuir r
objetos indistinguibles en n lugares diferentes (n > r) poniendo, como
maximo, un objeto en cada lugar. Claro estd que el nimero de distribucio-

nes posible es , puesto que en cada distribucién se trata de escoger un
r

subconjunto de r lugares de los n posibles.

Ejemplo 3-9
1) La cantidad de comités distintos de tres personas (todas de la misma categoria) que

!
se pueden hacer en un grupo de diez personas es (130) = Jot = 120.

2) La cantidad de maneras en que se pueden distribuir tres cuchillos de cocina iguales
en una maleta con diez posiciones vacias para cuchillos también es

10 10!
= —— = 120.
(3) 713! 0
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Ejemplo 3-10

Tenemos diez cuchillos de cocina y los queremos poner en la misma maleta del ejem-
plo anterior. De estos cuchillos hay cuatro de idénticos para cortar carne, hay tres de
idénticos para el pescado y, finalmente, hay otros tres cuchillos idénticos para la paste-
lerfa.

Si los diez cuchillos fueran distintos los podriamos poner en la maleta de P(10) = 10!
maneras, pero el hecho que haya tres grupos diferentes de cuchillos idénticos hace que
nos tengamos que replantear el cdlculo de otro modo.

Para empezar, de los diez lugares de la maleta seleccionaremos cuatro (para poner los
. 10 L
cuchillos de carne). Esto lo podemos hacer de 4 ) maneras distintas. Una vez hemos

fijado una de estas maneras de colocar los cuchillos de la carne, seleccionaremos tres
de los seis sitios que todavia tenemos vacios para poder poner los cuchillos del pes-

cado. Esto lo podremos hacer de (g) maneras. Después, s6lo tendremos que colocar

los cuchillos de pasteleria en las tres posiciones que todavia nos quedan vacias en la
maleta.

Observemos que, en total, podremos guardar los cuchillos en la maleta de tantas ma-
neras como se indica a continuacion:

10 6
(4) . (3) = 210 - 20 = 4200.

Consideremos, ahora, el problema de manera genérica. Supongamos que te-
nemos n lugares donde se pueden colocar objetos y supongamos que también
disponemos de n objetos, de los cuales hay n; de iguales del tipo 1, ny de
iguales del tipo 2, ...y ng de iguales del tipo k (es decir, el conjunto de ob-
jetos tiene k tipos diferentes de elementos y n = nj + ng + --- + ng). El
problema a resolver consiste en colocar estos n objetos en los n lugares, de
todas las maneras posibles.

El nimero de distribuciones ordenadas de estos n objetos se puede calcular de
este modo: los n; objetos del primer tipo se pueden colocar en los n lugares

(en cada lugar s6lo podemos poner un tinico objeto) de ( maneras. Los ng
ny

objetos del segundo tipo se pueden colocar, en los n — n; lugares que quedan

. n—n
libres, de maneras, etc. Procederemos de este modo hasta que se
n2

nos acaben los objetos.

g n . .
Escribiremos ( ) para designar el niimero total de maneras de
’

MN1. MNo. .. ..M
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Definicion 3.4

Consideremos los nimeros enteros positivos n, ni, na, . . ., ng, de ma-
nera que n = njy + ng + --- + ng. Entonces, llamaremos ndmero

n
ny, ng, ...,Ng

multinomial al valor

Proposicion 3.5

Consideremos los nimeros enteros positivos n, ni, no, . . ., ng, de ma-
nera que n = ny + ng + - - - + ng. El nimero multinomial se puede
calcular de la manera siguiente:

( n ) n!
ny, No, ..., Nk ny!ng! - - ny!

Ejercicio 3-11

Comprobar el resultado anterior en el caso k = 3, o sea, comprobar que:

n _ n!
ni, ng, N3 ni!nslng!

Solucién: Tengamos en cuenta que ny + ng + ng = n.

n _[n n—ni\[n—ny—ny\ _
ni, n2, n3 ni na n3

n! (n—mnq)! (n —n1 —n2)! _ n!

ni!(n —n1)! nal(n — n1 —n2)! ngl(n —n1 —na —n3)!  nilnalng!’

2.2. Particiones ordenadas y distribuciones

Igual que hemos hecho con el nimero binomial, podemos interpretar el nime-
ro multinomial de dos maneras alternativas:

1 LR !
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En efecto, podemos ver cada uno de los subconjuntos X; como si tuviera
un color distintos de los demds. Para esto, supongamos que tomamos & bo-
tes de pintura de colores diferentes y pintamos n rétulos del primer color,
ng rotulos del segundo, etc. Entonces colocamos los n elementos de X ali-
neados, uno junto a otro, y observamos que hacer particiones ordenadas de
X en k conjuntos disjuntos X; (de manera que cada X; tenga exactamen-
te n; elementos) equivale a colocar, de todas las maneras posibles, los n
rétulos que hemos construido en los 7 sitios alineados.

El niimero de estas particiones ordenadas no es més que el nimero multi-

< ' )
niy, n2, ..., Nk

Nota: tal como hemos resuelto el problema estdbamos suponiendo que los

nomial

k colores eran distintos, pero se podria dar el caso en que algun color fuera
igual que otro. Entonces la solucién al problema es, bisicamente, la mis-
ma, pero tendriamos que dividir el resultado por s!, donde s representa la
cantidad de conjuntos que tienen el mismo cardinal (o sea el nimero de
botes de pintura del mismo color). Los dos dltimos ejemplos de la serie
que viene a continuacién realzan esta diferencia.

Ejemplo 3-12

En un grupo de catorce personas se quieren hacer tres grupos de tres, cuatro y siete
personas cada uno. ;De cuantas maneras se puede hacer?

La solucidn consiste en considerar el conjunto X de las catorce personas y contar las

particiones ordenadas que se pueden hacer en tres subconjuntos X1, X2, X3 de tres,
cuatro y siete personas, respectivamente. El resultado es, pues,

14 14!
(3, 4, 7) o3l T 120120.

Ejemplo 3-13

Las maneras en que se pueden distribuir cinco objetos distinguibles en tres cajas dis-
tintas poniendo dos objetos en la primera y segunda cajas y un objeto en la tercera caja

son o
2,2,1)
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Ejemplo 3-14

Las maneras en que se pueden distribuir cinco objetos distinguibles en tres cajas nu-
meradas si queremos que en la segunda caja haya un s6lo objeto son

5N (5 Yo 5 Yo 5 )\ 5
4,1,0 3,1,1 2,1,2 1,1,3 0,1,4)

5! 5! 5! 5! 5!

= qmor T s o2 it oo oY

Bésicamente, hemos utilizado el nimero multinomial para calcular la cantidad
de maneras de distribuir objetos en cajas distinguibles. En el supuesto de que
las cajas fueran indistinguibles, también se puede utilizar el nimero multino-
mial como veremos a continuacién en los ejercicios siguientes.

Ejercicio 3-15

Calcular el nimero de maneras de colocar cuarenta y tres estudiantes en siete dormito-
rios distintos, de manera que los dos primeros tengan cinco estudiantes cada uno, los
tres siguientes tengan seis estudiantes cada uno, el sexto tenga siete estudiantes y, el
altimo, ocho.

Solucion: Podemos pensar el problema como si tuviéramos siete rétulos, uno para cada
dormitorio: el rétulo 1, el rétulo 2, etc. Entonces, nuestro cometido consiste en asignar
rétulos a cada uno de los cuarenta y tres estudiantes, de manera que utilicemos, exac-
tamente, cinco veces el rotulo 1 y el 2; seis veces el rétulo 3, 4 y 5; siete veces el rétulo
6 y ocho veces el rétulo 7. La respuesta viene dada por la cantidad de distribuciones
ordenadas de siete rétulos donde el primero y segundo se toman cinco veces, el tercero,
cuarto y quinto se toman seis veces, el sexto se toma siete veces y el séptimo se toma
ocho veces. O sea

43 B 43!
5,5,6,6,6,7,8) 55161616/ 718!

Ejercicio 3-16
Calcular el nimero de maneras de dividir cuarenta y tres estudiantes en siete grupos,
de forma que dos grupos tengan cinco estudiantes cada uno, tres grupos tengan seis

estudiantes cada uno, un grupo tenga siete estudiantes y un grupo, ocho estudiantes.

Solucién: Ahora la respuesta es:

1 43 B 43!
21311111\ 5,5,6,6,6,7,8) ~ 2131515161616/ 718!

Observemos la diferencia con el ejercicio anterior. Antes teniamos siete dormitorios
diferentes y ahora tenemos siete grupos (que no son distinguibles). Por ejemplo, al
hacer un grupo con cinco estudiantes no nos importa si este es el grupo 1 o el grupo 2.
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2.3. Reordenaciones

Ya hemos visto que el nimero multinomial admite interpretaciones que nos
permiten contar distribuciones y particiones ordenadas. A continuacién vamos
a ver un ejercicio de reordenaciones donde, también, utilizamos el ndmero
multinomial.

A partir de la palabra INTERNET, que tiene ocho letras (es de longitud 8), va-
mos a interpretar cada reordenacién como una permutacién con repeticiéon de
cinco letras (I,N,TE,R) en la que se toma la primera letra una vez, la segunda
dos veces, la tercera dos veces, la cuarta dos veces y la quinta una sola vez.
Por lo tanto, el niimero de reordenaciones de la palabra INTERNET es:

8 8!
= = 5040.
(1, 2,2,2, 1> 112121211

El concepto de reordenacién es sinénimo del de permutacion, y a menudo
hablaremos de permutacién con repeticion. PR(n,ni,ng,ns,---ny) sera el

simbolo que utilizaremos para indicar el nimero de permutaciones con repe-

ticién que se pueden hacer con n elementos, de los cuales hay n; de iguales La cantidad de
permutaciones con
repeticion se calcula con
el nimero multinomial

entre si, no de iguales entre si, etc.

Ejemplo 3-17 PR(n,n1,n2,n3,---ng) =
La cantidad de reordenaciones de la palabra INTERNET que empiezan por IN es ( n

6 6 “\ni,ng, - np
(1, 2,2, 1) TR ITE 180.

Ejemplo 3-18

Queremos ordenar protocoldriamente, de todas las maneras posibles, tres banderas ca-
talanas, cuatro banderas espafiolas y siete banderas nepalies. Observemos que el pro-
blema es equivalente a reordenar, de todas las maneras posibles, las catorce banderas,
entendiendo que hay el grupo de las catalanas que son idénticas entre si, el grupo de
las espafiolas que también lo son entre si y, asimismo, el grupo de las nepalies.

., 14 14!
La solucion es, pues, (37 s 7) = A7 = 120120.

2.4. El teorema multinomial
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potencia n-ésima de x1 + x2 + - -+ 4+ x;. En el desarrollo de esta potencia
aparecen los nimeros de la forma

( ) >
Ny, N2, -+, Nk

como coeficientes numéricos de cada término. Asi queda justificado el adjetivo
multinomial que hemos dado a este tipo de nimeros.

Proposicion 3.6

n
(z1+xotz3+: - +xp)" = Z ( )x?lxgz Y

ni+ne+-+neg=n

Antes de demostrar esta féormula, veamos unos ejemplos.

Ejemplo 3-19

El desarrollo de la potencia (z 4 y + z)? se expresa, tomando n = 2y k = 3 en la
proposicién anterior, como:

2
(1‘+y+2)2: Z (a bc)xaybzcz

a-+b+c=2

2 Ve 2 Vel 2 Vool 2 Yool 2 Voorf 2 ),
~ 12,00 0,2,0)]Y "\0,0,2 1,1,0/" "\ 1,0,1 0,1,1)Y

Observemos que este desarrollo tiene seis términos en total y que el célculo de este
total ya lo habiamos desarrollado en el médulo anterior. El nimero total de términos
se determina por el nimero de combinaciones con repeticion de k elementos tomados
de n en n (en nuestro ejemplo, 2-muestras no ordenadas con repeticion a partir de tres
objetos), o sea,

CR(E,m) = (k—l—;z—l) _ (3+§—1) _ (;1) s

Ejemplo 3-20

El desarrollo de la potencia (z 4 y + 2)* se expresa, tomando n = 4y k = 3 en la
proposicién anterior, como:

£\ [ 4 N [ 4 N
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Ejemplo 3-21

El coeficiente de 2:%yz3t en el desarrollo de (z 4+ y + z +t)" es
7 7!
= = 420.
(2,1,3, 1) 21113111

Veamos ahora la demostracion de la férmula multinomial de la proposicién 3.6.

Demostracion: Los argumentos que utilizaremos son los mismos que ya habiamos usado
para el caso del teorema del binomio (k = 2).

Consideremos (z1 + -+ z)" = (x1+ -+ xg) (@ + -+ xp) - (x1 + - + x). sl

~ vl
~~

n
desarrollamos el producto de los n paréntesis se obtiene una expresion de términos cada
uno de los cuales es un producto donde hay n; veces z1, ny veces xa, - -, ng veces Ty,
con ny + --- + ni = n. Hay que observar que el valor n; puede ser 0; esto querrd decir
que z; no ha sido escogido en ninguno de los paréntesis. Asi, pues, los términos tienen la

forma z7' x5 -2 conny + - +ny = n.
Por otro lado, el término 7' z5? - - - xZ" se presenta tantas veces como ,
ni,nz, - ,Ng
que es el nimero de maneras de escoger n1 veces x1, ng veces o, - - -, ny veces xj cuando
hacemos la multiplicacién inicial. De todo lo anterior se deduce
n
(1 +a2tag+---+ap)" = ) wytay® ok,
_ ny,n2, -, Nk
nitnz+-+ng=n

que es la expresion que queriamos demostrar. 1

Ejemplo 3-22
Calcularemos el coeficiente de a®b2c? en el desarrollo de (a+b+ 0)7 y, también, el
numero de términos que tiene este desarrollo.

. 7 7! . P

El coeficiente de a®b?c? es (37 9. 2) = 379191 = 210 y el nimero de términos que
hay en el desarrollo de (a + b + c)7 viene expresado por el nimero de combinaciones
con repeticién de tres elementos tomados de siete en siete (7-muestras no ordenadas
34+7— 1) 9l

con repeticion a partir de tres objetos), o sea, CR(3,7) = ( - =917 =

2.5. Ejercicios

3-23 ;De cuantas maneras podemos distribuir los objetos a, b, ¢, d en tres cajas numera-
das? Hay que hacer la distribucion de tal modo que en cada caja haya por lo menos un
objeto.
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3-27 Entre todos los periddicos que compramos el pasado domingo nos han regalado siete
DVD distintos que, a la vez, regalaremos a Oscar, Roger y Laia. ;De cudntas maneras lo
podemos hacer de manera que a Laia le toque, exactamente, un DVD?

2.6. Soluciones

3-23 Al ser las cajas numeradas asumiremos que son distinguibles. El nimero de distri-
buciones que vamos a tener que calcular coincide con el nimero de permutaciones con
repeticion donde la primera caja se toma una vez, la segunda, una vez y la tercera, dos
veces; o bien la primera caja se toma una vez, la segunda dos veces y la tercera una vez
o bien la primera caja se toma dos veces, la segunda una vez y la tercera, una vez. Por lo

tanto, la solucion sera
4 4!
3 =3 = 36.
(1,172) 112!

3-24 Se trata de calcular el nimero de reordenaciones que se pueden hacer con los digitos
dados, es decir,

11!

10 . .
3-25 Hay 99911 11 maneras de construir palabras diferentes con las letras

de la palabra TALLAFERRO:
10 10!
= ————— = 453600.
(2, 2,2, 1,1, 1, 1) 2121211111111

8 !
2,2,1,1,1,1) — 212111111t
maneras de formar palabras de ocho letras sin las A. Si queremos que las A no estén juntas
tendremos que intercalar entre ellas algunas de las otras letras. O, al revés, podemos em-
pezar fijando las otras ocho letras y, entonces, colocaremos las A en la primera posicion,
o en alguna de las siete posiciones intermedias o en la dltima posicién. O sea que vamos

Sino tenemos en cuenta las A, conseguiremos = 10080

.. . (9
a poder utilizar nueve posibles lugares para colocarlas. En total habra 5] = 36 maneras

de seleccionar dos posiciones de entre estas nueve posibles.

Por la regla de la multiplicacion, tendremos 10080 - 36 = 362880 maneras de formar
palabras sin dos A juntas.

3-26 Primero escogemos las seis posiciones donde colocar las cifras 5,5, 5,7, 7, 1. Esto lo

1 ..
podemos hacer de C(10,6) = 60> maneras. En estas posiciones, podemos colocar las

. . 6 6! ..
cifras anteriores de tantas maneras como (n . . | = =—— . Paralas cuatro posiciones
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La respuesta viene dada por:

(R PR A R A R A T A Y S W R O
6,0,1 51,1 4,2,1 3,3,1 2,4,1 1,5,1 0,6,1)

=7+42+ 105+ 140 + 105 + 42 + 7 = 448.

También podiamos haber pensado el problema de otro modo: consideramos que empeza-
mos dando a Laia un DVD. Esto lo podemos hacer de siete maneras diferentes. Nos sobran
seis DVD que tenemos que repartir de todas las maneras posibles entre Oscar y Roger. A
Oscar le damos un subconjunto cualquiera de este conjunto formado por los seis DVD y a
Rﬁoger la damos el resto. La cantidad de subconjuntos de un conjunto de seis elementos es
2°.

Por la regla de la multiplicacion, el resultado del problema serd: 7 - 26 — 448,
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3. Tipos de distribuciones de objetos

Hemos tratado el problema de la distribucién de objetos en diversos lugares de
este médulo y, también, en médulos anteriores. Ahora presentaremos un pro-
blema con mucha casuistica, con el fin de ver qué herramientas son necesarias
para resolverlo en cada uno de sus casos.

Hay que pegar quince adhesivos en tres motos y queremos calcular de cuédntas
maneras se puede hacer en los supuestos siguientes:

1) El nimero de adhesivos a cada moto no es fijo ni hay ninguna restriccion.

adhesivos distinguibles

adhesivos no distinguibles

motos distinguibles

motos no distinguibles

2) El ntimero de adhesivos en cada moto no es fijo, pero en cada moto hay

que colocar, como minimo, un adhesivo.

adhesivos distinguibles

adhesivos no distinguibles

motos distinguibles

motos no distinguibles

6]

3) El niimero de adhesivos en una moto es cinco, en otra siete, y en la dltima,

tres.

adhesivos distinguibles

adhesivos no distinguibles

motos distinguibles

motos no distinguibles

9]

4) El ndmero de adhesivos en cada moto no es fijo, pero en la primera moto
tiene que haber entre cinco y nueve adhesivos, en la segunda, entre tres y
cinco vy, en la dltima, menos de cuatro.
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generadoras y hay otros que dejaremos sin resolver de una manera eficiente.
Segtn los adhesivos y/o las motos sean distinguibles o no lo sean estaremos
ante un problema de distribuciones o particiones o, incluso, en algtin caso, nos
faltaran recursos para diagnosticarlo.

Llamemos A al conjunto de los quince adhesivos y B al conjunto formado por
las tres motos.

El caso es sencillo. Notemos, en primer lugar, que hay quince tipos de
objetos distintos. Cada posibilidad consiste en una 15-muestra ordenada con
repeticion de elementos de B. En total, pues, habr4 tantas posibilidades como
variaciones con repeticién de tres elementos tomados de quince en quince, o
sea VR(3,15) = 3%,

El caso , en cambio, no es nada facil. Lo que nos piden equivale a preguntar

por la cantidad de maneras de hacer una particién en el conjunto A en tres
3

clases disjuntas, o en dos clases, o en una sola clase, o sea: Z S(15, 1), donde
i=1
S(15, ) significa el nimero de Stirling que hemos visto en la definicién 3.2.

El caso | 3| vuelve a ser facil de calcular utilizando las herramientas de la
combinatoria elemental. Si los adhesivos son indistinguibles y las motos son
distinguibles, el resultado serd la cantidad de soluciones en nimeros enteros,
no negativos, de la ecuacion x; + x2 + x3 = 15. Obsérvese que este problema
ya habia sido resuelto en el médulo anterior y que su solucién venia dada por

CR(3,15) = Gg)

Este item del problema es equivalente a colocar quince objetos iguales en tres
cajas distintas. También podemos considerar la solucién estudiando las distin-
tas maneras de escribir tiras de quince signos @ y dos signos |. Por ejemplo,
una manera de escribirlos seria:

P ODPPPPODD|OPDPDDDD

Los signos & representan los objetos que queremos colocar en las cajas y
los signos | las separaciones entre las cajas. En el diagrama anterior hemos

Recordar

Una r-muestra ordenada
con repeticion de un
conjunto de n elementos
también se llama
variacion con repeticion
de n elementos,
tomados de r enr,yla
cantidad de r-muestras
que podemos hacer es:

VR(n,r)=n".

Recordar

Una r-muestra no
ordenada sin repeticién
de un conjunto de n
elementos también se
llama combinacion de n
elementos, tomados de
r en r,y la cantidad de
r-muestras que podemos
hacer es:

Clnr)= (:) - 7"!(nni )

1

Recordar

artagend
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El caso| 4 |se puede ver como una variante del anterior. Tendriamos que calcu-
lar la cantidad de soluciones en nimeros enteros, no negativos, de la ecuacién
r1 + x2 + x3 = 15, de manera que 1 < xo < x3.

Una manera de resolver el problema seria considerando unos nuevos valores
enteros, no negativos, a, b, y escribir las antiguas variables, z1, x2, x3 en fun-
cién de z1,a,b. Asi: z9 = 1 + a; x3 = 9 + b = 1 + a + b. Entonces,
sustituyendo estos valores en la ecuacién z; + x2 + x3 = 15, el problema
a resolver se transforma en encontrar la cantidad de soluciones enteras, no
negativas, de 1 + (1 + a) + (21 + a + b) = 15 o, equivalentemente, de
3x1 + 2a + b = 15 de manera que todas las variables 1, a, b sean enteras, no
negativas. Este cédlculo lo haremos con la ayuda de las funciones generadoras.

En el apartado segundo del problema hay una restricciéon sobre la manera de
colocar los adhesivos en las motos y es que tiene que haber, como minimo, un
adhesivo en cada moto.

El caso | 5| lo podriamos resolver utilizando el célculo de la cantidad de fun-
ciones exhaustivas entre dos conjuntos que hemos estudiado en el médulo an-
terior. Se trataria de contar el nimero de aplicaciones exhaustivas f : A — B.
La condicién que la aplicacion sea exhaustiva viene determinada por el hecho
de que, como minimo, tiene que haber un adhesivo en cada moto.

En el caso @ las motos son indistinguibles. Cada particién del conjunto de
adhesivos A en tres partes (no vacias) nos da una solucién al problema. Final-
mente, lo que nos piden es el nimero de Stirling S(15, 3) (ver la definicién
3.2).

El caso|7|es como el , s6lo que ahora vamos a afiadir la condicién que en
cada moto haya, como minimo, un adhesivo. El resultado serd la cantidad de
soluciones en nimeros enteros, positivos, de la ecuacién x; + z9 + 3 = 15.
Este tipo de cédlculo ya lo hemos estudiado en el mddulo anterior y sabemos

15-1
d .
que a(3_1>

El caso @ es muy parecido al caso m Tendriamos que calcular la cantidad de
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Finalmente, los tltimos apartados.

Los casos @ y son equivalentes a preguntarnos cudntas particiones po-
demos hacer en un conjunto de quince elementos en clases disjuntas de siete,
cinco y tres elementos cada una. Es un problema de distribuciones como los
que que hemos resuelto en la pagina 12, seccién 2.2. Los quince adhesivos
siempre son distinguibles, pero, en el caso @ las motos son distinguibles y en

el caso no lo son.

Enel caso las motos son indistinguibles; por ello si miramos, por ejemplo,
la distribucién

1,2,3,4,5—6,7,8,9,10,11,12 — 13,14, 15
N———

moto 1 moto 2 moto 3

6,7,8,9,10,11,12—-1,2,3,4,5—13,14,15
~ ——
moto 1 moto 2 moto 3
nos damos cuenta que es la misma distribucion, puesto que no sabemos distin-
guir entre la primera y la segunda moto. El problema, en el caso , consiste
en calcular las permutaciones con repeticion de tres elementos (las motos) en
que la primera se toma siete veces, la segunda, cinco y la tercera, tres. O sea,

el nimero multinomial 15 = 175‘
5,7,3) 57130

En cambio, en el caso @, podamos empezar actuando igual que en el caso
pero, al final, tendremos que considerar mds distribuciones, puesto que,
por ejemplo, las distribuciones

1,2,3,4,5-6,7,8,9,10,11,12 — 13,14, 15
——

moto 1 moto 2 moto 3

6,7,8,9,10,11,12—1,2,3,4,5— 13,14, 15
~——

moto 1 moto 2 moto 3
son diferentes, ya que sabemos distinguir entre las motos. Por cada una de las

distribuciones calculadas en el caso podemos reordenar las motos de 3!
15!

1 590,
maneras. Asi, el resultado sera 3! ST

El caso da como resultado P(3) = 3! yel caso|12|da 1.
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4. La técnica de las funciones generadoras

La técnica de las funciones generadoras es importante en el campo de la com-
binatoria. Nos servird para resolver algunos tipos de problemas de distribu-
ciones. Hasta ahora, los problemas de distribuciones que hemos aprendido a
resolver consistian en colocar objetos (a veces distinguibles y a veces indistin-
guibles) en cajas (que podian ser distinguibles o no). Ahora, en este capitulo,
veremos una técnica que permite resolver ciertos problemas de distribucio-
nes cuando los objetos que queremos distribuir estdn sometidos a algunas res-
tricciones. En nuestro enfoque nos limitaremos a las funciones generadoras
ordinarias, utilizadas cuando los objetos que queremos distribuir son indistin-
guibles y no veremos, en este capitulo, la técnica de las funciones generadoras
exponenciales més propia en los casos en que los objetos a distribuir son dis-
tinguibles.

4.1. Funciones generadoras ordinarias

Definicion 3.7

Sea g9, 91,92, ,9r, - - - una secuencia de nimeros reales. La funcion
generadora (ordinaria) asociada a los g; viene expresada por

9(x) = go+ 1@ + gox? + ...+ gra” + ... .1

Ejemplo 3-28

Seal,—2,3,—8,0,0,...una secuencia de nimeros. La funcién generadora asociada a
esta secuencia es el polinomio:

g(z) =1 — 2z + 32° — 82°.

Ejemplo 3-29

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

g(z) para cada valor de z, sino como una representacién de los coeficientes

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01396 25 Ntmeros multinomiales. Funciones generadoras

donde el significado de cada g; viene expresado por la potencia z* a la que
acompaifia. No nos interesara una evaluacion de g(x), sino la interpretacion
que lleva asociada.

Ejemplo 3-30

Dada la secuencia 1,2, 3, -4, —5,—6,7,8... 0, equivalentemente, su funcién genera-
dora asociada g(z) = 1+ 2z + 322 — 423 — 5 — 62° + 725 + 827 +. . ., el coeficiente
g10 de la potencia 210 es —11.

Ejemplo 3-31

Dada la funcién generadora g(z) = (1 + = + 2%)%23, el coeficiente g5 del término z°

es 1, puesto que si desarrollamos el producto indicado nos queda

g(z) = 2® + 22" + 2° 4+ 225 + 227 + 2°.

A continuacién veremos como se pueden plantear problemas de distribuciones
de objetos indistinguibles en cajas a partir del calculo del coeficiente g; de un
cierto monomio z* en una cierta funcién generadora g(z).

Observar

Ejemplo 3-32 Hay problemas a los
cuales se les puede
asociar una funcion

Queremos distribuir siete bolas idénticas en dos cajas distintas. ;De cuantas maneras generadora. Resolver el

se puede conseguir? problema sera equivalente
a calcular un cierto
Este problema lo podemos resolver pensando que x; es la cantidad de bolas que va- coeficiente de esta

funcién generadora.

mos a poner en la primera caja y xo la cantidad de bolas que vamos a poner en la
segunda caja. Entonces, la solucién que nos piden consiste en contar la cantidad de
soluciones enteras, no negativas, de la ecuacién z; + z2 = 7. El resultado (ver el
capitulo dedicado a las muestras no ordenadas con repeticién) ya sabemos que es

CR(2,7) = <2+;_1) = (?) =8.

También podriamos resolver este mismo problema asignando el polinomio

fi@m) =1+z+a®+2° +2 +2° +2°+ 27
alacaja 1 y el polinomio

fa(z) = l4a+2+2°8 424 +2° +2°+ 27
a la caja 2 (notemos que los dos polinomios son iguales). Los exponentes de cada
término del primer polinomio se corresponden con el nimero de bolas que puede haber

en la primera caja. El segundo polinomio tiene la misma interpretacidn respecto a la
segunda caja.
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Veamos, ahora, un ejemplo que podemos resolver utilizando la misma técnica
de las funciones generadoras, pero que ya no es tan sencillo de resolver si
quisiéramos hacerlo por los procedimientos de la combinatoria bésica.

Ejemplo 3-33

Queremos repartir doce juegos de ordenador, iguales, entre tres nifios, Joan, Marta y
Pedro, siguiendo los criterios siguientes. Joan tiene que recibir cuatro, cinco o seis jue-
gos; Marta, dos como minimo y Pedro, cinco como méximo. ;De cuidntas maneras se
puede hacer la distribucién?

Consideremos de manera extensiva las distribuciones posibles

Joan |4 4 4 4 4 4 5 5 5 55 6 6 6 6 6
Marta |3 4 5 6 7 8 2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6
Pedro |5 4 3 2 1 0 5 4 3 2 1 4 3 2 1 0

Consideremos ahora los tres polinomios

fi(z) =2t 4+ 25 + a5
fo@)=2? 423+ 2 + 22 + 28 + 2" + 2
fa@)=a+z+ 22+ 23+ 2% +2°

8

y observemos que el primer polinomio va asociado a las restricciones que se han im-
puesto a Joan, el segundo a las que se han impuesto a Marta y el tercero, a Pedro.
Notemos que los exponentes se corresponden, en cada caso, con el niimero de juegos
que puede recibir cada nifio a lo largo de las diecisiete distribuciones factibles.

Si ahora consideramos el producto de los polinomios f1(z)- f2(x)- f3(x) y nos fijamos
en las formas en que el producto producird el monomio 2, nos van a aparecer casos
como por ejemplo z° - 23 - 22 o bien z* - z% - 2%; tanto uno como otro nos indican una
de las columnas de la tabla precedente, es decir, una distribucion factible de los doce
juegos de ordenador. Visto asi, podemos concluir que cada distribucién factible de los
juegos se correspondera, exactamente, con uno de los casos en que en el producto de
los tres polinomios se obtiene el resultado z'2. Asi, la funcién generadora asociada al

problema es
g(z) = (x4—|—x5+x6)(x2+x3+x4+x5+x6+x7+m8)(1+m+x2+x3+x4+ﬂc5)

y la solucién viene determinada por el coeficiente g1 de z!? que resulta del producto.

Ejemplo 3-34

Estas vacaciones tenemos previsto salir nueve noches con una tnica persona cada no-
che, y disponemos de siete amigos/amigas para que nos acompaiien. Josep dispone de
cuatro noches libres; Carmen, de tres; Tere, de cuatro; Miky, de dos; Jordi, de tres;
Nina de cinco; y, finalmente, Paco, de cuatro. Ademds queremos salir, como minimo,
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El polinomio asociado a cada amigo es:

Josep : 22 + 23+ 2t

Carmen: 2°+z' +22+ 23

Tere : 4+t 22420+t
Miky : 20 + ot + 2?2

Jordi : 22+l + 2%+ 28

Nina : L+t + 22+t + 20
Paco : 2+t + 2?4 2%+ 2t

Cada término z* significa, en este problema, que saldremos i noches con aquella per-

sona. Por esto observamos que en el polinomio asociado a Josep no hay los términos

2% ni z'. También observamos que el grado méximo de cada polinomio corresponde a

las noches libres, como méximo, de que dispone cada amigo.
La funcién generadora del problema g(x) serd el producto de los polinomios
(xo—i—ml +w2+x3+x4+xs),
(xo RS R S w4)27
(a® +a® +a),
(xo P - x3)2,
(2° + 2! + 2?)

y el nimero de posibilidades diferentes de salir acompafiado de un amigo, correspon-
deri al coeficiente gg de 2° en la funcién generadora g(z).

Ejemplo 3-35

La cantidad de maneras de escoger veinticinco pastelillos de entre siete gustos dife-
rentes si tenemos que seleccionar entre dos y seis de cada gusto la podriamos calcu-
lar siguiendo el mismo esquema utilizado en los ejemplos precedentes. La solucién
vendra determinada por el coeficiente go5 de la funcidn generadora:

g(@) = (22 + 2° + 2t + 2° + %)

Por lo general, utilizaremos las funciones generadoras ordinarias cuando se
trate de problemas de distribuir objetos indistinguibles en cajas, pero los pro-
blemas que, de verdad, aconsejan su uso son aquellos en que hay ciertas res-
tricciones, como hemos visto en los tres ejemplos anteriores. Esta técnica nos

servird para resolver los casos , , , , y de la seccién 3,

algunos de los cuales habiamos dejado pendientes.
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Ejemplo 3-36

El nimero de soluciones enteras y positivas (x; > 0) de la ecuacién 1 + x2 + x3 =5
lo podriamos ver como el nimero de maneras de distribuir cinco objetos iguales entre
tres individuos 1, z2, 3 de manera que a cada individuo le toque, como minimo, un
objeto. Por ejemplo, la solucion z; = 1, x2 = 1, z3 = 3 se puede interpretar como que
al individuo z; le hemos dado un objeto, al individuo =2 le hemos dado un objeto y a
el individuo z3 le hemos dado los tres objetos que quedaban.

A cada individuo le podemos asociar el polinomio z + 22 + z® + zt + 22, que se ha
de interpretar (leyendo los exponentes de la x) como que a este individuo le podemos
dar uno o dos o tres o cuatro o cinco objetos.
La solucién del problema es el coeficiente g5 de la funcion generadora
2 4
glz)=(z+=z + 23 + 2%+ 253
Observemos que, también, podriamos tomar como funcién generadora

g(:c):(ac+x2+ac3+...)3.

Ejemplo 3-37

El nimero de soluciones enteras no negativas (z; > 0) de laecuaciéon z; +x2+x3 =5
lo podriamos ver como el nimero de maneras de distribuir cinco objetos iguales entre
tres individuos 1, x2, 3.
A diferencia del ejemplo anterior, ahora, podemos asociar el polinomio
1+x—|—x2+m3+x4+x5
a cada individuo. En el ejemplo anterior el término de grado mas pequefio era x, puesto
que siempre tenfamos que asegurar que cada individuo recibia un objeto como minimo.
El coeficiente g5 de la funcién generadora
2 3, .4 53
gx)y=1+z+z"+2°+2" +2°)

es la solucién al problema.

Observemos que, también, podriamos tomar como funcién generadora

glz)=04z+2°+2>+..)>%

Ejemplo 3-38

El niimero de soluciones enteras de la ecuacién 1 +x2 +x3 = 5talesque 1 < z; < 2
y z2,x3 > 0 se puede calcular como el coeficiente g5 de la funcién generadora

g(z) = (@+2HA+z+2°+2° + 2+ 272

Podemos pensar el problema como en los ejemplos anteriores, o sea como el cdlculo del
nimero de maneras de distribuir cinco objetos iguales entre tres individuos x1, z2, z3.
Observemos que la funcién generadora g(z) es el producto de tres polinomios, uno
para cada individuo. Las restricciones impuestas a la variable x1 quieren decir que el
individuo z1 sélo puede recibir uno o dos objetos, por ello su polinomio es (z + wz)
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4.2. Ejercicios

3-39 Utilizando las funciones generadoras, interpretar el cdlculo del nimero de soluciones
enteras de la ecuacioén a + b + ¢ = 10, donde cada variable debe valer entre 2 y 4,

3-40 Encontrar una funcién generadora g(x), donde el coeficiente g de x” signifique el
nimero de soluciones enteras, no negativas, de la ecuacién 2a + 3b + 5¢ = r.

3-41 Plantear una funcién generadora y determinar cudl es el término cuyo coeficiente
corresponde al nimero de maneras de distribuir cien objetos iguales en cuatro cajas.

* Hay que tener en cuenta que las cajas son distinguibles y cada una debe contener un
objeto como minimo.

* Hay que tener en cuenta que las cajas son indistinguibles y cada una debe contener un
objeto como minimo.

4.3. Soluciones

3-39 Interpretando el problema de manera que la solucion venga expresada por una fun-
cién generadora, la respuesta consiste en el coeficiente g19 de z'® del desarrollo de la
funcién generadora dada por g(z) = (2% + 2 + 2%)3.

3-40 Observar que podemos interpretar el problema como si quisiéramos hallar el nimero
de soluciones enteras, no negativas de la ecuacioén x1 +x2+x3 = r de manera que z1 = 2a,
x9 = 3by x3 = be.

Para construir los polinomios asociados a cada x; observar que los posibles valores de =1
son enteros, no negativos y, ademads, multiplos de dos: asi, su funcidn generadora serd (1 +
22 +2%+25+. . .); los posibles valores de x5 son enteros, no negativos y, ademés, miiltiplos
de tres: asi, su funcién generadora serd (1 + 23+ 2% + 2% + . .) 'y los posibles valores
de 3 son enteros, no negativos y, ademas, miltiplos de cinco: asi, su funcién generadora
serd (14 2° + 2104+ 21 4+ ...

La respuesta al problema viene dada por la funcién generadora

g@) =1 +22+2 +2%+ . )+ +28+27 + . )+ + 20+ 2+ ).
3-41 En el primer caso, el niimero de distribuciones posibles corresponde al nimero de
soluciones enteras y positivas de la ecuacién z1 + xz2 + x3 + x4 = 100.

El coeficiente g1g¢ del término 2190 de 1a funcién generadora siguiente nos da el niimero
de distribuciones que pide el enunciado:

g(@) = @+ 22+ 23+ 2+ )%

Fn el ceonindo cacn como los ohietas v 1as caias son indistinonibles el mimero de digtri.
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que podemos escribir como
4x1 + 3a + 2b + ¢ = 100,

donde z; > 0y a,b,c > 0. El coeficiente gjgg del término 2190 de 1a funcién generadora
siguiente nos da el nimero de distribuciones que pide el enunciado:

g(z) = (@ +a2®+2 2+ (123 42542+ )+ a2t 28 ) (A rata® 4 ).

Se habra observado que en los ejemplos y ejercicios anteriores no hemos cal-
culado explicitamente el resultado. En cada caso, hemos dicho que el resultado
era el coeficiente g; de un cierto 2° de una funcién generadora, pero no lo he-
mos calculado. Se ha hecho de esta forma puesto que este cdlculo, en general,
no es sencillo y la inica manera que teniamos de llevarlo a cabo era desarro-
Ilar los productos indicados y escribir la funcién generadora de manera que
sélo tuviéramos que observar el coeficiente buscado. Comprobémoslo en un
ejercicio:

Ejercicio 3-42

Lanzamos tres dados diferentes (blanco, verde y rojo) y queremos saber de cuantas
maneras podemos obtener una suma de trece puntos.

Solucion: Se trata de calcular el coeficiente g3 de 2" en la funcién generadora:

glx) = (@+2?+3+2r+254+2% (@ + 22 + 23+ 2t 4+ 2° 4+ 20).
3
(x42®+ 23 +a2* +2° +2% = (x+x2+x3+x4+x5+x6)

Haciendo operaciones encontramos:

gx) = =¥ +3217 462 + 1021° 4 152 + 21213 + 25212 4 272 4
+27210 + 252° + 2128 + 1527 + 102% + 62° + 32* + 23

y, por lo tanto, g13 = 21.
A continuacién, daremos algunas herramientas para calcular explicitamente

estos coeficientes, sin necesidad de tener que hacer, de manera extensiva, los
productos indicados.

4.4. Calculo de los coeficientes de las funciones generadoras
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Proposicion 3.8

Demostracion: Es el caso particular del teorema del binomio donde a = 1,6 = gz". 1

Ejemplo 3-43

1-a®)t =31, (

Ejemplo 3-44

En el desarrollo de (1 — 322)® el coeficiente del término

4
r

) (=2%)" =1 — 4% 4 62% — 42 + %2

3 es cero y el coeficiente del

término a3 es el coeficiente de (i) (—3932)4, o sea, (Z) (—3)4 = 405.

Proposicion 3.9

Demostracion: Podemos reescribir

serie de Maclaurin de (1 + x)

Por otro lado,

(I+x)"

()

r=0

= x ()

1
(1+2x)

r

—como (1 + )~ ". sin € N el desarrollo en

2 3
L+ (=n)z + (=n)(=n = )T + (=n)(-n — 1)(-n - 2) 55 + -
(—=n) - (—m—=1)-(—mn—=2)-...- (—n—(r = 1))
7!
rn-n+1)-(n+2)-...-(n+r—1)

Carta (e
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En particular, son utiles las funciones generadoras:

1
T =l+x+22+...+2"+...
1 2 T T
T2 =l—-z+z—...+(-1)"2"+...
1 2 r
=) =142zx+3z"+...+(r+1)z" +...

Ejemplo 3-45

Segun la proposicién 3.9 podemos escribir:

e CEREDY (4+:_1> '

r=0

() () )+ ()

Ejemplo 3-46

Segtn la proposicién 3.9 podemos escribir:

( +1x)4 =42 =31 (4+:_ 1) v

r=0

= ()0 ) ()

Ejemplo 3-47

El coeficiente de 2! en el desarrollo de 1 es
(14x)7

o1 [T+21—1 27
—1 = — = -2 10.
1 ( 2 ) (21) 96010

Proposicion 3.10

1— :L,n-i-l

=1l+z+22+... 42"
1—=z
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Ejemplo 3-48

1—:610

1+m+a:2+m3+x4+x5+x6+x7+x8+x9:

1—x

Estas proposiciones anteriores serdn utilizadas para el cdlculo efectivo del va-
lor de los coeficientes de una funcién generadora. Para fijar ideas vamos a
detallar un caso concreto, pero su utilidad es general.

Por ejemplo, calculemos el coeficiente de 22! en la expresién

(23 + a2t + .. 210!

Para hacerlo, observemos que
(#3424 42!t = (23 (L+a+a®+.. .—1—377))4 = 2 (14ata’+. . 42")4,
o sea que el problema se puede reducir a buscar el coeficiente de z° en

(I+z42®+... +2)h

Usando la proposicién 3.10 tenemos:

1—28\*
(1+;U—|—a:2+~--—|—1‘7)4:< :1:) =(1—z)7* (1 -2
—_—— ——

1—=x

Ahora llamemos a(z) = (1 — 2) %y B(z) = (1 — 2®)%.

Recordar que nuestro interés es calcular el coeficiente de 2 en el polinomio
producto a(x)f(x). Este coeficiente provendrd de multiplicar elementos de
a(z) de grado 0 por elementos de 3(z) de grado 9, o de grado 1 por elementos
de (x) de grado 8, o de grados 2 y 7 respectivamente; o de grados 3 y 6,
etc. Llamaremos «; al coeficiente del término de grado j en el desarrollo de
a(z) y, del mismo modo, 3; serd el coeficiente del término de grado 7 en el
desarrollo de 3(x). Asi, la bisqueda del coeficiente de x” en a(x)3(z) se
reduce a considerar todos los productos a;j3;, con 0 < 57 < 9,0 < ¢ <9y

j+i=09.
Segtin la proposicion 3.9, los coeficientes del polinomio a(z) = ﬁ se
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e T LN O )

Asi, el coeficiente de z° que estamos buscando, es:

a9l + 188 =
_ (4+9—1) ' (4) - <4+1—1) , <4> _ <12> _ (4> . <4> — 204.
9 0 1 1 9 1 1
4.5. Ejercicios

3-49 Calcular el coeficiente de ' de (2% + 2 + z* +...)°.

3-50 Resolver el ejemplo 3-35 de la seleccion de pastelillos. Recordar que hace falta de-
terminar el coeficiente go5 de la funcién generadora g(z) = (22 + 23 + 2* + 2° + 2%)".

4.6. Soluciones
3-49 Observar los célculos siguientes:

(x2+m3+x4+...)5 :(m2(1+x+w2+x3+...))5
5

- <1x—zx> =2 (1jm)5 '

Por lo tanto, s6lo nos hace falta determinar el coeficiente de 5 en a(z) = (1 —z) "y,

por la proposicién 3.9, sabemos que vale (5 + 2 B 1) = (16()) = 210.

3-50 Empecemos simplificando g(z).
g(z) = (1:2+13+:c4+x5+m6)7 = (m2)7(1+m+x2+1‘3+x4)7 = x14(1+m+x2+m3+x4)7.

Por lo tanto, calcular el coeficiente de 22 en g(z) es lo mismo que calcular el coeficiente
de z'*, pero ahora en la funcién generadora f(z) = (1 4+ z + 22 4+ 2° + z*)7.

Vamos a utilizar la proposicién 3.10 (sustituimos en aquella proposicion el pardmetro n
por 4) y podremos escribir f(z) de la manera siguiente:

7
Fl\ — /1 — a:5\ — (1 N2 5\7
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Sea a(z) el polinomio a(z) = (1 — ) ™" = % y utilicemos la proposicién 3.9 para

(1-=)

escribir el desarrollo:

a(x)_(l—x)_7—1+(7+i_l)x+(7+§—1>x2+..-+(7+z_1>9€y+.-~

Llamemos «; al coeficiente de =" en este desarrollo, o sea, ag = 1, a1 = 7; 0 = 28; .. ..

Ahora observamos que f () es el producto a(z)3(z) y, por lo tanto, el coeficiente de z!*
que buscamos serd el resultado de calcular

17 12 7
Boa11 + Bsas + Broar = 1<11) - 7(6) +21 (1)
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Ejercicios de autoevaluacion

3-51 Encontrar el coeficiente g7 de z7 en g(x) = (1 — z)* para los valores de k = 9y
k—9.

3-52 ;De cuantas maneras se pueden distribuir diez objetos distinguibles en cuatro cajas
numeradas de manera que en la primera caja haya tres objetos, en la segunda dos, en la
tercera uno y en la cuarta cuatro?

3-53 ;De cuantas maneras se pueden distribuir cinco objetos distinguibles en tres cajas
numeradas si queremos que en la caja tres haya dos objetos?

3-54 Consideremos el plano de la figura para ir del punto A al punto B siguiendo el ca-
mino mas corto (circulando por las calles). El recorrido total serd de diecisiete bloques.
Obviamente, esto se puede hacer de muchas maneras. ;De cuantas?

Y

7 bloques

Y

Y

Y

Y

Y >
Y

l—»

m

Y

Y

10 bloques

3-55 Calcular el coeficiente del término a?c3d*e en el desarrollo de (a + b+ c+d +€)*C.

3-56 Encontrar la funcién generadora ordinaria asociada al problema de encontrar el nime-
ro de soluciones enteras, no negativas, de la ecuacion 3a + 2b + 4¢ + 2d = r.

3-57 Encontrar el nimero de soluciones enteras de la ecuaciéon a+b+c+d+e+ f = 20,
sabiendo que a € {1,...,5} y las otras variables valen, como minimo, dos.

3-58 En la Operacion Triunfo, cada participante es valorado por cuatro jurados indepen-
dientes en una escala que va de uno a seis puntos. Para ser finalista, el chaval de Bellaterra
tiene que recibir, al menos, veintidés puntos. Encontrar de cudntas maneras los jurados
nueden dar lane muintog al rhaval de Rellaterra nara aue lleone a finalista
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3-61 Contestar y dejar el resultado indicado como coeficiente de un cierto término de una
funcién generadora:

1) De cuantas maneras se pueden obtener 100 <€ si utilizamos los billetes del sistema euro.
(Los billetes son de 500€, 200€, 100€, 50€, 20€, I0€y5€).

2) De cuéntas maneras se puede obtener 1 € utilizando las monedas del sistema euro. (Las
monedas sonde 2€,1€,0,5€,0,2€,0,1€,0,05€,0,02€y 0,01 €).

3-62 ;De cudntas maneras diferentes podemos reunir 85 <€ si utilizamos billetes de 1<,
5€,10€y20€?

3-63 Disponemos de un numero ilimitado de bloques de 1 cm., 2 cm. y 3 cm. de altura.
Combinando estos bloques sin que importe el orden, ;cudntas torres de altura n = 15 cm.
podemos construir? (suponer que los bloques de cada tamafio son indistinguibles entre si).

3-64 Utilizar un argumento combinatorio para demostrar que el coeficiente de z2"*! en

f(z) y el coeficiente de 2”2 en g(x) son iguales (encontrar, también, cuanto vale este
coeficiente).

3 —1\3

f@)=(@+z>+... +2") gla)=(1+z+z%+.. . +2" 3

3-65 Para hacer una prueba piloto sobre el comportamiento de los politicos en el Parla-
mento del Estado espaiiol, se han reunido cientificos del Pais Vasco, Galicia y Catalunya.
Encontrar de cudntas maneras distintas se puede hacer un grupo de nueve personas de
manera que ninguna autonomia tenga mayoria absoluta en el grupo.

3-66 La suma de cuatro enteros positivos, tomados siempre en orden no decreciente, es r
y la cantidad de maneras de escoger estos enteros es g,. Encontrar la funcién generadora
ordinaria asociada a la secuencia {g; }.

3-67 Resolver los casos , , , , y del problema propuesto en la seccién

3 utilizando la técnica de las funciones generadoras ordinarias.
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Solucionario

3-51 Sik = 9, utilizando la proposicién 3.8, podemos deducir que el coeficiente g7 de =7

es gy = — (2) = —36.

Si k = —9, por la proposicion 3.9, podemos deducir directamente que el coeficiente g7 de

z7 es g7 = CR(9,7) = (9 N ; a 1) = (f’) = 6435.
3-52 El niimero de posibles distribuciones es:

10 10!
(3,2@,4) = Sy 12000

3-53 El niimero de posibles distribuciones es:

> + > + > + > ) g0
3,0,2 0,3,2 2,1,2 1,2,2)

3-54 Si introducimos los simbolos T (movimiento hacia el norte) y — (movimiento hacia
el este), entonces un recorrido de diecisiete bloques no es mds que una palabra de longitud
diecisiete utilizando los simbolos del alfabeto {1, —} o, si se quiere, una permutacién con
repeticion de dos elementos (el T y el —) donde el primero se toma siete veces y el segundo
diez.

. . 1 17!
El nimero total de posibles recorridos es PR(17,7,10) = (7 IO) = WT7O' = 19448.

3-55 El coeficiente de a®c3d*e en el desarrollo de (a + b+ ¢+ d + ¢)'0 es:
10 10!
(2,0,3,4, 1) Toololglall! 12600.

3-56 La solucidn al problema planteado es el coeficiente g de =" en la funcién generado-
ra:

gl) =423 +2+. ) +22 +2r+ .. )2+t +a28+.).

3-57 La respuesta viene dada por el coeficiente goo de 20 en el desarrollo de la funcién

generadora g(z) = (x + 2% 4+ 2° + 2* + 2°) (2 + 2% + - -)°.

Podemos simplificar:
5 5
11 2, .3, 4 2 5 1n(1—2°) 1
g(f) xﬁ( +rx+z+z°+ 21+ +a"+--) x =) <1_m
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Por lo tanto, el nimero de soluciones enteras de la ecuacion a+b+c+d+e+ f =20es
_[(64+9-1 6+4—1\ (14 9\ _
apfy + asfs = ( 9 ) ( 4 ) = <9> <4> = 1876.

3-58 La funcion generadora del problema es
g(z) = (z+a*+ a3 +m4+x5+x6)4
y nos interesa el coeficiente goo de 222, go3 de 223 y goq de 24,

6 4
) , 0 sea que nos interesa el

Pero g(z) = z*(1 + x4+ 22 + ... + 2°)* = x4( 1
— T
coeficiente big de '8, big de 2% y bog de 220 en b(z) = (1 — 29)* (1 — 2)™%.
—_—

o(x) B(x)

Tenemos que calcular b1g + b19 + b2o:

b1s = apB18 + agB12 + a128s + 180
— CR(4,18) — C(4,1)CR(4,12) + C(4,2)CR(4,6) — C(4,3)CR(4,0)

() o) well) - ome

b9 = apB19 + agB13 + a1287 + a1/
= CR(4,19) — C(4,1)CR(4,13) + C(4,2)CR(4,7) — C(4,3)CR(4,1)

() () o) o

boo = apB20 + agB1a + a12088 + 1832
— CR(4,20) — C(4,1)CR(4, 14) + C(4,2)CR(4,8) — C(4,3)CR(4,2)

23 17 11 5
La respuesta es b1g + b1g + bog = 10 +4 + 1 = 15.
3-59 La funcién generadora del problema es: g(z) = (z 4+ 22)(1 + 2)® = z(1 +2) y

buscamos el coeficiente gg de 22 0, lo que es el mismo, el coeficiente de 28 en 1+ :Jc)9

que, aplicando la proposicién 3.8, resulta ser (Z) =09.
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El coeficiente g3 del término de grado 30 es

apbis + apBia + a1286 + a18B0 = CR(12,18) — C(12,1)CR(12,12)
+ C(12,2)CR(12,6) — C(12,3)CR(12,0)

29 23 17
= (18) —12(12> +66<6> — 220

= 19188950.

19188950

Por lo tanto, la probabilidad es 612

3-61 Resolveremos los dos casos por separado:

1) Queremos encontrar la cantidad de soluciones enteras, no negativas, de la ecuacién:
100z 4 50y + 20z + 10t + 5s = 100.

La funcidn generadora asociada a este problema es:

100)( 100)(

gz)=0Q+=z 1+2° +2 1—1—2320—1—1’40—1—---)

1+ 4220 4. )1 +2°+204...).

Si se desarrolla esta funcién generadora, el coeficiente del término de grado 100 es
g100 = 50. Este desarrollo hay que hacerlo manualmente o con algin software de
calculo simbodlico.

2) Del mismo modo, la solucidn es igual al nimero de soluciones enteras, no negativas,
de la ecuacion siguiente:

z+ 0,5y + 0,2z + 0,1s + 0,05¢ + 0,02u + 0,01v = 1
que también se puede escribir como:
100z + 50y + 20z + 10s + 5t + 2u + 1v = 100.

En este caso, la funcién generadora es:

100) 100)(

gz) =1 +2"0 +2°° + = 1+ 429+ ) +20 422+ )

A+a®+20 4 Y+ v+ )z +a® +2° +--0),

y el resultado que nos piden es el coeficiente del término de grado 100, que vale 4563.
Observar, igual que antes, que no es recomendable encontrarlo manualmente, es mejor
utilizar algin software de cdlculo simbdlico que permita la manipulacién de polino-
mios.

3-62 La solucién al problema planteado consiste en calcular el coeficiente ggs de 25° en
la funcién generadora:

g@)=(Q4z+a?+.. ) A+ +20 4. )0 +20 4220+ )1 +220+20+.. ) =

1 1 1 1
T l—z 1-25 1-—210 1 z20°

Para calcular este coeficiente es meior utilizar algdn programa gue permita la manipulacion
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3-64 f(x) es la funcién generadora que corresponde al problema de encontrar la cantidad
de soluciones enteras y positivas (comprendidas entre 1 y n), de x +y + 2 = 2n + 1.
Esta cantidad de soluciones viene dada por el coeficiente fa,,+1 de 22t Andlogamente,
el coeficiente go,,—2 representa la cantidad de soluciones enteras (comprendidas entre 0 y
n—1),dez+y+z=2n-—2.

Observemos que dada una terna, solucién de z+y+z = 2n—2, podemos obtener (sumando
una unidad a cada variable) una solucién de « + y + z = 2n + 1. Reciprocamente, dada
una solucién de z + y + z = 2n + 1, podemos restar una unidad a cada variable (es posible
restar una unidad, puesto que x, y, z > 1) y obtenemos una solucién de z +y+z = 2n — 2.

3-65 La solucion al problema consiste en encontrar la cantidad de soluciones naturales
que satisfacen la ecuacioén: z + y + z = 9 de manera que 0 < z,y,z < 5. La funcién
generadora asociada al problema es g(z) = (x + 2° + 2% + 2%)3 y tenemos que encontrar
el coeficiente gg de 2.

3

4
Sabemos que g(z) = 2*(1+x + 2% +2°)% = 23 <117;c) y, por lo tanto, el coeficiente
— T
que hay que calcular acaba siendo el del término de grado 6 en (1 — m4)3 (1- ac)_3.
S— N——
o(x) B()

Este coeficiente vale ag3s + ca52 = CR(3,6) — 3CR(3,2) = (2) -3 (;l) = 10.

3-66 Podemos enfocar el problema observando que el primer nimero (entero, positivo) es
a, el segundo nimero tiene que ser mds grande o igual que este y serd de la forma a + b,
donde b es un entero no negativo. El tercer nimero lo podemos ver como a + b + cy el
cuarto como a + b + ¢ + d, donde ¢, d son enteros no negativos.

Finalmente, el problema consiste en encontrar las soluciones de la ecuacién siguiente:
a+(a+b)+(a+b+c)+(a+b+c+d)=r,
0, lo que es lo mismo, de la ecuacion:
4da+3b+2c+d=r,
donde a es un entero positivo y b, ¢, d son enteros no negativos.
La funcidén generadora que buscamos es:

gz) = (@t + 28+ 22+ )+ +28+ . )A+2% a2t )+ 2+ 23+

3-67 Resolveremos los casos de manera separada:

Como los adhesivos no son distinguibles, hace falta utilizar una funcién generadora

ordinaria: 1

g(x):(1+x+:c2+x3+-~-)3:m

aue. nor la nronosicion 3.9. se canvierte en-
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adhesivos, respectivamente, en cada moto. Las restricciones se pueden escribir como:
9 =x1+ayxzz =2x2+b=2x1+a+b, donde a,b > 0. De este modo, la ecuacién
anterior se convierte en: x1 + (z1 + a) + (x1 + a + b) = 15. Es decir, se trata de
encontrar las soluciones enteras, no negativas de 3z + 2a + b = 15. Tal como hemos
hecho en problemas anteriores, la solucidn es el coeficiente g5 del término de grado
15 de la funcién generadora:

g@) =1+ +2° 427+ )+ +2t 2+ At P+

El resultado es g15 = 27.

a solucién es parecida al caso , pero la ecuacién, en este caso, tiene soluciones
estrictamente positivas. Es equivalente a buscar el nimero de soluciones enteras, no

. .. 14
negativas, de la ecuacién y1 + y2 + 23 = 12, que son (12> .

Como el caso , pero, de nuevo, hay que cambiar la ecuacién por y; + y2 + y3 = 12,
con las restricciones y; < y2 < y3. Podemos transformar el problema en encontrar
las soluciones enteras, no negativas, de 3y; + 2a + b = 12. Tal como hemos hecho en
problemas anteriores, la solucion es el coeficiente g1o del término de grado 12 de la
funcién generadora:

g@)=1+2® +a®+22 + )+ r2t v Qe 4 )

El resultado es g12 = 19.

Tenemos que encontrar la cantidad de soluciones enteras de x1 + x2 + z3 = 15 con
las restricciones 5 < z1 < 9,3 < x2 < 5y x3 < 3. La solucién consiste en calcular el
coeficiente g5 del término de grado 15 de la funcién generadora

g(@) = (@ + 2%+ 27+ 2% +2°)(° + 2" + ") (1 +z + 2" +27).

Este coeficiente es g15 = 6.

Es exactamente igual que el caso anterior. Hay seis soluciones que son: (7,5,3),
(83 57 2)’ (87 47 3)’ (97 55 1)’ (9’ 47 2)’ (97 3? 3)
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Introduccion

En este mdédulo veremos otra técnica que se utiliza en la resolucién de ciertos
problemas combinatorios, es la técnica de las ecuaciones recurrentes. Para te-
ner una primera aproximacion a las ecuaciones recurrentes, consideremos la
secuencia ag, a1,a3, ..., ar,..., donde el término general a, es la solucién
de un cierto problema computacional que depende del valor de la entrada r.
Ya vimos, en el médulo precedente, algunos métodos para calcular el término
general a, usando la técnica de las funciones generadoras. En algunos casos
serd posible calcular el término a, de la secuencia a partir de términos ante-
riores de ésta, previamente conocidos. Por ejemplo, observemos la secuencia
4,7,10,13,16, ... donde vemos que el primer término es ag = 4 y que la di-
ferencia entre cada dos términos consecutivos es d = 3. Entonces, el término
r-ésimo se puede expresar a partir del término anterior, el (r— 1)-ésimo, de es-
te modo : a, = a,—1 + d. Esta ecuacién es un ejemplo de ecuacién recurrente.
A la condicién ag = 4 la llamaremos la condicion inicial. Evidentemente, una
vez conozcamos la condicién inicial y la diferencia entre cada dos términos,
podemos ir calculando cada término de la secuencia a partir de los anteriores.
Muchas veces nos interesard conocer, directamente, un término, por ejemplo
a100, sin necesidad de calcular los noventa y nueve términos anteriores. Ha-
blaremos de resolver la ecuacion recurrente para referirnos a este calculo de
un término genérico de la secuencia. En nuestro caso, a, = 4 + 3r vy, por lo
tanto, ajgo = 4 + 3 - 100 = 304.

En la segunda parte del mdédulo veremos una introduccién a la complejidad
computacional. Para empezar, introduciremos con la ayuda de ejemplos la idea
intuitiva de cuando un problema es facil y cuando es dificil. En el supuesto de
que el problema se resuelva mediante un algoritmo, el concepto de eficiencia
del algoritmo traduce la idea de la dificultad para resolverlo. Veremos cémo
se puede estudiar la eficiencia de un algoritmo y que hay algoritmos (y pro-
blemas) que son intrinsecamente dificiles.

A continuacién, introduciremos el concepto de complejidad algoritmica que
nos permitird expresar, de una manera facil, la idea de eficiencia de un algorit-
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1. Ecuaciones recurrentes lineales

Introduccion

Dada una secuencia de nimeros que cumplen una cierta relacién entre si, va-
mos a estar interesados en expresar el término general en funcién de algunos
de los términos precedentes. Diremos que ésta es una definicion recursiva de
la secuencia puesto que el término general no es explicitado, sino referido a
otros términos anteriores en la secuencia. Naturalmente, para que el proceso
tenga sentido hara falta que conozcamos explicitamente el valor de los prime-
ros términos de la secuencia.

En esta seccion consideraremos problemas que admiten esta clase de formula-
cién recursiva. En general, la solucién de un problema () —no necesariamente
numérico— que relaciona n objetos, se puede pensar en términos de la solucién
que corresponderia al problema " que tiene el mismo enunciado que @, pero
que solo relaciona n — 1 objetos. Entendemos que ' no tendra una solucién
mas compleja que ) y que, por tanto, la reduccion sera til. Si podemos es-
tablecer una relacion entre la solucién para Q' y la correspondiente a @, el
proceso de reduccién puede ser repetido hasta llegar a un problema de reso-
lucién inmediata y, a partir de aqui, rehacer la cadena de soluciones que nos
volvera a llevar hasta Q).

Primero veremos, mediante algunos ejemplos, cémo podemos establecer un
enunciado recursivo y, después, como resolver la recurrencia que relaciona las
soluciones, o sea, como plantear una férmula explicita para el término general
que no dependa de los términos anteriores.

1.1. Planteamientos recurrentes

Definicion 4.1

a .. 7 Lo
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Cuando Vn sea b, = 0, diremos que la ecuacion recurrente es homogénea. Si
ar # 0 el orden de la ecuacion que hemos visto en la definicion (4.1) es k
y los k valores concretos xg, x1, ..., Z,—_1 son las condiciones iniciales que
determinan cual serd la sucesion. Observemos que si las condiciones iniciales
son diferentes podemos generar secuencias diferentes pero que seguiran la
misma ley de formacién.

Ejemplo 4-1
La ecuacion siguiente
Ip =Tp—1+2Tn—92—1 Vn>2
es una ecuacion recurrente lineal de orden 2, no homogénea (b, = —1). Los coeficien-

tes constantes sona; =1y ag = 2.
Con las condiciones iniciales g = 0, 1 = 1 nos genera los términos

ro=x14+220—1=14+2-0—-1=0
r3=x9+2x1—1=0+2-1-1=1
Ty =x3+2090—-1=14+2-0—-1=0

o sea, la sucesion alternada (0, 1,0, 1,0, ...).
En cambio, tomando las condiciones iniciales zg = x1 = 1 obtenemos

zo=142-1-1=2
r3=2+2-1-1=3
T4=3+2-2-1=6

que es la sucesién (1,1,2,3,6,...).

Ejemplo 4-2
La ecuacion siguiente
Tn = 2Tp—1+ Tn—2 —2xpn—3 VN >3
es una ecuacion recurrente lineal de orden 3, homogénea (b, = 0). Los coeficientes

constantes sona; = 2,a2 =1yasz = —2.
Con las condiciones iniciales zop = 0, z1 = 1 y x5 = 1 nos genera los términos

x3 =219+ x1 —220=24+1+0=3
T4 =2x3+2x9 —20x1=6+1—-2=5
x5 =214 + 23 — 2020 =104+3 -2 =11
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Ejemplo 4-3

Supongamos el caso siguiente de reproduccion de conejos a partir de un macho y
una hembra recién nacidos. Cada pareja es capaz de reproducirse al cabo de un mes de Sucesion de Fibonacci
haber nacido y produce —a partir de este momento— otro macho y otra hembra cada

mes. Si no se muere ninguno, jcudntos conejos tendremos al cabo de un afio? El problema de la
reproduccion de los
Para obtener la ecuacién recurrente que representa el enunciado iterativo de que dis- conejos fue enunciado por

Leonardo de Pisa, hijo de

ponemos situémonos al final del mes k-ésimo (k > 2). Tendremos tantas parejas de un tal Bonaccio. a
conejos como las que teniamos al final del mes anterior k£ — 1, mas las parejas nacidas principios del s. XIll. La
en el mes actual k. Ahora bien, en el mes k habran nacido tantas parejas como las que sucesion resultante es
habia al final del mes k — 2 (dado que estdn un mes antes de poder procrear). Asi, pues, conocida con el nombre

de sucesion de Fibonacci
y tiene la particularidad de
aparecer a menudo en
varios procesos evolutivos
naturales.

si xy, representa el total de parejas de conejos al final del mes n

Tn =Tp—1+ Tp—o Vn>2

con xg = x1 = 1, puesto que inicialmente y al final del primer mes sélo habia una
pareja.

La solucién para el niimero de parejas de conejos al cabo de doce meses serd el término
12 = x11+210. Por sustitucién progresiva vamos obteniendo o = 2, z3 = 3, x4 = 5,
o sea la sucesion (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...). Por lo tanto se
obtienen x5 = 233 parejas al cabo de un afio.

Ejemplo 4-4

Tracemos n > 0 rectas en el plano de tal manera que no haya dos de ellas que sean
paralelas ni tres que se corten en un mismo punto. Calculemos cudntas regiones ()
nos determinarén las n rectas.

Enla figura 1.4 vemos el caso de n = 1, 2 o 3 rectas, donde se forman, respectivamente,
x1 =2, x9 =4y x3 = 7regiones.

n=1
n=2 n=3

Figura 1.4: Rectas en el plano.

A partir de la observacién de estos tres casos podemos llegar a la conclusién que la n-
ésima recta trazada afiade n regiones a las que se habfan formado con las n — 1 rectas
precedentes. Asi,

Ty =Tp_1+n VYVn>1

siendo zg = 1.
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A B C

Figura 1.5: Torres de Hanoi (n = 5)

Vamos a suponer que sabemos cémo trasladar eficientemente n — 1 discos de un palo
a otro que estd vacio, y sea z,_1 el nimero de movimientos necesarios para ello.
Una manera recursiva de analizar el problema consiste en trasladar los n — 1 discos
superiores de A a B usando C'. Acto seguido, pasar el disco inferior de A a C'y,
finalmente, trasladar los n—1 discos de B a C' usando el palo A. Es facil darse cuenta de
que el esquema propuesto no hace movimientos innecesarios; ademads, para el calculo,
tan sé6lo nos hace falta saber trasladar un disco hacia un palo vacio.

De esta forma, hemos formado la ecuacidn recurrente (recordemos que hemos trasla-
dado dos veces n — 1 piezas, primero de A a By, después, de B a ()

Tnp =2Tp_1+1 Vn>2

siendo 1 = 1.

Si, inicialmente, hay cinco discos en el palo A, el nimero minimo de movimientos
necesarios para trasladarlos al palo C' viene dado por z5. Empezando por z1 = 1y
sustituyendo en la ecuacién recurrente obtenemos o = 2z +1 =3, 23 =7, 24 = 15
y finalmente x5 = 31.

Si hay quince discos, tendremos que calcular z15. Observemos que para ello tendriamos
que encontrar todos los términos de la sucesion hasta llegar a x15. Méas adelante vere-
mos como hay que calcular x5 de manera eficiente, sin tener que obtener los catorce
términos precedentes.

Ejemplo 4-6

Tenemos que subir una escalera de n > 1 peldafios. Decidimos, en cada paso, subir

un peldaiio o bien subir dos. Con estas condiciones calcularemos de cudntas maneras Niimero aureo
diferentes podemos llegar arriba.

Si tomamos un par de
El total de maneras, xr, de subir la escalera lo podemos descomponer en dos subtotales. términos consecutivos de
El total de maneras en que hemos subido un peldafio en el primer paso y nos queda, la sucesion de Flbonalc:CI
por lo tanto, una escalera de n — 1 peldafios, mas el total de maneras en que hemos g”égﬁ n(§1)5)—p(%r gj)er&p ?3)
subido dos peldafios en el primer paso, donde nos queda todavia una escalera de n — 2 etc.—y hacemos el
peldaiios para subir. As{ cociente entre ellos
obtenemos como
- resultado 1.5: 1,6; 1.62;
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Tal como hemos podido observar en el ejemplo 4-5, no siempre se puede cal-
cular rdpidamente un término de la sucesion, ya que primero tendremos que
calcular todos los términos precedentes. Por esto nos interesard encontrar una
férmula explicita para el término general de la sucesién, x,, que no dependa
de los términos anteriores. A continuacion, veremos diferentes métodos para
resolver esta cuestion. Primero veremos un método iterativo que no resul-
tard demasiado eficiente para ecuaciones recurrentes de orden mayor que 1.
Después veremos un método mas sistematico, llamado método de las raices,
para ecuaciones recurrentes de orden mayor o igual que 2. Las ecuaciones re-
currentes de los ejemplos 4-4 y 4-5 las resolveremos con el método iterativo,
puesto que son de orden 1 y las de los ejemplos 4-1, 4-2, 4-3 y 4-6 (de 6rdenes
superiores a 1) las resolveremos con el método de las raices.

1.2. Resolucion iterativa

Buscar una férmula explicita para una ecuacion recurrente de orden 1 se puede
hacer facilmente mediante un proceso iterativo, a partir de las condiciones
iniciales, hasta que se determina una hipétesis sobre la ley seguida para formar
la sucesion. A continuacién, se puede proceder a demostrar esta hipétesis por
induccidn para ver si era correcta o no. En caso de que no lo fuera, harfa falta
revisar la iteracion y formular otra hipétesis.

Ejemplo 4-7

Empecemos por encontrar una férmula explicita para la ecuacion recurrente de orden
1 del ejemplo 4-5,

Tn =2Tp_1+1 Vn>2
siendo x1 = 1. A partir de esta férmula, calcularemos el minimo nimero de movi-
mientos que hace falta hacer para trasladar, uno por uno, quince discos del palo A al
palo C.

Si desarrollamos los primeros términos obtenemos

T2 =2r1+1=2-14+1=2+1=3
x3=2290+1=2(24+1)+1=2-24+3=7
x4=2x3+1=2(2-24+3)+1=2-2-247=15

Ty =224 +1=2(2-2-247)+1=2-2-2.24+15=31

asi, podemos tomar como hipétesis

an=2""14+ @) =2"—1.

A AAantinniani&n vramAac o xrar o4 ta£4 1 £ 2l ol 1 Stada dao A
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Ejemplo 4-8

A continuacién encontraremos una férmula explicita para la ecuacidn recurrente de
orden 1 del ejemplo 4-4,

Tp =Tp_1+n Vn>1
siendo 9 = 1y calcularemos cudntas regiones nos determinan veinte rectas en el
plano.

Desarrollando los primeros términos obtenemos
ri=x0+1=14+1=2
To=x1+2=14+14+2=4
r3=x9+3=14+14+24+3=7

asi, podemos tomar como hipétesis

zn=14+(14+24+...4+n).

Procedemos por induccién. Para n = 1 tenemos ;1 = 1 + 1 = 2. Consideremos la
hipétesis correcta hasta n = k y calculemos, ahora, el siguiente término:

Tpr1 =+ k+1)=14+40+2+...+k)+(k+1)
=14+(0+2+...+k+(k+1)
de manera que podemos afirmar que la hipdtesis era correcta para todo valor de n.

La suma de los n primeros enteros positivos se puede expresar como (1+2+...+n) =

n+1)n . ., ..
%, por lo tanto, podemos escribir la solucién de la manera siguiente:

(n+1)n

Tn =1+ 2

Si trazamos veinte rectas en el plano, nos determinaran x99 = 1+ 210 = 211 regiones.

1.3. Ecuaciones recurrentes homogéneas

La resolucion iterativa de las ecuaciones recurrentes no es facil de utilizar
cuando la ecuacidn tiene orden superior a 1. Por esto, ahora veremos un pro-
cedimiento sistematico, llamado método de las raices, donde no es necesario
hacer ninguna suposicién sobre la forma del término general de la sucesion.
Consideraremos el caso particular de la ecuacién de orden 2. Los resultados
se pueden extender, por analogia, al caso general.

Observar

. ., Las raices de la ecuacion
Empecemos por suponer el caso de la ecuacion recurrente homogénea de or- caracteristica de una

. ecuacion recurrente
den 2: sirven para construir la
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Demostracion: Primero: si la secuencia 1, ¢, t2, t3, ... es solucién de (1.1) quiere decir que

k

tF = aptF L anthT? vk >2

y, siendo ¢ # 0, podemos dividir por th=2

y obtenemos
t2 = a1t + ag

es decir,
2
t“ —ait —ag = 0.

Segundo: si t?2 — ait — ag = 0, entonces igual que antes, pero procediendo en sentido
contrario llegamos a que 1, ¢, 2,43, ... es solucién de (1.1). 1

Definicion 4.3

La ecuacion (1.2) se llama la ecuacion caracteristica de la ecuacién
recurrente.

Ejemplo 4-9

Vamos a encontrar férmulas explicitas para las sucesiones que cumplan la siguiente
ecuacion recurrente homogénea de orden 2.

Ty — Tp—1—6xp_o=0 Vn>2.

La ecuacién caracteristica de la ecuacion recurrente es t2 — ¢ — 6 = 0. Tenemos que,

2 —t—6=(t+2)(t—23)

por lo tanto, las raices sont = —2 y t = 3. Asi, por la proposicién 4.2 dos soluciones

de la ecuacion son las sucesiones
1,-2,(=2)%,(=2)%, ..., (=2)", ... y Si las soluciones de la
1.3.32.33 _ 3n ecuacion caracteristica de

una ecuacion recurrente
son Ay v, entonces la
Observar, ademas, que la sucesion secuencia

sn = a\" + B~" satisface
los requisitos de la
ecuacion recurrente (a y
(3 son arbitrarios).

sn=(=2)" +3"

formada por la suma de las dos soluciones también es solucién. Efectivamente,

(=271 4377 4+ 6((=2)" 7 + 3"
= (-2 ,3.372 L ("2 3n—2)
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Proposicion 4.4

Si pg, p1,P2,--- Y Q05 91, G2, --- SOn soluciones de la misma ecuacion re-
currente homogénea de orden 2, entonces, para cada par de constantes
«, (3, la secuencia

Sp=ap,+ B¢, Vn=>0

también es solucion de la ecuacion.

Demostracion: Si pg, p1,p2, ... ¥ 90, q1, g2, ... son soluciones de la misma ecuacién recu-
rrente quiere decir que

Pn = a1Ppn—1 + a2pn—2
gn = a1qn—1 + a2qn—2 (vn > 2)-

Tomemos sn = apn + Bgn (Vn > 0). Ahora, Vn > 2 tenemos que

a15p—1 + a25n_2 = a1(app—1 + Ban—1) + az(apn—2 + Bgn_2)
= a(a1pn-1 + agpn-2) + B(arqn-1 + a2gn—2)
= apn + Bqn = sn

y esto quiere decir que sy, es también una secuencia que verifica la ecuacion recurrente. 1

Si no tenemos en cuenta las condiciones iniciales, hay infinitas sucesiones que
cumplen la ecuacién recurrente (« y 3 pueden tomar valores cualesquiera).
Si tenemos en cuenta las condiciones iniciales, especificas para la ecuacion,
hara falta determinar el valor de las constantes o y ( resolviendo un sistema
de ecuaciones. En este caso habré una tnica sucesién que serd solucion.

Ejemplo 4-10
Buscaremos la tnica sucesion que cumple la ecuacién recurrente del ejemplo 4-9

Tn —Tp-1—6Tp_2=0 Vn > 2
con las condiciones iniciales zg = 0, 1 = 1.
Tal como hemos visto en el ejemplo 4-9, la ecuacion recurrente tiene como soluciones
(—2)" y 3™. Ademas, por la proposicion 4.4 sabemos que las sucesiones a(—2)" +
(33™ también son soluciones para cualquier par de constantes « y 3. Si tomamos las

condiciones iniciales xg = 0, z; = 1 obtenemos

x():O:a(—2)0+630:a+ﬁ
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Ejemplo 4-11

Calcularemos la solucién de la ecuacion recurrente del ejemplo 4-3 (sucesion de Fibo-
nacci)
Ty — Tp—1—Tp—2=0 Vn>2

con condiciones iniciales xg = 1 = 1.

la ecuacidn caracteristica de la ecuacidn recurrente es t2 — ¢ — 1 = 0. Las raices son

1++5

t =
2

Asfi, la solucién general es

ea (15) (55

2 2

Si tomamos las condiciones iniciales xg = x1 = 1 obtenemos

l=a+p
-0 (159) +5(5%)
de donde resulta o = \/25\}%1, B = \/25\/_51 Por tanto, el término general viene dado
por
= Vo1 <1+\/5>" V5 —1 <1—\/S>"
2v/5 2 2v/5 2

0, lo que es lo mismo,

(57 0))

Consideremos ahora el caso en que la ecuacién caracteristica tiene una Unica
raiz doble.

Proposicion 4.5

Si la ecuacion caracteristica t> — a1t — ap = 0 tiene una raiz p doble,
entonces, las secuencias

17p7p27p37"'7pn7"' y
0,1,2p,3p%, ...,np" 1, ...

verifican la ecuacion recurrente x,, = a1Z,_1 + a2Tn_o VN > 2.

Demostracion: Si p es una raiz de multiplicidad 2 del polinomio

L) 22 L

Observar

Si la ecuacién
caracteristica de una
ecuacion recurrente tiene
una raiz doble )\,
entonces la secuencia

Sn = 0" + BnA" 1
satisface la ecuacion
recurrente (a 'y 3 son
arbitrarios).
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Ejemplo 4-12
Calcularemos la solucion de la ecuacidn recurrente
Tp =2Tp—1 — Tp—2 VN >2
conxg =1, 1 = 2.
La ecuacidn caracteristica viene dada por
-2 4+1=0

que podemos escribir como
(t—1)%=0

es decir, t = 1 es una raiz doble. Por lo tanto, las soluciones vienen dadas por las dos
sucesiones

1,1,12,13, ...

0,1,2-1,3-12, ...
es decir,

1,1,1,1,..., 17, ...

0,1,2,3,...,m, ...

La solucién general de la ecuacion serd, pues, de la forma
zn=0-1"+p8-n
y, teniendo en cuenta las condiciones iniciales, formamos el sistema

rp=1=a-144-0=«
r1=2=a-146-1=a+p
que tiene como solucién « = = 1. Asi, la solucién que verifica las condiciones

iniciales es
Tn =1+ n.

Finalmente, para el caso general de la ecuacién recurrente lineal de orden NV
se pueden demostrar resultados anilogos a los que hemos visto para el caso
N = 2. Asi, podemos escribir el resultado siguiente:

Teorema 4.6

Si el polinomio caracterfistico de la ecuaciéon homogénea de orden N
tiene k ceros diferentes p1, ps, ..., pr donde cada p; tiene multiplicidad
my;, entonces, las sucesiones definidas por

_ .
In =DP;;
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Ejemplo 4-13
Calcularemos la solucion general de la ecuacion recurrente

Tn —6xp_1 + 12242 — 8xp_3 = 0.

La ecuacion caracteristica es
6t +120—8=0 < (t—2)°3=0.
Dado que tiene una tnica raiz ¢ = 2 de multiplicidad 3 podemos formar las tres solu-

ciones
an=2", xn= n2n_1, zn =n(n—1) on—2

asi, la solucién general es
an=a2" 4+ 2"t 4 yn(n—1)2" 2

«, By 7y constantes.

Ejemplo 4-14
Calcularemos la solucién general de la ecuacién recurrente

Tn — 91,1 + 1529 4+ 252, 3 = 0.

La ecuaci6n caracteristica es 5 — 9t + 15t +25 = 0 < (t — 5)%(t +1) = 0.
Como tiene una raiz doble ¢ = 5 y una raiz simple ¢ = —1, podemos formar las tres
soluciones xy, = 57, xp = n5" ! y zn = (—1)"™. Asi, la solucién general es

Tn = a5+ Bn5" T 4 y(=1)",

donde «, ('y y son constantes.

Ejemplo 4-15
Calcularemos la solucién general de la ecuacion recurrente

Tn —4Tp—1 +xp—2 + 102y_3 —4xy_4 — 8xp—5 = 0.
La ecuaci6n caracteristica es t°> — 4t* + 13 + 1062 —4t —8 =0 < (t —2)3(t +
1)2 = 0. Esta ecuacién tiene una raiz ¢ = 2 de multiplicidad 3 y una raiz t = —1 de
multiplicidad 2, por tanto podemos formar las soluciones z,, = 2", z, = n2n—1,

tn=n(n—1)2""2 z, = (—1)" y x, = n(—1)""!. La solucién general es

an=a2"+Bn2" ! 4 yn(n —1) "2 4 (=)™ + un(—l)”fl,
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Teorema 4.7

Sea R, = rg,71,79,...,Tn,... Una solucién de la ecuacién recu-
rrente no homogénea, y supongamos que conocemos dos soluciones

Py = po,p1,D02; -, Pns - y Q'n = 40,41,92; - Gn, --- de la ecuacion
recurrente homogénea correspondiente (b, = 0 Vn > 2). Entonces, to-

da solucién X,, = =z, z1,Z9,..., 2y, ... de la ecuacion no homogénea

Para encontrar la solucion
X, =aP,+38Q, + R, de una ecuacion
recurrente no

) . homogénea, primero
siendo « y (3 constantes a determinar. resolveremos la ecuacion
homogénea y, entonces,
afnadiremos una solucion
particular.

Demostracion: Tenemos que
Tn — G1Tp—1 — @2Tn—2 = by,  VYn > 2.
Restando esta expresion de (1.3) obtenemos
(xn —rn) —a1(@p—1 —Tn-1) —a2(Tn—2 —rp—2) =0 Vn >2.

Asf, la sucesion Dy, = X, — Ry es una solucion de la ecuacion homogénea. Sabemos
ademas, por el lema 4.4, que podemos escribir

Dn:OCPn‘i‘BQn

siendo a y (B constantes a determinar, y dado que X,, = D, + R, ya hemos acabado la
demostracion. 1

El teorema 4.7 nos muestra cémo se puede calcular la solucién general de la
ecuacion no homogénea a partir de una solucién cualquiera (Ilamada solucion
particular). Para determinar esta solucion particular, se ensaya por analogia
una solucién del mismo tipo que el término b,,. Asi, si b, es un polinomio de

3

grado 3, probaremos la solucién cg + cin + con® + e3n?, siendo ¢, ¢1, ¢2, ¢3

constantes a determinar, mientras que si se trata de una exponencial de base 2,
ensayaremos c 2", siendo c una constante a determinar.

Ejemplo 4-16
Ahora resolveremos la ecuacion

Ty — Tp—1 — 2Lp—2 = n?>  Vn > 2

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01397 19 Ecuaciones recurrentes. Complejidad computacional

Ahora el problema es encontrar la solucién particular.
Ensayemos una solucién de la ecuacién no homogénea tomando
_ 2
Tn = Co +c1n + can
Si ahora sustituimos en la ecuacién recurrente que queremos resolver tendremos

(co 4 cin+ can®) — (co + c1(n — 1) + ca(n — 1)?)
—2(co 4 c1(n —2) + c2(n — 2)?) = n?

que, desarrollando, da
(—2¢o + 5¢1 — 9¢2) + (—2¢1 + 10¢2)n — 202n2 =n?
donde, igualando coeficiente a coeficiente los dos polinomios de cada lado de la igual-

dad, se forma el sistema
—2cog +5¢1 —9¢c9 =0

—2c1 +10c2 =0

—2c2 =1

. .. 5 1
que tiene como solucién ¢y = —4, ¢; = 5 2="5

Asi, vemos que la solucién general es la solucién (2™ 4+ 5(—1)"™) de la ecuacién
homogénea a la cual afiadiremos la solucién particular que acabamos de encontrar:

5 1
Tn=02" +B(-1)" —4—-n-— “n2.
2 2
Si ahora imponemos las condiciones iniciales, podemos determinar las constantes « y
3, asi
ro=0=a+p8—-4
5 1
=2=20—f3-4—2—2
1 «—p 272
que da el sistema
O=a+p0—-4
2=2a—03—-17
. ., 13 1
que tiene como solucién o = 3 8= —3
Finalmente, la solucion es la sucesion
13, 1 n+l 5 1 9
= S9" 4 —(—1 —4—2p— Zpn?
=520+ 3(1) 2" T "

Para el caso general de la ecuacién de orden N tenemos

Teorema 4.8
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1.5. Ejercicios

4-17 Resolver la ecuacidn recurrente:

Tp — 5Tp—1 + 6xp_2 = 0; rzg=1, 21 =2

4-18 Resolver la ecuacién recurrente:

Ty —2Tp—1 — Tp—2 + 22,3 = 0; rzg=0,21 =22 =1

4-19 Resolver la ecuacion recurrente:
Tn + 4T 1 +5Tp_2 + 2253 = 0; zo=1,21=2,22=3
4-20 Sabemos que una ecuacion recurrente lineal y homogénea de orden 7 tiene una raiz

—3 de multiplicidad dos, otra raiz 2 de multiplicidad cuatro y una raiz 5 simple. ;Cudl es
la solucidn general de esta ecuacion recurrente?

1.6. Soluciones

4-17 La ecuacidn caracteristica es
2 —5t4+6=0 & (t—3)(t—2)=0
por lo tanto, las raices son t = 3y t = 2. Asi, la solucion general es
xn = a3" + 2"
Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, formamos el sistema

ro=1=a+p
1 =2=3a+20

que tiene como solucién o = 0y 8 = 1. Asi, la solucién que verifica las condiciones

iniciales es
n
Tn =2 .

4-18 La ecuacion caracteristica es
-2 —t42=0a t-DE+1)(E—-2)=0
por lo tanto, las raices sont = 1, ¢ = —1y t = 2. Asi, la solucién general es

T = a+ B(=1)" + 2.
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4-19 La ecuacidn caracteristica es
3 2 2
tP4+4t°+5t+2=0< (t+1D)(t+2)=0
por lo tanto, las raices son t = —1 con multiplicidad 2 y t = —2. Asf, la solucién general

€S
T = a(=1)" + Bn(=1)""" +v(-2)".

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, formamos el sistema
ro=1=a+vy
1 =2=—-a+p—2y
ro =3 =a—203+4y

que tiene como solucién o = —7, 8 = 11 y v = 8. Asi, la solucién que verifica las
condiciones iniciales es

an = (T4 11n)(=1)" " 4+ 8(=2)".

4-20 La solucion general es

Tn = Oz(—?))n + ﬁn(—?))n_l +,Y2n +6n 2n—1 + Apn(n _ 1) 2n—2+
+An(n —1)(n —2)2" 73 4+ 45",
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2. Problemas y algoritmos

2.1. Problemas faciles y dificiles

A lo largo del curso se ven un gran nimero de problemas, algunos més féciles
de resolver que otros. Este concepto de dificultad a menudo es subjetivo y
no responde a la naturaleza propia del problema o del método utilizado para
resolverlo.

Los motivos por los que un problema se puede considerar dificil de resolver
pueden ser varios:

e El nimero de posibles soluciones es demasiado grande para encontrar la
mejor solucién por busqueda exhaustiva entre todas las soluciones posibles.

e El problema es tan complicado que nos vemos obligados a utilizar mo-
delos simplificados, la solucién de los cuales estd lejos de la solucién del
problema inicial.

e La funcién de evaluacién utilizada para describir la calidad de una solu-
cién no es lo suficientemente buena o no se ajusta a las necesidades del
problema.

e La persona que tiene que resolver el problema no esta lo suficientemente
preparada para encontrar la solucién.

Ejemplo 4-21

Subjetivamente, el problema de buscar las soluciones de una ecuacién con varias incégni-
tas parece bastante dificil. Por ejemplo, encontrar el nimero de soluciones enteras no
negativas de una ecuacion de la forma z; + x2 + - -+ + 2 = n.

Pero, en este caso concreto, el problema es facil de resolver, ya que en un médulo an-
terior vimos que es equivalente a calcular las r-muestras no ordenadas con repeticién
que se pueden construir a partir de un conjunto de n elementos. Por ejemplo, la ecua-
4+6-1

ciénx+y+z+t—6tieneCR(4,6)—( 6

) = 84 soluciones enteras no

namatixrac
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Operadores logicos

Ejemplo 4-22 El operador V representa
la o l6gica, mientras que
Un problema elemental en 16gica binaria es el de encontrar alguna solucién a una el operador A representa

la Y légica. Ademas, la
notacion = se utiliza para
B a indicar el valor contrario al
(z1VT2) A (T3 Vag)...=1 de z, es decir,
r=0&7=1.

expresion booleana de la forma

donde las variables x; toman valores 0 o 1.
Por ejemplo, la expresion

(x1VT2)Azz =1 2.1
tiene como soluciéon 1 =1, z0 =0y z3 = 1.

Aunque este problema es muy parecido al del ejemplo anterior, no se conoce ninguna
transformacion que nos permita saber, de una manera eficiente, si una ecuacién como
la (2.1) tiene solucidn, y en caso afirmativo, cudntas. El inico método efectivo consiste
en buscar las posibles soluciones de manera exhaustiva.

Si la ecuacién tiene pocas variables, entonces el espacio de posibles soluciones es
reducido y se puede encontrar la solucién (en caso de que la haya) con pocos recursos.
El espacio de posibles soluciones de la ecuacién (2.1) contiene 2% elementos.

Si el nimero de variables es muy elevado entonces es practicamente imposible buscar
la solucién de manera exhaustiva. Para una ecuacion con cien variables, el espacio de
posibles soluciones contiene 2190 elementos. Este problema se considera intrinseca-
mente dificil.

De manera general podriamos decir que la dificultad de un problema depende

de aspectos inherentes al mismo (espacio de buisqueda, modelizacién, etc.) y Observar

de otros aspectos que dependen de la capacidad para encontrar un buen método La eficiencia de un
algoritmo es una medida
de su dificultad centrada
en la cantidad de recursos
que utiliza el algoritmo.

o algoritmo de resolucion.

Tanto en un caso como en otro, seria interesante disponer de una “medida” de
su dificultad. En los problemas que se pueden resolver mediante un algoritmo,
se utiliza el concepto de eficiencia (cantidad de recursos que utiliza un algo-
ritmo) como medida de su dificultad. En las secciones siguientes intentaremos
precisar mds este concepto que aplicamos repetidamente en la asignatura.

2.1.1. Ejercicios

4-23 Supongamos que queremos encontrar, de manera exhaustiva, todas las soluciones
enteras, no negativas, de la ecuacién z1 + z2 + -+ + xm = n, (cudl es el cardinal del
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2.1.2. Soluciones

4-23 Cada variable puede tomar valores z;, donde 0 < z; < n. Asi, el conjunto de posi-
bles soluciones tendrd cardinal (n + 1)™.

4-24 El cardinal del conjunto de soluciones es 2% = 8 pero no habra ninguna solucién, ya
que si z = 1 necesariamente T = 0.

4-25 El espacio de posibles soluciones tiene 2100 =~ 1030 ¢lementos. Si en cada segundo
verificamos mil soluciones, necesitariamos

1030 27

—— = 10“" segundos = 0,3 - 10%° afios

La edad del universo es aproximadamente 15 - 10° afios.

2.2. Introduccion al analisis de algoritmos

Definicion 4.9

Un algoritmo es un conjunto de instrucciones, claramente especifica-
das, que hay que seguir para resolver un problema.

Una vez definido un algoritmo, para resolver un problema es importante deter-
minar la cantidad de recursos (como el tiempo o el espacio de memoria) que
el algoritmo consume.

Si un algoritmo tarda un afio en resolver un problema, seguramente no serd de
mucha utilidad. Del mismo modo, si un algoritmo necesita un gigabyte de
memoria principal, seguramente tampoco serd muy util.

Para un problema concreto se pueden encontrar diferentes algoritmos que lo
resuelvan. Naturalmente, interesa escoger aquel que sea mas eficiente, es decir,
aquel que utilice menos recursos.

Ejemplo 4-26

Los algoritmos siguientes intercambian el contenido de dos variables:
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Recursos utilizados por cada algoritmo:

Intercambiol Intercambio2
2 variables 3 variables

3 asignaciones 3 asignaciones
3 operaciones aritméticas

Podemos concluir que el primer algoritmo utiliza mas recursos temporales (hace mas
operaciones) y el segundo mds recursos espaciales (mds memoria).

Esta idea de eficiencia, interpretada como cantidad de recursos, nos permi-
tird distinguir entre problemas faciles y problemas dificiles de una manera
objetiva. Es importante, antes de empezar, ver como podemos calcular la can-
tidad de recursos utilizados por un algoritmo.

Nos centraremos principalmente en el estudio de los recursos temporales de
un algoritmo, es decir, en el tiempo de ejecucion del algoritmo. Dado que este
tiempo de ejecucién depende del sistema de cdlculo (ordenador) utilizado, su-
pondremos, para simplificar el andlisis, que todas las operaciones elementales
tardan el mismo tiempo (en la préxima seccidén veremos que esta simplifica-
cion no representa ninguna debilidad en el analisis).

El ejemplo siguiente nos permitird ver las bases del anélisis del tiempo de
ejecucion.

Ejemplo 4-27

Este algoritmo calcula la suma de los n (n > 1) primeros nimeros naturales.

1 funcién Suma(n)

2 inicio

3 parcial «— 0

4 parai «— 1 hastan

5 parcial «— parcial + 1
6 finpara

7 retorno (parcial)

8 fin

Las lineas 1, 2 y 8 forman parte de la declaracion del algoritmo y se considera que no
consumen recursos. Las lineas 3 y 7 consumen una unidad de tiempo cada una (segtin
nuestra suposicién que todas las operaciones elementales tardan lo mismo). La linea 5
consta de una suma v una asienacion v se ejecuta n veces Fn total tarda 2»n nnidades
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Asi, pues, en general podemos definir el coste de un algoritmo como:

Definicion 4.10

El coste de un algoritmo es una funcién 7" : N — N, no decreciente,
que calcula la cantidad de recursos (temporales y espaciales) que utiliza
el algoritmo.

y podemos destacar que:

El coste de un algoritmo...

e El coste de un algoritmo (que incluye el tiempo de ejecucion, el espacio de .. s una funcién natural
. . .. . . de variable natural, cuyo
memoria utilizado, etc.) es una funcién no decreciente, ya que no es posible valor depende del tamario

del problema que se

que el tiempo de ejecucién o la memoria disminuya cuando aumenta el : -
quiere resolver. El objetivo

nimero de pasos. En el ejemplo anterior, 7'(n) = 4n + 4. del andlisis es estudiar la
variacion del coste de un
e La funcién T es una funcién que depende del tamario del problema que {’e{%ﬂg?a cuando varia su

se quiere resolver (en el ejemplo, la cantidad n de nimeros naturales que

queremos sumar).

e ¢l objetivo de este andlisis consiste en estudiar como varia el coste aso-
ciado a la resolucién de un problema cuando varia su tamafio. En nuestro
ejemplo, si el tamafio se duplica, entonces el coste también se duplica. Es
decir, hay una dependencia lineal entre el coste de la solucion y el tamafio
del problema.

En lo que queda de esta seccidn, cuando hagamos referencia al coste de un
algoritmo entenderemos, por defecto, que nos referimos al coste temporal.

A veces no es necesario describir completamente un algoritmo para calcular
(de manera aproximada) el coste asociado a la resolucién de un problema.
Veamoslo con un ejemplo.

Ejemplo 4-28

Para calcular una potencia entera y positiva, =", de un nimero necesitamos hacer n — 1
multiplicaciones. Asi, podemos decir que un algoritmo, para calcular ", necesitaria
n — 1 unidades de tiempo o que el problema de calcular la potencia =™ con este algo-
ritmo tiene un coste T (n) = n — 1. Por ejemplo, el célculo de 2°? tendrfa un coste
de 61 con este algoritmo.

(Podemos calcular esta potencia, =", con menos multiplicaciones?
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En total hacemos nueve multiplicaciones en lugar de las sesenta y una iniciales. Lla-
maremos a esta técnica, método de multiplicar y elevar.

Para contar el niimero de multiplicaciones en funcién de n, tenemos que distinguir
dos tipos de valores: si n es par hay una multiplicacién de la forma a2 ™2 sin
es impar hay una multiplicacién de la forma ™! - & y otra de la forma g(=1/2.
(™= 1D/2_ A, el ndmero minimo de multiplicaciones se obtendra cuando n sea par y
potencia de 2. El coste serd Ty, (n) = logy n. El nimero maximo de multiplicaciones
se obtendra cuando en cada paso n sea impar, es decir, cuando n sea una potencia de 2
menos 1. En este caso, Tmaz(n) = 2|logy n|.

Este ejemplo pone de manifiesto que:

e Para calcular el coste de un problema no hace falta describir todas las ope-
raciones de un algoritmo. A menudo, serd suficiente calcular el coste de las
operaciones que consumen mads recursos. En el ejemplo, esta operacion es
la multiplicacién.

e La funcioén que representa el coste de un algoritmo no siempre se puede
expresar de una forma tnica. Sin embargo, siempre se pueden calcular los
valores mdximo y minimo de la funcién de coste y los valores de entrada
para los cuales estos valores mdximo y minimo se alcanzan. En el ejemplo,
el valor minimo (mejor caso) es logy n que se logra cuando n es una po-
tencia de 2 y el valor maximo (peor caso) es 2|logy 1| que se logra cuando
n es una potencia de 2 menos 1.

Acabaremos esta seccién con otro ejemplo que nos muestra una aplicacién de
las ecuaciones recurrentes al anélisis de algoritmos.
Ejemplo 4-29

Uno de los métodos basicos de clasificacion es el método de clasificacion por intercam-
bio (burbuja). En este método una secuencia de n nimeros almacenados en una tabla
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Al final de este proceso (paso) tendremos el 4 correctamente situado después de haber
hecho tres comparaciones y tres intercambios. Si repetimos este proceso dos veces
mads (dos pasos mds) conseguiremos ordenar toda la secuencia inicial. Observar que,
en cada paso, el nimero de comparaciones disminuye en una unidad y que no siempre
una comparacién da lugar a un intercambio.

Procederemos a calcular el nimero total de comparaciones que hemos hecho (es la
operacion central del algoritmo) para ordenar n nimeros. Llamemos 7'(n) al nimero
total de comparaciones que hace falta hacer para ordenar los n nimeros. Tras n — 1
comparaciones habremos situado el valor mas grande al final de la secuencia y nos que-
dara una secuencia de n — 1 nimeros para ordenar en el paso siguiente. Esta secuencia
necesitard T'(n — 1) comparaciones para conseguir quedar ordenada. Asi, podemos
escribir la ecuacion recurrente,

Tn)=Tn—-1)+n—-1, (n>1)

ademads, T'(1) = 0 puesto que con un solo elemento no hace falta hacer ninguna com-
paracion.

Esta es una ecuacion recurrente lineal de orden 1 que se resuelve usando la técnica
iterativa vista en la seccién 1.2. En este caso, también se puede resolver, de manera
muy sencilla, por otro procedimiento.

Sustituyendo 7'(n — 1) por su valor, T'(n — 2) + n — 2, etc., llegamos a la expresion:

Suma de » nimeros

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855), a los siete
anos, obtuvo la suma de
uno hasta sesenta de
manera inmediata cuando
T(n) = n(n—1) se dio cuenta que

2 1+460=24+59 =
=3+58=...=30+31
y que se podia calcular la

Este resultado indica que el coste para ordenar una secuencia de n niimeros enteros por suma agrupando los
términos en la forma

el método de la burbuja es n(n — 1)/2. anterior. Asi la suma es
30 - 61 = 1830. Habia

descubierto la conocida
férmula:

T(n)=1+2+3+---+(n—1)

El resultado de esta suma vale

2.2.1. Ejercicios
J Lo = OEDR

4-30 ;Cual de las dos versiones del algoritmo de intercambio del ejemplo 4-26 (pdgina
24) parece mas adecuada para intercambiar el contenido de dos variables cualesquiera?

4-31 ;Cuantas unidades de tiempo se precisan para sumar los sesenta primeros nimeros
naturales utilizando el algoritmo del ejemplo 4-27 (pagina 25) ? ;Sabriais escribir un algo-
ritmo mds eficiente para calcular la suma de los n (n > 1) primeros niimeros naturales?

4-32 Calcular el nimero de multiplicaciones necesarias para calcular 211, 215, 216, 220

siguiendo el algoritmo de multiplicar y elevar (ejemplo 4-28, pagina 26). Comprobar, en
cada caso, que este nimero de multiplicaciones estd acotado por |logy n| y 2[logy n].
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2.2.2. Soluciones

4-30 Las dos versiones son practicamente iguales en cuanto a la eficiencia, pero la primera
versién sélo se puede utilizar cuando los datos son de tipo numérico. La segunda versién
se puede utilizar para cualquier tipo simple de datos.

4-31 Para sumar los sesenta primeros nimeros naturales necesitarfamos
dn+4=4-60+4=244
unidades de tiempo.

Podriamos usar el algoritmo siguiente, basado en la férmula de Gauss, para calcular la
suma de los n primeros nimeros naturales

funcion Suma(n)
inicio
parcial —n-(n+1)/2
retorno (parcial)
fin

Este algoritmo calcula la suma de los n primeros nimeros naturales en cuatro unidades de
tiempo (cinco si contamos el retorno).

4-32 La tabla siguiente da un resumen del resultado

n | |loggn]| | multiplicary elevar | 2|logyn]|
11 3 5 6
15 3 6 6
16 4 4 8
20 4 5 8
4-33 La tabla serfa

n | multiplicar | multiplicar y elevar

1 0 0

2 1 1

3 2 2

4 3 2

5 4 3

6 5 3

y demuestra que para n < 3 es indiferente utilizar uno u otro método. A partir de n = 4 es
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n(n—l).

Primero simplificamos T'(n) =1+ 2+---+ (n—1) = 3

Para n = 1 tenemos 7'(1) = 0y la hipétesis es correcta.

Consideramos la féormula valida hasta n = k£ — 1. Entonces,

Tk) = Tk-1)4+(k-1) igualdad vilida utilizando la ecuacién inicial
= W + (k—1) hipdtesis de induccién
k—2
= (k- 1)(T +1)
k(k—1)

2

de manera que la hipétesis era correcta.

Por lo tanto, T'(n) = n(n — 1)/2.

2.3. La notacion O

Observar

En el andlisis de un algoritmo es importante saber exactamente cudntas opera- Es muy importante
conocer la variacion del
numero de operaciones
de operaciones cuando aumenta el tamafo del problema. que hace un algoritmo, a
medida que varia el
tamano del problema.

ciones se hacen, pero todavia es mds importante saber cémo varia este nimero

En el ejemplo 4-27 (pagina 25) habiamos visto que el nimero de operaciones
necesarias para sumar los n primeros nimeros naturales era 4n + 4. Podemos
decir, simplemente, que el tiempo de ejecucién (coste) es proporcional a n o
que crece linealmente con n.

En cambio, si aplicamos directamente la férmula de la suma (ejercicio 4-31,
pagina 28) entonces el nimero de operaciones es constante (exactamente 4)
independientemente del valor de n.

El algoritmo de multiplicar y elevar (ejemplo 4-28, pagina 26) es un poco mas
dificil de analizar dado que el niimero de operaciones varfa. En estas situacio-
nes, se toma el valor del peor caso como medida del coste del algoritmo. Asi,
podemos decir que el coste serd proporcional a 2|logs 1| 0 que crece como
dos veces el logaritmo de n.
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Figura 4-1: Tasas de crecimiento

Definicion 4.11

La tasa de crecimiento es el orden de magnitud de la complejidad
computacional. Es justamente el término que crece més rdpido de la
funcién que nos da la complejidad computacional, segin el tamafio n
del problema.

La figura 4-1 nos muestra el comportamiento de estas funciones para algu-

nos valores de n. Podemos destacar que, conforme n aumenta, los graficos se

separan y la diferencia entre éstos se hace mayor. Asi, podemos decir que la Las caracteristicas

especiales de la funcién

funcién n? es la que tiene mayor tasa de crecimiento. A continuacién viene la P
logaritmica hacen

funcién n, después la funcion log n y, finalmente, la funcién constante 4 es la deseable buscar
. .. algoritmos de complejidad
que tiene menor tasa de crecimiento. |ogar|’tmica para resolver
problemas.

La tabla de la figura 4-2 muestra, numéricamente, la tasa de crecimiento de
varias funciones. Observar que para valores pequefios de n las diferencias son
pequefias, pero, conforme n aumenta, las diferencias se hacen mayores. En
particular, la funcién T'(n) = 2" es la que tiene mayor tasa de crecimiento.
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logn n n? 2"
0 1
1 2 4
23 5 25 32
33| 10 100 1024
39| 15 225 32768
43| 20 400 1048576
56| 50| 2500 1125899906842620
6.6 | 100 | 10000 | 1267650600228230000000000000000

Figura 4-2: Tasas numéricas de
crecimiento

complejidad computacional es O(n?).

Definicion 4.12

Un algoritmo se dice que tiene una complejidad del orden de f, y se

escribe O(f), si el coste (temporal, espacial, etc.) del algoritmo es una

funcidn que tiene la misma tasa de crecimiento que f.

Ejemplo 4-35

1) El algoritmo para sumar los n primeros nimeros naturales tiene una compleji-
dad O(n) si utilizamos el algoritmo del ejemplo 4-27 (pagina 25). Si aplicamos
la férmula de Gauss, entonces tendrd una complejidad constante que se representa

por O(1).

2) El algoritmo para calcular una potencia de exponente entero es un algoritmo li-
neal, O(n), mientras que el algoritmo de multiplicar y elevar es un algoritmo de
complejidad logaritmica, O(logn).

3) Finalmente, el algoritmo de clasificacion por intercambio es un algoritmo cuadrati-
co, puesto que tiene una complejidad del orden de n?, o sea, O(n?).

Observemos que O(f) es un conjunto de funciones. Exactamente, todas las

funciones que tienen la misma tasa de crecimiento que f. Por ejemplo, O(n?)

contendra las funciones n?, n? + 1, 3n? +n, —n? 4+ 2n — 1, etc. Asi, podemos

escribirn? +1 € O(n?).

Malalaswr Ta ~nnnmanlaiidad Aa s
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Teorema 4.13

1) Si el coste de un algoritmo es constante, es decir, T'(n) = k, k € N
entonces el algoritmo tiene una complejidad O(1).

2) Si el coste de un algoritmo es un polinomio de grado £ € N en n, o
sea T'(n) = azn® 4 - - + a1n + agp, entonces el algoritmo tiene una
complejidad O (n*).

3) SiTi(n) € O(f(n))y Ta(n) € O(g(n)) entonces

T1(n) + Ta(n) € max{O(f(n)), O(g(n))}.
4) SiTi(n) € O(f(n))yTa(n) € O(g(n)) entonces
T1(n) - Ta(n) € O(f(n) - g(n)).

Demostracion: Consultar, por ejemplo, [1]. 1

Ejemplo 4-36

Dados dos niimeros enteros x, n, el algoritmo siguiente calcula =™ /n!

1 funcién potencia (z,n)

2 inicio
pot «— multiplicar_elevar(x,n)
fact « factorial (n)
retorno (pot/ fact)

fin

QA AW

Sélo tenemos que analizar las lineas 3,4 y 5.

En la linea 3 llamamos al algoritmo de multiplicar y elevar que ya sabemos que tiene
una complejidad O(log n). La asignacién de esta linea es constante y, por lo tanto, tiene
una complejidad O(1) (regla 1). Ya que primero se ejecuta el algoritmo de multiplicar
y elevar y, a continuacion, la asignacion, podemos aplicar la regla 3 y obtenemos, para
la linea 3, una complejidad total O(logn).

En la linea 4 tenemos una funcién y una asignacién. El calculo del factorial de un
numero entero n necesita de n — 1 multiplicaciones. Por lo tanto, tendrd una compleji-
dad O(n) (regla 2). La asignacion tiene una complejidad O(1). En total, la linea 4 tiene
una complejidad O(n) (regla 3).

Finalmente, la linea 5 consta de una division y una operacion de retorno del algorit-
mo. Las dos juntas se ejecutan una unica vez. Si aplicamos la regla 1 obtenemos una
complejidad O(1).

Resumiendo, tenemos tres lineas que se ejecutan secuencialmente con complejidades
O(logn), O(n) y O(1). Si aplicamos la regla 3 obtenemos una complejidad para todo
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4-38 Para cada una de las funciones siguientes indicar a qué orden de complejidad perte-
necen. Utilizar, si hace falta, las reglas de cédlculo de la complejidad:

n—n°+5n35"+n°5+10% vVt —2,n2. (logmn +n)

4-39 Calcular la complejidad de cada uno de los fragmentos de algoritmo siguientes:

1) 1suma+<—0
2para i «— 1 hastan
3 suma «— suma + 1

4finpara

2) 1suma <0
2para i < 1 hastan
3 para j < 1 hastan
4 suma «— suma + 1
5 finpara
6 finpara

3) i1suma<—0
2para i < 1 hastan
3 paraj < 1 hastan?
4 suma «— suma + 1

5 finpara
6 finpara

2.3.2. Soluciones

4-37 Utilizaremos el simbolo ’<’ para indicar que la tasa de crecimiento es menor:

3

6 < logn < (logn)? < vn < n < nlogn < n? <n® < 2" < n!

4-38 n —n® +5n° € O(n®)
5" +n5 € O(5™)
5+10% € O(1)
VvVt =2 e 0(n?)
2 3
n® - (logn+n) € O(n°)
4-39 Lainicializacién de la variable suma tiene un coste 1y, por lo tanto, una complejidad
O(1). La instruccién suma «— suma + 1 tiene un coste de 2 unidades que, de nuevo, es
O(1). Asi, la complejidad en cada caso, depende de los bucles para.
1) La linea 2 tiene una complejidad O(n). Como la linea 3 tiene una complejidad O(1),

si aplicamos la regla 4 obtenemos una complejidad O(n - 1) = O(n) para todo el bucle
para. Si aplicamos la regla 3 obtenemos una complejidad méx{O(1),O(n)} = O(n)

nara tada el aloaritmn
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Definicion 4.14

Se dice que un problema pertenece a la clase de problemas P
(complejidad polinomial) si el mejor algoritmo conocido para resol-
verlo tiene una complejidad O(P(n)), donde P(n) es un polinomio en
n, el tamafo del problema.

Se dice que un problema pertenece a la clase de problemas NP
(complejidad polinomial no determinista) si el mejor algoritmo cono-
cido para resolverlo, y con la ayuda de informacion complementaria,
tiene una complejidad polinomial.

Es evidente que los problemas de la clase P estdn incluidos en la clase NP
pero, actualmente, la comunidad cientifica todavia desconoce si P = N P.

Ejemplo 4-40

La mayoria de problemas que hemos analizado en este capitulo (suma de los n primeros
nimeros naturales, calculo de la potencia entera de un nimero, clasificacién de una
secuencia de nimeros, etc.) pertenecen a la clase P, puesto que para todos ellos hemos
sabido encontrar un algoritmo que tiene una complejidad polinomial.

Problemas indecidibles

En cambio, el problema del ejemplo 4-22 (pagina 23), llamado SAT, es un problema

que pertenece a la clase NP. Para resolver este problema con n variables tendriamos
que probar todas las posibilidades y, un algoritmo que lo hiciera asi, tendria una com-
plejidad O(2"), que no es polinomial. No se conoce ningdn algoritmo que pueda re-
solver este problema en un tiempo polinomial. En cambio, si en lugar de considerar el
problema genérico sélo consideramos una instancia concreta del mismo (esto serfa la
informacién complementaria a que haciamos referencia en la definicién), por ejemplo
1 =0,20 =1, -+, z, = 0, entonces es facil (problema de complejidad polinémica)
resolver el problema y saber si esta instancia lo satisface o no.

Hay problemas que son
tratables y hay problemas
que son intratables, pero
todavia puede ser peor:
A.Turing demostré que
hay problemas
indecidibles. Son
problemas para los cuales
es imposible conseguir un

algoritmo para
resolverlos, aun cuando
pudiéramos disponer de
una gran capacidad de

Los problemas que tienen una complejidad polinomial, es decir, que perte- N
calculo o de recursos.

necen a la clase P, se consideran computacionalmente tratables (faciles). En

cambio, los problemas que pertenezcan a la clase NP se consideran compu-
tacionalmente intratables. El hecho de que muchos problemas estén clasifi-
cados actualmente como NP, no significa que no pueda haber, en un futuro,
algoritmos de clase P que los resuelvan (ésta es una linea de investigacion
actualmente muy activa).
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Ejercicios de autoevaluacion

4-41 Encontrar una férmula explicita para la sucesion definida por la siguiente ecuacién
recurrente de orden 1
Tn =Tp—1+2n Vn>1,

siendo zg = 3.

4-42 Sea Sy, con n > 1, la cantidad de maneras de obtener el valor n cuando se suman
los términos de una sucesion de unos y doses. Asi, por ejemplo, Sy = 5, dado que tenemos
las posibilidades 1 + 1+ 1+ 1;2+2;2+1+1;1+2+ 1y 1+ 1+ 2. Formular una
ecuacion recurrente para obtener Sp,.

4-43 Sea x, n > 1 el nimero de vectores binarios de longitud n que no tienen dos unos
consecutivos. Formular una ecuacién recurrente para obtener x,.

4-44 Disponemos de un ntimero ilimitado de bloques de 1 cm, 2 cm y 3 cm. de altura.
Formular una ecuacién recurrente para obtener cudntas torres de altura n se pueden hacer
combinando estos bloques, xr,.

4-45 Encontrar y resolver una ecuacién recurrente para el nimero, x,, de maneras de
apilar n fichas, que pueden ser rojas, blancas, verdes o azules, de manera que no haya
fichas azules consecutivas. Considerar xg = 1.

4-46 Se ha cortado un disco circular, en sectores, de forma que nos han quedado n > 2
sectores diferentes, cada uno en forma de quesito. Cada sector es pintado de un solo color,
amarillo, verde, azul o rojo, y no puede haber dos sectores consecutivos con el mismo
color. ;De cuantas maneras diferentes podemos pintar el disco?

(Indicacion: formular una ecuacién recurrente de orden 2.)

4-47 Resolver las ecuaciones recurrentes:

1
8%n — 6&p_1 + Tp_o =2"
2)
Tn =2Tp—1+2Tp—2—-1 20=0,21=1
3)

Tp +4xy—1 +4x,_20 = n; xg=0,21 =2

4-48 Si sabemos que la sucesién
{zn} ={1,5,7,11,13,17,19,23,25,.. .} (n=0,1,...)

se puede expresar mediante una ecuacion recurrente lineal y homogénea, de orden 3, se
pide determinar la expresion recurrente y calcular el término general para poder hallar
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2) 1suma <0
2para i < 1 hastan
3 para j — 1 hasta i2
4 suma «— suma + 1
5 finpara
6 finpara

3) i1suma<0
2parai < 1 hastan
3 paraj < 1hasta i’
4 si j méd ¢ # 0 entonces
5 suma «— suma + 1
6 finsi
7 finpara
s finpara

4-50 Los problemas que se pueden resolver mediante algoritmos de complejidad logaritmi-
ca son considerados muy eficientes. Esto se debe a las propiedades particulares de la fun-
cién logaritmo.

1) Demostrar que todas las funciones logaritmicas, log, n, tienen la misma tasa de creci-
miento. Es decir, log, n € O(logn) para cualquier base de logaritmos que tomemos.

2) La tasa de crecimiento del logaritmo de cualquier funcién polinémica log(P(n)) es
O(logn), donde P(n) representa un polinomio en n.

4-51 Consideremos una secuencia ai,ag,...,an de nimeros enteros, donde queremos
buscar una determinada informacién b. La manera usual de proceder consiste en comparar
consecutivamente b con cada elemento de la secuencia a;, i« = 1,2, ... hasta encontrarlo.
(Cudl serd el nimero minimo y el mdximo de comparaciones que habrd que hacer para
encontrar el nimero b dentro la secuencia? ;Cuadl es la complejidad de este algoritmo?

Si la secuencia estd previamente ordenada, a; < ag < ... < ap, entonces podemos proce-
der de la manera siguiente: comparamos b con a,, /2. Sib = a,, /5 hemos acabado la bisque-
da. De lo contrario, si b < a,, /5 seguimos la bisqueda en la subsecuencia a1, ..., a,jo_1.
Sib > ay/o continuaremos la biisqueda en la subsecuencia a,, /31, - -, an. (Cudl serd,
en este caso, el nimero minimo y maximo de comparaciones que habra que hacer? ;Cual
sera la complejidad de este algoritmo?

4-52 Para calcular la potencia entera =" de un ndmero, conocemos un algoritmo muy
eficiente que se llama algoritmo de multiplicar y elevar (ver el ejemplo 4-28, pagina 26).

1) (Cuantas multiplicaciones hacen falta para calcular 28, 21, x14, 2159

2) Obtener la representacion binaria de los niimeros enteros 8, 11, 14y 15.

3) (Qué relacion hay entre la representacion binaria obtenida en el apartado anterior y el
nimero de multiplicaciones calculadas en el primer apartado?

4) Deducir, en funcién de n, una cota superior para el nimero de multiplicaciones nece-
sarias para calcular z".

5) (Cudl es la complejidad del algoritmo de multiplicar y elevar?
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3) Resolver la ecuacién recurrente obtenida en el apartado anterior y deducir la compleji-
dad del algoritmo para determinar los valores maximo y minimo en C.

4-54 Determinar una ecuacion recurrente para el nimero minimo de comparaciones que
son necesarias para localizar la coordenada de valor més pequefio en un vector de n coor-
denadas. Deducir, iterativamente, la forma explicita y demostrar, por induccién, que la
forma explicita es correcta.
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Solucionario

4-41 Desarrollando los primeros términos obtenemos

r1=x20+2-1=3+2-1
zo=x1+2-2=(34+2-1)+2-2=3+2(1+2)
x3=22+2-3=3+2(14+2)+2-3=3+2(1+2+3)

asi, podemos tomar como hipétesis

xn=34+2(14+2+4---+n).

Procedamos por induccién. Paran = 1 tenemos z; = 3+2-1 = 3+ 2(1). Si consideramos
la hipétesis cierta hasta n = k tenemos que

Tpp1 =ap+2k+1)=3+21+2+ -+ k) +2(k+1)
=3+21+2+ - +k+(k+1))

de manera que, efectivamente, la hipdtesis era correcta para todos los valores.

La suma de los n primeros enteros positivos se puede expresar como

(1+2+...+n):@’

por lo tanto, podemos escribir la solucién de la manera siguiente:

xn:3+(n+1)n,

4-42 El total S;, se puede descomponer en dos subtotales. El total de maneras que empie-
zan por 1 que es, claramente, S,,—1, mas el total de maneras que empiezan por 2, Sy, 2.
Asi

Sn = Sp—1+ Sn—2 Vn >3

siendo S; = 1y Sy = 2, puesto que para n = 2 tenemos las posibilidades 1 + 1y 2.

4-43 El total x,, se puede descomponer en dos subtotales. El nimero de vectores binarios
que empiezan por 0 que es, claramente, z,,_1, mds los vectores binarios que empiezan por
1. Para estos ultimos vectores la siguiente cifra que tomemos tiene que ser un 0, puesto
que no puede haber dos unos consecutivos, por lo tanto, hay z,,_2 vectores binarios que
empiezan por 1. Asi

Tn = Tp—1+ Tp-2 Vn >3

siendo x1 = 2y 2 = 3, puesto que hay dos vectores binarios de longitud 1y tres vectores
binarios de longitud 2 que son (0, 0), (0,1) y (1,0).

4-44 En este caso el total x, se puede descomponer en tres subtotales. El nimero de

torree .. 1+ ane emniecen con n hlaane de 1 cm de altnra el midmero de torres o
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Asi
Ty =3Tp—1+3Tp_2 VYn>2

siendozg =1y z; =4.

La ecuacién caracteristica de la ecuacion recurrente es 2 — 3¢t — 3 = 0. Las raices son

t:3ﬁ:~/9—4(—3) :3i¢ﬁ
5 .

2

La solucién general es

oo (M) 0 (05)

Si tomamos las condiciones iniciales xg = 1y 1 = 4 obtenemos

ro=1=a+p
4 (354) 5 (34)

de donde resulta o = 2+ 5, 8= 21— 5. Por lo tanto, el término general viene dado
por 2421 24/21
b V245 <3+ \/21>" V21 -5 <3 — «21)"
" 2VRI 2 221 2 '

4-46 Si escogemos un sector cualquiera, entonces Sy, n > 4, puede ser descompuesto en
dos partes, los discos que tienen los dos sectores adyacentes al sector escogido de color
diferente y los discos que los tienen del mismo color. En el primer caso, el sector escogido
puede ser pintado s6lo de dos colores diferentes y el resto de sectores los podemos pintar
como si estuviéramos en un disco con n — 1 sectores, por lo tanto, lo podemos hacer de
2S,,—1 maneras diferentes. En el segundo caso, el sector escogido lo podemos pintar de tres
colores diferentes y el resto de sectores como si fuera un disco con n— 2 sectores (quitamos
el sector escogido y uno de los dos adyacentes, puesto que tienen el mismo color), por lo
tanto, lo podemos hacer de 3.5,,_2 maneras. Asi obtenemos la ecuacién recurrente

Sn =2S,-1+35,_9 Vn > 4.

. . . . 4 .
Si el disco tiene dos sectores, lo podemos pintar de Sy = 9 -2! = 12 maneras diferentes,

puesto que sélo tenemos que escoger dos colores diferentes de un total de cuatro. Si el disco
tiene tres sectores, como todos los sectores son adyacentes entre si, también tenemos que
escoger tres colores diferentes de los cuatro. Ademas, con éstos podemos pintar el disco

. 4
de dos maneras diferentes, por lo tanto S3 = (3) -3l =24.

La ecuacién caracteristica de la ecuaci6n recurrente es t> — 2¢ — 3 = 0. Las raices son
t=3yt=—1,yaque
2+ /14— 4(-3) 244

2 o2

Aci 1a ealnecidn oeneral ec
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4-47 1) La ecuacion caracteristica de la ecuacion recurrente homogénea
8xn — 6rp—1 + Tp—2=0
es

2 1 1
82 —6t+1=0 (t—f)(t—7>:0

1

por lo tanto, las raices sont = — y t = 1

1
2
Asf, la solucién general es

so=afl)"+ o)+

donde R, es una solucién particular de la ecuacién recurrente inicial no homogénea.
Ensayemos ahora una solucién para R, tomando

Ry, =c2"
y sustituyendo en la ecuacién recurrente que tenemos que resolver obtenemos

8c2" —6c2" 42" =2
2"2(8¢2%2 —6c2+¢c) =2""2.22
32¢—12c+c¢ =4

. .. 4
que tiene como solucion ¢ = ﬁ

La solucién general serd

1 1 4
Tn = Tp = a(i)n +ﬂ(1)n + ﬁQn

siendo a y (3 constantes.

2) La ecuacidn caracteristica de la ecuacién recurrente homogénea n, = xp—1 + 22
es
P—t-2=0e (t-2)(t+1)=0

por lo tanto, las raices son ¢t = 2y t = —1. Asi, la solucién general es
Tn =a2" +B(=1)" + Ry,

donde R, es una solucién particular de la ecuacion recurrente inicial no homogénea.
Ensayamos ahora una solucién para R, tomando

Rn=c¢c
y, sustituyendo en la ecuacién recurrente a resolver, tenemos la ecuacion
c=c+2c—1
. .. 1
que tiene como solucién ¢ = 3

La solucién general serd
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3) La ecuacion caracteristica de la ecuacion recurrente homogénea
Tp +4x,_1 +4x,_2 =0

es
P 4at+4=0 < (t+2)%=0

por lo tanto, hay una tnica raiz ¢ = —2 doble. Asi, la solucién general es
zn = a(=2)" + Bn(-2)""* + Ry

donde R, es una solucién particular de la ecuacion recurrente inicial no homogénea.
Ensayemos ahora una solucién para R, tomando

Rn =cy+cin
y sustituyendo en la ecuacion recurrente que se tiene que resolver obtenemos
(co+cin)+4(co+ci(n—1)) +4(co+c1(n—2)) =n
que desarrollando queda
(co+4co —4e1 +4cog —8c1) + (c1 + 41 +4e)n=n

donde, igualando el termino independiente y el coeficiente de n a ambos lados de la
igualdad, se forma el sistema

9co — 12¢1 =0
9c1 =1

. . 4
que tiene como solucién cp = — yc1 = —.
27 9
La solucién general serd pues

— 1 4
— a(—2)" _2n1 - =
o0 = a(=2)" + fn(=2)" " + Snt o

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, formamos el sistema

x0:0:a+24f7
v1=2=-20+0+§+ 5

que tiene como solucién o = 7;7 yp= %3 Asi, la solucién que verifica las condi-
ciones iniciales es
4 n 13 n—1 4
=——(=2)" 4+ Zn(-2 “n4 —.
Tn 57 (2" + 5 n(=2)" + g+ o

4-48 Una ecuacion recurrente lineal homogénea de orden 3 es de la forma

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

n=2>y T5 = ax4 + brsz + cxo

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01397 43 Ecuaciones recurrentes. Complejidad computacional

Sustituyendo por los términos de la sucesion, obtenemos el sistema

11=7a+5b+c
13 =11la+ 7b+ 5¢
17 =13a+ 116+ 7c

que tiene como solucién a = b = 1, ¢ = —1. Por lo tanto, la ecuacién recurrente es
Tp =Tp—1+Tp_9—Tp—3 Vn>3
conzg=1,z1 =5yz2=T7.
la ecuacidn caracteristica es
B2 —t4+1=0 o (t—1)>3*t+1)=0.

Dado que tiene una raiz ¢t = 1 de multiplicidad 2 y otra ¢t = —1 de multiplicidad 1, podemos
formar las tres soluciones

1
on=1" zp=nl""" zp=(-1)"

asi, la solucién general es
Tn = a+ Bn+y(=1)".

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, formamos el sistema

ro=1=a+7y
x1:5=a+577
ro=T=a+20+7y

. . 3 1 . . .
que tiene como solucién a = 3 B =3y~ = —5 Asi, la solucién que verifica las
condiciones iniciales es 3 1

Por lo tanto, g9 = g +3-99 + % = 299.

4-49 En cada algoritmo contaremos el nimero de veces que se ejecuta la instruccién

suma «— suma + 1.

1) El bucle mds interno se ejecuta un nimero variable de veces, dependiendo del valor de
la variable ¢. Cuando ¢ = 1, se ejecuta una vez, cuando ¢ = 2, dos veces, etc. En total
. . 1 . .
seejecutard 1 +2+---+n = MT)TL veces. La complejidad sera de O(n?).
2) Cuando i = 1 el bucle j se ejecuta una vez. Cuando i = 2 el bucle j se ejecuta cuatro
veces, etc. En total, se ejecutara:

n
1+4+9+~.+n2:232:%

s=1

La compleiidad serd O(n®).
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4-50 La funcion logaritmica es la inversa de la funcién exponencial y tiene una tasa de
crecimiento muy lenta que la hace muy {til en informatica.

1) Todas las funciones logaritmicas tienen la misma tasa de crecimiento independiente-
mente de la base de los logaritmos. Esto es asi ya que

_logn 1

log, n logn € O(log n)

" loga  loga
2) Es suficiente darse cuenta de que

log(n®) = a-logn € O(logn)

4-51 El primer tipo de busqueda se llama biisqueda secuencial. El nimero minimo de
comparaciones serd 1, cuando el valor b que buscamos esté en la primera posicién de
la secuencia. El maximo nimero de comparaciones se obtendrd cuando b esté al final o,
simplemente, no esté en la secuencia. Habrd que hacer n comparaciones. La complejidad
de este algoritmo es O(n).

Si la secuencia estd ordenada podemos proceder con el segundo método llamado biisqueda
binaria. En este caso, el nimero minimo de comparaciones serd 1 y se obtendrd cuando
b esté en la posicién n/2. El nimero maximo de comparaciones es un poco mds dificil
de calcular Observemos que cada vez que hacemos una comparacién negativa también
hacemos una divisién de la secuencia por la mitad. Naturalmente, el nimero méximo de
comparaciones se obtendrd cuando b no esté en la secuencia, es decir, cuando hagamos
el maximo posible de divisiones. Contemos, pues, el nimero de divisiones que habra que
hacer. La tabla siguiente muestra el nimero de elementos que nos quedan por investigar
tras cada division:

Divisiones | Elementos
Inicialmente n
1 n/2
2 n/4
k n/2k

El proceso de divisiones se acabard cuando quede un solo elemento para investigar, es
decir, cuando

n

o = 1=k=logyn
Por lo tanto, el nimero de comparaciones serd logy n y, por el ejercicio anterior, tendremos
una complejidad O(logn).

Observemos que el algoritmo de btisqueda binaria es mucho mds eficiente que el algoritmo
de biisqueda secuencial. Observar, también, que esta mejora se obtiene por el hecho de
que sabemos que la secuencia ha estado previamente ordenada. Por ello, es conveniente
ordenar previamente cualquier secuencia sobre la que haga falta hacer bisquedas: listas de
alumnos, listas de teléfonos, archivos en un disco, etc.

A_-87 Fn ol alonritmn de multinlicarx elevar hacemac nina multinlicacidn ¢ o a¢ immnar v
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Observar que la parte |logy 11] corresponde al niimero de veces que elevamos al cua-
drado y, 3 — 1, al niimero de veces que multiplicamos.

4) El nimero de multiplicaciones estd acotado por |2logy 7|

5) Siaplicamos la regla 4 y el primer apartado del problema 4-50 (pagina 37), deducimos
que el algoritmo tiene una complejidad O(logn).

4-53 Este ejercicio muestra como las ecuaciones recurrentes pueden ayudar a calcular la
complejidad de un algoritmo.

1) Sin = 1 entonces C contiene dos elementos y se necesita una sola comparacion para
determinar el maximo y el minimo.

2) Si conocemos el maximo (minimo) de C; y el maximo (minimo) de C necesitamos
una comparaciéon mds para determinar el maximo (minimo) de C. La ecuacidn recu-
rrente serd

Tn)=2T(n—-1)+2 (n>2), T(1)=1

3) Esta ecuacion se resuelve utilizando la técnica de las ecuaciones recurrentes. La so-
lucién es T'(n) = 3 -2"~1 — 2. Para hacer el célculo de la complejidad observemos
que, aunque hemos calculado el nimero de comparaciones en funcidén de n, nuestro
problema tiene tamafio 2". Asi, escribimos N = 2" y el nimero de comparaciones

serd §N — 2 que tiene una complejidad O(NV), es decir, tiene una tasa de crecimiento
lineal en el tamafio del conjunto C.

4-54 Si encontramos el valor mas pequefio de entre n — 1 niimeros y afiadimos otro nime-
1o, s6lo tenemos que hacer una comparacién mds entre el minimo que ya habiamos encon-
trado y el nuevo valor. Si sabemos cudntas comparaciones son necesarias para encontrar el
valor mas pequeiio de un vector de n — 1 coordenadas, x,,—1, entonces

Tn =Tp_1+1 VYn>2
con x1 = 0, puesto que con un solo nimero no hace falta hacer ninguna comparacion.

Para encontrar la férmula explicita, desarrollamos los primeros términos

ro=x1+1=1
r3=x90+1=2
Ty =x3+1=3
asi, podemos tomar como hipétesis
Tn =n— 1.
Procedamos por induccién. Para n = 1 tenemos x; = 0. Si consideremos la hipétesis

cierta hasta n = k podemos escribir

Tpp1 =2 +1=k—-14+1=k
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Introduccion

Este mddulo es una iniciacién a la teoria de grafos, en la que se presentan
las definiciones bdésicas, se demuestran los primeros resultados (entre los que
se encuentra la férmula de los grados), se ven algunos grafos importantes,
se analizan algunas operaciones que pueden llevarse a cabo con grafos, se
estudia el problema de la existencia de un grafo y, finalmente, se trata el tema
del almacenamiento de grafos, problema de gran interés para la algoritmica y
la programacion.

Es posible que esta disciplina os sea completamente nueva, dado que los pun-
tos de conexidn con otras disciplinas matematicas mas usuales son pocos. En
todo caso, antes de iniciar su estudio, seria conveniente repasar los contenidos
elementales de la combinatoria, cdlculo matricial, técnicas de demostracion
inductiva y, naturalmente, tener cierta madurez matematica.
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1. Caracterizacion de un grafo

En muchas situaciones, se establecen una serie de relaciones entre diversos

Un grafo...

objetos; un grafo es la estructura constituida por estos objetos y las relaciones

que pueden establecerse entre ellos. Los objetos se denominan vértices y las ...esta formado por

vértices (que pueden
representar objetos) y
aristas que pueden
representar las relaciones
Los grafos se pueden representar grdficamente en el plano; uno de los méto- entre estos objetos).

relaciones, aristas.

dos més utilizados consiste en representar los vértices por punto del plano y
les relaciones que puedan establecerse entre estos vértices mediante arcos de
curva (aristas) que los unan (eventualmente segmentos de recta).

Asi pues, una situacién que involucre objetos, entre los cuales se puede es-
tablecer algun tipo de interconexion, se puede describir mediante un grafo: las
comunicaciones, las reuniones, la fabricacién de circuitos y la coloracién de
mapas.

1.1. Grafo

Definicion 5.1
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Ejemplo 5-1

Se considera el grafo que se representa de la manera siguiente:

En este caso es G = (V, A), donde el conjunto de vértices es V' = {v1, v2,v3,v4} y el

conjunto de aristas es A = {{v1,v2}, {v2,v3}, {v1,v3}, {v1,v4}} Sia = {u,v} € A, para
simplificar la notacion se
escribe también a = uv 0
bien, de forma
equivalente, a = vu.

1.1.1. Ejercicios

5-2 Proponer un modelo en términos de teoria de grafos (y haced una representacion grafi-
ca) de la situacidn que se describe a continuacion. Se consideran las siguientes personas de
una clase: Juan, José, Jorge y Pablo. Jorge conoce a Pablo, y Pablo, Juan y José se conocen
mutuamente.

5-3 Proponer un modelo de grafos representativo de las comunicaciones por carretera en-
tre diversas ciudades y pueblos, y un segundo modelo representativo de la ausencia de
comunicaciones por carretera (es decir, existe una arista entre dos centros si, y sélo si, no
estdn comunicados por una carretera); la situacion puede ser ficticia o real.

5-4 Considerar una empresa donde hay diversas personas, P;,P»,Ps, y una serie de traba-
jos que se han de realizar, 71, ..., Tg, con la posibilidad de que una persona pueda hacer
mads de una tarea, segun sus capacidades. Formular (y dibujar) un modelo en términos de
teoria de grafos que recoja la situacidn de individuos que pueden hacer diferentes tareas, y
tareas que puedan ser realizadas por diferentes individuos.

1.1.2. Soluciones

5-2 Un esquema posible seria el siguiente:

Pablo
I'd _\I

AN / \

Jorge Y,
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Sabadell

Barcelona FRubi

Terrassa

5-4 Un posible esquema es el del grafo siguiente; corresponde a un tipo de grafo im-
portante, como se verd mas adelante: el de los grafos bipartitos, que se dan en muchas
situaciones de este tipo de asignaciones de tareas. Las personas y las tareas se indican con
vértices de colores diferentes.

1.2. Vértices y aristas

Definicion 5.2

Los vértices u,v € V son adyacentes si, y solo si, existe la arista uwv,
es decir, si, y solo si, {u,v} € A.La adyacencia de los vértices u, v se
denota u ~ v. En este caso se dice que la arista a = uv une o conecta
los vértices, que son sus extremos. Otras denominaciones que indican
que los vértices son adyacentes pueden ser:

e [Los vértices u, v y la arista uv son incidentes.

e Los vértices u y v son vértices vecinos.

Igualmente, se dice que dos aristas son adyacentes si comparten un
extremo.

Ejemplo 5-5

Se considera el grafo siguiente:
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Los vértices vs, vg son adyacentes; no lo son los vértices vg, vs. Los vértices vy, va
son los extremos de la arista a1, que se describe como a3 = {v1,v2} = viv2 = vavy.
Las aristas a4, as, ag son incidentes con vs. Las aristas a2, as son adyacentes.

Las propiedades y algoritmos que relacionan el nimero de vértices y aristas

de un grafo son muy importantes. Para enunciarlas son necesarias algunas

definiciones.

Definicion 5.3

e Dado un grafo G = (V, A), el orden del grafo es el cardinal del
conjunto, es decir, el nimero de vértices del grafo; evidentemente se
cumple que n = |V| > 1.

e [a medida del grafo es el cardinal del conjunto de aristas, o en

otros términos, el ndmero de aristas del grafo; es posible que no

haya aristas, de manera que m = |A| > 0.

No es dificil deducir que:

Proposicion 5.4

Definicion 5.5

Dado un vértice v € V del grafo G = (V, A) se define el grado g(v)
del vértice v como el nimero de aristas que son incidentes al vértice;

de acuerdo con nuestra definicién de grafo, el grado coincide con el

nimero de vértices que le son adyacentes, en otros términos

g) =HueV]vrul|=[{ueV [{uv}c A}

Los vértices de grado cero se denominan vértices aislados.

Ejemplo 5-6

En una reunién de personas, puede describirse el saludo entre los diversos participantes

Car agtia
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11 Fundamentos de grafos

Resulta evidente que:

Proposicion 5.6

0<gw)<|V|-1, WweV

Este resultado puede utilizarse para negar la existencia de ciertos grafos.

Ejemplo 5-7

Se observa que no puede existir ningtn grafo con la secuencia de grados 2,2,2,3,3,4,8.
En efecto, si existiese dicho grafo G = (V, A), se cumpliria que |V'| = 7y, si hubiese
un vértice vg de grado 8, en virtud de la desigualdad anterior, |V| > g(vg) + 1 >
> 8+ 1 =9, cosa que es imposible.

A partir del orden de los vértices de un grafo, puede definirse el grafo regular:

Definicion 5.7

Un grafo es regular si todos los vértices son del mismo grado; si el
grado comun es 7, entonces se dice que el grafo es r-regular.

Ejemplo 5-8

A continuacidn se presentan diversos ejemplos de grafos regulares.

i A X

1.2.1. Ejercicios

5-9 Considerar el grafo del esquema adjunto. Describir formalmente el conjunto de vértices

y de aristas.
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5-12 ;Qué grafos son O-regulares?

5-13 ;Qué medidas son posible, para los grafos de orden 3?

1.2.2. Soluciones

5-9 Eselgrafo G = (V, A),conV = {v1,v2,v3,v4} y A = {{v1,v2}, {va,v3}, {v1,v3},{v1,va}}

5-10 A continuacién se presentan diversas soluciones:

\.,. ﬁ()@ ﬂvﬂ

5-11 Cierto, yaque |V| > g(v) +1 > 4 + 1 > 5; en general, si un grafo es r-regular, ha
de ser de orden como minimo r + 1.

5-12 Los grafos sin aristas.

5-13 0 < |A| < (3) = 3. Es decir, 0, 1,2, 3.

1.3. Subestructuras de un grafo

Definicion 5.8

Dado un grafo G = (V, A), un subgrafo de G es un grafo H = (V’/, A’)
enel que V' C V,A’ C A, de manera que las aristas del subgrafo unen
vértices del subgrafo.

Asi, el nuevo conjunto de vértices es un subconjunto del original, y andloga-
mente para las aristas; esto significa que, si dos vértices son adyacentes en H,
entonces también lo son mediante una arista persistente en Gy, por lo tanto,
también son adyacentes en GG. En otros términos, si dos vértices de H no son
adyacentes en (G, tampoco lo son en H, pero es posible que dos vértices de H

<ean advacentes en (7. vno lo sean en H
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Definicion 5.9

e Dado un grafo G = (V, A), se considera un subconjunto S C V; se
define el subgrafo generado o inducido por S en G como el grafo
(S) = (S,A"), de tal manera que {u,v} € A" & {u,v} € Ay
u,v € S. Asi, el conjunto de las aristas de (S) son las que, siendo
de G, conectan vértices de S.

e Sean G = (V,A)y H = (V', A’) dos grafos; se dice que H es
subgrafo generador o de expansionde Gsi V' =V y A’ C A.

El grado de un vértice u relativo a un subgrafo H se escribe gp(u).

Ejemplo 5-14

Considerar el grafo representado en la figura:

3 4

Un ejemplo de subgrafo puede ser el siguiente: H = (V' A"), V! = {1,2,4,5},
A" = {{2,4},{4,5}}. El grado del vértice 4 en el grafo G es 4 y, en cambio, en el
subgrafo H el mismo vértice tiene grado 2.

Un subgrafo generador seria, por ejemplo, H = {{1,2,3,4,5}, {{3,4},{2,4}}}.

El subgrafo generado por el conjunto de vértices S = {2, 3,4, 5} es el grafo cuyo con-
junto de vértices es S'y el conjunto de aristas es A" = {{2, 3}, {3,4}, {2,4}, {3,5},{4,5}}.

1.4. Formula de los grados

Formula de los grados - Teorema 5.10
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Demostracion: Tan solo es necesario contar el nimero de aristas del grafo a partir de las
aristas que aporta cada vértice. Cada vértice v aporta al computo global de aristas la canti-
dad de g(v) aristas (cantidad que iguala el grado del vértice), de manera que globalmente el
nimero de aristas serfa ) -y, g(v) si cada arista no fuese compartida por los dos vértices
extremos y, en consecuencia, cada arista es contada dos veces; por lo tanto, la expresién
> wev 9(v) cuenta el doble del nimero de aristas, o sea, ), 1 g(v) = 2|Al. 1

Ejemplo 5-15
Se considera un grafo con secuencia de grados 2,2,2,2,2,2,3,1. Se puede calcular facil-

mente el nimero de aristas del grafo sin otra informacién, y aplicando la férmula de
los grados:

1 1
\A|:§%‘:/g(v)25(2+2+2+2+2+2+3+1):8
v

Con mucha frecuencia, la férmula de los grados se utiliza en la resolucién de
problemas de teorfa de grafos; también se utiliza un corolario que es muy fécil
de demostrar a partir del lema.

Proposicion 5.11

En un grafo cualquiera G = (V, A), el nimero de vértices de grado
impar es par.

Demostracion: En efecto, sea P el conjunto de vértices de grado par y S el conjunto de
vértices de grado impar, de manera que se tiene la particién V' = P U S. En consecuencia,
se puede escribir a partir de la férmula de los grados:

204/ = Y gw)= 3 gw)= 3 gw) + 3 g(w) = 3 2k + 3 (2ky +1)

veV veEPUS veP veSs veEP veSs

Esto se debe a que los nimeros pares son de la forma 2k y los nimeros impares, de la
forma 2k + 1, para un k adecuado, dependiendo del nimero.

Entonces, a partir de las féormulas anteriores, se puede escribir
TEETDIITRS 3% D SITEY D ST o) RUt
veP veS veS veP veS

de donde resulta que el cardinal del conjunto de vértices de grado impar puede escribirse
como la diferencia de dos nimeros pares y, en consecuencia, es par:

S| = 2[A] =2 (T ku+§‘ku\‘
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Ejemplo 5-17

En una reunién, el nimero de las personas que saludan a un nimero impar de personas
ha de ser par; es una consecuencia directa del corolario. Se supone que el saludo es
mutuo (esto se garantiza en el caso de los apretones de manos).

Ejemplo 5-18

En una clase, el nimero de alumnos que conocen a un nimero impar de alumnos (con
conocimiento mutuo) es par.

1.4.1. Ejercicios

5-19 En unareunion de ocho personas se producen algunos saludos entre los asistentes. Se
supone que dos personas saluden a otras tres, otra persona no salude a nadie, dos personas
saluden sélo a una, una persona salude a cuatro, y dos personas saluden a dos. ;Cudntos
saludos se producirian?

5-20 Un asistente a una reunién da la siguiente descripcion de la misma: habia seis per-
sonas; una no conocia a nadie y tampoco saludé a nadie; cada una de las personas restantes
salud¢ a tres asistentes. ;Puede ser correcta esta descripcion?

5-21 ;Pueden existir grafos G = (V, A) r-regulares con r impar, de orden |V'| impar?

5-22 En un grafo 2-regular, el nimero de aristas y de vértices coinciden. {Es esto posible?

5-23 Un grafo con catorce aristas, tres vértices de grado 1, dos vértices de grado 4, un
vértice de grado 3 y el resto de grado 2 ha de tener exactamente trece vértices. (Es esto
cierto?

1.4.2. Soluciones

5-19 8.

5-20 La descripcion no puede ser cierta, ya que si asi lo fuera, el grafo correspondiente a
la reunién tendria secuencia de grados 0, 3, 3, 3, 3, 3, es decir, habria un nimero impar de
vértices de grado impar, en contradiccion con el corolario a la férmula de los grados.

5-21 Se aplica la férmula de los grados:2|A| = >~ <y, g(v) = 7|V| Se observa claramente
una contradiccion, ya que el término de la izquierda es par, mientras que el de la derecha
es impar, de acuerdo con las hipétesis. Por lo tanto, no puede existir ningin grafo de estas
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1.5. Algunos grafos importantes

Es necesario conocer alguno de los tipos de grafos mas importantes. Los mas
elementales son:

Definicion 5.12

e Elgrafonulo N, de orden n > 1 es el grafo de n vértices y O aristas;
de manera que N,, = (V, ), con |V| = n. El grafo N7 se denomina
grafo trivial. El orden del grafo nulo V,, es n y la medida 0. Es el
mads simple de todos los grafos.

e El grafo ciclo de orden n > 3 es C, = (V,A), donde
V = {v,...,on} y A = {{v1,v2}, {v2,v3},... ., {vn,v1}} =
={{vi,vit1} |t =1,....,n =1} U {{vp,v1}}.

e El grafo trayecto T}, = (V, A) de orden n > 2 es el grafo para el que

V =A{v,...,on} y A = {{v1,v2},{va,v3},..., {vn-1,0n}} =
= {{vi,vix1} | i = 1,...,n — 1}. El grafo T,, se puede obtener
de la eliminacién de una arista del grafo ciclo C),; si, en cambio, se

aflade una arista a 7}, que conecte el primer vértice y el ultimo se
obtiene el ciclo C,,.

o El grafo completo de orden n es el grafo de n vértices con todas las
aristas posibles; es decir, K,, = (V, A), con [V| =ny [A] = (}) =
=1in(n-1).

Ejemplo 5-24

Se puede ver en esta figura los grafos ciclo C3, Cy4, C5. El dltimo grafo es T5.

Ejemplo 5-25

En las figuras que hay a continuacion se puede observar algunas representaciones de
los grafos completos K3, K4, K5. Observar que K3 = Cj.
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1.5.1. Ejercicios

5-26 (Qué grafos ciclos son grafos completos?

5-27 Los unicos grafos 2-regulares son los ciclos Cy,. (Es esto cierto?

5-28 ;Hay grafos r-regulares para todo r?

5-29 ;Cudl es la medida médxima de un grafo de orden 14? ;Cémo se denomina este grafo?

5-30 ;Puedes dar un ejemplo de un grafo tal que cada vértice sea incidente con cada arista?

1.5.2. Soluciones

5-26 C3 = K3

5-27 Falso, como se puede ver en el contracjemplo siguiente (grafo de 6 vértices y 6
aristas, que no es ciclo):

5-28 S, el grafo completo K11 es r-regular.
5-29 La medida maxima es |A| = (124) = 91y corresponde al grafo completo K14.

5-30 El grafo trayecto, T5.

1.5.3. Los grafos bipartitos

Los grafos bipartitos merecen una atencién especial:

Definicion 5.13

Un grafo G = (V, A) es bipartito si existe una particién del conjunto
de vértices, es decir si V = V; U V5, con Vi N V5 = (), de manera que

lac arictac avictantac cAla canactan vArticac da 17 caon vtArticac da 1/ - ac
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Ejemplo 5-31

Este gréfico es un ejemplo de grafo bipartito; se han indicado con colores diferentes
los vértices de cada biparticién.

La idea se puede generalizar a los grafos k-partidos. En este caso se tiene una
particion (V7, ..., Vi) del conjunto de vértices, de manera que las aristas que
hay conectan vértices que pertenecen a conjuntos diferentes de la particién y
no hay aristas conectando vértices de un mismo conjunto V;.

Definicion 5.14

El grafo bipartito completo K, ,,, es un grafo G = (V, A) que es bipar-
tito, siendo |V | = n, |V2| = m, con todas las aristas posibles conectan-
do vértices de V7 con vértices de V5.

Esto significa en particular que todos los vértices de Vi son adyacentes a todos
los vértices de V5. En otras palabras, A = {{u,v} | u € V4, v € Vo }. El orden
del grafo es |[V| = n + m y su medida es |A| = nm. Los vértices de V; son
todos de grado m y los de V5 son de grado n. Los grafos bipartitos completos
K, m son m-regulares.

Ejemplo 5-32

Se indican en colores diferentes los vértices de la biparticién, de manera que se tiene
Vi = {v1,v2,03} y Va{vs, vs, v6}.

\.I" "5 \.I'.‘_

L] L] ¥y

Estas figuras son representaciones de K3 3, K4 4 (de izquierda a derecha).
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Definicion 5.15

En el caso de un grafo k-partido completo se tiene una particién

del conjunto de vértices en k subconjuntos, de cardinales respectivos

ni,na,...,Nk, y existen todas las aristas posibles, con la condicién de
que no haya ninguna arista que conecte vértices de un mismo subcon-

junto. El grafo correspondiente se representa por Ky, . n,.

Ejemplo 5-33

La ilustracion corresponde al grafo K3 4 2.

Definicion 5.16

El grafo estrella £, de orden n (n > 3) es un caso particular de grafo
bipartito completo, F;, = K7 ,,_1.

el orden del grafo es n y la medida, n — 1.

Ejemplo 5-34

Este grafico corresponde a F1g = K1 9.

DNefinicidan 5 17
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Ejemplo 5-35

Este es el grafo rueda de orden 15: Ry5.

1.5.4. Ejercicios

5-36 Estudiar si el grafo siguiente es bipartito y, en caso afirmativo, representadlo “en
forma bipartida”, es decir , en forma que deje ver claramente la estructura bipartida.

5-37 Considerar el grafo siguiente, probar que es bipartito y dibujadlo en forma bipartida:

5-38 Considerar un grafo k-partido completo o, mas concretamente (nq, ..., ny)-partido
completo. ;Cudl es el orden y la medida del grafo, y cudles son los grados de los diferentes
vértices? ;Para qué valores es regular el grafo?

5-39 ;Son bipartitos los grafos ciclo Cy,?

5-40 Los grafos travecto. ; son todos binartitos?
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1.5.5. Soluciones

5-36 El grafo es efectivamente bipartito, como se puede ver si se asignan dos colores
diferentes a los vértices, de manera que no haya vértices del mismo color adyacentes (ésta
es una manera facil de comprobar si un grafo es o no bipartito); entonces las dos clases
de la biparticion son los subconjuntos de vértices del mismo color. Asignando etiquetas a
los vértices, también se puede ver una representacion que muestra claramente la estructura

bipartida.

5-37 Se propone la distribucién bipartida de los vértices, que se pone de manifiesto en la
bicoloracion del esquema siguiente:

5-38 El orden del grafo es n = nj + n2 + - - - + ng. La medida del grafo es

%(nl(n —n1) +n2(n—n2)+...+ng(n—ng))

El grafo es regular si n; = ¥, es decir, cuando todas las n; son iguales. Por lo tanto, el
orden del grafo tiene que ser divisible por k.

5-39 Depende de la paridad de n (con esta indicacion podéis completar la respuesta).
5-40 Cierto.
5-41 Ks.Paran > 2no lo son.

5-42 Cierto, puesto que 13 = E3 = K 2.
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1.6. Secuencias graficas

Uno de los primeros problemas que se puede plantear es si, dada una secuencia
de niimeros enteros, es posible construir un grafo que la tenga como secuencia
de grados. A partir de la formula de los grados, es facil darse cuenta de que
esto no siempre es posible.

Definicion 5.18

Una secuencia de nimeros enteros no negativos, s : di,ds,...,d, se
denomina secuencia grafica si existe un grafo G = (V, A) de orden n
tal que s es la secuencia de grados de G.

Ejemplo 5-44

La secuencia s : 4, 3,2, 2,1 es una secuencia grafica. Corresponde al grafo,

Ejemplo 5-45

La secuencia s : 4,3,3,2,1 no es una secuencia gréfica, puesto que no cumple el
corolario de la férmula de los grados.

De la definicién de grado de un vértice y de la férmula de los grados, se pueden
establecer dos condiciones necesarias para la existencia de un grafo dada una
secuencia de enteros no negativos s : dy,dsa, . .., dy:

D di<n—1,porl <i<n.

n .
2) >, d; tiene que ser par.
Ahora bien, estas condiciones no son suficientes.

Ejemplo 5-46

La secuencia s : 4,4,4,2, 1, 1 tendria que corresponder a un grafo de orden 6. Cumple
las dos condiciones anteriores. En cambio. no hav ninetn erafo que tenea esta secuen-

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01398 23 Fundamentos de grafos

Demostracién: Ver [1]. 1

Ejemplo 5-47

Segiin esta caracterizacion, la secuencia del ejemplo s : 4,4,4,2 1,1, serd grafica
si lo es la secuencia que resulta de eliminar el primer término (4) y restar 1 a los
cuatro siguientes; por lo tanto, la secuencia s : 4,4,4,2,1,1 se transforma en s’ :
3,3,1,0, 1. Debemos establecer ahora si s’ es grifica, es decir, reordenando, si s’ :
3,3,1,1,0 es grafica. El primer término es 3, por lo tanto, debemos restar 1 a los tres
siguientes términos; la secuencia resultantte es s” : 2,0,0,0. Pero esta secuencia no
se corresponde con nintin grafo, y por ello ni s”, ni s" ni, tampoco, la secuencia s son
gréficas.

1.6.1. Algoritmo de Havel-Hakimi

El teorema de Havel-Hakimi permite, de manera recursiva, reconocer si una
secuencia es grafica.

Formulacion del algoritmo de Havel-Hakimi

Entrada: una secuencia de nimeros enteros s : dy,do, ..., dy,

Salida: dice si la secuencia es grafica.

Algoritmo:

Si existe d; > n — 1, entonces la secuencia no es grafica, fin.
mientras no haya ningiin d; < 0y s no sea idénticamente 0.
Clasificar s en orden decreciente.
Eliminar d; de s y restar 1 unidad a los d; elementos siguientes.
finmientras
Si existe d; < 0, entonces la secuencia no es grafica, fin.
Si la secuencia resultante es la secuencia idénticamente 0, entonces s es una secuencia grafica.

Implementacion del algoritmo de Havel-Hakimi
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algoritmo Havel-Hakimi (s)
inicio
grafica <+ FALSO
clasificar_descendente ()
si (méx(s) <n—1)
entonces para i < 1 hastan — 1

pivote «— dj
S—s—<dy >
para j < 1 hasta pivote
dj —dj —1
finpara
si (pivote < LONGITUD(s))
entonces intercalar_descendente (s, pivote)

finsi

finpara
si (s = 0)
entonces grafica < CIERTO
finsi
finsi
retorno (grafica)
fin

Se observa que,

1) La funcion clasificar_descendente(s) ordena s en orden descendente.

2) La funcién intercalar_descendente(s, dy) ordena s fusionando dos subse-
cuencias.

3) Tras n — 1 iteraciones la secuencia contendrd un solo elemento.

Ejemplo 5-48

La tabla siguiente muestra la simulacién del algoritmo para la secuencia s : 2,2,4,3,3,2,3,5

Iteracién Secuencia | Operacién
Inicialmente | 2,2,4,3,3,2,3,5
5,4,3,3,3,2,2,2 | Clasificacion
1 3,2,2,2,1,2,2 | Primera subsecuencia
3,2,2,2,2,2,1 | Se intercalan subsecuencias
2 1,1,1,2,2,1 | Segunda subsecuencia
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Analisis del algoritmo de Havel-Hakimi

Para analizar este algoritmo, se observa que en cada iteracion del bucle la lon-
gitud de la secuencia disminuye en una unidad. EI ndmero total de iteraciones
serdn — 1.

Las principales operaciones que se hacen son:

1) Clasificar la secuencia en orden descendente. Esto se puede hacer con los
algoritmos clésicos de ordenacién como el guick sort o el merge sort con
una complejidad O(n logn).

2) En el cuerpo del bucle se hacen dos tipos de operaciones:

— Restar una unidad d; (d1 < n — 1) veces.
— Intercalar dos subsecuencias.

Aunque normalmente no se hard una intercalacién en cada iteracion, se
puede suponer el peor de los casos. Es decir, en cada iteracién se restan
k — 1 unidades (k es la longitud de la subsecuencia) y se realiza una inter-
calacion. Las intercalaciones se pueden hacer con una complejidad lineal,
O(n) y el ndmero de restas serd

(n—1)+(n—2)+...+2+1:%n(n—l)

que da una complejidad O(n?).

Resumiendo, se puede concluir que este algoritmo tiene, en el peor de los

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

2) s:2,3,4,5,6,7,8,8,8,8,8,8,8,8,8,8

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01398 26 Fundamentos de grafos

3) s:2,3,4,5,6,7,8,8,8,8,8,8,8,8,8,9

5-50 ;Puede pasar que grafos con estructuras diferentes tengan la misma secuencia de
grados?

5-51 Demostrar que la secuencia de nimeros enteros 2,2,2,2, 2,2, 3,1 es la secuencia de
grados de un grafo. Proponer dos ejemplos diferentes de grafos que tengan esta secuencia

de grados.

1.6.3. Soluciones

5-49 1) Sique es gréfica:

Iteracién Secuencia | Operacién
Inicialmente | 5,5,7,6,4,2,4,5
7,6,5,5,5,4,4,2 | Clasificacion

1 5,4,4,4,3,3,1 | Primera subsecuencia
2 3,3,3,2,2,1 | Segunda subsecuencia
3 2,2,1,2,1 | Tercera subsecuencia

2,2,2,1,1 | Se intercalan subsecuencias
4 1,1,1,1 | Cuarta subsecuencia
5 0,1,1 | Quinta subsecuencia

1,1,0 | Se intercalan subsecuencias
6 0,0 | Sexta subsecuencia
7 0 | Séptima subsecuencia
Fin

2) No es grafica.

3) Esta si que es una secuencia grafica.

5-50 Considerar un grafo ciclo y el grafo constituido por la reunién de 2 ciclos.

5-51 Se aplicaria el algoritmo de Havel-Hakimi para demostrar que la secuencia es gréfica.
Dos posibles grafos que tienen esta secuencia de grados son:
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2. Estructura y manipulacion de grafos

Muy a menudo es interesante conocer el conjunto de grafos isomorfos entre
si, que son grafos que tienen esencialmente la misma estructura. También es
util conocer modelos de grafos mds generales que los que se han presentado
hasta ahora, y que surgen de manera natural; es el caso de los multigrafos y
pseudografos, y también de los grafos orientados.

Por otro lado, es conveniente disponer de herramientas que permitan manipu-
lar grafos, basicamente con el fin de transformar un grafo o de combinar dos o
mads grafos. Finalmente, se estudiard uno de los grandes problemas précticos:
la representacion y almacenamiento de un grafo en términos de estructuras de
datos.

2.1. Transformar un grafo
Dado un grafo G = (V, A) se pueden hacer manipulaciones diversas:

1) Eliminar un vértice u € V. Asi se obtiene el grafo G’ = G — u, que es
el grafo (V/, A"), donde V' = V\{u} y A’ es el conjunto de aristas de G
no incidentes con u. Esta operacién se puede generalizar trivialmente a un
conjunto W C V: G' = G- W = (V\W,{{a,b} | a,b & W}). Esta
operacién sdlo tiene sentido si el grafo no es el trivial.

2) Eliminar la arista a € A. Asi se obtiene un grafo, con los mismos vértices,
definido por G’ = G — a = (V, A\{a}); la operacién se puede generalizar
trivialmente a un subconjunto de aristas B C A, en cuyo caso G — B =
= (V, A\B).

3) Anadir los vértices de un conjunto W tal que W NV = (). Asi se obtiene un
nuevo grafo definido por G’ = G+ W = (VUW, A); en el caso particular

de un vértice, la notacion se simplifica y se sustituye por G + u. Como
se verd, esta operacion se puede definir en términos de unién con el grafo
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La condicién de no adyacencia de los vértices es fundamental, puesto que
de lo contrario se crearia una arista multiple y, por lo tanto, no se estaria en
el dominio de los grafos simples, tal y como se ha definido.

Ejemplo 5-52

Sobre el primer grafo se efectiian operaciones de eliminacién de vértices y aristas,
y de adicién de aristas. El cuarto grafo es el resultado de eliminar del original el
vértice 2; el segundo grafo resulta de eliminar la arista {1,2} y el tercer grafo se
genera con la adicion de la nueva arista {3, 4}.

1 4
S *I/-

Leretel

5) Hacer la contraccién de la arista @ = {u,v}. En este caso se elimina la
arista a, se identifican en un tnico nuevo vértice w los dos vértices ex-
tremos u, v, que desaparecen y, finalmente, el vértice w hereda exclusiva-
mente las adyacencias de los vértices u, v.

La operacién de contraccién se puede aplicar a todo un conjunto de aristas.

Ejemplo 5-53

Observar en esta figura el resultado de hacer la contraccién de una arista del grafo
de la izquierda

DL OGN

Ejemplo 5-54

Observar las figuras siguientes, que presentan la contraccion de algunas aristas del
denominado grafo de Petersen, de manera que se deriva el grafo completo K5 (en
la segunda ilustracion se marcan las aristas que se contraen):

'Y X »
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ientes: eliminacién de la arista a, adicion del nuevo vértice w y adicion
de las nuevas aristas {u,w} y {w,v}. También se puede describir como

G —a+w+ uw+ wo.

Ejemplo 5-55

Observar el resultado una operacion de subdivision elemental en una arista del

grafo K3 3.

Definicion 5.20

Dado el grafo G = (V, A), se define el complementario de este grafo,
G*, como el grafo que se construye sobre el mismo conjunto de vértices,
de tal modo que dos vértices son adyacentes en G° si, y solo si, no lo

son en G.

Naturalmente, se cumple que el complementario del complementario es el

original: (G°)¢ = G.

Ejemplo 5-56

La figura siguiente muestra el grafo Cs y su complementario (que vuelve a ser Cs).

Y ésta, K4 y su complementario, Ny.
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5-59 Hay veces en que es necesario estudiar si existen grafos con una determinada secuen-
cia de grados; un procedimiento que se puede aplicar es considerar la secuencia de grados
que tendrian los grafos complementarios, si hubiera algin grafo con la secuencia de grados
dada. Proponer algtin ejemplo donde este procedimiento no aportaria nada nuevo, es decir,
donde la secuencia de grados del grafo complementario es la misma que la dada.

5-60 El complementario de un grafo regular, ;es regular? ;Se puede afirmar que un grafo
es regular si, y sélo si, lo es el complementario?

2.1.2. Soluciones

5-57 El orden es el mismo y la medida es (5) — m.

5-58 Lasecuenciasera,n —1—gi,n—1—go,...,n—1— gn.

5-59 Un grafo con secuencia de grados 2, 2, 2, 2, 2 tiene como complementario un grafo
con secuencia 2, 2, 2, 2, 2.

5-60 Si.

2.2. Combinar dos o mas grafos

Las operaciones que se presentan a continuacion se generalizan facilmente a
mads de dos grafos.

Definicion 5.21

Dados los grafos G; = (V1, Al), Go = (Va, Az), su unién es:

G1UGe = (V1 UVa, A1 U Ay)

Ejemplo 5-61

Si G es un grafo de orden n, entonces G U G° = K.
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Ejemplo 5-62

El grafo siguiente se puede describir como Ko U Ko U Ko U Ka:

Ejemplo 5-63

El grafo siguiente se puede describir como G = C3 U C3:

D

Dados los grafos G1 = (V1, 41), Go = (Va, A2), su suma es el grafo
que tiene los vértices y las aristas de los grafos originales, mds las aristas

Definiciéon 5.22

que conecten todos los vértices del primero con todos los vértices del
segundo: G1 + G2 = (ViU Vo, (A UAsU{{u,v} | u € V1, v € Va})).

Ejemplo 5-64

En el grifico siguiente se puede ver la suma del 3-ciclo (en negro) con el 2-trayecto

(en blanco):

Los grafos rueda y estrella se pueden expresar como grafos suma; en efecto, se puede
escribir: Ry = N1+ Cp—1y En = N1+ Np—1.

Ejemplo 5-65

Definicion 5.23
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Ejemplo 5-66

El producto de los dos primeros grafos es el tercer grafo:

Ejemplo 5-67

A continuacion, se muestran varios ejemplos de grafos producto (de izquierda a derecha):
T2 X C4, T2 X 03, T5 X T4.

HLAH

2.2.1. Ejercicios

5-68 Describir, en términos de las operaciones entre grafos y a partir del grafo nulo, los
grafos bipartitos completos Kp m.

5-69 Expresar los grafos siguientes en términos de combinaciones de grafos elementales

,! %, /l\
A L .
Y - .
£ \\\
s W o —_— - - ™,
Fi Y o Ead
S .-'.l . %, .EI: ;
£ LY a —— o -
i I."r \'\.. s, .. *
\ -
;o 5 g -
F 5_ M |
e e S Y
o ______‘:x_\-_‘. L J
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2.3. Grafos isomorfos

Los grafos se pueden describir de maneras diferentes atendiendo a la nu-
meracién o al etiquetado concreto de los vértices, cosa que puede dar lugar
a descripciones conjuntistas muy diferentes.

Ejemplo 5-70
Los grafos siguientes,

——» & ® =0

1 GQ GS

son grafos con los vértices etiquetados y son obviamente diferentes (atendiendo a las
etiquetas); en concreto, para todos ellos es V = {1, 2, 3,4} y, ademds,

G = (V> {{17 2}7 {27 3}7 {37 4}})

GQ = (Vvv {{17 2}7 {1v4}7 {3’4}})
Gs3 = (V7 {{17 2}7 {273}7 {174}})

que son claramente diferentes, puesto que lo son los respectivos conjuntos de aristas.
Aun cuando las estructuras son las mismas, el etiquetado no es irrelevante; puede ser
clave para ciertos modelos y aplicaciones si el grafo es el modelo para un proyecto
de comunicaciones y los vértices del grafo son poblaciones concretas, entonces es de
mucha importancia prictica saber qué vértice queda conectado con cudl o cudles otros.

Definicion 5.24

Dos grafos G; = (Vi, A1), Ga = (Va, A2) son idénticos si, y sélo si,
Vi="Vs, AL = Ao,

Dos grafos G1 = (Vi1, A1), Go = (Va, A2) son isomorfos si, y solo si,
existe una biyeccién ¢ : V3 — V5 que conserva las adyacencias y las
no adyacencias, es decir, u ~ v < p(u) = @(v). En este caso, se dice
que ¢ es un isomorfismo y G1 = G»
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Proposicion 5.25

Condiciones necesarias de isomorfismo (ninguna de ellas es sufi-
ciente):

1) Dos grafos isomorfos son del mismo orden.
2) Dos grafos isomorfos tienen la misma medida.

3) Sip : Vi — V; es un isomorfismo de los grafos G; = (V1, A1),
Go = (Va, A2), entonces, por la propiedad de conservacion de
las adyacencias y las no adyacencias, los vértices correspondientes
por la aplicacién ¢ tienen que tener los mismos grados, es decir
96, (u) = ga,(e(u)); de aqui se deriva, en particular, que las se-
cuencias de grados de dos grafos isomorfos tienen que coincidir. Es-
ta propiedad se puede utilizar para buscar isomorfismos, puesto que
s6lo pueden asociarse vértices con los mismos grados, cosa que es
util si hay vértices con grados singulares o hay pocos vértices con
los mismos grados.

Demostracion: Consecuencia inmediata de la definicién de isomorfismo entre dos grafos.
1

Ejemplo 5-71

Un ejemplo simple de aplicacion es el caso siguiente; los grafos no son isomorfos
porque no son de la misma medida o, alternativamente, porque no tienen la misma
secuencia de grados:

L

Pero estas tres condiciones no son suficientes como lo demuestra el ejemplo siguiente:
G1 = Cg, G = (C3 U (s, tienen el mismo orden, la misma medida y la misma
secuencia de grados, pero no son isomorfos.

Ejemplo 5-72

La idea general de un isomorfismo es que conserva toda la estructura del grafo,
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Sea G1 = (V1,A;) el de la izquierda y G2 = (Va, A) el de la derecha. Se puede
comprobar que no son isomorfos: se supone que existe algin isomorfismo ¢ : V3 —
Va; entonces, dado que los grados de los vértices correspondientes tienen que ser los
mismos, la imagen del dnico vértice de grado 1 de la izquierda tiene que ser el tnico
vértice de grado 1 de la derecha, de manera que ¢(1) = a y al tnico vértice de grado
3 de la izquierda debe corresponderle el tnico vértice del mismo grado de la derecha,
de manera que ¢(2) = c; ahora bien, la adyacencia no se conserva, puesto que 1 ~ 2
y en cambio las imdgenes a, ¢ no son adyacentes. Por lo tanto, no puede haber ningin
isomorfismo entre los dos grafos.

Se pueden utilizar otros argumentos sobre la estructura: los dos grafos anteriores no
pueden ser isomorfos, puesto que el de la izquierda contiene un ciclo Cs, es decir, un
subgrafo isomorfo a un 5-ciclo, cosa que no pasa con el de la derecha.

Ejemplo 5-74

Veamos ahora a continuacién un ejemplo de isomorfismo; se establecera la correspon-
dencia isomorfica guiados por la conservacioén de grados, de adyacencias y no adya-
cencias. Se indica por G el grafo de la izquierda y por G5 el grafo de la derecha, y se
verd como se puede definir ¢ : Vi — V5 de manera que sea un isomorfismo.
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o . I/.I_""\l Y \.\ .
'\3./ '\_5.1 o NS ey
T Pt \Ce)l b S
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L . S AR
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i J_(‘
I,»h-{,../
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El proceso de asignacién de imagenes pasa por varias fases:

1) Los vértices de grado 1 tienen que tener como imagenes vértices de grado 1; por
lo tanto, hay dos posibilidades (se escogeran la primera y, si conviniera, después se
eligiria la segunda):

l—c¢ 3—d

2) el dnico vértice de grado 4 tiene que tener por imagen el Gnico vértice de grado 4,
es decir:
S5—f
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4 es adyacente a 5,2 y, en consecuencia, la imagen tiene que ser adyacente a las
imdgenes correspondientes, es decir, a a, de manera que se tendra

4 a

6 es adyacente a 4,5 y, en consecuencia,

6— h

Finalmente, 7 — g por razones similares.

Una udltima comprobacién permite ver que hay conservacion de adyacencias y no ady-
acencias, y obviamente la correspondencia es biyectiva.

Definicion 5.26

Un grafo es autocomplementario si es isomorfo a su complementario.

2.3.1. Ejercicios

5-75 Dos grafos son isomorfos si, y s6lo si, lo son los complementarios respectivos. ; Cier-

to o falso?

5-76 ;Coémo se relacionan n y r en el caso de grafos de orden n r-regulares autocomple-

mentarios?

5-77 Establecer una correspondencia isomorfica entre los dos grafos siguientes:

2.3.2. Soluciones

5-75 Cierto.

5-76 n tiene que ser impary r = (n — 1)/2.

drtagens
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Ejemplo 5-78

En el caso de los puentes de Konigsberg, representado mds abajo, aparecen aristas
multiples que conectan una pareja de vértices; también aparece esta situacién cuando
se considera un grafo de comunicaciones entre localidades y hay mds de un camino
directo que las comunica. El estudio de grafos tiene
uno de sus momentos
fundacionales en el siglo
XVIII, con la formulacion
por parte de Euler del
problema de los puentes
de Koénigsberg: consiste
en averiguar si hay alguna
manera de organizar un
recorrido por la ciudad de
Kéningsberg, con el
mismo punto de llegada
que de salida y que pase
por todos los puentes
(aristas del grafo) sin

Definicion 5.28 repetir ninguno.

Un pseudografo es un grafo que admite aristas del tipo {u,u}
conectando un vértice consigo mismo (bucles o lazos), posiblemente
de forma multiple, y también aristas multiples entre pares de vértices.

Los grados de los vértices se cuentan segun la definicién original; de ahi que
para cada bucle se incrementa en 2 el grado del vértice.

Los grafos simples son los que corresponden a la definicién original, por con-
traposicion con estas nuevas extensiones.

Ejemplo 5-79

Esta figura representa un pseudografo
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2.4.2. Soluciones

5-80 Grafo de Konigsberg: 3,3,3,5.

5-81 Si.

2.5. Grafos orientados

Hay aplicaciones en las cuales las situaciones no se describen correctamente
si no se asignan orientaciones o sentidos de recorrido a las aristas del grafo;
esto da lugar a grafos orientados, también denominados dirigidos o digrafos.

Ejemplo 5-82

Esta figura representa un grafo orientado

P ——
— —
Ly - Yo
—
—— s S
— —
Definicion 5.29

e Un digrafo (o grafo dirigido) G = (V, A) es un par ordenado, en
el que V es un conjunto finito y A es un subconjunto del producto
cartesiano V' x V.

e Un arco o arista orientada, es un par ordenado (u,v) € V x V;en
el caso u = v, se tiene un bucle orientado. Las aristas (u, v), (v, u)
son diferentes; el origen del arco a = (u, v) es el vértice u y el final
o extremo es el vértice v.

e E] orden del digrafo es el nimero de vértices y la medida es el
nimero de arcos.

Definicion 5.30
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Definicion 5.31

Dado el digrafo G = (V, A), se define el grafo subyacente (V, A) de
manera que {u,v} € A’ si, y sélo si, (u,v) € Ao (v,u) € A.

Se pueden considerar también combinaciones de los conceptos anteriores e
hibridos, en los cuales por ejemplo no todas las aristas sean orientadas.

2.5.1. Ejercicios

5-83 Indicar cudl es el grado de entrada y salida de cada vértice del grafo del ejemplo 5-82
(pégina 38).

5-84 Formular una version para digrafos de la férmula de los grados en términos de los
grados de entrada y de salida de los vértices.

2.5.2. Soluciones

5-83 Grados de entrada: 0, 2, 2,
2,1

1,1,3,1,2,3
Grados de salida: 3,2, 1,3,2, 1,2, 1

3
,0.

584 3 ,cv 9T (0)+ X er 97 (v) = 2/ Al o, también, 32 ey g7 (0)=2 ey 97 (v) = |A]

2.6. Representacion y almacenamiento

Ni la representacion abstracta ni la representacion grafica de un grafo en el
plano son apropiadas para describir el grafo, si se lo quiere manipular mediante
un programa; se tienen que proponer métodos alternativos para la descrip-
cion y el almacenamiento. En primer lugar, siempre es necesario enumerar los
vértices. A continuacién, se puede construir la matriz de adyacencias, o bien
la lista de adyacencias.

2.6.1. La matriz de adyacencias

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cugagy =

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01398 40 Fundamentos de grafos

Ejemplo 5-85

La matriz de adyacencias del grafo

sera una matriz cuadrada de orden 5 x 5

Observacion

La matriz de adyacencias
de un grafo simple:

e es simétrica.
e solo contiene Oy 1.

—_— = = O =N
S = O = O|Ww
—_ O = = O| &
O = O = =W

[ S
—_— 0 O = O -

e tiene la diagonal
principal ocupada por
0.

En el caso de multigrafos, pseudografos y grafos orientados, se tiene que tener
en cuenta que:

1) Los 0 de la diagonal podrian ser 1 si hubiera lazos.

2) La matriz podria contener valores mayores que uno si hubiera aristas mul-
tiples.

3) La matriz podria no ser simétrica en el caso de grafos orientados.

Ejemplo 5-86

Este ejemplo muestra cémo la matriz de adyacencias depende de una ordenacién deter-
minada de los vértices del grafo. Si se modifica la ordenacién de los vértices del grafo
del ejemplo anterior se obtiene otra matriz de adyacencias:

0 1
1 0
0 0

o O O
= o =
—

1
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Ejemplo 5-87

La matriz de adyacencias del grafo de Konigsberg es

N O = O
—= = O =
N O = O
O N =N

Cada posicion contiene el nimero de aristas que conectan los dos vértices correspon-
dientes.

Una de las ventajas de la matriz de adyacencias es la simplicidad de la estruc-
tura de datos para el almacenamiento, puesto que se puede almacenar en una
tabla (array) bidimensional.

Para un grafo de orden n seria,

G :tabla[1..n,1..n] entero

De las caracteristicas de esta estructura de almacenamiento se pueden deducir
las propiedades siguientes:

1) Esuna estructura muy facil de manipular y el tiempo necesario para acced-
er a cada posicidn es constante.

2) El espacio necesario para almacenar un grafo de orden n es proporcional a

n?. Como que el niimero de aristas es, como maximo, %n(n — 1), siempre Observacion

habré ceros en la matriz y se tendra espacio de almacenamiento ocupado La desventaja principal de
la matriz de adyacencias
es el espacio ocupado de
forma innecesaria.

innecesariamente.

3) Si el grafo no es dirigido, la matriz serd simétrica y todavia se tendra mas
espacio ocupado innecesariamente. En estos casos se puede utilizar una
. . . Observacion
matriz de adyacencias triangular para almacenar el grafo con un ahorro
del 50 % en el espacio ocupado. La ventaja principal de la

matriz de adyacencias es
la simplicidad estructural.

2.6.2. La lista de adyacencias
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Ejemplo 5-88

Para el grafo,

la lista de adyacencias serd

1 2,5

2 1,3,4,5
3 2,4

4 2,3,5
5 1,2,4

Como en la matriz de adyacencias, la representacién depende de la ordenacién
concreta de los vértices. Ademads, también se puede generalizar esta estructura
para multigrafos, pseudografos y grafos orientados.

Para almacenar la lista de adyacencias se necesita una tabla (array) de n pun-
teros, donde el i-ésimo elemento apunta a una lista enlazada de todas las aristas
incidentes al vértice . Para un grafo de orden n seria,

G : tabla [1..n| puntero lista de vértices

Ejemplo 5-89

Para el grafo

la estructura de datos sera,

1 [ 28]
3 g a1 a1 T all [ elTA
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1) El espacio necesario para almacenar un grafo de n vértices y m aristas,
mediante el uso de una lista de adyacencias, es proporcional a n + 2m
(n 4+ m si el grafo es dirigido).

2) La estructura es mas dificil de manipular que la matriz de adyacencias. En
particular, el tiempo necesario para comprobar si dos vértices son adya-
centes no es constante; es proporcional a g; , si g; es el grado del vértice
i.

3) La eleccién de una estructura de datos u otra dependerd de las medidas del
grafo y de los algoritmos que tengan que utilizarse. Como regla general, Observacion

la matriz de adyacencias es adecuada para grafos densos (los que tienen La desventaja principal de

la lista de adyacencias es

muchas aristas), en los que m ~ n?. En cambio, la representacién como >t
la dificultad de

lista de adyacencias es adecuada para grafos poco densos, aquellos que manipulacion.

m << n?,
En la prictica, aunque la lista de adyacencias es mds dificil de manipular, tiene La ventaja principal de la
mejor comportamiento en la mayoria de los algoritmos. lista de adyacencias es la

minimizacion del espacio
de almacenamiento.

2.6.3. Ejercicios

5-90 Escribir las matrices de adyacencias y las listas de adyacencias (con las ordenaciones
naturales de los vértices) de los grafos nulos, completos, bipartitos completos, trayectos,
ciclos, estrella y rueda.

5-91 Indicar cdmo se puede calcular el grado de un vértice a partir de la matriz de ady-
acencias y a partir de la lista de adyacencias. Indicar, también, el nimero de operaciones
elementales que serfan necesarias.

5-92 ;Coémo puede detectar un programa los grafos nulos y completos a partir de la matriz
de adyacencias?

5-93 Completar la tabla siguiente, indicando, para cada entrada, qué tipo de representacién
seria la mas adecuada (matriz de adyacencias o lista de adyacencias) y el nimero de op-
eraciones elementales que serian necesarias para cada uno de los problemas propuestos.

Problema Representacion | Operaciones

Comprobar si el vértice i es adyacente al vértice j
Calcular el grado del vértice 4

Anadir una arista entre el vértice i y el vértice j
Comprobar si el grafo es nulo

Tlinninanr la aricta anten Al vietinad 1o lats N
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2.6.4. Soluciones

5-90 Solo se pondran ejemplos de matrices de adyacencias y listas de adyacencias para
casos concretos

Grafo nulo (N5) Grafo completo (K5)  Grafo bipartito completo (K> 3)
00 000 [0 1 1 1 1 [0 0 1 1 1]
0 0 0 0 O 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1
0 0 0 0 O 1 1 0 1 1 1 1 0 0 O
0 0 0 0 O 1 1 1 0 1 1 1 0 0 O
0000 0 11110 1 1.0 0 0|
Grafo trayecto (T5) Grafo estrella (Es) Grafo rueda (Rs5)
o1 000o0] [o1111] [o11 1 1]
1 0 1 0 O 1 0 0 0 O 1 0 1 0 1
01 0 1 0 1 0 0 0 O 1 1 0 1 0
0 01 0 1 1 0 0 0 O 1 0 1 0 1
0001 0] [10000] [1 1010 ]
Grafo ciclo (C5)
01 0 0 1]
1 0 1 0 O
01 0 1 O
0 0 1 0 1
100 1 0|

Grafo nulo (N5)  Grafo completo (K5)  Grafo bipartito completo (K> 3)

1 1 : 23,45 1 : 3,45
2 2 : 1,3,4,5 2 3,45
3 3 1,2,4,5 3 1,2
4 4 1,2,3,5 4 1,2
5 5 1,2,3,4 5 1,2

Grafo trayecto (15)  Grafo estrella (Es) Grafo rueda (Rs5) Grafo ciclo (C5)

1 : 2 1 : 23,45 1 : 23,45 1 : 2,5
2 1,3 2 1 2 : 1,3,5 2 : 1,3
3 2,4 3 1 3 1,2,4 3 2,4
4 3,5 4 1 4 1,3,5 4 3,5
5 4 5 1 5 1,2,4 5 1,4

5-91 Si se supone que se calcula el grado del vértice etiquetado i.

Matriz de adyacencias: sumando los términos de la fila i-ésima. Serd necesario hacer n
operaciones elementales (n sumas).

Lista de adyacencias: contar el nimero de elementos de la lista i-ésima. Acceder a la lista
i-ésima necesita una operacién y contar el nimero de elementos depende del grado g; del
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5-93 En esta tabla, n es el orden del grafo, m, la medida y g; indica el grado del vértice i.

Problema Representacion | Operaciones
Comprobar si el vértice i es adyacente al vértice j | Matriz 1

Calcular el grado del vértice 4 Lista g; +1
Anadir una arista entre el vértice i y el vértice j Matriz 1
Comprobar si el grafo es nulo Lista n

Eliminar la arista entre el vértice i y el vértice j Matriz 1

Calcular la medida del grafo Lista 2m +n
Comprobar si el grafo es regular Lista 2m+n
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Ejercicios de autoevaluacion

5-94 El Sr. Castillo y su mujer invitaron a cuatro parejas a una fiesta. Cuando todos ya
habfan llegado, algunas de las personas de la sala saludaron (dando la mano) a otras per-
sonas del grupo. Naturalmente, ninguna persona dio y la mano a su cényuge ni ninguna
persona dio la mano dos veces a otra persona. Pudo haber personas que no saludasen a
nadie.

Al final, el Sr. Castillo, se da cuenta de que ninguno de sus invitados (su mujer incluida)
han saludado al mismo nimero de personas.

Utilizar la teoria de grafos e interpretar y responder a cada una de las preguntas siguientes:

1) (Es posible que el Sr. Castillo también diera la mano a un nimero de personas diferente
al de las demas?

2) (Es posible que el Sr. Castillo diera s6lo un nimero impar de apretones de manos?

3) (Hay alguna persona que no dio la mano a nadie?

4) ,Cudntas veces dio la mano el Sr. Castillo? ;Y la Sra. Castillo?

5-95 Probar que cualquier grafo G = (V, A) con un minimo de dos vértices siempre tiene
un minimo de dos vértices del mismo grado. En otras palabras, no hay ningtin grafo de
orden superior o igual a 2 con todos los grados de los vértices diferentes.

5-96 Dado un grafo G = (V, A), si k; es el numero de vértices de grado , indicar qué rela-
ciones hay entre: [Al, [V, 2,5 ki, D050 ki-

5-97 Sea G = (V, A) un grafo de orden n > 10 tal que todos los vértices son de grado
estrictamente mayor que 5. Probar que el nimero de aristas del grafo es mayor o igual que
30.

5-98 Sea G = (V, A) un grafo de n vértices, ¢ de los cuales son de grado k y el resto, de
grado k + 1. Probar que ¢t = (k + 1)n — 2m, siendo m el nimero de aristas.

5-99 Si G = (V, A) es un grafo bipartito de orden n, ;cudl serd el nimero maximo de
aristas de este grafo?

5-100 Demostrar que no puede haber ningtin grafo con vértices de grados 3,3, 3, 1.

5-101 Estudiar si pueden haber grafos con las secuencias de grados siguientes:

1) 3,3,3,3,3,4,4
2) 6,3,3,2,2,2
3) 4,4,3,2,1
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seis personas, o bien hay tres que se conocen dos a dos, o bien hay tres que no se conocen
dos a dos

5-104 ;Cuadl es la representacion en matriz y lista de adyacencias de los dos grafos sigu-

ientes?

Obtener, también, el espacio ocupado en cada caso.

5-105 Dependiendo de la medida m de un grafo de orden n puede ser més eficiente utilizar
la representacién en matriz de adyacencias que la representacion en lista de adyacencias.
Calcular, en funcion de n y m, cudndo es mds eficiente utilizar un tipo de representacién u
otro.
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Soluciones

5-94 A partir de la informacién del problema se puede construir el grafo siguiente:

La respuesta es consecuencia inmediata de las propiedades del grafo.

5-95 Sea G = (V, A) un grafo de orden n (n > 2). Ya que para cada vértice v € V se
cumple 0 < g(v) < n — 1, sélo pueden existir los grados 0, 1,...,n — 1. Si todos fueran
diferentes, éstos tendrian que ser los grados correspondientes a los vértices del grafo. Pero
si un vértice tiene grado n — 1 es imposible que otro tenga grado 0.

Una observacion interesante es que este resultado se puede interpretar en términos de re-
uniones y saludos entre asistentes a una reunién de la manera siguiente: en una reunién
donde se saluda hay un minimo de dos personas que han hecho el mismo nimero de salu-
dos. Esto es fécil de ver con el modelo siguiente de la reunion en términos de teoria de
grafos: los vértices representan los asistentes a la reunién y dos vértices son adyacentes si,
y s6lo si, las personas correspondientes se saludan; el grado de cada vértice es el nimero
de saludos de la persona correspondiente. S6lo hace falta aplicar el resultado que se ha
demostrado.

596 |V =2 "s0kiy2[Al =350k

5-97 Por hipétesis se tiene que g(v) > 6, Vv € V; ahora se puede aplicar la férmula de los
grados:
204l =) g(v) > > 6=6|V|>6x10 =60
veV veV

Inmediatamente se deriva el resultado que se debe demostrar.

5-98 se puede escribir V' = Vj, U Vi1, Vi es el conjunto de vértices de grado k'y Vi1
es el conjunto de vértices de grado k + 1. Aplicando la férmula de los grados se obtiene la
relacion 2m = kt + (k + 1)(n — t). De la relacién obtenida se deriva inmediatamente la
relacion buscada.

5-99 Si x es el numero de vértices del conjunto Vi, entonces n — = serd el nimero de
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3,3,3,1
2,2,0
1,-1

5-101 1) No, porque contradice el corolario de la féormula de los grados.
2) No, porque no cumple la relaciéon 0 < g(v) < n — 1.

3) No, aplicando el algoritmo de Havel-Hakimi.

5-102 La tnica posibilidad es que d = 0 y la secuencia quedaria 0, 1,2,...,n — 1. Pero,
por la definicién de grado, no puede haber un vértice de grado 0 y otro de grado n — 1.

5-103 Sea v € V. Se puede suponer que v es adyacente a tres vértices de G, como minimo.
En efecto, si esto no fuera asi, es decir, si no hubiera tres vértices adyacentes a v, habria
como méximo dos de adyacentes con v y, por lo tanto, quedaria un minimo de tres no
adyacentes con v en G, los cuales serfan adyacentes a v en el grafo complementario G°.
Esto quiere decir que, fijado v € G, hay tres vértices adyacentes con v a G, o bien hay tres
vértices adyacentes con v a G€.

W3
En cualquiera de los casos se seguirfan razonamientos similares; por ello, no hay pérdida
de generalidad al suponer que v es adyacente con tres vértices a G, como minimo.
Sean wy, we, w3 vértices adyacentes con v en el grafo G.

Si alguno de los w; es adyacente a algtin otro de los w;, entonces ya se tiene el 3-ciclo o
tridngulo, cuya existencia se habia que demostrar, como se puede ver en los esquemas que

siguen:
(__,"'. __J.—"'_,;. ’/‘.
- -
- _/"' f -
-~ - £ .
- oS o
- - ; -
- -~ £ -~
- - £ ~
- -~ / -
- -~ r o
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De lo contrario, se resultara la 51tua010n del esquema de mas abaJO (subﬁgura 1zqu1erda)

AninAdAA Tan awintan tnmavictantan oa ha Ao <
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» »
P "..‘f
P .
e ¢ i
L S
,_.1"/ r'f.
e - i
. . o o
. . .
- .
. .
o, - b
\'m_\ . \_\
‘H"H. M,
— S
S -~ N
Sk e
L .

5-104 El primer grafo es el grafo de Petersen que tiene orden 10 y medida 15. En la
representacién en matriz de adyacencias ocuparia 102 = 100 unidades de memoria. Como
lista de adyacencias ocuparia 10 + 2 - 15 = 40 unidades de memoria .

El segundo grafo es un grafo dirigido de orden 7 y medida 12. En la representacién en
matriz de adyacencias ocuparia 72 = 49 unidades de memoria. Como lista de adyacencias
ocuparia 7 + 12 = 19 unidades de memoria .

5-105 La matriz de adyacencias necesita n? unidades de memoria. La lista de adyacencias
n + 2m (si no si tiene en cuenta el espacio necesario para almacenar los enlaces). Por lo

. . . . 27
tanto, serd mejor hacer servir la lista sin + 2m < n® om < 2 5,

2 . L .
Se observa que ™" es el nimero de aristas del grafo completo de n vértices. Esto de-

muestra que la lista de adyacencias siempre ocupa menos memoria que la matriz de ady-
acencias, excepto cuando el grafo es completo, caso en el que tienen la misma ocupacion
de memoria.

Bibliografia

1. Gimbert, J. y otros (1998). Apropament a la teoria de grafs i als seus
algorismes. Lleida: Edicions de la Universitat de Lleida.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Recorridos y
conectividad

Ramon Masia
Jaume Pujol
Josep Rifa

Merce Villanueva

P06/75006/01399

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

(ataen

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

e JUOC

www.cartag e hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17. rvicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electrénico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01399

Recorridos y conectividad

Indice
Introduccion ............. ... . i 5
1. Recorridos........ ... 7
LI, Recorrido. ... e 7
L.1I. EJercCiCios . ..vvueetiei e e e eeeie e 9
1.1.2. SOIUCIONES ...ttt e i eiens 10
1.2. Resultados fundamentales .................... ..., 10
1.2.1. EJerciCios ...o.vneuini e 11
1.2.2. SOIUCIONES ...ttt i e i it 12
2. Algoritmos de exploracionde grafos ............................ 13
2.1, Algoritmo DES ... .. 13
2. 1.1, EJerCiCios . ..vvutvte et 16
2.1.2. SOIUCIONES .....oiiii i 16
2.2, Algoritmo BFES ... .. 17
2.2. 1. EJeICICIOS ..ot ettt 20
222, SOIUCIONES ...ttt i i aiaas 20
3. Conectividad.............. ... . 22
3.1, ConexiOn entre VEItICeS. ... ovt et ee i eeeeeeeaneannnns 22
311, EJercicios .....o.ouiiniii e 25
3.1.2. SOIUCIONES ..ttt 25
3.2, Testde ConeXiOn .......ooueinriiit i it iiie e, 26
321, EJerCiCios ..ot e 27
322, SOIUCIONES .. .oiii i 27
4. Distanciasenungrafo ................ ... ... 29
4.1. Distancia entre VEIrtICeS . .......vtevirrt e it iieeennnn.. 29
4.1.1. BJerciCios ....oueuineneii e 31
4.1.2.  SOIUCIONES ...\ttt e e 32
4.2. El problema del camino minimo enun grafo.................. 32
4.2.1. Algoritmode Dijkstra....................coolt 35

Carta (e

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.




CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01399 5 Recorridos y conectividad

Introduccion

Si una palabra clave tuviera que describir el mddulo, ésta seria la de “recorri-
dos” en un grafo, es decir, maneras de “recorrer” un grafo, visitando vértices
a través de aristas. Asi pues, se analizan los diferentes tipos de recorridos que
puede haber, la accesibilidad entre vértices y las distancias. Ademads, se pre-
sentan las propiedades estructurales que garantizan que ciertos tipos de reco-
rridos siempre se podran realizar y que la accesibilidad se conservard aunque
algunas partes del grafo (vértices o aristas desaparezcan).

La teoria y los resultados que se presentan aqui constituyen el marco tedrico
de importantes aplicaciones y modelados para redes de comunicaciones y pro-
blemas de optimizacién combinatoria.
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1. Recorridos

Después de caracterizar los grafos y presentar algunos de los mas importantes,
conviene estudiar las diversas maneras de recorrerlos. Para ello, se introduce el
concepto de recorrido. En primer lugar, serd imprescindible enunciar algunos
resultados fundamentales sobre recorridos.

Determinados grafos estdn formados por “una sola pieza”, es decir, que hay
algun recorrido entre cualquier par de vértices del grafo; en cambio, hay otros
que estan formados por “mds de una pieza”. Por sus aplicaciones a varios cam-
pos, es importante la nocion de distancia entre vértices, que se puede definir
mediante la conexién entre los mismos.

1.1. Recorrido

Definicion 6.1

Un recorrido en un grafo simple G = (V, A) es una secuencia de
vértices v1, v, ...,V con la propiedad de que dos vértices consecu-
tivos en la secuencia deben ser los extremos de una arista de G, es decir,
{vi,vi+1} € A. Este recorrido de extremos v1, vx se denomina v; — v,
recorrido o, también, recorrido entre vy y vg.

Si G = (V, A) es un grafo dirigido, un recorrido orientado o dirigido
es una secuencia de vértices wi, ws, ..., wy con la propiedad de que
dos vértices consecutivos en la secuencia deben ser los extremos de un
arco de G, es decir, (v;, vi+1) € A.

En la secuencia de vértices no se utiliza la numeracion de los vértices, sino la
numeracién correspondiente a su niimero de orden en la secuencia.

En un pseudografo es posible pasar de un vértice a otro que le sea advacente
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Definicion 6.2

e Un u — v recorrido es cerrado si los extremos coinciden, es decir, si
u = v; en caso contrario se dice que es abierto.

e La longitud de un recorrido R, /(R), es el nimero de aristas que
lo componen. Se cuentan también las que pueda tener repetidas.

e Un recorrido trivial o de longitud O es el formado por un dnico
vértice.

Ejemplo 6-1

Se considera el grafo representado en la figura.

Un recorrido posible sobre este grafo serfa el correspondiente a la secuencia de vértices:
12,1,2,6,4,3,7,10,8,11; éste seria un 12-11 recorrido de longitud 9.

Un recorrido cerrado seria: 6,4,3,5,2,6, de longitud 5. Observad que puede haber
(dependiendo del grafo) mas de un recorrido entre dos vértices: por ejemplo, dos 12-
11 recorridos podrian ser: 12,1,2,5,7,10,8,9,11 y también 12,1,2,5,9,11.

Aunque dos recorridos tengan globalmente las mismas aristas, pueden ser diferentes si
las aristas se utilizan en 6rdenes diferentes; por ejemplo, son recorridos diferentes los
siguientes: 9,5,3,7,5,2y 9,5,7,3,5,2.

Ejemplo 6-2

En el grafo representado en la figura
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Definicion 6.3

Un recorrido es un itinerario si todas las aristas son diferentes. Se
pueden destacar estos tipos de itinerario:

e Un camino, si no se repiten vértices.

e Un circuito, si es cerrado.

e Un ciclo es un circuito (cerrado) que, eliminando el primer vértice,
también es un camino (no repite vértices). Los grafos que no con-
tienen ciclos se denominan aciclicos.

Ejemplo 6-3
En el grafo del ejemplo 6-1 (pagina 8) se tiene:

Ciclo: 9,8,11,9

Ciclo: 3,5,9,11,8,10,7,3

Circuito: 5,2,6,4,3,5,9,8,10,7,5
No itinerario: 12,1,2,5,3,7,5,2,1,12
No camino: 1,2,5,7,3,5,9,8,11

Ejemplo 6-4

A continuacién podéis ver un ejemplo de grafo aciclico:

Ejemplo 6-5

Un arbol, 7', es un grafo que cumple que entre dos vértices cualesquiera del grafo,

artagend
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6-7 Un ciclo de longitud n de un grafo de orden n, ;es un subgrafo de este grafo?

6-8 Indicar varios ciclos en el grafo completo K.

6-9 ;Cudl es la longitud del grafo ciclo Cy,?

6-10 Indicar si son aciclicos los grafos T, Cn, Kn, Kn,m, Rn, En.

6-11 La propiedad de aciclicidad se hereda por parte de los subgrafos de un grafo. ;Cierto
o falso?

6-12 ;La eliminacion de aristas o de vértices de un grafo aciclico produce un nuevo grafo
aciclico?

6-13 Si en un recorrido no hay repeticion de aristas, ;puede haber repeticién de vértices?

1.1.2. Soluciones

6-6 3.

6-7 Cierto.

6-8 Tiene muchos ciclos: sdlo hace falta tomar tres vértices cualesquiera y unirlos dos a
dos con aristas diferentes.

6-9 ((Cy) = n.

6-10 Los aciclicos son T, En, Kn (n <2)y Knm (n=10m =1).

6-11 Cierto.

6-12 Si.

6-13 Si.

1.2. Resultados fundamentales
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R cumple la condicién requerida; se supone, por lo tanto, que hay algtn vértice repetido,
y sean i < j tales que w; = wj; entonces se suprimen los vértices w; w41, ..., w;j—1,y
resulta un nuevo u — v recorrido R de longitud estrictamente inferior con una repeticiéon
de w; = wj; eliminada (aun cuando todavia pueden quedar mds repeticiones del mismo
vértice). Si R; es un camino, se ha acabado; de lo contrario, el proceso contintia y nece-
sariamente se llega a la conclusién indicada, puesto que la longitud inicial es finita. 1

Proposicion 6.5

Si en un grafo G = (V, A) hay dos recorridos diferentes que conectan
un par de vértices, entonces el grafo contiene algun ciclo.

Demostracion: Se consideran dos u— v recorridos diferentes: R : v = wijws ... wp =v
y Ra: u=t1ta...tq = v. Informalmente, los recorridos pueden ir compartiendo vértices
hasta llegar al primer vértice a partir del cual se separan, es decir, empiezan a ser diferentes;
sea, por lo tanto, ¢ el primer indice para el cual w; # t;. Tarde o temprano los recorridos
tienen que confluir, finalmente, en el vértice terminal comun, que es v, y esto lo hardn en el
mismo vértice o antes; pero, en todo caso, a partir de un cierto lugar en lo sucesivo, los dos
recorridos vuelven a compartir vértices (y aristas, puesto que el grafo es simple). Ahora
bien, en un cierto vértice posterior a la bifurcacién anterior tienen que volver a coincidir
por primera vez; sean, pues, j, k minimos tales que i < j < p, i < k < q, w; = ty.
Entonces el recorrido w; —jwijw;41 ... wjtg_1tg—2 ... t;w;—1 es unciclo. I

Teorema 6.6

Si todos los vértices de un grafo G = (V, A) son de grado superior o
igual a 2, entonces el grafo contiene algtn ciclo.

Demostracion: Sea n el orden del grafo; se considera un vértice cualquiera, que se indica
por wi, de grado como minimo 2 por hipdtesis; hay un vértice wo adyacente a w;. Dado
que g(wz) > 2, hay un vértice w3 adyacente a wy y diferente de w;. De este modo se
podré construir una secuencia de vértices encadenados. Sea ahora w; diferente de todos
los anteriores y adyacente a w;_1; si w; es adyacente a alguno de los anteriores (que no
sea w;_1), se tiene un ciclo y se ha acabado el problema; si no es asi, dado que es de grado
superior o igual a 2 , hay un nuevo vértice w; 1 diferente de todos los anteriores y adya-
cente a w;; por este proceso, necesariamente finito, o bien se produce en algin momento
un ciclo y se ha acabado, o bien se van incorporando todos los vértices en un camino que
los contiene todos, w1, w2, ... wy, y se mantienen las propiedades anteriores. Ahora bien,
dado que g(w1) > 2,...,g9(wn) > 2, tienen que ser necesariamente adyacentes y, por lo
tanto, se forma un ciclo. 1

1.2.1. Ejercicios

6-14 Es cierto que un grafo aciclico sin vértices aislados contiene vértices de grado 1?
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6-18 Demostrar que si en un grafo de orden n el grado mdximo de los vértices es menor
que n — 2, entonces el grafo complementario contiene un ciclo.

1.2.2. Soluciones

6-14 Cierto. Si no tuviera ningtin vértice de grado 1 entonces todos los vértices tendrian
grado mayor o igual a 2 y tendria que contener un ciclo.

6-15 Cierto. Si hubiera mas de un camino, también habria mas de un recorrido y entonces
contendria algtin ciclo.

6-16 Si el grafo es r-regular (» > 2), entonces todos los vértices son de grado superior o
igual a 2 y el grafo contendra un ciclo.

6-17 Por ejemplo T3.

6-18 Si G es el grafo complementario, entonces gge (v) = n — 1 — gg(v) > 2 para todo
v € V' y, por lo tanto, contiene un ciclo.
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2. Algoritmos de exploracion de grafos

Para determinar las propiedades de un grafo, a menudo es necesario explorar
cada uno de los vértices y de las aristas del grafo en un orden determinado.
Desde un punto de vista algoritmico hay basicamente dos procedimientos para
hacerlo: el algoritmo de biisqueda primeramente en profundidad (DFS o
Depth First Search) y el algoritmo de bisqueda primeramente en anchura
(BFS o Breadth First Search).

El algoritmo de bisqueda primeramente en profundidad se aplica a varios pro-
blemas de conectividad (buscar componentes conexas o biconexas) y, también,
puede comprobar si un grafo es aciclico. Otros algoritmos como el de Dijkstra
y el de Prim utilizan ideas similares al DFS.

El algoritmo de busqueda primeramente en anchura se aplica a varios prob-
lemas de coloracion (coloracién de grafos bipartitos), a la biisqueda del ciclo
mads corto de un grafo o al cdlculo de distancias.

2.1. Algoritmo DFS

Se inicia la exploracién del grafo en un vértice prefijado y a partir de éste se
exploran todos a través de las aristas, sin repeticion, de una manera determi-
nada. Esencialmente, se trata de avanzar lo més profundamente posible, sin
explorar todas las posibilidades que se dan a partir del vértice actual; de este
modo, del vértice actual se pasa a un vértice adyacente no visitado, de éste a
un tercero aun no visitado, y asi sucesivamente. Si se llega a un vértice desde
el cual no se puede seguir, es necesario volver atras (retroceso o backtrack-
ing), y eliminarlo. Este proceso se repite hasta volver al punto inicial, donde
se habra acabado la exploracion.

Para resolver problemas es ttil conocer la formulacion del algoritmo bdsico,

ane exnlora todos 1os vértices sin reneticidn  Claro esti ane se nuede comnle-
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e Un conjunto P de los vértices que se han visitado, en el orden en que se
ha hecho, que permita dar marcha atras. La estructura de datos adecuada
es la de una pila con las operaciones habituales: apilar(P, v), desapilar(P),
cima(P).

En la estructura de pila...

e Unatabla de vértices (estado) que registra los vértices que se van visitando.

... los elementos se

e Una lista R que contiene los vértices visitados hasta el momento (y que desapilan en orden
e e . P inverso al que se apilan, y
finalmente coincidird con el conjunto de todos los vértices). la cima es el Gltimo

elemento apilado.

Cuando es posible visitar més de un vértice, se escoge siempre el de indice
menor en la ordenacién de los vértices disponibles, segin la ordenacién gen-
eral de los vértices del grafo (por ejemplo, si los vértices se representan por le-
tras, entonces se hace la eleccion del primero disponible por orden alfabético).

La pila P se inicializa con el vértice de partida y se van apilando los vértices
que son visitados; cuando se llega a un vértice desde el que no se puede contin-
uar, se van desapilando vértices hasta encontrar uno a partir del cual se puede
volver a avanzar, reiniciando, asi, el proceso. Si la pila queda vacia, se para el
proceso.

Entrada : G(V,A),v e V
Salida : R, vértices visitados
algoritmo DFS (G, v)
inicio
P10
R — [v]
paraw €V
estado[w] «+ 0
finpara
estado[v] — 1
apilar(P, v)
mientras P # ()
w «— cima(P)
si w es adyacente a u con estado[u] = 0
entonces apilar(P, u)
estadolu] «— 1
afiadir(R, u)
sino desapilar(P)
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Simulacion del algoritmo

Ejemplo 6-19

Se considera el grafo representado en la figura.

Esta tabla registra el funcionamiento del algoritmo de exploracién en profundidad
(DFS) para este grafo, con vértice de inicio v = 1.

P Vértice afiadido | Vértice eliminado | R

1 1 - [1]

12 2 - [1,2]

125 5 - [1,2,5]

1256 6 - [1,2,5,6]
12563 3 - [1,2,5,6,3]
1256 - 3 [1,2,5,6,3]
12567 7 - [1,2,5,6,3,7]
1256 - 7 [1,2,5,6,3,7]
125 - 6 [1,2,5,6,3,7]
12 - 5 [1,2,5,6,3,7]

1 2 [1,2,5,6,3,7]
14 4 - [1,2,5,6,3,7,4]
1 - 4 [1,2,5,6,3,7,4]
0 - 1 [1,2,5,6,3,7,4]

Analisis del algoritmo DFS

Si el grafo G tiene orden n y medida m, se puede calcular, de manera aproxi-
mada, la complejidad de este algoritmo observando que cada vértice es visita-
do dos veces (una cuando se afiade a la pila y otra cuando se elimina). Ademas,

rnandn ce accede a nin vértice delanila ge analizan tadaos eng advacentes nara
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2.1.1. Ejercicios

6-20 Al mismo tiempo que el algoritmo DFS visita todos los vértices de un grafo, también
visita las aristas incidentes en estos vértices. Modificar el algoritmo para que devuelva la
lista de aristas visitadas por el DFS. En lugar de la lista R serd una lista S de aristas
visitadas.

6-21 Encontrar la lista de los vértices visitados por el algoritmos DFS en el grafo del
ejemplo 6-19 (pagina 15) empezando por el vértice 6. Construir, también, la tabla que
registra el funcionamiento del algoritmo.

6-22 Encontrar la lista de los vértices visitados por el algoritmo DFS en el grafo

empezando por el vértice 1. Construir, también, la tabla que registra el funcionamiento del
algoritmo.

6-23 Utilizar el algoritmo del ejercicio anterior para obtener las aristas visitadas en el grafo
del ejemplo 6-19 (pagina 15). Construir también la tabla de funcionamiento del algoritmo
con el encabezamiento siguiente:

‘ P ‘ Arista afiadida ‘ S ‘

2.1.2. Soluciones

6-20 La version del DFS para las aristas sera:

Entrada : G(V,A),veV
Salida : S, aristas visitadas
algoritmo DFS (G, v)
inicio

P—0

S0

paraw eV

estado[w] — 0

finpara

estado[v] — 1
anilanl/ T L\
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6-21 La lista de vértices visitados es R = [6,3,1,2,5,4,7].

6-22 La lista de vértices visitados es R = [1,2,4,3,6,7, 5].

6-23 La tabla de funcionamiento del algoritmo sera:

P Arista afiadida | S

1 - 0

12 {1,2} {1,2}]

125 {2,5} {1,2},{2,5}]

1256 {5,6} {1,2},{2,5},{5,6}]

12563 {6, 3} {1,2},{2,5},{5,6}, {6,3}]

1256 - {1,2},{2,5},{5,6}, {6,3}]
12567 {6,7} {1,2},{2,5},{5,6},1{6,3},{6,7}

Observacion

J
J
{1,2},{2,5},{5,6},{6,3}, {6, 7}]
]
J

[
[
[
[
[
[
1256 - [{1,2}, {2,5},{5,6}, {6,3},{6,7}
[
[
[
[
[
[

125 -
12 - (1,2},{2,5}, {5,6}, (6,3}, {6, 7} ngggl_(v’ 5) siempre es
1 - (1,2}, 12,5}, {5,6}, (6,3}, {6, 7}

14 (1,4} {1,2},{2,5}, 5,6}, 46,3}, {6, 7}, {1, 4}]

1 - {1,2},{2,5}, 5,61, 46,3}, {6, 7}, {1, 4}]

] - (1,2}, 12,5}, {5, 6}, 6,3}, {6, 7}, {1,4}]

2.2. Algoritmo BFS

El algoritmo es similar al DFS, con la diferencia importante de que cuando se
llega al vértice actual que se visita, primero se hace una visita sistematica a
todos sus vértices adyacentes que todavia no han sido visitados, escogidos por
orden segun la ordenacién que haya.

Es qtil conocer la formulacién del algoritmo bdsico, que se puede completar
con acciones adicionales para formular nuevas variantes.

Formulacion del algoritmo BFS

Estructuras necesarias para la formulacién del algoritmo:

e Un grafo G = (V, A) representado mediante una lista de adyacencias.

) ) o En la estructura de cola...
e Un conjunto @ de los vértices que se han visitado, en el orden en que ‘ ‘
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eral de los vértices del grafo (si los vértices se representan por letras, entonces
se hace la eleccién del primero disponible por orden alfabético).

La cola @) se inicia con el vértice de partida y los vértices que son visitados se
van afiadiendo a la cola. Cuando se han visitado todos los vértices adyacentes
al de partida, se elimina de la cola y se contintia con el vértice siguiente de la
misma. Cuando ésta queda vacia, se para el proceso.

Entrada : G(V,A),v eV
Salida : R, vértices visitados
algoritmo BFS(G,v)
inicio
Q<0
R — [v]
paraw €V
estado[w] «+ 0
finpara
estado[v] — 1
afiadir(Q,v)
mientras Q) # ()
w «— primero(Q)
para u adyacente a w
si estado[u] = 0
entonces anadir(Q), u)
estadolu] «— 1
afadir(R, u)
finsi
finpara
eliminar(Q))
finmientras
retorno (R)
fin
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Simulacion del algoritmo

Ejemplo 6-24

Se considera el grafo representado en la figura.

Esta tabla registra el funcionamiento del algoritmo de exploracién en anchura (BFS)
para este grafo, con vértice de inicio v = 1.

Q Vértice afiadido | Vértice eliminado | R

1 1 - [1]

12 2 - [1,2]

123 3 - [1,2,3]

1234 4 - [1,2,3,4]

234 - 1 [1,2,3,4]
2345 5 - [1,2,3.4,5]
345 - 2 [1,2,3,4,5]
3456 6 - [1,2,3,4,5,6]
456 - 3 [1,2,3,4,5,6]
56 - 4 [1,2,3,4,5,6]
6 5 [1,2,3,4,5,6]
67 7 - [1,2,3,4,5,6,7]
7 - 6 [1,2,3,4,5,6,7]
0 - 7 [1,2,3,4,5,6,7]

Analisis del algoritmo BFS

Observar que si el grafo GG tiene orden n, entonces cada vértice se afiade a la
cola una vez. Ademas, cuando se accede a un vértice de la cola, se analiza
su lista de adyacencias para buscar los vértices atin no visitados. En total, se

hahrian analizadn 9m arictac ciendo o 1a medida del orafo
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2.2.1. Ejercicios

6-25 Encontrar la lista de los vértices visitados por el algoritmo BFS en el grafo del ejem-
plo 6-24 (pagina 19) empezando por el vértice 6. Construir, también, la tabla que registra
el funcionamiento del algoritmo.

6-26 Encontrar la lista de los vértices visitados por el algoritmo BFS en el grafo

empezando por el vértice 1. Construir, también, la tabla que registra el funcionamiento del
algoritmo.

6-27 Como en el caso del DFS, al mismo tiempo que el algoritmo BFS visita todos los
vértices de un grafo, también visita las aristas incidentes en estos vértices. Modificar el
algoritmo para que devuelva la lista de aristas visitadas por el BFS. En lugar de la lista R
serd una lista .S de aristas visitadas.

6-28 Usar el algoritmo del ejercicio anterior para obtener las aristas visitadas en el grafo
del ejemplo 6-24 (pagina 19). Construir también la tabla de funcionamiento del algoritmo
con la cabecera siguiente:

‘ Q ‘ Arista anadida ‘ S ‘

2.2.2. Soluciones

6-25 La lista de vértices visitados es R = [6,3,5,7,1,2,4].

6-26 La lista de vértices visitados es R = [1,2,3,4,5,6,7].

6-27 La version del BES para las aristas sera:
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Entrada : G(V,A),veV
Salida : S, aristas visitadas
algoritmo BFS (G, v)
inicio
Q<0
S—0
paraw eV
estado[w] «— 0
finpara
estado[v] — 1
afiadir(Q, v)
mientras Q # ()
w «— primero(Q)
para u adyacente a w
si estado[u] = 0
entonces afadir(Q, u)
estadolu] «— 1
afiadir(S, {w, u})
finsi
finpara
eliminar(Q)
finmientras
retorno (S)
fin

6-28 La tabla de funcionamiento del algoritmo sera:

P Arista afiadida | S

1 - 0

12 {1,2} [{1,2}]

123 {1,3} [{1,2}, {1, 3}]

1234 {1,4} [{1,2},{1,3},{1,4}]

234 - [{1,2},{1,3},{1,4}]

2345 {2,5} [{1,2},{1,3},{1,4},{2,5}]

345 - [{1,2},{1,3},{1,4},{2,5}]

3456 {3,6} [{1,2},{1,3},{1,4},{2,5},{3,6}] Observacion
456 - [{1,2},{1,3},{1,4},{2,5},{3,6}]

56 ({12}, {1, 3}, {1,4}, {2, 5}, {3,6}] Eé%rr?fgrk()‘cﬁ.S) resultante
6 - [{172},{173}7{174}7{275}7{3’6}]

67 {6,7} [{1,2}, {1,3}, {1,4},{2,5},{3,6},{6,7}]

7 - [{1,2},{1,3},{1,4},{2,5},{3,6},{6, 7}]

0 [{1,2},{1,3},{1,4},{2,5},{3,6},{6, 7}]
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3. Conectividad

Uno de los conceptos fundamentales de la teoria de grafos es el de conectivi-
dad, definido a partir de la posibilidad de establecer un recorrido entre dos
vértices cualesquiera de un grafo. El concepto de conectividad es especial-
mente importante en aquellos problemas donde es necesario medir distancias
en una red de distribucién o en problemas de vulnerabilidad de una red de
interconexion.

En capitulos posteriores también se verd que la conectividad es util para averiguar
si un grafo es hamiltoniano o euleriano, aunque en este tltimo caso es més util
conocer el grado de cada vértice.

3.1. Conexion entre vértices

Definicion 6.7

Un grafo G = (V, A) es conexo si para cada par de vértices uy v de G
existe un v — v camino.

Ejemplo 6-29

La figura siguiente muestra dos grafos G1 y G2. El primero es conexo, puesto que
entre cada pareja de vértices hay un camino que los une. El segundo no es conexo,
puesto que, por ejemplo, entre los vértices a y e no hay ningun recorrido que los una.

1 2 a d
3 4 b C
G, G

2
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Recorridos y conectividad

Definicion 6.8

En el conjunto de vértices V' de un grafo G = (V, A) se define la
relacion siguiente:

Yu,v €V, u=wv < existeunu — v camino de G.

Proposicion 6.9

Esta relacién es una relacion de equivalencia en el conjunto de vértices
del grafo.

En consecuencia, se establece una particion de V. = V3 U ... U Vj: los
vértices de una misma clase son mutuamente accesibles por algiin camino;
vértices de clases diferentes son inaccesibles. Evidentemente, también se

puede establecer, de manera parecida, una particién del conjunto de aristas
A=A U...UA;.

Definiciéon 6.10

Las componentes conexas del grafo G son los subgrafos G; = (V})
generados por cada una de estas clases de equivalencia V;; asi se puede
expresar el grafo como unién de componentes conexas:

G=G1U...UG

Ejemplo 6-30

El grafo G

no es conexo. Tiene dos componentes conexas (el grafo completo de orden 4, y el
grafo bipartito completo de orden 3 4 2). Asi, G = K4 U K3 2.

Carta (g
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Proposicion 6.11

Si un grafo es de orden n y medida m, con k componentes conexas, de

ordenes y medidas respectivas n;, m; (¢ = 1, ..., k), entonces:
k k
n = E ng, m = E m; .
i=1 i=1

El resultado siguiente establece la medida minima de un grafo conexo.

Proposicion 6.12

Si G es un grafo conexo de orden n y medida m, entonces
m>n—1.

Demostracion: Se demostrard por induccién respecto al orden n del grafo. Sin = 1el
resultado es inmediato.

Se supone que la propiedad es cierta para todo grafo conexo de orden n—1 > 1y se prueba
que también lo es para todo grafo conexo de orden n. Sea G = (V, A) un grafo conexo de
orden n y medida m. Se debe probar que m > n — 1.

Si todos los vértices de G tienen grado mayor o igual que 2 , entonces se aplica la férmula
de los grados,

2m = Z g(v) >2n

veV

y, por lo tanto, m > n >n — 1.

En caso de que G tenga un vértice v de grado 1, entonces el grafo G’ = G — v es un grafo
conexo de orden n — 1 y medida m — 1. Aplicando la hipétesis de induccion al grafo G’
se tiene que m — 1 > n — 2, de donde resulta que m > n — 1, como se queria probar. 1

Como consecuencia directa de este resultado se obtiene el corolario:
Proposicion 6.13

Si G es un grafo que tiene orden n, medida m y k componentes conexas,
entonces m > n — k.

Ejemplo 6-31
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Ejemplo 6-32

Cuando se elimina un vértice de un grafo conexo, el nimero de componentes conexas
que se producen no puede superar el grado del vértice eliminado.

La afirmacién es muy intuitiva; se debe expresar formalmente y probar. Sea
G = (V, A) un grafo conexo de orden n > 3y sea u € V de grado g(u); entonces
el nimero de componentes conexas de G — u es menor o igual que g(u).

En efecto, sea G’ = G —u = G1 U ... U G}, expresién del grafo como reunién
de componentes conexas; se vera que cada GG; contiene como minimo un vértice u;
adyacente a u en G, cosa que demostraria la afirmacion. Si no fuese asi para algin
G, entonces, por la conexién del grafo G, algiin vértice w € V(G ) serd adyacente
(en G) a algin otro vértice ¢ € V((G;), (¢ # u, (j # i0))), puesto que de lo contrario
G seria no conexo; ahora bien, si fuera asi, con la eliminacion de u no se crearia la
componente conexa G, .

3.1.1. Ejercicios

6-33 Demostrar que un grafo con la secuencia de grados 3,1,1,1,1,1 no puede ser conexo.

6-34 Encontrar el nimero de componentes conexas de un grafo que tiene como lista de
adyacencias,

f,1,]
¢ g
b,e, g
h
c,gjf
a, i, e
b,c, e
d

a, f

j : ae

50 = 0 60 O e

R

6-35 Si se elimina una arista de un ciclo de un grafo, ;se puede incrementar el nimero de
componentes conexas?

6-36 Cuales de los siguientes grafos son conexos:
Tn, Cn, Nn, Nnp, +Nm,T2 X Cn

En caso de que no sean conexos, indicar cudntas componentes conexas tienen.

3.1.2. Soluciones
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inacién de una arista que pertenece a un ciclo (puesto que siempre queda un recorrido
alternativo para cada pareja de vértices que se comuniquen por un recorrido que utilice
aristas del ciclo).

6-36 Todos son conexos menos Ny, (n > 1), que contiene n componentes conexas, una
para cada vértice.

3.2. Test de conexion

Se puede utilizar el algoritmo DFS introducido en la seccién2.1 para com-
probar si un grafo G = (V, A) es conexo. Se debe recordar que el algoritmo
DEFS devuelve la lista R de todos los vértices accesibles a partir de un vértice
v fijado. Si la lista contiene todos los vértices del grafo, el grafo serd conexo.
De lo contrario, sera no conexo.

Entrada : G(V,A),v eV
Salida : CIERTO si GG es conexo. FALSO en caso contrario
algoritmo TestConexion (G, v)
inicio
conexo < CIERTO
R «— DFS(G,v)
si | R|#| V|
entonces conexo < FALSO
finsi
retorno (conexo)
fin
Ya que el DFS tiene una complejidad O(n+m), se puede afirmar lo siguiente:
comprobar si un grafo es conexo tiene una complejidad O(n + m).

Ejemplo 6-37

Se puede observar la aplicacion del algoritmo sobre el grafo G2 del ejemplo 6-29
(pagina 22) empezando por el vértice a:

P Vértice afiadido | Vértice eliminado | R

a a - [a]
ab b - [a,b]
abc C - [a,b,c]

_1 L
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Proposicion 6.14

Sea G = (V, A) un grafo y v un vértice de GG. El subgrafo inducido por
los vértices visitados de G empleando el algoritmo DFS es la compo-
nente conexa que contiene v.

3.2.1. Ejercicios

6-38 ;Se podria utilizar el BFS en lugar del DFS en el test de conexién?

6-39 Utilizar el test de conexién y comprobar si el grafo G definido por la matriz de

adyacencias
01 1 0 1
1 01 1 0
B=(1 1 0 1 1
01 1 0 O
1 01 0 O
€s conexo.

6-40 Modificar el test de conexién para que devuelva el nimero de componentes conexas
de un grafo G.

3.2.2. Soluciones

6-38 Si.

6-39 Suponiendo que los vértices del grafo forman el conjunto V = {a,b,c,d, e}, se
aplica el test de conexion:

P Vértice anadido | Vértice eliminado | R

a a - [a]

ab b - [a,b]

abc [¢ - [a,b,c]
abcd d - [a,b,c.d]
abc - d [a,b,c,d]
abce e - [a,b,c.d,e]
abc - e [a,b,c,d,e]
ab - ¢ [a,b,c,d,e]
a - b [a.b.c.d.e]
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Entrada : G(V, A)
Salida : nimero de componentes conexas del grafo G.
algoritmo ComponentesConexas(G)
inicio
ncomponentes «— 0
U~V
mientras U # ()
v «— primer vértice de U
R — DFS(G,v)
ncomponentes <— ncomponentes + 1
U—~U-R
finmientras
retorno (ncomponentes)
fin

Observar que la complejidad continda siendo O(n + m), puesto que se explora todos los
vértices y las aristas de G.
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4. Distancias en un grafo

En unared de carreteras en la cual hay varios itinerarios para unir dos ciudades
es natural preguntarse qué itinerario es el mdas corto, o cudl es el que logra la
minima distancia entre las dos ciudades.

En esta seccidn se definird el concepto de distancia entre dos vértices de un
grafo conexo. Se procederd a calcular esta distancia y también se resolverd
el problema de la distancia y el camino minimo en un grafo ponderado (grafo
con un peso asociado a cada arista). Finalmente, se resolverd el problema
mads general de encontrar la distancia entre un vértice y el resto de los vértices
del grafo, y un camino que logre esta distancia, mediante los algoritmos de
Dijkstra y Floyd.

4.1. Distancia entre vértices

Definicion 6.15

Dado un grafo conexo G = (V, A), la distancia entre dos de sus
vértices es la minima de las longitudes de los caminos que conecten
estos vértices:

da(u,v) = min{/(C) | C es un u — v camino}

En el caso no conexo, la distancia entre dos vértices de una misma componente
conexa se define como en el caso anterior. En el caso de vértices mutuamente
inaccesibles, se asigna el valor convencional co.

Cuando quede claro en que grafo se calcula la distancia entre dos vértices u y
v se pondrd, simplemente, d(u, v).
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Ejemplo 6-41

Se consideran los grafos G y G2 del ejemplo 6-29 (pagina 22)

1 2 a d

3 4 b C
G, G,

AGilad(1,2) =2,d(1,3) = 1,d(1,4) = 1. El D(G;) = 2.

A Ga,lad(a,c) =d(a,b) = d(b,c) =1, d(a,d) = oo, por lo tanto, D(G3) = oo.

Ejemplo 6-42

Se puede observar que, dado un grafo cualquiera no conexo G, el grafo complementario
G° es conexo y de didmetro < 2.

Sean x, y dos vértices de componentes conexas diferentes de G que, por lo tanto, no son
adyacentes en G; en consecuencia lo son en el complementario Gy dge(z,y) = 1.

Sean ahora x, y de la misma componente conexa GG; de G; dado que el grafo no es
conexo por hipdtesis, existe otra componente conexa diferente GG; que contiene un
vértice z € V(G;); entonces x, y no son adyacentes a z en el grafo G y, en conse-
cuencia, lo son en el complementario; por lo tanto, en el complementario los vértices
x, y estan conectados por un camino a través de z, concretamente el camino z, z,y, y
resulta, pues, que dg<(z,y) < 2 (observar que no se puede afirmar que la distancia sea
2, puesto que podria pasar que x, y fueran no adyacentes en GG, caso en el cual serian
adyacentes en el complementario).

A partir de la distancia entre vértices es posible una caracterizacion de los
grafos bipartitos.

Teorema 6.17

Un grafo es bipartito si, y s6lo si, todos los ciclos son de longitud par.

Demostracion: Se deben que probar dos implicaciones:

1) Si el grafo es bipartito, entonces todos los ciclos son de longitud par.

2) Si todos los ciclos de un grafo son de longitud par, entonces el grafo es bipartito.

Se supone que el grafo es G = (V, A).
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Para comprobarlo, se debe concluir que no hay aristas que conecten vértices de un
mismo conjunto de la particion; se probard para parejas de vértices de V7 y andloga-
mente se procederia para V5. Sean, pues, u,v € Vj y se supone que existe la arista
a = {u,v} € A; se vera que se llega a alguna contradiccion, a partir del hecho de que
todos los ciclos son de longitud par. Sean R; un ug — u camino de longitud minima y
R2 un ug — v camino de longitud minima, los dos de longitudes pares, por definicion
de Vj. Recorriendo los caminos anteriores desde el inicio ug, se logrard un vértice wg
que es el dltimo que comparten los caminos R;, Ra; por ser minimo, los subcaminos
ug — wo sobre Rj, Ro tienen que ser de la misma longitud k; se consideran ahora
los subcaminos S : wg — u sobre Ry y So : wg — u sobre Rg; entonces resulta que
L(Ry) = k+ €(S1) y £(R2) = k + £(S2), de donde la diferencia ¢(R2) — ¢(R1) es
par y, en consecuencia, ¢(R1 ), /(Rz2) tienen que ser de la misma paridad; considerando
el camino formado por estas secciones (pasando por wy), resulta un v — v camino de
longitud par; conjuntamente con la arista a = {u, v} se crearfa un ciclo de longitud
impar, que contradiria la hipdtesis.

4.1.1. Ejercicios

6-43 Comprobar que la distancia dada entre vértices de un grafo conexo satisface las
propiedades generales de una métrica:

1) d(u,v) >0y d(u,v) =0si,y sélosi, u = v;
2) d(u,v) =d(v,u);
3) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) (desigualdad triangular).

6-44 Indicar cudl es el didmetro del grafo siguiente.

6-45 Es cierta la propiedad: v ~ v < d(u,v) = 1?

6-46 Calcular el didmetro de los grafos Ky, Kn,m, Cn, Tn.

6-47 Utilizar la caracterizacién de los grafos bipartitos para decidir si el grafo siguiente es
bipartito.
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6-48 Los grafos aciclicos son bipartitos. ¢Cierto o falso?

4.1.2. Soluciones

6-43 Las propiedades 1 y 2 son obvias. Para demostrar la propiedad 3, sea C' el camino
que logra la d(u,v). Sea C; el camino que logra la d(u,w) y C2 el camino que logra la
d(w, v). Entonces, si se une C7 y Ca se tiene un camino que une v y v. Por la definicién
de distancia, la longitud de este camino tiene que ser mayor o igual que la d(u, v).

6-44 El diametro es 5.

6-45 Si.

6-46 D(Ky,) = 1, porque la distancia de un vértice a cualquier otro siempre es 1.
D(Kn,m) = 2, porque se puede ir de un vértice a cualquier otro recorriendo dos aristas.
n—1

D(Cr) = % sinespar. D(Cp) = "5+ sin es impar.

D(Tn) = n — 1, que es la distancia entre los dos extremos.

6-47 No es bipartito, puesto que hay ciclos de longitud 5.

6-48 Cierto, en aplicacién de la caracterizacién de grafos bipartitos en términos de los
ciclos, puesto que todos los ciclos son de longitud cero.

4.2. El problema del camino minimo en un grafo
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El algoritmo de Dijkstra encuentra la distancia entre dos vértices construyen-
do un arbol desde el vértice inicial u( a cada uno de los otros vértices del grafo.

El algoritmo de Floyd encuentra la distancia entre todos los pares de vértices
de un grafo.

Observacion

Definicion 6.18 Un grafo simple se puede

interpretar como un grafo
— ponderado si se asocia a

Un grafo ponfierado es un par (G, w) donde G (V,‘A) es un grafo y bada arista un peso 1.
w es una funcion w : A — R que asigna pesos a las aristas del grafo.

Ejemplo 6-49

En una red de comunicaciones puede ser interesante la asignacion a cada arista de un
peso indicativo del tiempo que cuesta recorrer la arista en cuestion, o los kilémetros, o
el coste econdmico correspondiente en otros aspectos que dependeran del problema y
del modelo que se haya construido.

El grafo siguiente es un grafo ponderado. El peso de cada arista es la distancia kilométrica
entre dos ciudades.

Manresa
Llgida 118
A ()

Barcelona
Tarragona

Normalmente los pesos son positivos o nulos, pero también se pueden consid-
erar situaciones en que sean negativos.

Definicion 6.19

Dado un grafo ponderado (G, w) y un camino C : vg, vy, ..., v S€
definen el peso del camino C' como w(C) = Zle w(vi—1,v;), y la
distancia entre dos vértices u, v € G como

dg(u,v) = min{w(C) | C es un v — v camino }
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Ejemplo 6-50
En el grafo ponderado del ejemplo 6-49 (pagina 33), el camino C; : Barcelona,
Manresa, Lleida tiene un peso 174. En cambio, el camino C : Barcelona, Tarragona,

Lleida tiene un peso 196. La distancia entre Barcelona y Lleida es 174 pasando por
Manresa.

Variantes del problema del camino minimo

El problema del camino minimo admite diversas variantes que se pueden re-
solver utilizando adaptaciones de los mismos algoritmos:

1) Camino minimo desde un vértice inicial (Single Source Shortest Path): da-
do (G,w)y s € V,buscar la d(s,v) paratodov € V.

2) Camino minimo hasta un vértice destino (Single Destination Shortest Path):
dado (G,w) yt € V,buscar la d(v,t) paratodov € V.

3) Camino minimo entre una par de vértices (Single Pair Shortest Path): dado
(G,w)ys,teV,buscarlad(s,t).

4) Camino minimo entre todos los pares de vértices (All Pairs Shortest Path):
dado (G, w), buscar la d(u, v) para todo u,v € V.

Ejemplo 6-51
De nuevo, se utiliza en este ejemplo el grafo ponderado del ejemplo 6-49 (pagina 33).

Si se ordenan las ciudades alfabéticamente, entonces la solucién a las cuatro variantes
del problema del camino minimo en este grafo sera:

1) Camino minimo desde Barcelona:

(0,Barcelona), (96,Girona), (174,Lleida), (56,Manresa), (105,Tarragona).

2) Camino minimo hasta Tarragona:

(105,Barcelona), (201,Girona), (91,Lleida), (161,Manresa), (0,Tarragona).
3) Camino minimo entre Girona y Lleida: 270 pasando por Manresa.

4) Camino minimo entre todos los pares de ciudades:

Barcelona Girona Lleida Manresa Tarragona

Barcelona 0 96 174 56 105
Girona 96 0 270 152 201
Lleida 174 270 0 118 91
Manreqa SA 152 11R 0 141
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4.2.1. Algoritmo de Dijkstra

El algoritmo de Dijkstra se aplica sobre un grafo (o digrafo) ponderado y

calcula la distancia desde un vértice inicial s al resto de vértices del grafo. gijfsgtigtmo L3

A cada paso, se etiquetardn los vértices con (dist(u),v) donde dist(u) es la

distancia minima actual del vértices s al vértices u, y v es el predecesor de u ...se aplica sobre un grafo
i . (o digrafo ) ponderado y

en el camino minimo que une s y . calcula la distancia desde

un vértice inicial al resto
de vértices del grafo.

Estructuras necesarias para la formulacion del algoritmo:

e Un grafo ponderado (G, w) representado mediante una lista de adyacen-
cias.

e Un conjunto U de los vértices que se han visitado, en el orden en que se ha
hecho.

e Una tabla de distancias, dist(-), indexada por los vértices de GG, que registra
la distancia del vértice inicial a los vértices que se van visitando.

e Al final, la tabla dist(-) registra la distancia desde el vértice inicial al resto
de vértices.

Entrada : (G, w) de orden n y un vértice inicial s.
Salida : La distancia, dist(-), de s al resto de vértices.
algoritmo Dijkstra(G, s)
inicio
U—10
parav € V\{s}
dist(v) <« oo
Se etiqueta v con (dist(v), s)
finpara
dist(s) < 0
Se etiqueta s con (dist(s), s)
para: <— Ohastan — 1

u; vértice que logra lo min{dist(v) |v e V —U}
U—~UU {ul}
parav € V — U adyacente a u; si dist(u;) + w(u;,v) < dist(v)
entonces dist(v) < dist(u;) + w(u;,v)
Se etiqueta v con (dist(v), u;)
finsi
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A cada paso se fija la distancia de uno de los vértices del grafo. Asi, tras n
pasos se habra calculado la distancia a todos los vértices del grafo.

El algoritmo se puede utilizar para obtener un camino de longitud minima
entre el vértice inicial y cualquier otro vértice, puesto que después de aplicar
el algoritmo, todo vértice v tiene asociada una etiqueta (dist(v), u;) indicativa
de la distancia del vértice v al vértice de partida, dist(v) = d(s,v), y del
camino seguido para calcular la distancia. Si v # s se obtiene un s — v camino
de longitud minima con s = qg, q1, - - . , g = v, donde los g; estan etiquetados
con (dist(q;),qi—1) parai = 1,... k.

Simulacion del algoritmo de Dijkstra

Ejemplo 6-52

Considerar el grafo definido sobre el mapa siguiente, que representa las distancias
aproximadas entre varias localizaciones de la comarca de Osona:

AT | o AR
1197 i

i HMHE .

Sant Andrey de BEncalls o

o Sant Pere i
Castanyade

i s Riaweda JII.'

Se puede utilizar el algoritmo de Dijkstra para encontrar la distancia minima entre Vic
y el resto de localidades. Se utiliza una tabla como la siguiente para representar los
diferentes pasos del algoritmo de Dijkstra:
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i = 0. El vértice de peso minimo es el vértice V. Se pueden etiquetar los vértices M,

CS, SM.
Vértices \'% M CS SM F VS SR PV T
U 1 0 0 0 0 0 0 0 0

(dist(-),") | (0,V) | (6,V) | (5,V) | (2,V) | (00,V) | (00,V) | (00,V) | (00,V) | (00,V)

i = 1. El vértice de peso minimo es el vértice SM. Se puede etiquetar el vértice F.

Vértices \% M CS SM F VS SR PV T
U 1 0 0 1 0 0 0 0 0
(dist(:),-) | (0,V) | (6,V) | (5,V) | (2,V) | (3,SM) | (00,V) | (c0,V) | (00,V) | (00,V)

¢ = 2. El vértice de peso minimo es el vértice F. Se pueden etiquetar los vértices VS y
PV.

Vértices \Y% M CS SM F VS SR PV T
U 1 0 1 1 0 0 0 0
(dist(:),-) | (0,V) | (6,V) | (5,V) | (2,V) | (3,SM) | (7,F) | (o0,V) | (7,F) | (00,V)

=)

i = 3. El vértice de peso minimo es el vértice CS, pero no se etiqueta ningtin nuevo

vértice.
Vértices A\ M CS SM F VS SR PV T
U 1 0 1 1 1 0 0 0 0

(dist(-),-) | (0,V) | (6,V) | (5,V) | V) | 3,8M) | (7, F) | (00, V) | (T, F) | (o0,V)

i = 4. El vértice de peso minimo es el vértice M. Se puede etiquetar el vértice T.

Vértices \ M cs | sm F VS SR PV T
U 1 1 1 1 1 0 0 0 0
(dist(-),-) | (0,V) | (6,V) | (5V) | (V) | 3,5M) | (7,F) | (o0, V) | (7,F) | (13, M)

i = 5. El vértice de peso minimo es el vértice VS. Se puede etiquetar el vértice SR.

Vétices | vV | M [ ¢S [ sM | F | VS | SR [ PV | T |
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i = 7. El vértice de peso minimo es el vértice SR. se puede etiquetar el vértice T.

Vértices A\ M CS SM F VS SR PV T
U 1 1 1 1 1 1 1 1 0
(dist(),) | (0,V) | (6,V) | (5,V) | (V) | (3.5M) | (T.F) | (0,VS) | (1.F) | (12,SR)

1 = 8. Finalmente, el vértice de peso minimo es el vértice T, pero no se etiqueta ningtin
nuevo vértice.

Vértices v M cs | sm F VS SR PV T
U 1 1 1 1 1 1 I 1 1
(dist(-),-) | (0,V) | (6,V) | (5V) | (V) | 3,5M) | (7.F) | O,VS) | (7. F) | (12,SR)

La dltima tabla muestra la distancia minima entre Vic y el resto de ciudades. Observar
que también es posible reconstruir el itinerario que habria que seguir para desplazarse
de Vic a cualquiera de las ciudades. Por ejemplo, la distancia de Vic a Tavertet es
12 y el itinerario se reconstruye a partir del etiquetado de la dltima tabla: T(12,SR),
SR(9,VS), VS(7,F), F(3,SM), SM(2,V). el itinerario sera, Vic, Sant Marti de Riude-
peres, Folgueroles, Vilanova de Sau, Sant Roma de Sau, Tavertet.

A partir de estas tablas que presentan cada uno de los pasos, se puede construir la tabla
del algoritmo de Dijkstra, que incluye cada una de las filas (dist(-), -) (se marca con
un asterisco el vértice que se visita):

Vv M CS SM F VS SR PV T
0,V) | (c0,V) | (00,V) | (00,V) (0,V) (00,V) | (0,V) | (o0,V) (o0,V)
O, V)* | (6,V) 5vV) 2,V) (00,V) | (00,V) | (00,V) | (00,V) (c0,V)
0,V) 6,V) BY) | 2V)* | 3,SM) | (co,V) | (0,V) | (c0,V) (c0,V)
0,V) 6,V) 5.V) 2,v) | G.SM* | (1,F) (c0,V) (7.F) (c0,V)
0,V) o,V) | 5, V)* | (2,V) (3.SM) (7,F) (c0,V) (7,F) (c0,V)
O,V) | 6,V)* | (5,V) 2,V) (3,.SM) (7,F) (o0,V) (7,F) (13,M)
0,V) 6,V) BY) 2,V) 3,SM) | (7,B* | 9,VS) (7,F) (13,M)
0,V) 6,V) 5.V) 2,V) (3,.SM) (7.F) ©,VS) | (1,F)* (13, M)
0,V) 6,V) BvV) 2,V) (3,SM) 7,F) | O,VS* | (7,F) (12,SR)
0,V) 6,V) 5Y) 2,V) (3,SM) (7,F) 9,VS) (7,F) | (12,SR)*

Ejemplo 6-53

Considerar el digrafo definido por el grafico siguiente:

@ =
4// 1 3 10

[ &%
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1 2 3 4 5 6 7
0,1) | (00,1) | (00,1) | (00,1) | (00,1) | (00,1) | (o0,1)
O,D* | 2,1) | (c0,1) | (1,1) | (c0,1) | (00,1) | (o0,1)
0,1) 2,1) 34 | (LD* | 34 9.4) 5.4
o, | 2,D* | 34 (1,1) 3.4) 9.4) (5.4)
(0,1) 2,50 | G4* | (LD 3.4) (8,3) 5.4)
0,1) 2,1) 3.4 1,1 | G4* | 8.3 5.4
(0,1) 2.1 (3.4) (1,1) 3.4) 6,7) | 5.4)*
(0,1) 2,1 3.4) 1,1) 34 | ©6D* | (54

De la tdltima fila de la tabla se deduce que la distancia del vértice 1 al resto de vértices
vale d(1,1) = 0,d(1,2) = 2,d(1,3) = 3,d(1,4) = 1,d(1,5) = 3,d(1,6) = 6,
d(1,7) =5.

Analisis del algoritmo de Dijkstra
Para analizar este algoritmo se dividira en dos partes:

1) Se inicia una tabla de medida n con una complejidad O(n).

2) El bucle principal se ejecuta n veces. En el paso i-ésimo se calcula el
minimo de una lista que contiene n — ¢ elementos. Esto se puede hacer con
n — ¢ comparaciones.

En el bucle mds interno se actualizan las etiquetas de los vértices adya-
centes al vértice analizado. El nimero maximo de vértices adyacentes que
se acualizan en el paso i-ésimoesn — ¢ — 1.

Resumiendo, en el bucle principal se hacen

n—1 n—1
E n—i+§ n—i—1=n?
i=0 i=0

operaciones elementales.

Esto da una complejidad O(n?).

Todo el algoritmo, pues, tendrd una complejidad max{O(n), O(n?)} = O(n?),
independientemente del nimero de aristas del grafo.

MM neenlonn v laana i aea

| |
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Entrada : G(V, A) no ponderado, s € V
Salida : La distancia, dist(-), de s al resto de vértices.
algoritmo Distancias_no_ponderado(G, s)
inicio
Q—10
paraw €V
estadolw] < 0
dist|w] < oo
finpara
estado[s] — 1
dist[s] < 0
afiadir(Q, s)
mientras Q) # ()
w « primero(Q)
para v adyacente a w
si estado[u] = 0
entonces afadir(Q, u)
estadolu] «— 1
distlu] «— distjw] + 1
finsi
finpara
eliminar(Q)
finmientras
retorno (dist)
fin

Ejemplo 6-54

Se considera el grafo no ponderado representado en la figura.

3

2 5
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Q Vértice afiadido | Vértice eliminado | dist

1 1 [0,00,00,00,00,00,00]
12 2 [0,1,00,00,00,00,00]
123 3 [0,1,1,00,00,00,00]
1234 4 - [0,1,1,1,00,00,00]
234 - 1 [0,1,1,1,00,00,00]
2345 5 - [0,1,1,1,2,00,00]
345 - 2 [0,1,1,1,2,00,00]
3456 6 - [0,1,1,1,2,2,00]
456 - 3 [0,1,1,1,2,2,00]

56 - 4 [0,1,1,1,2,2,00]

6 - 5 [0,1,1,1,2,2,00]

67 7 - [0,1,1,1,2,2,3]

7 - 6 [0,1,1,1,2,2,3]

0 - 7 [0,1,1,1,2,2,3]

Si se compara este algoritmo con el algoritmo de Dijkstra aplicado a un grafo
no ponderado, se puede observar que mientras Dijkstra tiene una complejidad
O(n?), el BFS tiene una complejidad O(n + m). Para grafos poco densos
(pocas aristas), el algoritmo BFS tiene un comportamiento més eficiente que
el algoritmo de Dijkstra.

4.2.3. Algoritmo de Floyd

El problema de buscar los caminos minimos entre todos los pares de vértices
de un grafo se puede resolver si se aplica n veces el algoritmo de Dijkstra:

Entrada : (G, w) de orden n
Salida : La distancia, d(-, -), entre todos los pares de vértices.
algoritmo todos_los_pares(G)
inicio
paras eV
d(s,-) < Dijkstra(G, s)
finpara
retorno (d)
fin

que tendria una complejidad O(n?).
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Se etiquetaran los vértices V = {1,2,3,...,n} y se utilizard una matriz bidi-
mensional d;; (1 <1, j < n) para almacenar las distancias.

Entrada : (G, w) de orden n
Salida : La distancia, d(-, -), entre todos los pares de vértices.
algoritmo Floyd (G)
inicio
para ¢ < 1 hasta n

para j — 1 hastan
si i = j entonces d?j — 0 finsi
si (,j) € A entonces d); — w(i, ) finsi
si (i, ) ¢ A entonces d); < oo finsi
finpara

finpara
para k < 1 hastan

para: < 1 hastan

para j <— 1 hastan
df; — min(dl" dit + di)
finpara
finpara
finpara
retorno (d;’)
fin

Ejemplo 6-55

Si se aplica el algoritmo de Floyd al grafo del ejemplo 6-49 (pagina 33)

Manresa
Llgida 118
> (_]

Barcelona

Tarragona

se obtiene la serie de matrices bidimensionales (se supone que las ciudades estan orde-
nadas alfabéticamente):
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0 96 oo 56 105 0 96 oo 56 105
9% 0 oo 157 oo 96 0 oo 152 201
=] 0 o0 0 118 91 d'=| o0 oo 0 118 91
56 157 118 0 oo 56 152 118 0 161
105 c© 91 oo 0 105 201 91 161 0O
0 9 oo 56 105 0 96 oo 56 105
96 0 oo 152 201 9% 0 oo 152 201
=] oo oo 0 118 91 d=| oo oo 0 118 91
56 152 118 0 161 56 152 118 0 161
105 201 91 161 O 105 201 91 161 0
0 96 174 56 105 0 96 174 56 105
96 0 270 152 201 96 0 270 152 201
d*=1| 174 270 0 118 91 d>=1| 174 270 0 118 91
56 152 118 0 161 56 152 118 0 161
105 201 91 161 0O 105 201 91 161 0O

Observar que d® coincide con la tabla obtenida en el ejemplo 6-51 (pagina 34).

Analisis del algoritmo de Floyd

El algoritmo de Floyd es muy facil de analizar. Bdsicamente tiene dos partes.
La iniciacién de la matriz de distancias y el calculo de las distancias.

La iniciacién tiene una complejidad O(n?). El célculo de las distancias tiene
una complejidad O(n?). Asf, todo el algoritmo tendra una complejidad O(n?),
independientemente del nimero de aristas y comparable a la eficiencia del
algoritmo de Dijkstra aplicado n veces.

4.2.4. Ejercicios

6-56 La tabla siguiente representa la distancia entre varios aeropuertos unidos por una
linea aérea.

A B C D E F G
AlO0O 5 3 2 - - -
B|5s o0 2 - 3 - 1
c,3 2 o0 7 7 - -
b,2 - 7 0 2 6 -
E|- 3 7 2 0 1 1
F|{- - - 6 1 0 -
— 1
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6-58 Suponer que se numeran los vértices del grafo K,, V = {1,2,3,...,n}, y a cada
arista se le asigna un peso, w(s,j) = |j — 4|. (Cuadl serd la distancia entre dos vértices
cualesquiera?

6-59 Modificar el algoritmo de Dijkstra para obtener la solucién a la variante del proble-
ma del camino minimo (single pair shortest path), es decir, dados (G, w) y dos vértices
s,t € V, encontrar la distancia minima de s a t.

6-60 A partir del algoritmo de Dijkstra proponer una solucion a la variante del problema
del camino minimo (single destination shortest path), es decir, dados (G, w) y un vértice
t € V, encontrar la distancia minima de todos los vértices de GG a t.

6-61 La tabla siguiente representa el tiempo necesario para conectar directamente varios
nodos de una red. El simbolo “-” significa que los dos nodos no son accesibles direc-
tamente. Utilizando el algoritmo de Floyd, encontrar el tiempo minimo necesario para
conectar dos a dos todos los pares de nodos de la red

1 2 3 4 5
110 3 8 - 4
2(- 0 - 1 7
3/]- 4 0 - -
412 - 5 0 -
5/]- - - 6 0

4.2.5. Soluciones

6-56 En el primer caso se debe aplicar el algoritmo de Dijkstra sobre el grafo que se
obtiene a partir de la tabla de distancias:

A B C D E F G

(0,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A)
0,A)* | (5,A) 3,A) (2,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A)
(0,A) (5.A) (B.A) | 2,A)* | 4D) B.D) | (0,A)
(0,A) G.A) | BA)* | (2,A) (4.D) B.D) | (00,A)
(0,A) 5.,A) 3,A) 2,A) | 4D)y* | (5E) (5.BE)
0,A) | 5,A)* | (3,A) (2,A) (4.D) (5.E) S.E)
(0,A) (5.A) (3.A) (2,A) “4D) | GE* | (5.BE)
(0,A) (5,A) (3,A) (2,A) (4.D) S.E) | 5.BE)*

La ultima fila de la tabla da las distancias minimas entre el aeropuerto A y el resto de
aeropuertos.

En el segundo caso, se puede considerar el mismo grafo pero ahora sin pesos, es decir, s6lo
interesa saber el nimero de aristas que unen el aeropuerto A con el resto de aeropuertos. En
este caso, se puede aplicar el algoritmo para calcular distancias en el caso no ponderado:
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Q Vértice afiadido | Vértice eliminado | dist

A A - [0,00,00,00,00,00,00]
AB B - [0,1,00,00,00,00,00]
ABC C - [0,1,1,00,00,00,00]
ABCD D - [0,1,1,1,00,00,00]
BCD - A [0,1,1,1,00,00,00]
BCDE E - [0,1,1,1,2,00,00]
BCDEG G - [0,1,1,1,2,2,00]
CDEG - B [0,1,1,1,2,2,00]
DEG - C [0,1,1,1,2,2,00]
DEGF F - [0,1,1,1,2,2,2]

EFG D [0,1,1,1,2,2,2]

FG - E [0,1,1,1,2,2,2]

G - F [0,1,1,1,2,2,2]

0 - - [0,1,1,1,2,2,2]

La lista [0,1,1,1,2,2,2] da el ndmero de transbordos que habra que hacer para conectar el
aeropuerto A con el resto de aeropuertos.

6-57 El algoritmo contintia funcionando correctamente y, por lo tanto, se obtiene la misma
distancia minima pero el camino puede ser diferente.

6-58 Se observa que si se aplica el algoritmo de Dijkstra sobre un grafo ponderado, a cada
paso se fija la distancia a un vértice, que ya es definitiva. Si se parte del vértice 4, en el
primer paso se fijard la distancia del vértice i — 1 0 i + 1 que son los que estdn a distancia 1
de i. En el paso siguiente, tanto si se elige ¢ — 1 como ¢ + 1, se fijara la distancia del vértice
i+ 2,y asi sucesivamente. Por lo tanto, la distancia entre ¢ y j serd el peso de la arista que
une iy j: d(i,5) = |j —il.

6-59 Puesto que a cada paso el algoritmo de Dijkstra fija la distancia a un vértice, que
ya no se modificard, serd suficiente con modificar el bucle del algoritmo para que se pare
cuando se fije la distancia al vértice ¢:

Entrada : (G, w) de orden n y dos vértices s, t.
Salida : La distancia, dist, de s a t.
algoritmo SinglePairShortestPath (G, s, t)
inicio
U—10
parav eV
dist(v) «— oo
finpara
dist(s) < 0
1—0
mientras (i <n) A (¢t € U)
u; vértice que logra lo min{dist(v) |v € V — U}
U—~UU {uz}
parav € V — U adyacente a u; si dist(u;) + w(u;,v) < dist(v)
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6-60 En el supuesto de que G sea un grafo simple (no dirigido) entonces se puede utilizar
directamente el algoritmo de Dijkstra para resolver esta variante:

Entrada : (G, w) no dirigido, de orden n y un vértice ¢.
Salida : La distancia, d(-), de todos los vértices a t.
algoritmo SingleDestinationShortestPath (G, t)
inicio
retorno (Dijkstra(G,t))
fin

Si G es un digrafo (grafo dirigido), sélo hace falta crear un nuevo grafo G’ con los mismos
vértices que G 'y de manera que sus arcos sean los arcos de G con las orientaciones cambi-
adas. Acto seguido, s6lo hace falta aplicar el algoritmo de Dijkstra a este nuevo grafo con
origen en el vértice ¢:

Entrada : (G, w) digrafo, de orden n y un vértice ¢.
Salida : La distancia, d(-), de todos los vértices a t.
algoritmo SingleDestinationShortestPath (G, t)
inicio
Generar G'(V, A’) a partir de G
retorno (Dijkstra(G’,t))
fin

6-61 La tabla inicial para aplicar el algoritmo de Floyd es:

Q‘O

|
g »g g o
38 B~ o w

8
00

0

5
00

o8 8 N~

Después de aplicar el algoritmo se obtiene la tabla

0 3 8 4
30 6 1 7
=7 4 0 5 11
2 5 5 0 6
8 11 11 6 0

donde el valor de la posicion (i, j) representa el tiempo minimo para conectar el nodo %
conel j.
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Ejercicios de autoevaluacion

6-62 ;Cudntos caminos de longitud k = 2, 3, 4 y 5 entre dos vértices diferentes tiene el
grafo K4? Encontrar una férmula para calcular el nimero de caminos de longitud & entre
dos vértices diferentes de K.

6-63 El algoritmo DFS utiliza una pila para recordar el orden en qué se han visitado los
vértices y poder recuperarlos. La pila se puede sustituir por un llamamiento recursivo.
Construir la version recursiva del algoritmo DFS y comprobar su funcionamiento con el
grafo del ejemplo 6-19 (pagina 15).

6-64 Sea G = (V, A) un grafo de diecisiete vértices con cuatro componentes conexas.
Probar que por lo menos una de las componentes tiene un minimo de cinco vértices.

6-65 Demostrar que un grafo con secuencia de grados 2, 2, 2, 2, 2 tiene que ser necesaria-
mente conexo.

6-66 Sea G = (V, A) un grafo de orden |V| = n > 2 de manera que el grado de cada
vértice v € V satisface g(v) > %(n —1). Demostrar que G es un grafo conexo. Estudiad si
puede afirmarse que son conexos los grafos con las secuencias de grados 2,2,2,2;2,2,2.2,2;

3,3,3,3,3,3.

6-67 Una arista a de un grafo conexo G = (V, A) se dice que es una arista-puente si el
grafo G — a = (V, A — {a}) es no conexo. Considerar el grafo de la figura siguiente e
indicad cudles son las aristas puente.

6-68 Sea G un grafo conexo conteniendo sélo vértices de grado par. Demostrar que G no
puede contener ninguna arista-puente.

6-69 Un proceso de manufactura empieza con un trozo de madera en bruto. La madera
tiene que ser cortada, pulida, agujereada y pintada. Cortar se tiene que hacer antes de
agujerear y, pulir, antes de pintar. Considerar que los requerimientos de tiempo para cada

operacion son los siguientes: cortar pide una unidad; pulir, también una; pintar, cuatro, si
1a madera no esti cortada v dos <1 valaesti- aonierear nide tres nnidades i 1a madera no
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6-71 Proponer un algoritmo eficiente para calcular el didmetro de un grafo.

Se define el centro de un grafo G como el vértice tal que la suma de distancias al resto de
vértices sea minima. Proponer un algoritmo eficiente para calcular el centro de un grafo
G.
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Soluciones

6-62 Para k = 2 hay dos caminos. Si k = 3, también hay 2. Para k = 4y k = 5 no hay
ninguno.

Hay (}~2) - (k — 1)! caminos de longitud k, si k <n — 1.

6-63 Version recursiva del algoritmo DFS:

Entrada : G(V,A),veV
Salida : R, vértices visitados
algoritmo DFS (G, v)
inicio
R—10
paraw eV
estado[w] «— 0
finpara
dfsrec(G, v, R, estado)
retorno (R)
fin
funcion dfsrec(G, v, R, estado)
inicio
estado[v] — 1
afladir(R, v)
para w adyacente a v
si estado[w] = 0
entonces dfsrec(G, w, R, estado)
finsi

finpara
fin

6-64 Sea V el conjunto de vértices y sea |V | = 17. Si G1, G2, G3, G4 son las componentes
conexas de G'y Vi, Va, V3, V4 los conjuntos de vértices respectivos, entonces se tiene que
Zle |Vil = |V| = 17. Si no se cumpliera la afirmacién que hay que demostrar, seria
V| < 4, |Va] < 4, |V3] < 4, |Vy4| < 4, puesto que el orden de un grafo siempre es un
entero. De aqui resulta una contradiccion: 17 = |Vi |+ |Va|+|V3|+|Va| < 4+4+4+4 = 16.

6-65 Sea G = (V, A) un grafo de orden n = 5 con la secuencia de grados anterior. Si
fuese no conexo tendria un minimo de dos componentes conexas, que se puede suponer
que son G1 y G2 (y podrian ser mas); se supone que como grafos que son sus 6rdenes
son respectivamente n; y ng; se cumple obviamente n; + ng < n = 5. Ahora bien, estas
componentes conexas son grafos 2-regulares y, por lo tanto, los érdenes respectivos tienen
que ser como minimo 3; en consecuencia 6 = 3 + 3 < n; + ng < n = 5, cosa que es
absurda. Esto prueba que el grafo es conexo.

6-66 Se supone que GG es no conexo y sean, por lo tanto, C1,...,Cy, k > 2, las compo-
nentes conexas de G, con conjuntos de vértices respectivos Vi,..., Vg, y sea ¢; = |V;],
naraas — 1 L Fvuvidantamenta ag I Lo oo
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de aqui se puede obtener obtener inmediatamente

n—1+n—
2 2

1
n—1= <gu)+gw)<g+q —2<n—-2

que es una conclusién absurda; por lo tanto, el grafo tiene que ser conexo.

Con respecto a los grafos con las secuencias indicadas, tienen que ser conexos en apli-
cacion del resultado. Buscar ejemplos de grafos con estas secuencias de grados.

6-67 En la siguiente figura se indican las aristas-puente con linea discontinua.

6-68 Se supone que G = (V, A) es conexo y sea a = {v, w} una arista-puente. Se consid-
era el grafo auxiliar que resulta de la eliminacién de la arista anterior, es decir, G'=G-a.

Si en el grafo G se cumplia gg(v) = 2k > 2y gg(w) = 2k’ > 2, en el nuevo grafo G’ se
cumplird g (v) = 2k — 1y ggr (w) = 2k’ — 1, grados impares, y sin que el resto de grados
varie. Siendo a arista-puente y G grafo conexo, el grafo G’ = G U G2 es reunién de
dos componentes conexas y los vértices extremos de la arista a se han distribuido, uno en
cada uno de estas componentes conexas; esto conduce a una contradiccién. En efecto, si
por ejemplo v € V(G1), entonces, considerado como grafo, serfa un grafo con un vértice
de grado impar y el resto de grado par, con lo cual habria un nimero impar de vértices de
grado impar, cosa que es imposible, como consecuencia de la férmula de los grados.

6-69 El grafo siguiente muestra las diferentes situaciones que se dan en el problema:

Las aristas representan cada uno de los procesos que se tienen que hacer y su coste; los
vértices son los estados finales de estos procesos.
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323
350 620 %] 602 %] 152 %] 145
053
80D
233
b
503 ¥
530

Se debe notar que no se han representado todos los estados. Sélo aquellos més relevantes.

Dado que s6lo se quiere conocer el nimero minimo de transiciones necesarias para repar-
tir el vino, se trata de en un problema de buisqueda del camino minimo en un grafo no
ponderado. Aplicando el algoritmo, se obtiene que el nimero minimo de pasos es 7 y la
secuencia de transiciones es: 800 — 350 — 323 — 620 — 602 — 152 — 143 — 440.

6-71 Tanto para calcular el didmetro como el centro de un grafo G se necesita disponer
de las distancias entre todos los pares de vértices del grafo. Por lo tanto, se utilizara el
algoritmo de Floyd para calcularlas.

Entrada : (G, w) grafo ponderado de orden n.
Salida : El didmetro, D, del grafo.
algoritmo Didmetro(G)
inicio
d — Floyd(G);
D0
para i — 1 hastan
para j — 1 hastan
sid(i,j) > D
entonces D «— d(i, j)
finsi
finpara

finpara
retorno (D)

fin

Para estudiar la eficiencia de este algoritmo, se debe observar que basicamente se aplica el
algoritmo de Floyd (que ya se sabe que tiene una complejidad O(n3)) y se busca el valor
médximo de una tabla de de n? valores, que tiene una complejidad O(n2). En total tendra
una complejidad O(n?) comparable con la del algoritmo de Floyd.

Para calcular el centro del grafo se necesita, ademads de las distancias entre todos los pares
de vértices, la suma de distancias de cada vértice al resto:

Entrada : (G, w) grafo ponderado de orden n.
Salida : El centro, C, del grafo.
algoritmo Centro(G)
inicio
d — Floud(G):

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

fin

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01399 52 Recorridos y conectividad

Para calcular la eficiencia se debe recordar que se calculan las distancias entre todos los
pares de vértices utilizando el algoritmo de Floyd (con una complejidad O(n?)) y se debe
calcular la suma de todas las filas de la matriz d. Esto se hace con una complejidad O (n?).
En total tendra una complejidad O(n?) comparable con el algoritmo de Floyd.
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Introduccion

Los arboles ocupan un lugar de primer orden en algoritmica y estructuras de
datos; su presencia es ubicua en informatica. En este médulo se presenta una
introduccion a los aspectos mds bésicos de la teoria.

En primer lugar, se caracterizan los arboles de varias formas, se presentan las
propiedades mds bdsicas, se demuestra que todo drbol con un minimo de dos
vértices tiene un minimo de dos hojas y se caracterizan los grafos conexos
como los que admiten 4rboles generadores.

Seguidamente, se estudia el problema de la obtencidn del arbol generador de
un grafo conexo. En el contexto de los grafos ponderados se presentan dos
algoritmos clésicos para obtener drboles generadores minimales, el de Kruskal
y el de Prim.

Finalmente, se estudian los arboles con raiz y se obtienen relaciones impor-
tantes entre la altura o profundidad de un arbol con raiz y el nimero de hojas,
relaciones que son ttiles para obtener evaluaciones de la complejidad de de-
terminados algoritmos, en particular de ordenacion.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01400 7 Arboles

1. Conceptos basicos

Un drbol es un grafo conexo sin ciclos. Los grafos aciclicos también se de-
nominan bosques y la razén es que un grafo aciclico es la reunién de sus
componentes conexas, que seguirdn siendo aciclicas y, en consecuencia, serdn
arboles; asi, los grafos aciclicos son unién de drboles, es decir, son “bosques”.
Existen numerosos resultados de caracterizacién y propiedades de los arboles.

En particular, existe un resultado fundamental que caracteriza los grafos conex-
os como los grafos que admiten arboles generadores. Uno de los problemas
importantes, especialmente en economia, es el de obtener un drbol generador
minimal de un grafo ponderado.

Se puede considerar el concepto de recorrido y de camino orientados o dirigi-
dos; las definiciones serian similares al caso no orientado, pero con arcos que
se concatenan y con orientaciones concordantes. Se pueden considerar gener-
alizaciones con multiarcos y lazos dirigidos. El orden es el nimero de vértices
y la medida el nimero de arcos. En particular es conveniente introducir los
arboles con raiz.

1.1. Caracterizacion de los arboles

Definicion 7.1

Un arbol es un grafo conexo sin ciclos. Si eliminamos la condicién
de conectividad, obtenemos un bosque, es decir, un bosque es un grafo
aciclico.

Ejemplo 7-1

En la figura siguiente podemos ver ejemplos de dos 4rboles y un bosque. Gy es un

arbol de orden 4 (isomorfo al grafo E,4), G2 es otro arbol de orden 4 (isomorfo al grafo
travecta T4\ Finalmente (7o ecun hosane Geamarfoa B, 11T
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Obsérvese que cada componente conexa de un bosque es un drbol. Por lo
tanto, podriamos decir que un bosque es la unién de una coleccién de arboles.

Teorema 7.2

SiT = (V,A) es un grafo de orden n y medida m, entonces las
propiedades siguientes son equivalentes:

1) T es un arbol.
2) Entre cada pareja de vértices de I" existe un inico camino.
3) T'esconexoy m =mn — 1.

4) T es aciclicoym =n — 1.

Demostracion: 1) < 2) Si T es un arbol, entonces entre cada pareja de vértices hay
un camino. Puesto que 7" no contiene ningin ciclo, este camino tiene que ser dnico, ya
que si hubiera dos caminos diferentes C; y Cs entre u y v entonces el recorrido C7 U Cy
serfa cerrado y, por lo tanto, contendria un ciclo. Reciprocamente, si entre cada pareja de
vértices de 1" existe un tinico camino, 7" es conexo y no contiene ciclos.

1) < 3) T es conexo por la propia definicién de drbol. Demostraremos por induccién que
m =n — 1. Paran = 1 el resultado es trivialmente cierto. Supongamos el resultado cierto
para todo arbol de orden & < n y vamos a demostrarlo para n. Sea 7" un drbol de orden
nyseae = {u,v} una arista de 7. Puesto que ya hemos probado que 1) < 2) podemos
afirmar que esta arista es el Unico camino que une los vértices u y v; y, por lo tanto, el
grafo T' — e estd formado exactamente por dos componentes conexas 7%, que contiene u,
y Ty, que contiene v. Cada una de estas componentes conexas es un arbol, ya que es un
subgrafo de T'. Puesto que su orden es menor o igual que n, podemos aplicar la hipdtesis
de induccién a T, y a Ty: mp, = ng, — 1y mp, = np, — 1. Por lo tanto,

m=mg, +mp, +1=np, —1+ny, —1+1=n-1

Reciprocamente, es necesario demostrar que si 7" es un grafo conexo de orden n y medida
n — 1 entonces T es aciclico. Ya sabemos que un grafo conexo de orden n debe tener un
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Definicion 7.3

Una hoja de un arbol es un vértice de grado 1.

Proposicion 7.4

Todo arbol con un minimo de dos vértices tiene un minimo de dos hojas.

Demostracion: Sea 7' = (V, A) un drbol de orden n, y sea F' el conjunto de las hojas;
puesto que |A| = n — 1, por la férmula de los grados podemos escribir:

2n—1) = 2A4/=) gv)=D g)+ ) gv)=

veV veF vgF
= D> 1+> g)=|FI+ Y 2=|F|+2n—|F)
veF vgZF vgF

Asi, de la desigualdad anterior se deriva |[F| > 2. 1

Ejemplo 7-2
Demostraremos que un bosque de orden n formado por k& arboles tiene medida n — k.

En efecto, el bosque G = (V, A) serd reunién de las componentes conexas 17, ..., T
(k > 1), que también son arboles. A cada una de ellas se les puede aplicar el resultado
mr, = ng, — 1y, por lo tanto, podemos escribir

k k

k
Al =) mp, =) (n, 1) = (Q_nr) —k=n—*k
i=1

=1 i=1

Ejemplo 7-3

Calculemos el nimero de hojas de un drbol que tiene un vértice de grado 3, tres vértices
de grado 2 y el resto vértices de grado 1.

Recordemos que si ' = (V, A) es un arbol, entonces m = n — 1, siendo n el orden y
m la medida de 7.

Si z es el numero de hojas, se cumple n = = + 3 + 1, y si se aplica la férmula de los
grados se tiene:

z+3:243=> g)=2(n—-1)=2(@+3+1-1)=22+6,
veV

asi, z = 3. La secuencia de grados es, pues, 3,2,2,2,1,1, 1.

Ejemplo 7-4
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Y, por otro lado, en todo arbol de orden n se cumple |[A| =n—1=9—1=38. Si
sustituimos en la igualdad anterior, resultard: z¢ + x7 + xg + x9 = 5.

Puesto que un arbol es conexo, no puede haber vértices de grado 0, de donde resulta
que zg, x7, 28,9 > 1Y, en consecuencia, el valor de estas incognitas tiene que ser 1,
excepto una que tiene que ser 2.

Por lo tanto, la secuencia completaes 3, 3, 3,2, 1,1, 1, 1, 1.

En el gréfico siguiente podemos ver tres ejemplos de arboles no isomorfos con esta
secuencia de grados, lo cual demuestra, en particular, que existen.

—ille 11l 1L

1.1.1. Ejercicios

7-5 Dados nueve puntos en el plano, se trata de unir algunas parejas de manera que el
gréfico resulte un drbol. ;Cuadl es el nimero de trazos que se tendran que afiadir al dibujo?

7-6 Consideremos un grafo conexo G = (V, A) de orden |V| = n. Si |A] > n, {podemos
afirmar que el grafo tiene algin ciclo?

7-7 ;Cuél es el valor de la suma de los grados de los vértices de un arbol de orden n?
7-8 (Qué arboles son grafos regulares?

7-9 ;Puede ser drbol un grafo 3-regular?

7-10 ;Existen arboles de orden n, para todo n?

7-11 Un grafo 3-regular conexo contiene necesariamente algin ciclo. ;Cierto o falso?

7-12 Un bosque contiene treinta vértices y veinticinco aristas. ;Cudntas componentes
conexas tiene?

1.1.2. Soluciones

7-5 8, puesto que en un drbol el niimero de aristas es el niimero de vértices menos uno.
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7-10 Si, por ejemplo los grafos trayecto.

7-11 Cierto, puesto que de lo contrario serfa aciclico y, por lo tanto, drbol; en consecuencia
habria vértices de grado 1, contradiccion.

7-12 Recordemos que un bosque es un grafo unién de arboles. Sea, pues, G = T1U. . .UT},
la descomposicion de G en reunién de & componentes conexas, que son arboles. Sean n
y m el orden y la medida de G; y n; y m; el orden y la medida de T;. De las relaciones

n= Zle ng, m = Z§:1 m; y m; = n; — 1 se deduce

k k k k

Por lo tanto, kK = n — m = 30 — 25 = 5 componentes conexas.
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2. Arboles generadores

2.1. Propiedades basicas de los arboles generadores

Definicion 7.5

Un arbol generador de un grafo es un subgrafo generador que tiene
estructura de drbol; en consecuencia, un arbol generador contiene todos
los vértices del grafo. También se denominan arboles de expansion
(spanning tree, en inglés).

Ejemplo 7-13

Veamos que un grafo puede contener varios arboles generadores, indicados con un
trazo grueso:

Ejemplo 7-14

Determinemos todos los arboles generadores, con independencia de isomorfismo, del
grafo G = (V, A):
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El resultado siguiente garantiza la existencia de drboles generadores en un
grafo conexo:

Proposicion 7.6

Para un grafo G = (V, A) las propiedades siguientes son equiva-
lentes:

1) G es conexo.

2) G contiene un arbol generador.

Demostracion: 2) = 1): Sea 7' = (V, A) un éarbol generador de G, y sean u, v vértices
de G, que también lo son de T'; siendo T" conexo, hay un camino que conecta los vértices
anteriores en 7', pero las aristas correspondientes son de Gy, por lo tanto, es un camino de
G, en consecuencia, G es conexo.

1) = 2): Si G es un drbol ya hemos acabado: el drbol generador es el propio grafo. De lo
contrario, siendo conexo, tiene que contener algin ciclo C'’; eliminamos una arista de este
ciclo, creando un nuevo grafo G, que seguira siendo conexo (puesto que la eliminacién
de una arista de un ciclo no produce desconexion), sigue teniendo los mismos vértices que
G (puesto que no hemos eliminado ninguno) y la medida ha disminuido en una unidad. Si
(1 es arbol, serd un arbol generador y hemos acabado la demostracion. De lo contrario,
contiene algun ciclo, y la demostracion sigue del mismo modo que antes, eliminando una
arista del ciclo. Este proceso es finito, dado que el niimero de aristas es finito y, por lo
tanto, se tiene que llegar a un subgrafo conexo aciclico con todos los vértices del grafo G,
es decir, a un arbol generador. 1
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Proposicion 7.7

e Si G = (V,A) es conexo de orden n entonces contiene un arbol
generador de orden n y medida n — 1.

e SiG = (V, A) no es conexo entonces cada componente conexa con-
tiene un arbol generador, cuya reunién es un bosque, el bosque ge-
nerador de G.

e Si T es un arbol generador del grafo GG entonces, eliminando una
arista de 7', el arbol deja de ser conexo; si, ademas, T' # G,
afiadiendo una arista a T" (de las aristas de G que no estan en 7))
entonces 1" deja de ser aciclico.

2.1.1. Determinacion de un arbol generador

La demostracién de la proposicion 7.6 da un método para construir arboles
generadores: ir eliminando aristas de los ciclos del grafo. Sin embargo, es mas
eficiente utilizar los algoritmos de exploracién de grafos. Asi, el algoritmo
siguiente utiliza el BFS para obtener un arbol generador del grafo conexo
G = (V, A), partiendo del vértice v € V.

Entrada : G(V,A),v eV
Salida : 7T, arbol generador de G
algoritmo BFS-ArbolGenerador(G,v)
inicio

Q10

V(T) < V(G)

A(T) <0

paraw € V(G)

estadolw] < 0
finpara
estado[v] — 1
afadir(Q,v)
mientras Q # ()
w «— primero(Q)
para u adyacente a w
§i estadolu]l — (0
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Simulacion del algoritmo

Ejemplo 7-15

Consideremos el grafo representado en la figura

A 5

' g
3
La tabla siguiente registra el funcionamiento del algoritmo para este grafo, con vértice
de inicio v = 1.

Q Aristas anadidas | A(T)

1 - 0

12 {1,2} {{1,2}}

125 {1,5} {{1,2},{1,5}}

25 - {{1,2},{1,5}}

253 {2,3} {{1,2},{1,5},{2,3}}

53 - {{1,2},{1,5},{2,3}}

534 {5,4} {{1,2},{1,5},{2,3},{5,4}}

34 - {{1,2},{1,5},{2,3},{5,4}}

4 - {{172}v{175}v{273}v{5’4}}

46 {4,6} {{1,2},{1,5},{2,3},{5,4},{4,6}}
6 - {{172}7{1’5}7{2»3}7{574}7{476}}
@ - {{172}7{175}7{273}5{574}5{476}}

El 4rbol generador obtenido se puede ver en el grafico siguiente con las aristas
indicadas con un trazo grueso:

Variando el vértice inicial y el orden de eleccién de las aristas podemos obtener
diferentes drboles generadores.

2.1 7. FKiercicing
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7-20 Utilizando los algoritmos BFS-ArbolGenerador y DFS-ArbolGenerador encontrar,
empezando por el vértice 1, drboles generadores del grafo de Petersen:

Ay

“‘F

)\

2.1.3. Soluciones

7-16 So6lo uno, €l mismo.
7-17 n — 1.
7-18 Todo el grafo G.

7-19 Utilizando la version recursiva del algoritmo DFS:

Entrada : G(V,A),v eV
Salida : T, arbol generador de G
algoritmo DFS-ArbolGenerador(G, v)
inicio
V(T) — V(G)
A(T) 0
paraw €V
estado[w] — 0
finpara
dfsrec(G,v, T, estado)
retorno (7°)
fin

funcién dfsrec(G, v, T, estado)
inicio
estado[v] — 1
para w adyacente a v
si estado[w] = 0
entonces
afladir(A(T), {v,w})
dfsrec(G,w, T, estado)
finsi

finpara
fin
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7-20 Utilizando el algoritmo DFS-ArbolGenerador obtendriamos el arbol generador:

‘e

6 .
2
'.‘ ;\—-"'—"'.—12"",5

“uf Y

27 N 10
e /\ o?
lIII .I.'.I '-,II\I I.'I
fe o/
Y &

2.2. Arboles generadores minimales

Dado un grafo de interconexién entre nodos (ciudades, por ejemplo), cuyas
aristas tienen asignadas un peso, que puede corresponder a una cierta me-
dida del coste de la comunicacién entre los dos nodos, podria ser necesario
establecer un arbol generador minimal, es decir, establecer un subsistema de
comunicaciones de tal modo que ningtin nodo quede excluido y que global-
mente represente un coste minimo. Este tipo de problemas se pueden resolver
con la ayuda de los arboles generadores minimales.

Definicion 7.8

Dado un grafo ponderado (G, w) y un arbol generador 7" de G defini-
mos el peso del arbol T" como w(T") = >_ . 4(7) w(e).

Un arbol generador minimal de G es un drbol generador 7" de G de
peso w(7") minimo.

Si G no es conexo, entonces podemos hablar del bosque generador
minimal de G como aquel que tiene peso minimo entre todos los
bosques generadores de G.
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Ejemplo 7-21

El grafo ponderado

contiene dieciséis arboles generadores diferentes (véase el ejemplo 7-14, pagina 12).
De todos éstos el arbol generador minimal es el arbol,

con un peso w(7T') = 6.

Los algoritmos de Kruskal y de Prim son dos algoritmos cldsicos de obten-
cién de arboles generadores minimales que corresponden a una tipologia bien
conocida, la de los algoritmos “greedy” o “voraces”. Estos algoritmos sue-
len tomar decisiones que en cada momento son localmente las mejores posi-
bles; esto no significa, en general, que la solucién obtenida sea globalmente la
mejor. Curiosamente, esto es asi en el caso de los algoritmos mencionados.

2.2.1. Algoritmo de Kruskal

Para construir el arbol generador minimal se empieza con un “arbol vacio”;
durante todo el proceso un subgrafo se incrementa con nuevas aristas de la

El algoritmo de Kruskal...

manera siguiente: en cada etapa del proceso se afiade una arista que no forme

ciclo con las escogidas previamente. Para garantizar la minimalidad, se elige, _..busca un arbol

generador minimal y elige,

de entre las posibles, la arista de peso minimo (no necesariamente adyacente on cada paso, Ia arista de

a alguna arista previamente incorporada). El proceso acaba cuando se han njelnor Pelso que no forme
_ . ciclo con las ya
incorporado n — 1 aristas. escogidas.

Formulacion del algoritmo de Kruskal
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Afiadir a a A’.
k—k+1
finmientras

retorno(7")
fin.

Implementacion del algoritmo de Kruskal

Para implementar el algoritmo de Kruskal se necesita mantener una lista orde-
nada por el peso de las aristas del grafo y una estructura que permita compro-
bar, de manera eficiente, que no se forman ciclos.

Intuitivamente, el algoritmo mantiene un bosque. En un principio, existen
|V| drboles de un solo vértice. Cuando afiadimos una arista se combinan dos
arboles en uno. Cuando acaba el algoritmo sélo existe un arbol, el arbol gene-
rador minimal.

Estructuras necesarias para la implementacién del algoritmo:

e Un grafo ponderado y conexo (G,w) representado mediante una lista de
adyacencias.

e Una lista de aristas, F, ordenada segtin su peso.

e Una estructura denominada unién-bisqueda de conjuntos. En principio,
cada vértice forma un conjunto (que sélo contiene este vértice). Cuan-
do se analiza una arista {u, v}, se efectiia una bisqueda para localizar el
conjunto de v y el de v. Si u y v estdn en el mismo conjunto, la arista
no es aceptada porque v y v ya estdn conectados y, afadiendo la arista
{u, v}, formaria un ciclo. De lo contrario, la arista es aceptada y se ejecuta
la unién de los dos conjuntos que contienen u y v para formar un nuevo
arbol.

Asi las dos operaciones que se deben realizar son:

— busqueda(U, u), devuelve el representante del arbol que contiene w.

— union(U, z,y), unién de los arboles que tienen como representantes x, y
para formar un nuevo arbol.
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Entrada : (G, w) conexo y ponderado de orden n
Salida : 7T el arbol generador minimal de G
algoritmo Kruskal (G)
inicio
U = estructura unién-biisqueda
FE = lista de aristas ordenadas por peso en orden ascendente
T— (V,A), A — 10
k1
11
mientras (k < n)
Sea {u, v} la arista E'[i]
x « busqueda (U, u)
y « busqueda(U,v)
si (z # y)
entonces A’ — A" U {u,v}
kE—k+1
union (U, x, y)
finsi
t—1+1
finmientras
retorno (7)
fin

Simulacion del algoritmo de Kruskal

Ejemplo 7-22

Considerar el grafo definido por el gréfico siguiente:
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Aristas  Pesos
{1, 4} 1

{6,7}
{1,2}
{3,4}
{4,5}
{2,4}
{1,3}
{47}
{3,6}
{5, 7}
{4,6}
{2,5}

TN AW N

—_
)

Tenemos que elegir las 6 primeras aristas (porque hay 7 vértices) que no formen ningin
ciclo. Las marcaremos con un asterisco; las aristas descartadas porque forman ciclo
las marcaremos en negrilla.

Aristas | Pesos
{1,4}x 1
{6, T}x 1
{1,2}= 2
{3,4}x 2
{4, 5} 2
{2,4}

{1,3}

{4, T} 4
{3,6}

{5, 7}

{4,6}

{2,5}

Por lo tanto, el 4rbol generador minimal estard formado por las aristas: {1,4}, {6, 7},
{1,2}, {3,4}, {4,5}, {4, 7} con un peso total 12 .

Analisis del algoritmo de Kruskal

En el algoritmo de Kruskal podemos distinguir dos operaciones fundamen-
tales:

1) Ordenacién de la lista de aristas segtin su peso. Si denotamos por m la
medida del grafo, entonces podemos ordenar una lista de m aristas con una

« o~
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Todo el algoritmo tendrd una complejidad max{O(mlogm),O(nlogm)}.
Puesto que, para un grafo conexo, m > n — 1 podemos concluir que el algo-
ritmo de Kruskal tiene una complejidad O (m logm).

2.2.2. Algoritmo de Prim

El algoritmo de Prim es similar al algoritmo de Kruskal, con la diferencia

que en cada paso se elige una arista no incorporada previamente, y que sea El algoritmo de Prim...

adyacente a alguna de las ya incorporadas; ademds, no forme ciclo con las ...busca un arbol
generador minimal y elige,

anteriores y, de entre las aristas disponibles que satisfacen estas condiciones, on cada paso, Ia arista de

la que tiene peso minimo; si hay més de una, se escoge la primera en la orde- menor peso de las
., . ) adyacentes a los vértices
nacion de aristas. De este modo, en todo momento se mantiene un subgrafo ya escogidos. De este
f e . . modo el grafo construido
conexo y aciclico; el proceso se termina cuando se han incorporado n — 1 siempre es conexo.
aristas.

Formulacion del algoritmo de Prim

Entrada: un grafo ponderado conexo (G, w) de orden n.
Salida: un arbol generador minimal 7" de G.
Algoritmo:
inicio
ke 1,T=(V,A"), A" =
mientras £ <n —1
Elegir la arista a € A de peso minimo, no escogida anteriormente,
adyacente a alguna aristade A"y
tal que el subgrafo T = (V, A’ U a) sea aciclico.
Afadira a A'.
k—k+1
finmientras

retorno (1)
fi.

Implementacion del algoritmo de Prim
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Estructuras necesarias para la implementacion del algoritmo:

e Un grafo ponderado (G, w) representado mediante una lista de adyacen-

cias.

e Un conjunto U de los vértices que se han visitado, en el orden en que se ha
hecho.

e Una tabla de pesos, F(-), indexada por los vértices de GG, que registra el
peso de la arista de peso minimo que conecta un vértice v con un vértice
ya visitado.

e Al final, la tabla E(-) registra los pesos de las aristas que forman parte del
arbol generador minimal.

En cada paso se fija la etiqueta de uno de los vértices del grafo. Asi, tras n
pasos habremos calculado el arbol generador minimal.

Entrada : (G, w) de orden n
Salida : 7T, el arbol generador minimal de G
algoritmo Prim(G)
inicio
Seleccionamos un vértice inicial ug € V'
U0
parav € V\{uo}
E(v) « o
Etiquetamos v con (E(v), up)
finpara
E (Uo) —0
Etiquetamos ug con (0, ug)
T— (VA), A 10
para ¢ < 1 hasta n

u; vértice que alcanza el min{E(v) |v eV — U}
A" — A" U{x,u;} I*donde (E(u;), ) es la etiqueta de u;*/
parav € V — U adyacente a u;
si w(u;,v) < E(v)
entonces F(v) «— w(u;,v)
Etiquetamos v con (E(v), u;)
finsi
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Simulacion del algoritmo de Prim

Consideremos el grafo definido por el grafico siguiente:

Si se elige como vértice inicial el vértice 1, la tabla siguiente representa el
estado inicial del algoritmo:

Vértices 1 2 3 4 5 6 7
U 0 0 0 0 0 0 0
(£(-),") | (0,1) | (00,1) | (00,1) | (00,1) | (00,1) | (00,1) | (o0,1)

En esta tabla, se ha representado el conjunto U y las etiquetas de los vértices.
Todos los vértices, excepto el vértice 1, estdn etiquetados como (oo, 1) que
indican que el peso minimo inicial es co (significa que, en el estado inicial, el
vértice no se alcanza).

Los diferentes pasos del algoritmo serdn:

1=1

Vértices 1 2 3 4 5 6
1 0 0 0 0 0 0
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1=3

Vértices 1 2 3 4
U 1 1 0 1 0 0 0

(E()> ) (O, 1) (27 1) (274) (L 1) (274) (874) (4, 4)

Vértices 1 2 3 4
U 1 1 1 1 0

(E()v) (071) (27 1) (2?4) (171) (274) (573) (474)

Vértices 1 2 3 4 5
U 1 1 1 1 1 0 0

(E()v ) (Oa 1) (27 1) (2>4) (L 1) (274) (573) (4a 4)

Vértices 1 2 3 4 5 6 7
U 1 1 1 1 1

| (E()7) (03 1) (2’ 1) (2a4) (131) (274) (177) (4>4)

Vértices 1 2 3 4 5 6 7
U 1 1 1 1 1 1 1
(BN N1 (0Nl onleeanalanieanlamnli4aq4
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1 2 3 4 5 6 7
0,1) | (c0,1) | (00,1) | (00,1) | (00,1) | (00,1) | (00,1)
o,nH* | 2,1) | 41 | (1,1) | (c0,1) | (00,1) | (00,1)
on | 21 | 24 | A,D* | 24 | 84 | 44
on 1 ZhH* 24 | 4,H | 24 | B84 | 44
on | 2 eCH*| 4, | 24 | 83 | 44
on |2 24 | 4,H | 2H* ] 83 | 44
on | en  eC4H | A CcH | A | @G
on |2 24 | 4,H | 24 | AD*F | 44)

Analisis del algoritmo de Prim

El algoritmo de Prim tiene la misma estructura que el algoritmo de Dijkstra
y, por lo tanto, tendrd la misma complejidad: O(n?), independientemente del
numero de aristas del grafo.

2.2.3. Ejercicios

7-23 Si G es un grafo conexo no ponderado de orden n, cudl es el peso del arbol genera-
dor minimal de G?

7-24 Si G es un grafo no ponderado de orden n, ;cudl es el peso del bosque generador
minimal de G?

7-25 ;Pueden utilizarse el algoritmo de Kruskal o el de Prim en un grafo conexo no nece-
sariamente ponderado para obtener un arbol generador?

7-26 Los grafos intermedios que se construyen en el algoritmo de Kruskal, ;son arboles?

7-27 Considerar la afirmacion: “el algoritmo de Kruskal permite obtener el drbol genera-
dor minimal de un grafo conexo ponderado”. ;Es exacta?

7-28 Encontrar el arbol generador minimal del grafo:

A

1 B 10 C
A /.\ A :' L} /.\\ a /.\ 4
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7-29 Si en en el algoritmo de Prim modificamos la condicion:
w(u;,v) < E(v)

(Como repercutird en el funcionamiento del algoritmo? ;Se obtendra el mismo arbol ge-
nerador minimal?

2.2.4. Soluciones

723 n—1

7-24 Si G contiene k (k > 1) componentes conexas entonces el bosque generador minimal
tendrd peso n — k.

7-25 Si, asignando pesos unidad a todas las aristas.

7-26 No necesariamente.

7-27 No, puede haber mds de uno.

7-28 En el algoritmo de Kruskal ordenamos todas las aristas segin su peso (en caso de
igualdad, consideraremos el orden de la lista de adyacencias):

Aristas | {C,G} | {E,Y} | {B,E} | {EH} | {EG} | {AB} | {B,F} | {FY} | {ADD}
Peso 1 1 2 2 2 3 3 3 4

Aristas | {AE} | {H.I} | {D,E} | {CF} | {DH} | {LJ} | {GJ} | {B,C} | {EFF} | {EJ}
Peso 4 4 5 6 6 7 8 10 11 11

Ahora elegimos las 10 — 1 = 9 aristas de peso minimo que no forman ciclo. Se indica con
un asterisco las aristas elegidas y en negrilla las rechazadas.

Aristas | {C,G}* | {E.Y}* | {BE}* | {EH}* | {EG}* | {AB}* | {BF}* | {FY} | {AD}*
Peso 1 1 2 2 2 3 3 3 4

Aristas | {AE} | {HY} | {D,E} | {CF} | {(DH} | {LI}* | {GJ} | {B.C} | {EF} | {E]}
Peso 4 4 5 6 6 7 8 10 11 11

El arbol generador minimal obtenido tiene un peso total 25.

Ahora repetiremos el problema utilizando el algoritmo de Prim. La tabla siguiente resume
la construccion del drbol empezando por el vértice A:
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A B C D E F G H Y J
(0,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A)
0,A)* | (3,A) | (c0,A) | (4,A) 4,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A)
0,A) | 3A)* | (10B) | (4.A) (2,B) (3,B) | (00,A) | (00,A) | (00,A) | (00,A)
(0,A) 3,A) | (10,B) | 4A) | 2B)* | 3B) | (0,A) | (2,E) (LLE) | (c0,A)
(0,A) (3,A) | (10,B) | (4,A) (2,B) (3,B) | (c0,A) | (2,E) | (LE)* 7D
(0,A) (3,A) | (10,B) | 4,A) (2,B) 3,B) | (c0,A) | 2E)* | (1LE) 7.DH
(0,A) (3.A) (6,F) 4.A) 2B) | 3B)* | 2F 2,E) (1,E) 7,DH
(0,A) 3,A) 1,G6) 4,A) (2,B) 3,B) | @2BH* | (2E) (1,E) 7,D
(0,A) 3,A) | (1LG* | (4.A) (2,B) (3,B) 2,F) (2,E) (1,E) 7.DH
(0,A) (3.A) 1,6) | 4A)* | (2B) (3.B) 2,F) (2,E) (1,B) 7,h
(0,A) 3,A) 1,G6) 4,A) (2,B) (3,B) 2,F) 2,BE) (1,E) 7,h*

Obsérvese que el arbol coincide con el que se ha obtenido con el algoritmo de Kruskal.

Aunque en el algoritmo de Prim siempre hemos elegido la tnica opcién posible, el drbol
generador minimal no es tUnico. De hecho, podriamos sustituir la arista {B,F} con peso
3 por la arista {EI}, con el mismo peso, y obtendriamos un arbol generador minimal
diferente. Obsérvese que en el algoritmo de Kruskal si que hubiéramos podido elegir la
arista {FI} antes que la {B,F} si hubiéramos escogido otro criterio de ordenacién de las
aristas con el mismo peso.

7-29 El algoritmo continda funcionando correctamente y obtenemos un arbol generador
minimal aunque puede ser diferente del que se habia obtenido en la versioén original. De
hecho, de entre las aristas del mismo peso, se escogerd la que se examina mas tarde.
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3. Arboles con raiz

Los grafos dirigidos asimétricos permiten caracterizar los arboles con raiz.

Algunos aspectos de estos drboles son muy interesantes para evaluar la com-

plejidad de ciertos algoritmos, especialmente los de ordenacién.

3.1. Caracterizacion de los arboles con raiz

Definicion 7.9

Dado un arco (u,v) de un digrafo G = (V, A) se dice que u es padre

del vértice v. Este es hijo del vértice w.

Ejemplo 7-30

En el digrafo adjunto, el vértice 1 es padre de los vértices 2, 3, 4 y 5; y éstos son hijos

del vértice 1.

Definicion 7.10

Un digrafo G = (V, A) es asimétrico si no tiene ciclos de longitud 2.

Fo Aarir ci (a0 o) c A an

Carta (e
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Definicion 7.11
Un digrafo T' = (V, A) es un arbol con raiz r si:

1) T es un digrafo asimétrico.
2) El grafo subyacente es un arbol.

3) Para todo vértice v € V existe un r — v camino.

Ejemplo 7-31

El grafo siguiente es un drbol con raiz:

()

Laraiz es el vértice etiquetado 1. Los arcos son (1, 2), (1,3), (2,4), (2,5), (3,6), (3,7),
(7,8) y (7,9).

Los arboles con raiz siempre se representan en forma “jerdrquica” colocan-
do la raiz en lo alto. Esto supone que a menudo sea innecesario indicar la
orientacion de los arcos que se sobrentiende en “sentido descendente”.

Ejemplo 7-32

Una aplicacién importante de los arboles con raiz es la representacion de expresiones
aritméticas como por ejemplo (a + b * ¢)/(d 4+ €'f). Si una expresién simple como
« o 3 se guarda como un arbol con raiz o y hijos a y 3, entonces la expresion anterior,
de acuerdo con la precedencia de los operadores +, %, /,” se representara como:

<]
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Teorema 7.12

Sea T' = (V, A) un digrafo asimétrico. Entonces las afirmaciones sigu-
ientes son equivalentes:
1) T es un arbol con raiz.

2) T tiene unaraiz 7 con g~ (r) = 0y g~ (v) = 1 para todo vértice v
diferente de la raiz.

3) El grafo subyacente T es conexo y existe un vértice r tal que
g~ (r) =0y ¢~ (v) = 1 para todo vértice v diferente de r.

Demostracion: 1) = 2): Si g~ (r) # 0 entonces habria un vértice v # r y un arco (v, 7).
Puesto que también existe un » — v camino entonces tendriamos un ciclo dirigido en T’
contra la hipétesis de que 7" es asimétrico y el grafo subyacente es un arbol. De manera
parecida se prueba que g~ (v) = 1.

2) = 3): Sdlo se necesita comprobar que el grafo subyacente es conexo. Si T tiene una
raiz r entonces existe un r — v camino dirigido para todo vértice v de T'. Por lo tanto, el
grafo subyacente serd conexo.

3) = 1): Claro estd que T tiene que ser asimétrico. Puesto que T es conexo existe un
camino (en 7') entre r y v. Si este camino no fuera un r — v camino dirigido entonces
habria un vértice del camino con g~ (v) > 1. 1

3.1.1. Ejercicios

7-33 ;Un arbol con raiz puede tener mas de una raiz?
7-34 En un arbol con raiz, jel camino que une la raiz con cada vértice es tinico?

7-35 Dibujar el 4rbol con raiz de la expresion aritmética: ¢t + u x v/(w + © — y'z).

3.1.2. Soluciones

7-33 No; si hubiera dos raices r, r’, entonces habria un camino orientado r — r’ y seria
g~ (") = 1, que es absurdo.

7-34 Si. Si hubiera més de uno, entonces el grafo subyacente contendria un ciclo.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01400

32 Arboles

3.2. Arboles m-arios

En esta seccion se supone que 7 = (V, A) es un drbol con raiz . Demos

primero algunas definiciones terminoldgicas.

Definicion 7.13

Una hoja es un vértice que no tiene hijos, es decir, con grado de salida

0; también se denomina vértice terminal. Los otros vértices se denom-

inan internos (o no terminales).

Definicion 7.14

El nivel de un vértice v de " es la longitud del tnico  — v camino.

Definicion 7.15

La altura (o profundidad) del arbol 7" es el maximo de los niveles:

h(T) = max{nivel(v) | v € V}

Si el nivel de cada hoja de 7" es igual a h(T") o a h(T") — 1 diremos que

T es un arbol equilibrado.

Carta (e
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Ejemplo 7-36
En el arbol

Mlive

los vértices 8, 9, 10, 11, 12, 15, 16, 17, 18 son hojas. El resto son nodos internos.
Cada vértice estd en un nivel.

Vértices de nivel 0: 1

Vértices de nivel 1: 2, 3

Vértices de nivel 2: 4,5, 6, 7

Vértices de nivel 3: 8,9, 10, 11, 12, 13, 14
Vértices de nivel 4: 15, 16, 17, 18.

Por lo tanto, la altura del arbol (el maximo de los niveles) es 4. Ademas, es un arbol
equilibrado porque todas las hojas estdn en los dos dltimos niveles.

Definicion 7.16

Un drbol con raiz T = (V, A) es m-ario (m > 2)si 0 < g™ (v) <
m, Vv € V. En particular, si m = 2 diremos que tenemos un arbol
binario.

Un arbol m-ario T = (V, A) es completo si Vv € V, gt (v) = m o
g (v) = 0. Es decir, los vértices internos tienen grado de salida m y
las hojas tienen grado de salida 0.

Ejemplo 7-37

Este arbol con raiz es un drbol binario (cada vértice tiene dos hijos como maximo) no
completo (por ejemplo, el vértice etiquetado con un 5 es un vértice interno que no tiene
dos hijos):
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(1)
2 ® ©
5 & @

Obsérvese que los arboles con raiz de una expresion aritmética (véase el ejem-
plo 7-32, pagina 30) con operadores binarios son siempre drboles binarios
completos.

Existen relaciones importantes que se utilizan en varias situaciones en el andlisis
de algoritmos.

Proposicion 7.17
SeaT' = (V, A) un érbol m-ario,

1) Si T es completo, contiene ¢ hojas e ¢ vértices internos, entonces
t=(m—1)i+ 1

2) Si T tiene altura h y contiene ¢ hojas entonces ¢ < m’. Es decir, hay
un méximo de m” hojas en un arbol m-ario de altura h.

3) Sim > 2, de altura h y con t hojas, entonces h > [log,, t| (donde
[x] es la parte entera de = mas 1). Suponiendo que 7" sea completo
y equilibrado entonces h = [log,, t].

Demostracion: Si denotamos por n el orden de T" entonces el primer resultado es conse-
cuencia de laigualdad ¢t + ¢ =n = mi + 1.

El segundo resultado es consecuencia del hecho de que el nimero de vértices de nivel &
(0 < k < h) es menor o igual que mk.

Finalmente, si 7" es completo y equilibrado entonces el nivel 4 — 1 tiene mh =1 vértices,
de los cuales no todos son hojas. Por lo tanto, m"~! < ¢. Por otro lado, ya sabemos que
t < m”. De las dos desigualdades obtenemos

mhfl <t<mh
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3.2.1. Ejercicios

7-38 Considerar el siguiente arbol con raiz; indicar cudl es su altura y si es o no equilibra-
do.

D
@ @ m
oGleloloitletet

7-39 Considerar el siguiente arbol con raiz. Indicar cudles son las hojas, los niveles de los
vértices y la altura del arbol:

@

®\® @
@ &)
@ ®

7-40 ;Cual es la altura minima de un arbol 4-ario con 127 hojas?

7-41 En un campeonato de tenis individual participan veintisiete jugadores que compiten
en la modalidad de eliminatorias. ;Cudl es el nimero de partidos que se deben jugar para
determinar el campe6n?

3.2.2. Soluciones

7-38 Es un arbol ternario de altura 2 y equilibrado.

7-39 Hojas: 4, 5,7, 8.
Niveles de los vértices:

Vértices de nivel 0: 1
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7-41 Los veintisiete jugadores se pueden representar como las hojas de un arbol binario.
La raiz del drbol serd la final. El nimero de vértices internos es el nimero de partidos que
deben jugarse. Asi, se necesitard organizar un totalde i = (¢ — 1)/(m — 1) = 26/1 = 26
partidos.

3.3. Exploracion de los arboles con raiz

Si consideramos una relacion de orden entre los hijos de cada vértice interno
de un érbol con raiz, entonces nos podemos plantear el problema de explorar
de manera exhaustiva todos sus vértices.

En el caso concreto de los arboles binarios, hay tres formas bésicas de explorar
todos sus vértices: los denominados recorrido en preorden, recorrido en inor-
den y recorrido en postorden. Los tres recorridos se distinguen basicamente en
la forma como se exploran los dos hijos de cada vértice. Antes de estudiarlos
se tiene que introducir la notacidn siguiente: 1" es el rbol binario de raiz r, T}
y T3 son los subdrboles de raices vy y v2 inducidos por los hijos de la raiz r.

e Recorrido en preorden de 7":

1) Explorar la raiz r.
2) Explorar el subarbol 7 en preorden.
3) Explorar el subarbol 75 en preorden.

e Recorrido en inorden de T°:

1) Explorar el subarbol 7} en inorden.
2) Explorar la raiz r.
3) Explorar el subdrbol 75 en inorden.

e Recorrido en postorden de 7'

1) Explorar el subarbol 77 en postorden.
2) Explorar el subarbol 75 en postorden.

3) Explorar la raiz r.

Ejemplo 7-42

F1 srhal de 1a fionra-
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es un arbol binario. La raiz es el vértice etiquetado con un 1. La raiz tiene dos hijos,
etiquetados 2 y 3, que son raices de dos subarboles:

De manera recursiva también podriamos considerar los subérboles de raiz 4, 5, 6....
Los diferentes recorridos de este arbol son:

Preorden: 1,2,4,5,8,9,3,6,7,10,11;

Inorden: 4,2,8,5,9,1,6,3,10,7,11;

Postorden: 4,8,9,5,2,6,10,11,7,3, 1.

3.3.1. Ejercicios

w 9

7-43 La lista siguiente es la lista de adyacencias de un arbol binario. El simbolo
representa la ausencia de hijo. Encontrar los recorridos en preorden, inorden y postorden
del arbol:

B,F
-C
D,G
—E

Qmmdaw >

La primera posicién de la lista representa el hijo situado a la izquierda de la raiz, y la
segunda posicion el hijo situado a la derecha.

7-44 Encontrar los recorridos en preorden, inorden y postorden del arbol de la expresion
aritmética (a + b *c)/(d + €°f).

7-45 Construir un arbol binario T' cuyo recorrido en preorden es a, b, d, e, c, f, h,y, 9,7, k
y el recorrido en postorden es d, e, b, h, vy, f, j, k, g, ¢, a,

3.3.2. Soluciones
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7-44 El arbol de la expresion es

y los tres recorridos son:

Preorden: / + a x bc + d e f
Inorden:a + b xc/d + e" f
Postorden: abc * +de f™ + /

Para las expresiones aritméticas el recorrido en preorden da lugar a un tipo de repre-
sentacién de la expresiéon denominado notacion prefija (o notacion polaca, introducida
por el 16gico Jan Lukasiewicz). El recorrido en inorden da lugar a la notacion infija (que
coincide con la convencional sin paréntesis). Finalmente, el recorrido en postorden da
lugar a la notacion postfija (o también polaca inversa).

Las notaciones prefija y postfija son especialmente adecuadas para evaluar expresiones
aritméticas. Los compiladores son los encargados de transformar las expresiones conven-
cionales a la notacién prefija o postfija, segun los casos. También se encargan de evaluar
de manera eficiente las expresiones a partir de estas representaciones con la ayuda de una
pila.

7-45 El arbol que se pide es el siguiente:

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01400 39 Arboles

Ejercicios de autoevaluacion

7-46 Sea T' = (V, A) un arbol de orden n con sélo vértices de grado 1 y de grado 3.
Expresar, en funcién del orden n del drbol, el nimero de hojas y de vértices de grado 3.

7-47 Probar que un grafo aciclico G = (V, A) con el grado de todos los vértices par es el
grafo nulo.

7-48 ;Cuantos arboles generadores, con independencia de isomorfismos, tienen los grafos
Ky, K3y K4? Intentar encontrar una férmula que permita calcular el nimero de drboles
generadores del grafo completo de orden n, K.

7-49 Indicar cémo se puede buscar un bosque generador de un grafo no conexo a partir de
los algoritmos BFS y DFS.

7-50 El nuevo gobierno del archipiélago de Sealand ha decidido unir sus seis islas median-
te puentes que permitan conectarlas directamente. El coste de construccién de un puente
depende de la distancia entre las islas. Esta tabla recoge las distancias entre islas:

A B
- 5

D

N N O

4
4
4

N o0 00 W
A oo o

mm QW >
\
[
\

El gobierno quiere construir un sistema de puentes de manera que el coste total de la obra
sea minimo.

1) Utilizando la teorfa de grafos, encontrar los puentes que se deben construir de manera
que el coste total de la obra sea minimo.

2) Supongamos que la capital estd en la isla B y que sélo se puede construir un puente en-
tre dos islas si previamente alguna de éstas ya se comunica con la capital (la maquinaria
se tiene que transportar a través de los puentes). ;En qué orden se deberian construir
los puentes?

3) Justificar por qué no es aconsejable utilizar el algoritmo de Kruskal para resolver este
segundo problema.

7-51 Para implementar el algoritmo de Kruskal se debe comprobar que, cuando se afiade
una arista, no forma ciclo. Una manera eficiente de comprobar que no forman ciclo es me-
diante una estructura denominada conjuntos disjuntos. Esta estructura se puede representar
mediante una tabla U indexada por los vértices del grafo e iniciada a —1. Inicialmente to-
dos los vértices son conjuntos disjuntos. Sobre esta tabla se hacen dos operaciones:

e Unidn: se combinan dos conjuntos (dos arboles) si tienen una arista en comun.

[N DR I [E . P T TV TS TN I -
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funcién union (U, vy, va) funcién biisqueda (U, v)
inicio inicio
si (Uv1] < Ulvz]) si (Uv] <0)
entonces Ulva] — v1 entonces retorno (v)
sino sino
si (U[v1] = Ulwz]) Ulv] « busqueda(U, U[v])
entonces Uvy] «— Ulva] — 1 retorno (U[v])
finsi finsi
Ulvg] < 1 fin
finsi
fin

Utilizando el grafo del ejemplo 7-22, pagina 20, mostrar el contenido de la tabla U durante
la aplicacién del algoritmo de Kruskal a este grafo. Notemos que la tabla inicial sera:

7-52 Sea (G, w) un grafo ponderado, describir un algoritmo para encontrar un arbol ge-
nerador maximal. Es decir, un arbol generador 7" de G tal que su peso w(7T') sea maximo.
Estudiar la eficiencia del algoritmo propuesto.

7-53 Los algoritmos de Kruskal y de Prim permiten obtener el arbol generador minimal
de un grafo conexo y ponderado. Comparar, segin la eficiencia de cada algoritmo, cudl de
los dos es mas adecuado para encontrar el drbol generador minimal de un grafo.

7-54 ;Cuantos vértices tiene un arbol 5-ario completo con doscientos vértices internos?

7-55 Sea T' = (V, A) un éarbol binario completo de orden n = |V| > 3. Probar que el

arbol subyacente tiene ”T‘"l hojas (vértices de grado 1).

7-56 Témense 8 monedas idénticas de las cuales se sabe que una es falsa (pesa mds que
las otras). Si sdlo se dispone de una balanza, ;cual es el nlimero minimo de pesadas que
se deben hacer para poder asegurar que se descubre la moneda falsa?

7-57 Lasecuencia *a + b * ¢ 4+ d e es un recorrido del drbol de una expresion aritmética.
Encontrar la expresion original.
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Soluciones

7-46 Denotemos por z; el nimero de hojas y por x3 el niimero de vértices de grado 3. Por
un lado, tenemos que n = 1 + x3; por otro lado, en todo arbol |A| = n — 1y, aplicando
la férmula de los grados, podemos escribir:

z1+ 323 =2|Al=2(n—-1)=2(z1 +23—1)
y obtener asi la relacién z3 = x1 — 2, a partir de la cual resulta:

n=x1+z3=x1+ (z1 —2) =2x1 — 2,

_ n+t2 _ n—2
de donde z1 = "5* y finalmente x3 = 5=,

7-47 Sea n el orden del grafo G.

Si el grafo es conexo, entonces, por la aciclicidad, es un drbol y es bien conocido que todo
arbol con un minimo de dos vértices tiene un minimo de dos hojas o vértices de grado 1,
lo cual, en este caso, es imposible por la hipdtesis; por lo tanto, n < 2y, en consecuencia,
es G = Nj.

Si el grafo no es conexo, entonces el grafo es unién de componentes conexas
G = G1 U...U Gy, y cada una de estas componentes conexas es un grafo conexo
aciclico con todos los grados de orden par; podemos aplicar a cada componente el resul-
tado anterior y de este modo cada componente es isomorfa al grafo nulo N;. Finalmente,
G=NyU...UN; = N;.

7-48 K> es el grafo trayecto T» y, por lo tanto, tiene un solo drbol generador. K3 tiene
tres arboles generadores tal y como muestra el siguiente grafico:

K tiene dieciséis arboles generadores tal y como se puede ver en el ejemplo 7-14, pagina
12.
n—2 4

En general, para el grafo K, existen n rboles generadores diferentes.

7-49 Si G no es conexo, entonces es union de componentes conexas G = G1 U ... U Gy.
Para construir un bosque generador serd suficiente buscar un arbol generador T; para cada
componente conexa GG; y considerar el bosque 77 U ... U T}.

El algoritmo siguiente utiliza el algoritmo BFS-ArbolGenerador aunque también se podria
utilizar el algoritmo DFS-ArbolGenerador.

Entrada : G = (V, A) de orden n
Salida : T bosque generador de G
algoritmo BFS-BosqueGenerador(G)
inicio
T—0
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7-50 El gréfico siguiente muestra la forma del grafo:

1) El problema nos pide buscar el arbol generador minimal de este grafo. Podemos utilizar
indistintamente el algoritmo de Kruskal o el de Prim.

Si utilizamos el algoritmo de Kruskal, se necesitard ordenar todas las aristas segin su
coste:

Aristas | {B,C} | {D.E} | {AE} | {AD} | {BD} | {CD} | {EF} | {AB} | {B,F}
Coste | 2 2 3 4 4 4 4 5 5

Aristas | {D,F} | {A,C} | {AF} | {B,E} | {CE} | {CF}
Coste 5 6 7 8 8 8

Acto seguido, se tiene que elegir cinco aristas de coste minimo y que no formen ciclo.
Estas son: {B,C}, {D,E}, {A,E}, {B.D}, {E,F} con un coste minimo total 15.

Utilizando el algoritmo de Prim con vértice inicial B:

A B C D E F
(00,B) | (0,B)* | (0c0,B) | (00,B) | (00,B) | (c0,B)
(5.B) 0,B) | 2B)* | (4,B) (8.B) (5.B)
(5.B) (0,B) (2,B) | 4.B)* | (8B) (5.B)
4,D) | (0,B) (2,B) “4B) | 2D)* | (5,B)
G.E)* | (0,B) (2,B) (4,B) (2,D) 4.E)
(B.E) (0,B) (2,B) (4,B) 2.D) | 4E)*

De la tabla se deduce que deben construirse los puentes: {A,E}, {B,C}, {B,D}, {D,E},
{E,E} con un coste total 15.

2) En este caso, la solucion vilida se obtiene con el algoritmo de Prim, puesto que en
cada paso fija un vértice y una arista. Los asteriscos indican los vértices fijados. La
solucién seria: {B,C}, {B.D}, {D,E}, {A.E}, {EE}.

3) De acuerdo con el enunciado tenemos que construir el drbol generador minimal de
manera que siempre sea conexo. El algoritmo de Kruskal, a diferencia del de Prim, no
garantiza que el grafo que se va generando sea conexo.
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Aristas | Pesos
{1, 4} 1
{6, 7}« 1
{1, 2} 2
{3,4}x 2
{4,5}« 2
{2,4}

{1,3}

{4, T}* 4
{3,6}

{5, 7}

{4,6}

{2,5}

La tabla siguiente muestra las llamadas sucesivas a las funciones unién y bisqueda y el
contenido de la tabla U:

Inicialmente

bisqueda(U, 1) — 1; busqueda(U,4) — 4;

union(U, 1,4)

bisqueda(U, 6) — 6; busqueda(U,7) — 7,

union(U, 6,7)

busqueda(U, 1) — 1; busqueda(U, 2) — 2;

unién(U, 1, 2)

bisqueda(U, 3) — 3; busqueda(U,4) — 1;

union(U, 3,1)

bisqueda(U, 4) — 1; busqueda(U,5) — 5;

union(U, 1, 5)

busqueda(U,2) — 1; busqueda(U,4) — 1;
biisqueda(U, 1) — 1; busqueda(U, 3) — 1;
busqueda(U, 4) — 1; busqueda(U, 7) — 6;
112 3/4|5 6|7

union(U, 1, 6)
Sl ]1]e6

Esta tltima tabla describe un drbol con raiz 1 y altura 2. Cualquier nueva aplicacion de la
funcién unidn ya daria un ciclo.

7-52 Los algoritmos de Kruskal y Prim se pueden utilizar para buscar un arbol generador
maximal.
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7-53 Sea (G,w) un grafo ponderado conexo de orden n y medida m, el algoritmo de
Kruskal determina un arbol generador minimal con una complejidad O(mlogm) y el al-
goritmo de Prim con una complejidad O(n?).

Observemos que la eficiencia del algoritmo de Kruskal depende de la medida del grafo,
mientras que el algoritmo de Prim tiene una eficiencia que s6lo depende del orden del
grafo. Para poder comparar los dos algoritmos habra que estudiar la relacién que hay entre
estas dos cantidades, entre m logm y n2.

Para un grafo conexo la medida estd acotada por
n—1<m< @

Cuando la medida esta préxima a % (al grafo completo K,) se dice que el grafo es

denso (en inglés, dense graph). En caso contrario diremos que el grafo es poco denso
(sparse graph, en inglés).
Por lo tanto, si el grafo es poco denso entonces m ~ n — 1 y podemos sustituir

O(mlogm) = O((n —1)log(n — 1)) = O(nlogn) < O(n?)

(n—1)

En cambio, si el grafo es denso m ~ 55— y sustituyendo

n(n —1) log n(n — 1)

O(mlogm) = O( 5 5

) = 0(n?logn) > O(n?)

Se puede concluir que para grafos poco densos es mds eficiente el algoritmo de Kruskal
que el de Prim. En cambio, para grafos densos es mejor el algoritmo de Prim.

La principal ventaja del algoritmo de Prim es que su eficiencia es independiente de la
medida del grafo. Como consecuencia, en muchas aplicaciones es preferido al de Kruskal.

7-54 Si aplicamos el apartado 1 de la proposicion 7.17, pagina 34, podemos calcular el
nimero de hojas, t = (m — 1)i + 1 = (5 — 1)200 + 1 = 801. El nimero total de vértices
esn=t+1 =801+ 200 = 1001.

7-55 Siendo n = |V| el orden del 4rbol, el niimero de aristas es |A| = n — 1. En un drbol
como el indicado se consideran los siguiente conjuntos disjuntos de vértices:

e laraiz, que es el Unico vértice de grado 2,

e las hojas o vértices de grado 1; se indicard por F' el conjunto de las hojas, de cardinal
k=|F|,

e el resto de vértices, vértices internos, de grado 3, de los cuales hay m; se indicara por
I el conjunto de vértices internos.

De acuerdo con la distribucién anterior se puede escribir
n=m-+k+ 1.

Usando la férmula de los grados:
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7-56 Si se distribuyen las monedas (todas o parte de ellas) entre los platos de la balanza
se pueden considerar tres posibles resultados:

Caso 1: los platos estdn equilibrados. Significa que las monedas de los dos platos no son
falsas.

Caso 2: el plato de la izquierda de la balanza pesa mds. Significa que la moneda falsa esta
a la izquierda.

Caso 3: el plato de la derecha pesa mds. Significa que la moneda falsa estd a la derecha.

Se puede representar esta situacién mediante un arbol ternario que tendrd un minimo de
ocho hojas. Una para cada una de las monedas. La altura del 4rbol representara el nimero
de pesadas necesarias para descubrir la moneda falsa. Si aplicamos las propiedades de los
arboles m-arios, m = 3

h = [logzt] > [logz 8] =2

Se necesitardn, pues, un minimo de dos pesadas para descubrir la moneda falsa. ;Existe
alguna estrategia que permita alcanzar este minimo?

7-57 En el arbol binario 7' de una expresion aritmética, los operandos son siempre las
hojas y los operadores los vértices internos. Ademads, el recorrido en preorden siempre
empieza en la raiz del arbol (y de cada subarbol). Por lo tanto, por la forma de la expre-
sién deducimos que se trata del recorrido en preorden del arbol binario de una expresion
aritmética con la raiz .

Asti, la expresion tendré la forma a+ 3 donde o y 3 son, respectivamente, los dos subarboles
de T'. El subdrbol « también se tiene que recorrer en preorden y, por lo tanto, tendria que
empezar por un operador. Ahora bien, puesto que el simbolo que sigue a  en el recorrido
de T es una a, podemos concluir que se trata de una hoja y que @ = a. Asi, tendremos
axBconff=+4+bx*c+ de.

Siguiendo un razonamiento parecido para el subarbol 3, podemos deducir que el signo +
es la raiz, b es el primer subdrbol de 5y * ¢ + d e el segundo. Siguiendo este mismo
razonamiento de manera recursiva, se llega al resultado 5 = b+ ¢ * (d + ¢).

Finalmente, sustituyendo 'y 3 en la expresion inicial se obtiene la expresion a * (b + ¢ *
(d+e)).
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Introduccion

Muchos problemas de planificaciéon y organizacioén (servicio de recogida de
basura, servicio de inspeccién de instalaciones de gas, servicio de reparto
de cartas, servicios de mensajeria) se pueden tratar como problemas de op-
timizacidn de recorridos.

En este médulo se estudian dos problemas cldsicos de optimizacién de reco-
rridos: los recorridos que pasan por todas las aristas del grafo una sola vez
(recorridos y circuitos eulerianos) y los que contienen todos los vértices del

grafo una sola vez (caminos y ciclos hamiltonianos).

A pesar de la similitud entre los dos problemas, veremos que tienen un tra-
tamiento diferenciado de manera que el primero es un problema “facil” de
resolver, mientras que el segundo es un problema “intratable”.

Finalmente, estudiaremos una generalizacion del problema de buscar un ciclo
hamiltoniano en un grafo. Es el problema del viajante de comercio (TSP)
que es uno de los problemas m4s notables de optimizacién en un grafo. Es
especialmente interesante porque constituye uno de los ejemplos bésicos de
problema de la clase NP.
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1. Grafos eulerianos

1.1. Resultados fundamentales

En el siglo XVIII la antigua ciudad de K&nigsberg (en Prusia oriental) estaba
dividida en cuatro zonas por el rio Pregel. Siete puentes comunicaban estas
zonas tal y como muestra el grafico siguiente:

Uno de los entretenimientos de los ciudadanos de Konigsberg consistia en
buscar un recorrido que atravesara cada puente una vez, volviendo a su punto
exacto de partida. En términos de grafos este entretenimiento es equivalente a
buscar un recorrido que pase por cada arista del multigrafo G

exactamente una vez.
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Definicion 8.1
En un grafo (multigrafo) G = (V, A)
e Un recorrido euleriano es un recorrido abierto que contiene todas

las aristas del grafo sin repeticion.

e Un circuito euleriano es un circuito que pasa por todas las aristas
del grafo. Si un grafo admite un circuito de estas caracteristicas, se
denomina grafo euleriano.

Estas nociones sélo tienen sentido en el contexto de los grafos conexos; en
caso de que no lo sean, se tratan los problemas de eulerianidad en las compo-
nentes conexas del grafo.

Ejemplo 8-1

De una manera intuitiva podemos decir que un grafo es euleriano si puede ser dibujado
de un solo trazo sin repetir ninguna linea y empezando y acabando en un mismo punto.

El grafo de la izquierda es euleriano, puesto que lo podemos dibujar de un solo trazo

sin repetir ninguna linea y empezando y acabando en un mismo punto tal como lo
muestra el dibujo de la derecha.

D> <>

Ejemplo 8-2

De los grafos representados en la siguiente figura
& b a b a b
d mc d ﬁc d tIC
G 1 GE GS

el grafo G no contiene ningtin recorrido ni circuito euleriano (obsérvese que es K4).
El grafo G2 contiene un recorrido euleriano: a,b,c,d,a,c; pero no contiene ningun cir-
cuito euleriano. Finalmente, el grafo G5 contiene un circuito euleriano: a,b,c,d,a; pero
no contiene recorrido euleriano (obsérvese que se trata de Cy).

Toanwvama 9
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tualmente puede estar repetido. Cada aparicién del vértice en el circuito contribuye en
dos unidades al grado del vértice (tenemos que contar la arista por la que “llegamos”,
que se utiliza por primera vez puesto que no se pueden repetir aristas, y tenemos que
“salir” por una arista atn no utilizada); la contribucién es de dos unidades porque las
aristas adyacentes que figuran en la secuencia no han estado utilizadas anteriormente;
si k es el nimero de apariciones del vértice, entonces el grado es g(v) = 2k, es decir,
par.

2) Supongamos que el grado de todo vértice es par y vamos a probar que el grafo es
euleriano. Tenemos que encontrar un circuito euleriano en el grafo G.

Seleccionamos un vértice arbitrario v y formamos un circuito ) que se inicia en v tal
como se indica a continuacion. Si empezamos por v, cada vez que se alcanza un vértice
se selecciona una arista que sea incidente y que no haya sido utilizada anteriormente;
continuamos con el otro vértice extremo. Puesto que el grado es par, en cada vértice
disponemos de una arista de salida para cada arista de llegada; la uUnica excepcién a
esta regla es la del vértice inicial v, en donde se ha utilizado una arista de salida sin
haber utilizado ninguna de entrada y, por lo tanto, si se llega a un vértice que ya no
tiene mas aristas con las que continuar el recorrido @, este vértice es el inicial v.

Cuando esto pasa hay dos posibilidades: @ ya contiene todas las aristas del grafo, en
cuyo caso ya hemos acabado y éste es el circuito euleriano que queriamos construir.
No contiene todas las aristas, en este caso hemos construido un circuito en el grafo y
entonces, por conexidn, algin vértice del circuito es incidente con alguna otra arista no
incluida en Q; este vértice se puede utilizar como punto de partida para la construccién
de un nuevo circuito Q' que no contiene aristas de @ y que devuelve al vértice de
partida, puesto que en G — @ cada vértice es todavia de grado par. La reunién Q U Q'
es un circuito; si contiene todas las aristas, hemos acabado. De lo contrario, se repite
el proceso hasta obtener un circuito euleriano (el proceso acaba debido a la finitud del
grafo).

Se puede enunciar un resultado mds completo de caracterizacién de los grafos
eulerianos:

Corolario 8.3
Sea G = (V, A) un grafo conexo. Entonces son equivalentes:

1) G es euleriano.
2) Los grados de los vértices son pares.

3) El conjunto de las aristas admite una particién en circuitos que no
tienen aristas en comun.

Demostracion: Consecuencia inmediata del teorema 8.2 de caracterizacién de los grafos
eulerianos. 1
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posible. La descomposicidon no es necesariamente Unica; el lector se puede
dedicar a buscar otras descomposiciones posibles.

EDED

Ejemplo 8-3

A partir de la caracterizacion de los grafos eulerianos en términos de los grados de
los vértices, resulta trivial comprobar que el (multi)grafo correspondiente al problema
de los puentes de Konigsberg no es euleriano y, por lo tanto, el problema no tiene
solucion.

Ejemplo 8-4

La primera figura corresponde a un grafo euleriano y la segunda a un grafo no euleri-
ano. Sélo se necesita encontrar los grados de los vértices.

QX | j ’

S I—

También nos podemos preguntar cuando un grafo (multigrafo) conexo G =
(V, A) contiene un recorrido euleriano.

Corolario 8.4

Un grafo (multigrafo) conexo G = (V, A) contiene un recorrido eule-
riano si, y solo si, G tiene exactamente dos vértices de grado impar.

Demostracion: Si G contiene un recorrido euleriano u — v entonces el grado de todos los
vértices de G diferentes de w y v serd un nimero par (con el mismo razonamiento utilizado
para los circuitos eulerianos) y el grado de u y v serd impar.
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1.1.1. Ejercicios

8-5 ;Un circuito euleriano contiene todos los vértices del grafo?

8-6 Analizar para qué valores de n, m, r, s, ¢t son eulerianos los siguientes grafos: K, Rn,
En, Cn, Kn,'r‘m Kr,s,t«

8-7 (Cémo podemos saber si el siguiente grafo

/.\.
& .,
e S
« »
S e
e rd
., ./

se puede dibujar de un solo trazo, sin repetir ninguna linea y empezando y acabando en el
mismo vértice?

8-8 Estudiar si el siguiente grafo es euleriano utilizando la caracterizacion de los grafos
eulerianos en términos de la descomposicién del conjunto de aristas en circuitos que no
tienen aristas en comun.

8-9 Estudiar si el grafo siguiente es euleriano:

»
-~ 0
- .,
- .,
- "
~ "
a L o
A -
" -
., -
" -
., -
L
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1.1.2. Soluciones

8-5 Si.

8-6 Segiin el teorema 8.2 (pagina 8) de caracterizacidn, serdn eulerianos cuando el grado
de cada vértice sea par. Asi, Ky, sera euleriano cuando n sea impar, puesto que cada vértice
tiene grado n — 1. En Ry, (n > 3) un vértice tiene grado n — 1 y el resto tienen grado 3, por
lo tanto no serd euleriano. En Ey, (n > 2) hay vértices de grado 1, por lo tanto tampoco
podra ser euleriano.

En C}, todos los vértices tienen grado 2, por lo tanto serd euleriano para todo n.

En Kin,m los vértices tienen grado m o n, por lo tanto Ky, serd euleriano cuando n 'y m
sean pares.

Finalmente, en K s ¢ hay vértices de grado s +t, r 4+t y r + s. Por lo tanto, serd euleriano
cuando r, s y t sean los tres pares o los tres impares.

8-7 Se podra dibujar el grafo de un solo trazo si el grafo es euleriano, es decir, si cada
vértice tiene grado par como es el caso del grafo representado por el dibujo.

8-8 El grafo es euleriano porque todos sus vértices tienen grado par. Una posible descom-
posicién es C1 = {a,b,c,e,a}, C2 = {b,d,e,b}.

8-9 El grafo no es euleriano, ya que contiene vértices de grado impar. No obstante, puesto
que contiene exactamente dos vértices de grado impar se puede concluir que contendrd un
recorrido euleriano.

8-10 Si se considera el grafo que tiene como vértices los espacios de la exposicion vy,
como aristas, cada una de las puertas; entonces el espacio donde se encuentra el visitante
corresponde a un vértice de grado impar. Por lo tanto, el grafo no es euleriano y no se
podra construir un circuito que pase por cada arista sin repetir alguna.

8-11 Se necesitaria construir dos puentes. Por ejemplo, uno entre A y D y otro entre B y
C.

1.2. Construccion de un circuito euleriano

En esta seccidn caracterizaremos los grafos eulerianos como aquéllos en los
que el conjunto de aristas admite una particion en circuitos que no tienen aris-
tas en comun. El algoritmo resultante (primeramente atribuido a Hierholzer,
1873) construye un circuito euleriano a partir de la concatenacion de circuitos
disjuntos, es decir, sin aristas en comdun.
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Formulacion del algoritmo de Hierholzer

Entrada : un (multi)grafo conexo y euleriano G = (V, A) de orden n
y un vértice inicial s € V.
Salida : un circuito euleriano C de G representado como una lista de vértices.
algoritmo CircuitoEuleriano(G, s)
inicio
C — {s}
mientras A # ()
v « VérticeGradoPositivo(G, C')
C" — Circuito(G,v)
C « Concatenar(C,C",v)
G—G-C
finmientras
retorno (C)
fin

En el algoritmo se han utilizado las siguientes funciones:

e VérticeGradoPositivo(G, C') devuelve el primer vértice de C' que tiene gra-
do positivo en el grafo G.

e Circuito(G,v) devuelve un circuito C’ construido en el grafo G a partir del
vértice v.

e Concatenar(C,C’,v) devuelve el circuito que se obtiene de sustituir la
primera aparicion del vértice v en el circuito C por la totalidad del circuito
C'.

e Lainstruccién G «— G — C'’ elimina de G las aristas del circuito C".

Simulacion del algoritmo de Hierholzer

Ejemplo 8-12

Considerar el grafo euleriano definido por el gréifico siguiente:

a
hAf
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Asi, el circuito euleriano obtenido serd C = {a, b, c,d, e, f,d, b, f,a}.

Analisis del algoritmo de Hierholzer
En el algoritmo de Hierholzer se pueden distinguir las siguientes operaciones:

1) Elegir un vértice v de grado positivo en la lista C. Esta es una operacién
lineal en la medida de C. C contendrd, como maximo, n vértices difer-
entes. Por lo tanto, serd una operacién de complejidad O(n).

2) Construir un circuito C’ en G a partir del vértice v. Esta es un operacién
que depende del nimero de aristas elegidas. En el peor de los casos seran
tantas como la medida m del grafo. Serd, pues, una funcién de complejidad
Oo(m).

3) Concatenar los circuitos C'y C”. Esta es una operacién lineal en la medida
de C, es decir , de complejidad O(n).

4) Eliminar de G las aristas del circuito C’. Trivialmente, es una operacion
que, en el peor de los casos, tendrd una complejidad O(m).

Resumiendo, se puede concluir que la complejidad de todo el algoritmo sera
max{O(n),0(m),0(n),0(m)} = O(m)

puesto que el grafo es conexo.

1.2.1. Ejercicios

8-13 (El circuito euleriano obtenido por el algoritmo de Hierholzer es tnico?

8-14 Aplicando el algoritmo de Hierholzer, encontrar un circuito euleriano del grafo

b c

8-15 ;Como se podria utilizar el algoritmo de Hierholzer para obtener un recorrido eule-
riano de un grafo G?
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Iteracién | v | C’ C
0 a {a}
1 a | {a,b, f,a} {a,b, f,a}
2 b | {b,c,d,e, b} | {a,b,c,d e b, f,a}
3 c | {c e f,c} {a,b,c,e, f,c,d, e, b, f,a}

Asi, el circuito euleriano obtenido serd C' = {a, b, ¢, e, f,c,d, e, b, f,a}.

8-15 Si el grafo GG contiene un recorrido euleriano, entonces contiene exactamente dos
vértices de grado impar. Sean u y v estos vértices. Se construye el grafo G’ = G + uv
y se aplica el algoritmo de Hierholzer a G’ (puesto que G’ serd euleriano). En el circuito
obtenido sélo se necesita eliminar la arista {u, v} para obtener el recorrido euleriano de G.
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2. Grafos hamiltonianos

2.1. Resultados fundamentales

El origen de los grafos hamiltonianos esté en el juego de Hamilton, en el que
se debe hallar un recorrido cerrado sin repeticion de vértices, a través de las
aristas de un dodecaedro regular. Otros problemas como el del tablero de
ajedrez, el del viajante de comercio y el del robot de soldadura controlado por
ordenador han motivado el estudio de estos grafos.

Definici6n 8.5
En un grafo G = (V, A)

e Un recorrido es un camino hamiltoniano si pasa por todos los
vértices sin repeticion.

e Un ciclo hamiltoniano es un ciclo que pasa por todos los vértices
del grafo. Si el grafo admite un ciclo de estas caracteristicas, se
denomina grafo hamiltoniano.

Estas definiciones sélo tienen sentido en el caso de un grafo conexo; en caso
contrario, se aplican a cada una de las componentes conexas.

Ejemplo 8-16

El matemdtico W.R. Hamilton inventd en 1856 un juego denominado “The traveller’s
dodecahedron”, que consistia en un dodecaedro cuyos vértices representaban las prin-
cipales ciudades del mundo de aquella época; se tenia que encontrar un recorrido cerra-
do alo largo de las aristas del poliedro que pasara por todos los vértices sin repeticion.

Obsérvese que se puede considerar un modelo en términos de teoria de grafos para este
entretenimiento, como se ve en el esquema adjunto: los vértices del grafo corresponden
a los vértices del dodecaedro y las aristas del grafo se corresponden con las aristas del
poliedro; se trata de buscar un recorrido cerrado sobre el grafo que pase por todos los
vértices exactamente una vez.
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En este caso, el problema tiene solucién como se puede ver en el siguiente grafico.

Encontrar una solucion diferente de la presentada.

A pesar de la similitud entre las definiciones de grafo euleriano y grafo hamil-
toniano, el siguiente ejemplo muestra que las condiciones de las definiciones
son independientes:

Ejemplo 8-17

Vamos a estudiar si son eulerianos y/o hamiltonianos los siguientes grafos:

AR

(1 es euleriano porque todos los vértices son de grado par. También es hamiltoniano
porque facilmente se puede construir un ciclo hamiltoniano.

En G5 todos los vértices son de grado par y, por lo tanto, es euleriano. En cambio, no es
hamiltoniano. En efecto, si fuera hamiltoniano, tendria que tener un ciclo hamiltonia-
no, al cual contribuirian todos los vértices con exactamente dos aristas; considerando,
pues, la contribucién de los vértices de grado 2, resultaria que todas las aristas inci-
dentes al vértice de grado 4 serian de este ciclo, lo que no tiene sentido.

G3 no es euleriano (contiene vértices de grado impar) pero si es hamiltoniano. Facilmente
se puede encontrar un ciclo hamiltoniano.

Finalmente, G4 ni es euleriano ni hamiltoniano. No es euleriano porque contiene
vértices de grado impar. Si hubiera un ciclo hamiltoniano, contendria todas las aristas
de los vértices de grado 2, y puesto que cada vértice puede contener exactamente dos
aristas incidentes; se tienen que descartar las aristas que conectan los vértices de grado
3 del grafo y, en consecuencia, el supuesto “ciclo hamiltoniano” serfa reunién de dos
ciclos!

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

para conectar los vértices del grafo.

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01401 18 Grafos eulerianos y grafos hamiltonianos

Primeramente, se da una definicién que permitird obtener condiciones nece-
sarias para que un grafo sea hamiltoniano.

Definicion 8.6

Un grafo G = (V, A) es 2-conexo si cada pareja de vértices uy v de G
estd conectada por un minimo de dos caminos disjuntos, es decir, dos
caminos que los tnicos vértices que tienen en comun son los extremos
Uy v.

Ejemplo 8-18
Si nos fijamos en los grafos del ejemplo anterior, se puede observar:
G1 es 2-conexo, puesto que todos los vértices forman parte de un ciclo.

G2 no es 2-conexo. En efecto, cualquier camino que una dos vértices opuestos en
diagonal tiene que pasar por el vértice central.

Esta nocién de 2-conectividad es necesaria para la existencia de un ciclo hamiltoniano.

Teorema 8.7
Si G = (V, A) es un grafo hamiltoniano:

1) G es conexo y todos sus vértices tienen grado mayor o igual que 2.
2) G es 2-conexo.

3) Paratodo S C V, S # () se verifica ¢(G — S) < |S| donde ¢(G — S)
representa el nimero de componentes conexas del grafo obtenido de
G después de eliminar los vértices (y las aristas incidentes) de S.

4) Si G es (V1, Va)-bipartito entonces |V | = |Va.

Demostracion: Si G es hamiltoniano, entonces se pueden disponer todos los vértices de
G formando un ciclo C : vy, v2,...,vn,v1. Asi cada vértice v; se conecta, al menos, con
v;_1 Y vi+1. Por lo tanto, g(v;) > 2.

Del mismo modo, entre v; y v; (i < j) habrd, al menos, dos caminos disjuntos: el camino
Vi, Vit1,---,vj y el camino vj,vj41,...,vn,v1,...,v;. Porlo tanto, serd 2-conexo.

Si en un ciclo se eliminan 7 vértices, entonces se produciran como maximo r componentes
conexas. Por lo tanto, para que un grafo sea hamiltoniano, siempre que se eliminen un
conjunto de vértices S el nimero de componentes conexas producidas no puede superar el

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



© FUOC - P06/75006/01401 19 Grafos eulerianos y grafos hamiltonianos

Ejemplo 8-19

Estas condiciones necesarias de hamiltoneidad se suelen utilizar para demostrar que un
grafo no es hamiltoniano.

Los grafos con vértices de grado 1 no pueden ser hamiltonianos. Asi, todos los grafos
trayecto y todos los drboles no son grafos hamiltonianos.

El grafo G2 del ejemplo 8-17 (pdgina 17) no es hamiltoniano, puesto que no es 2-
conexo.

El grafo G4 del mismo ejemplo tampoco es hamiltoniano. Si se elimina el conjunto de
dos vértices de color blanco se obtendrd un grafo con tres componentes conexas.

Todas estas condiciones sirven para demostrar que un grafo no es hamiltoni-
ano, pero no permiten asegurar que lo es. Hay algunas condiciones suficientes
para la existencia de ciclos hamiltonianos, pero tampoco sirven para encon-
trar explicitamente el ciclo. Desde un punto de vista algoritmico el problema
de buscar un ciclo hamiltoniano en un grafo GG es un problema NP. Es de-
cir, un problema computacionalmente “intratable”. Esto no significa que no
se puedan encontrar ciclos hamiltonianos en un grafo, pero se deben utilizar
algoritmos que exploren todas las posibilidades con técnicas de vuelta atrds
(backtracking, en inglés).

Ejemplo 8-20

Si G es un grafo de n vértices, se podrian generar todos los ciclos formados por los n
vértices. Esto es equivalente a formar todas las permutaciones de n elementos que son
n! Naturalmente, no todas estas permutaciones dan lugar a ciclos, puesto que puede
haber vértices que no son adyacentes. Ademads, se puede fijar un vértice para empezar
siempre por el mismo sitio. También se puede fijar una orientacién en el ciclo, lo que
reduce el nimero total de permutaciones que se necesitan explorar. En total se deben

explorar @ posibles ciclos.

Para n pequefio, por ejemplo n = 9, el nimero de posibilidades es reducido (20160
para n = 9) y un computador las puede analizar en breves segundos. Sin embargo,
cuando n aumenta, el gran ndmero de posibilidades provoca que este método sea com-
putacionalmente inviable. Por ejemplo, para n = 20 ya se tendrian que analizar mas
de 10*7 posibilidades.
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8-24 Estudiar si el grafo siguiente es euleriano; analizar también si es hamiltoniano.

® 0 ®
r
.
e
¥ e 9
e
.
e
® e ®

8-25 La condicién de 2-conectividad es necesaria para la hamiltoneidad. Proponer algin
ejemplo que muestre que no es suficiente.

2.1.2. Soluciones

8-21 Si vy,...,vn,v1 es un ciclo hamiltoniano en G entonces v1,...,vn €S UN camino
hamiltoniano en G. El reciproco, no obstante, no es cierto. Por ejemplo, el grafo trayecto
T, contiene un camino hamiltoniano, pero no es un grafo hamiltoniano.

8-22 No, porque no se incluyen necesariamente todas las aristas.

8-23 No, porque contiene un vértice de grado 1.

8-24 El grafo es euleriano porque todos los vértices tienen grado par. En cambio, no es
hamiltoniano. Si se considera el conjunto S formado por los cuatro vértices situados en
los puntos medios de los cuatro lados, entonces |S| = 4, mientras que ¢(G — S) = 5 en
contradiccion con la condicién 3 del teorema 8.7 (pagina 18).

8-25 El grafo del ejercicio anterior es 2-conexo, pero no es hamiltoniano. Otro ejemplo
serfa el grafo G4 del ejemplo 8-17(péagina 17).
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3. El viajante de comercio

3.1. E1 TSP

Considérese un conjunto de n ciudades que un representante de una compaiiia
de seguros tiene que visitar para dar a conocer las novedades de la empresa.
Naturalmente, el representante tendrd que volver a su punto de partida. El
viaje entre cada par de ciudades tiene un coste que dependera de la distancia
entre las dos ciudades. El representante se plantea qué itinerario tiene que
seguir para visitar todas las ciudades con el menor coste posible.

La manera natural de enfocar el problema es considerar un grafo conexo y
ponderado (G, w) donde los vértices son las ciudades y las aristas representan
las distancias entre las mismas.

Este problema es un ejemplo del denominado problema del viajante de com-
ercio (travelling salesman problem, en inglés) y, bajo ciertas condiciones, es
equivalente al problema de buscar un ciclo hamiltoniano en el grafo G. A este
dltimo problema lo denominaremos problema TSP. Ahora bien, también es un
problema NP, es decir, computacionalmente intratable. Sin embargo, veremos
que en determinadas situaciones es posible aproximar la solucién 6ptima de
manera eficiente.

Formulacién del problema TSP 8.8

Sea (G, w) un grafo conexo y ponderado, con pesos no negativos en las
aristas. El problema trata de encontrar un ciclo hamiltoniano del grafo
de peso (o longitud) total minimo.

Ejemplo 8-26

Determinar la ruta 6ptima (que pase por cada ciudad una sola vez) que tiene que seguir
el representante de la compaiiia de seguros en el mapa siguiente:
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z . . - . ! IR T
En este caso en que sélo hay seis ciudades podriamos mirar las % = 60 posibilidades
de combinar las seis ciudades (algunas combinaciones no son rutas reales), y elegir la
mdas econdmica.

Si se utiliza un algoritmo greedy y se buscan las cinco aristas de peso mas pequefio
que no forman ciclo (el 4rbol generador minimal), se obtendra un grafo formado por
las aristas { Barcelona, Manresa}, {Lleida, Tarragona}, {Barcelona, Girona}, {Barcelo-
na, Tarragona} y {Manresa, Andorra} con una longitud total de 497. Este es el minimo
valor posible para la solucién que se busca. En este caso, no obstante, estas aristas
no forman un ciclo hamiltoniano y, por lo tanto, no son solucién del problema. Son
solamente una cota inferior.

En este caso, la solucién 6ptima estaria formada por el ciclo

Bancakona
Taragona

con una longitud total de 755, es decir, el representante recorreria 755 kilémetros como
minimo.

3.1.1. El TSP con desigualdad triangular

La mayoria de problemas reales en los cuales se tiene que buscar un ciclo
hamiltoniano 6ptimo corresponden a situaciones en las que intervienen dis-
tancias (viajes por una red de carreteras, tiempos transcurridos, repartos de
trabajos, etc.). En todas estas situaciones se verifica la desigualdad triangular
que significa que si comparamos la distancia (coste, tiempo) entre tres puntos
z, Y, Z siempre serd mds corto ir directamente de x a y que pasar por z. De
manera mas precisa,

Definicion 8.9

Un grafo ponderado (G, w) satisface la propiedad de la desigualdad
triangular si para toda terna de vértices de G, u, v, x,

w(u,v) < w(u, z) + w(z,v)
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Formulacion del problema TSP con desigualdad triangular 8.10

Sea (G, w) un grafo conexo y ponderado, con pesos no negativos en
las aristas, que satisface la desigualdad triangular. El problema trata
de encontrar un ciclo hamiltoniano del grafo de peso (o longitud) total
minimo.

Ejemplo 8-27

Un grafo ponderado que satisface la desigualdad triangular se puede representar en una
porcién de plano euclideo:

Cada vértice del grafo esta determinado por un par de coordenadas (vz,vy) y el peso
de cada arista es la distancia euclidea entre los vértices. En este ejemplo se representa
el grafo K7 ponderado y que satisface la desigualdad triangular:

El vértice e estd situado en la posicion (0, 2) y el vértice b en la posicién (5, 5). El peso
de la arista {e, b} es w(e,b) = d(e,b) = /(5 — 0)2 + (5 — 2)2 = /25 + 9 = /34,

Aunque la formulacién del problema del viajante de comercio que satisface la
desigualdad triangular parece mas simple, continda siendo un problema NP,
es decir, computacionalmente intratable. Sin embargo, en la seccién siguiente
se desarrollard un algoritmo eficiente que permite obtener una solucién aprox-
imada del problema. En la practica, y especialmente si el niimero de vértices
del grafo es elevado, puede ser suficiente construir una solucién aproximada
del problema (tan buena como sea posible) en lugar de obtener la solucién
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3.1.2. Aproximacion al TSP con desigualdad triangular

Una forma de aproximar la solucion del problema que estamos tratando con-
siste en considerar la manera mds corta de unir todos los vértices del grafo G
sin generar un ciclo. Ya sabemos que para conseguir esto tenemos que calcular
el arbol generador minimal de G. La idea del algoritmo que se propone sera
construir un ciclo hamiltoniano en G utilizando el niimero méaximo posible de
las aristas de un drbol generador minimal de G.

Formulacion del algoritmo TSP-aproximado

Entrada : un grafo conexo y ponderado (G, w) de orden n
que satisface la desigualdad triangular.
Salida : un ciclo hamiltoniano H de G representado por una lista de vértices.
algoritmo TSP-aproximado(G)
inicio
Se selecciona r € V(G) /* la raiz del arbol */
T «— ArbolGenerador(G,r)
P — Preorden(T)
H « CicloHamiltoniano(P)
retorno (H)
fin

En el algoritmo se han utilizado las siguientes funciones:

e ArbolGenerador(G,r) devuelve un drbol generador de G a partir de la raiz
r usando el algoritmo de Prim.

e Preorden(T') devuelve un recorrido en preorden del drbol con raiz 7. Este
recorrido contendrd todos lo vértices de G en un determinado orden, P =
{v1,v9,..., 0}

e CicloHamiltoniano(P) devuelve el ciclo que se obtiene al anadir la arista
{vn, v1} al recorrido P, es decir, H = {v1,va, ..., Vs, v1}.

Simulacion del algoritmo TSP-aproximado
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Vamos a aplicar el algoritmo TSP-aproximado a este grafo:

1) Se selecciona un vértice inicial, a € G, como raiz del arbol.

2) Se construye el arbol generador minimal 7" de G empezando por a:

O L)
e
\@Gﬁ

Este 4rbol generador minimal tiene una longitud w(T) = 4v/5 + v/10 + /8 =

14.935

3) Se obtiene el recorrido en preorden de T: P = {a, e, g,c,b,d, f}.

4) Y, finalmente, el ciclo hamiltoniano H = {a,e, g,¢,b,d, f,a} que tendrd un longi-

tud w(H) = V10 + V8 + V17 + 3v/5 + /32 = 22.4789

2N

R
R0,

/

En este ejemplo, el ciclo hamiltoniano ptimo es H* = {a, ¢, b,d, f, g,€,a}

OB
e
Eﬁ

con una longitud w(H™) = 18.0973.
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1) Calcula el 4rbol generador minimal de G con el algoritmo de Prim. Esta es
una operacion que tiene una complejidad O(n?).

2) Calcula el recorrido en preorden de un arbol con raiz. Este algoritmo visita
cada vértice una sola vez y tiene una complejidad que es una funcién lineal
del orden del éarbol, es decir, una complejidad O(n).

En total, el algoritmo tendrd una complejidad O(n?).

Se puede afirmar, pues, que éste es un algoritmo eficiente que obtiene una
solucién aproximada al problema del TSP con desigualdad triangular (que es
un problema intratable). Naturalmente, esta ganancia en eficiencia provoca
una pérdida de precision en la solucién. No obstante, necesitariamos asegu-
rarnos de que esta pérdida de precision no supera ciertos limites, es decir, la
diferencia entre la solucién aproximada y la 6ptima se mantiene acotada.

Proposicion 8.11

Sea H el ciclo hamiltoniano obtenido por el algoritmo T'SP-aproximado
y denotemos por H™* el ciclo hamiltoniano 6ptimo (minimo) de G. En-
tonces

w(H) <2 -w(HY)

Demostracion: Sea T el arbol generador de peso minimo de G obtenido por el algoritmo.
Entonces w(T) < w(H™), puesto que w(T) es el peso total de unir todos los vértices de G
de la manera mds corta posible.

Demostraremos que w(H) < 2 - w(T") donde H es el ciclo hamiltoniano obtenido por el
algoritmo TSP-aproximado. El recorrido en preorden de un 4rbol se puede entender como
un recorrido en profundidad del 4rbol en el cual se retrocede cuando se llega a una hoja 'y se
visita cada vértice la primera vez que se encuentra en el recorrido. El peso de un recorrido
hecho de este modo serd exactamente 2 - w(7T'), puesto que cada arista es recorrida dos
veces. Puesto que en el ciclo hamiltoniano que retorna el algoritmo se sustituye el retroceso
en el arbol T por una arista directa al proximo vértice de su recorrido en preorden y puesto
que G cumple la desigualdad triangular, necesariamente w(H) < 2 - w(7T). De las dos
desigualdades se obtiene w(H) < 2-w(T) <2-w(H") 1

Puesto que siempre w(H™*) < w(H), esta proposicion nos asegura que uti-
lizando el TSP-aproximado podemos esperar que la solucion obtenida no sea
mas del doble de la solucién 6ptima. No obstante, en la practica suele ser
solamente un 15% o un 20% peor que la 6ptima [1].
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A B C D E
A}l 0O 10 1 10 O
B|10 0 1 0 10
c |1 1 0 1 1
D10 0 1 0 10
E| 0 10 1 10 O

1) Encontrar la solucién al problema TSP, es decir, encontrar un ciclo hamiltoniano de
peso minimo en el grafo ponderado G determinado por la tabla de distancias anterior.

2) Demostrar que es posible encontrar un circuito sobre el grafo anterior (que pase por
todas las ciudades) con un peso méis pequeiio que el que se ha obtenido en el apartado
anterior.

8-30 Si se utiliza la misma técnica que en el ejemplo 8-26 (pagina 21) encontrar una cota
inferior para la solucién al problema TSP del grafo definido por la tabla

A B C D FE
0 57 64 8 26
57 0 88 54 34
64 88 0 57 56
8§ 54 57 0 23
26 34 56 23 0

o QW=

8-31 Dar un ejemplo de un grafo en el que el algoritmo TSP-aproximado permita obtener
la solucién 6ptima al problema TSP con desigualdad triangular.

8-32 ;Se podria utilizar el algoritmo de Kruskal en lugar del algoritmo de Prim en el
algoritmo TSP-aproximado?

8-33 En el ejemplo 8-26 (pagina 21) se afirma que el nimero total de posibles ciclos
hamiltonianos diferentes que hay en un grafo de orden n es, como maximo, w Se
pospone la demostracién de este resultado a un ejercicio posterior (véase el ejercicio de
autoevaluacion 8-38, pagina 29).

Hacer una tabla comparativa de los tiempos de ejecucion entre un algoritmo que busque los
posibles ciclos hamiltonianos (algoritmo TSP-fuerza bruta) y el algoritmo TSP-aproximado
en un grafo que satisface la desigualdad triangular:

n  TSP-fuerza bruta  TSP-aproximado
5
10
50
100
500
1000
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1) Una solucién al problema TSP en este grafo es el ciclo H = {A, B,C, E, D, A} con
un peso total w(H) = 32.

2) No obstante, el viajante podria seguir el circuito C = {A,C, B,C,D,C,E,C, A} con
un peso total w(C) = 8 que es menor que el anterior. Naturalmente, en este caso se
repiten vértices y aristas.

Obsérvese que este grafo no satisface la desigualdad triangular.

Esta variante del problema TSP se denomina problema TSP generalizado.

8-30 En el ejemplo 8-26 (pagina 21) se ha utilizado un arbol generador minimal como
aproximacion a la solucion del problema TSP. Si T es el arbol generador minimal del
grafo ponderado G construido a partir de la tabla del enunciado, entonces w(T') < w(H™)
donde H* es la solucién dptima.

Si se aplican los algoritmos de Prim o de Kruskal a este grafo se obtiene un arbol 7' de
peso w(T) = 121. Por lo tanto, la cota minima de w(H™) serd 121.

8-31 Por ejemplo, se puede considerar K4 sobre el plano euclideo con los vértices situados
sobre los puntos de coordenadas (1, 1), (—1,1), (—1,—1) y (1, —1). El peso de cada arista
estaria determinado por la distancia euclidea entre los vértices que determinan la arista. En
este grafo la solucién dada por el algoritmo TSP-aproximado es Optima.

8-32 Si. Si el arbol obtenido es el mismo, entonces la solucidon obtenida también sera la
misma.

8-33 Un algoritmo que utilice la fuerza bruta (todos los posibles ciclos hamiltonianos)
para buscar el 6ptimo en un grafo G de orden n que satisface la desigualdad triangular

. . —1)!
tendré que analizar %

ciclos para encontrar la solucién 6ptima. En cambio, el algorit-
mo TSP-aproximado encuentra una aproximacién con un tiempo proporcional a n?. Si se

comparan este dos valores en la tabla propuesta, se obtiene:

n  TSP-fuerza bruta  TSP-aproximado

5 12 25
10 181440 100
50 3.041 x 1092 2500

100 4.666 x 101°° 10000
500 1.220 x 101131 250000
1000 2.011 x 102564 1 x 108
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Ejercicios de autoevaluacion

8-34 En el siguiente grafo, version alternativa del grafo de los puentes de Konigsberg, de-
cidir si es posible hacer un recorrido cerrado que pase por todos los puentes sin repeticion.

8-35 Suponiendo que un (multi)grafo conexo G = (V, A) estd almacenado mediante su
matriz de adyacencias; ;cémo se puede decidir facilmente si el grafo es euleriano? ;Qué
complejidad tendrd un algoritmo que compruebe que el grafo G es euleriano? (Y si estd
almacenado mediante la lista de adyacencias?

8-36 Sea G = (V, A) un grafo r-regular, con |V| par y |A| impar. Probar que no es
euleriano.

8-37 Considérese el recinto cerrado con habitaciones tal como se indica en la siguiente
figura (por ejemplo, una sala de exposiciones); se abren puertas a través de las paredes que
comunican habitaciones contiguas. Se trata de analizar si hay algin recorrido cerrado, que
empiece y acabe en la misma habitacién y que pase por todas las puertas exactamente una
vez.

- emostrar que K, es hamiltoniano y calcular el nimero de ciclos hamiltonianos
8-38 D t K hamilt Icular el d los hamilt

que tiene, considerando que dos ciclos son diferentes si contienen por lo menos una arista
diferente.

8-39 Considerar el grafo de la figura adjunta. Estudiar si es hamiltoniano por mas de un
método.
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8-40 Estudiar si el grafo de la figura que sigue es hamiltoniano o no.

8-41 Probar que el problema del recorrido del caballo en un tablero de ajedrez de 4 x 4
no tiene solucidn (es decir, que el grafo correspondiente no es hamiltoniano). Estudiar
también el problema con un tablero de 3 x 3 y uno de 5 x 5. Indicacién: se deben incluir
necesariamente las aristas adyacentes a los vértices de grado 2.

8-42 El grafico siguiente muestra la red de puntos de reparto que una empresa de co-
rrespondencia internacional tiene que cubrir por medio de una linea aérea (cada unidad
representa 1000 kilémetros):
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8-43 Considerar el problema TSP generalizado en un grafo (G, w) ponderado y conexo
de orden n. Se pretende buscar un recorrido cerrado de peso minimo que pase por cada
vértice (no necesariamente una tinica vez).

1) Comprobar que la solucién al problema TSP generalizado en el grafo

no coincide con la solucién al problema TSP.

2) Proponer un método con el que se pueda resolver el problema TSP generalizado a
partir del problema TSP con desigualdad triangular. Indicacién: considerar el grafo de
distancias de G, es decir, el grafo que se obtiene de G considerando las distancias entre
todos los pares de vértices.
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Soluciones

8-34 El multigrafo correspondiente a la version alternativa de los puentes de Konigsberg
es

Puesto que hay vértices de grado impar (el D y el E), no es posible hacer un recorrido
cerrado que pase por todos los puentes sin repeticion. En cambio, puesto que hay exacta-
mente dos vértices de grado impar, si que se puede hacer un recorrido que pase por todos
los puentes sin repeticion empezando en D y acabando en E.

8-35 Si esta representado por la matriz de adyacencias, el grado del vértice i-ésimo es
la suma de la fila ¢-ésima de la matriz. Por lo tanto, el grafo serd euleriano si, y sélo si,
las sumas de todas las filas son nimeros pares. Un algoritmo para comprobar si el grafo
es euleriano tendria que calcular las sumas de todas las filas y, si el orden de G es n, se
necezsitarén un total de n? operaciones de suma. En definitiva, tendrd una complejidad
O(n®).

Si estd almacenado como una lista de adyacencias, entonces se tendrd que verificar si cada
lista tiene un ndmero par de elementos. Si el grafo tiene orden n y medida m se necesitaran
n + 2m operaciones. Por lo tanto, tendrd una complejidad O(n + m).

8-36 Aplicando la férmula de los grados: 2|A| = }° oy, g(v) = r|V]. Si el orden del
grafo es par, entonces es |V| = 2k, para algln k, y en consecuencia, sustituyendo en la
igualdad anterior, resulta: 2|A| = 2rk, de donde |A| = rk. Ahora bien, siendo impar la
medida del grafo, r también es impar y, en aplicacién del teorema de caracterizacion de
grafos eulerianos (un grafo es euleriano si, y sélo si, todos los vértices son de grado par),
se puede concluir que el grafo no es euleriano.

8-37 Se plantea el problema en términos de la teoria de grafos. Se asocia a cada habitacién
un vértice del grafo que se trata de construir, como en el siguiente esquema:

y posteriormente se representa por una arista la comunicabilidad entre habitaciones que
comparten una puerta, de manera que el grafo asociado al problema es el del siguiente
gréfico, donde las aristas se han indicado con linea discontinua:
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no es posible organizar un recorrido como el que se pide.

Obsérvese, en cambio, que puesto que hay exactamente dos vértices de grado impar, es
posible organizar un recorrido que atraviese todas las puertas exactamente una vez y em-
piece y acabe en las habitaciones que tienen un nimero impar de puertas.

8-38 Puesto que todos los vértices de K, son adyacentes, cualquier permutacion de los
n vértices de Kn, v1,...,vn, formardn un camino hamiltoniano. Afiadiendo la arista
{vn,v1}, se obtendrd un ciclo hamiltoniano en K. El grafico siguiente muestra varios
ciclos hamiltonianos en K.

Para contar el niimero de ciclos hamiltonianos diferentes en K, se puede fijar un vértice
vy considerar todos los ciclos que empiezan en v. En total existirdn (n — 1)! de ellos,
aunque la mitad tienen las mismas aristas con la orientaciéon cambiada. Asi, el nimero

. . . . —1)!
total de ciclos hamiltonianos diferentes en K, es %

8-39 Método 1. Si hubiera un ciclo tendria que contener todos los vértices, lo que sig-
nifica que tendria que contener todas las aristas de los vértices de grado 2; por lo tanto,
se tendrian que incluir en un posible ciclo, si existiera, las aristas incidentes a los vértices
de grado 2, que serian en este caso: al,a2,a4,ab,a7,a8,a9,al0. Ahora bien, en un ci-
clo hamiltoniano, —puesto que es un ciclo— cada vértice sélo contribuye con exactamente
dos aristas, lo que significaria que necesariamente se deben excluir las aristas a3 y a6 del
hipotético ciclo; por consiguiente, el ciclo hamiltoniano tendria que ser finalmente CyUCYy,
lo que es evidentemente absurdo.

Método 2. Se pretende buscar un conjunto de vértices cuya eliminacién produzca un
nimero de componentes conexas estrictamente superior al nimero de vértices eliminados;
entonces se podra concluir que no puede haber ningin ciclo hamiltoniano. Existe mds de
una posibilidad: uno de estos conjuntos de vértices estara formado por los vértices v5, v7,
dos vértices cuya eliminacidn produce tres componentes conexas; el otro conjunto estara
formado por los vértices v1, v3.

8-40 Este es un ejemplo de grafo G = (V, A) bipartito, como se puede ver ya directamente
sobre el esquema dado: en efecto, si indicamos por V; el conjunto de los vértices blancos
y por V> el conjunto de los vértices negros, entonces el grafo es (V7, Va)-bipartito. Ahora
bien, el nimero de vértices negros es 5 y el nimero de vértices blancos es 6; en conse-
cuencia, aplicando el criterio 4 del teorema 8.7 (pagina 18), el grafo no es hamiltoniano.

8-41 En términos de grafos se puede definir el problema de la siguiente manera: compro-
bar que el grafo G = (V, A), definido por V = {(i,5) | 1 < 4,5 < 4} donde las aristas
estén formadas por pares {(i,5), (i, )} con|i — | =1y |j — 4| =20]i —i| =2y
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De manera parecida se puede comprobar que el tablero de 3 x 3 y el tablero de 5 x 5
tampoco son hamiltonianos.

8-42 El mapa propuesto se puede modelar como un grafo ponderado y conexo G que
cumple la desigualdad triangular. Se utilizara el algoritmo TSP-aproximado para obtener
una buena aproximacion del ciclo hamiltoniano 6ptimo.

o Empezando por el vértice a se aplica el algoritmo de Prim para obtener un arbol gene-
rador minimal T':

e El recorrido en preorden de este arbol empezando por el vértice a serd

P:{a7bﬁc7h7d7e7f7g}

e A partir de P se construye el ciclo hamiltoniano H = {a, b, c, h,d, e, f, g,a}, que tiene
una longitud total w(H) = 19.07

Asi pues, el avion tendré que recorrer 19070 kilémetros siguiendo la ruta

No obstante, ésta no es la ruta dptima. Se podria mejorar si el avion siguiera la ruta

artagend
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8-43 Este ejercicio relaciona tres problemas aparentemente diferentes: TSP, TSP general-
izado y TSP con desigualdad triangular.

1) La solucién al problema TSP para este grafo seria el ciclo Hy = {¢,z,vy,z,t} con
una longitud total de 8. En cambio, la solucion al problema TSP generalizado seré el
circuito Hy = {t,z,y, z,z,t} con una longitud de 6. Observemos que este grafo no
satisface la desigualdad triangular.

2) Considérese el grafo de distancias del grafo G. Este grafo serd K4 con el mismo
conjunto de vértices de G y con todas las aristas posibles. El peso de la arista {u, v}
serd w(u,v) = d(u,v) en G. Se puede calcular la matriz D = (d; ;) de distancias del
grafo G a partir de su matriz de pesos W = (w; ;) aplicando el algoritmo de Floyd.

A partir de la matriz W de pesos:

N —= O =<
S W N =+

SR SIS
—_ N = O|R
WD O = N

se obtiene la matriz de distancias D aplicando el algoritmo de Floyd:

SRS NS

—_ N = OR
N = O ==
W O = N
S W N =+

El grafo ponderado (K4, d) obtenido a partir de la matriz D es un grafo que satisface
la desigualdad triangular. Por lo tanto, se puede buscar la solucién al problema TSP
con desigualdad triangular en este grafo: H3 = {t,y, z,z,t} con una longitud igual a
6.

Este ejercicio muestra que es posible reducir el problema TSP generalizado al proble-
ma TSP con desigualdad triangular y que la solucién a éste da una solucién al primero.
También muestra que es tan dificil resolver el primero como el segundo, es decir, junto
con el TSP son problemas NP.
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