APUNTES DE: CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES

1. Vector funcién de un escalar

Un vector A es funcién del escalar u si
lo es alguna de sus componentes:

A(U) = AU + AW + AWK (1)

Al dar valores a u vamos obteniendo
una serie de vectores A ; se trata de una aplica-
cibnde RenR3,u - A(u).

Si tomamos todos los vectores con ori-
gen en O, sus extremos dibujan una curva en el
espacio, llamada indicatriz, de ecuaciones pa-
ramétricas A, = A,(u) ; Ay = Ay(u) ; A, = Aj(u).

Figura 1

El parametro u representa un escalar
cualquiera, pero frecuentemente se tratara del
tiempo t. Del mismo modo, el vector A puede
describir muchas magnitudes fisicas. Si repre-
senta la posicion r de un punto o particula, la
indicatriz, r(u), sera su trayectoria.

2. Derivada e integral de un vector

Para un valor u del escalar el vector A
viene dado por la ecuacion (1). Si se incremen-
ta la variable en un Au, el vector tomara un
valor incrementado,

AU)+AA =A(u+Au) =
=A, (U+Au)i+ A, (u+Au)j+ A, (u+duk @

Restando (1) de (2) tenemos:

AA = A(u + Au) - A(u) = DA + Aij + DAk (3)
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donde AA, = A (u + Au) - A,(u) y analogamente
para las componentes AA, y AA,.

La derivada de A se define como el li-
mite al que tiende el cociente AA/Au cuando el
incremento de la variable se hace cada vez
mas pequefio; es decir:

AA,
Au

AA
iim 22 = im AXi+|im—yj+|im k (4
AU Au -0

MN-0AU -0 Au N -0
Dicho de otro modo, la derivada de un
vector es otro vector cuyas componentes son
las derivadas de las componentes del primero:
dA dA,. dA, dA
i+ j+

— =A'=

£k (5)
du du du du

El vector derivada es tangente a la cur-
va indicatriz, ya que AA/Au tiene la misma di-
reccién que AA (PQ, en la figura 2); y cuando
Au - 0, los extremos de A(u) y A(u + Au) se
aproximan (Q tiende a P) y la recta PQ tiende a
hacerse tangente a la curva en P.

Figura 2

Reglas de derivacion

La derivacién de vectores tiene propie-
dades similares a las que cumplen los escala-
res. Asi, si tenemos los vectores A(u) , B(u) y la
funcién escalar f(u) se verifica:

a) Derivada de la suma de vectores:

d(A+B) _dA  dB

6
du du du ©)



b) Derivada del producto por un escalar:

df(u)EA(u) df(u) AW+ F(u) EA(u
du

c¢) Derivada de un producto escalar:

dB(u)

L awmel= L mws Baw @

Ejemplo 1: Demostrar que si un vector fun-
cion de un escalar tiene médulo constante
su derivada es otro vector perpendicular al
primero.

Si A(u) tiene modulo constante,
A(u)-A(u) = A2 = cte )

Por tanto, la derivada de este producto
debe ser cero:

Popadfhoondhoo (o
u du du

Como A # 0y dA/du # 0 el producto es-
calar de los dos vectores so6lo puede ser nulo si
son perpendiculares:

A0 dA (11)

|A|=cte =
du

d) Derivada de un producto vectorial:

—[A(u)xB( )= A(”)XB( u)+ A) x BBY - (15)
du

Como operacién inversa de la deriva-
cion, se define la integral de un vector A(u) =
=A (i + Ay(u)j + A (u)k como otro vector
cuyas componentes son las integrales de las
componentes del primero:

jA(u)du =i j A (u)du+ jjAy u)du +ijz(u)du (13)

3. Campos escalares.

Una funcion escalar @ que toma valores
en los puntos del espacio se dice que es una
funcion escalar de punto; o mas simplemente,
un campo escalar.

A cada punto P = (x, y, z), la funcion ¢
le hace corresponder un nimero @(x, Yy, z); es
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una aplicacion de R3 en R. Aunque no es nece-
sario que @ esté expresada en funcién de las
coordenadas cartesianas, serda lo mas habitual.

El conjunto de todos los puntos del
espacio donde el campo toma un determinado
valor @, forman una superficie equiescalar, cu-
ya ecuacion sera:

ox,y,2)=q (14)

Las superficies equiescalares pueden
representar puntos que tienen la misma tem-
peratura (isotermas), el mismo potencial (equi-
potenciales) o cualquier otra magnitud escalar.

Si el campo esta definido en un plano
las equiescalares seran lineas en vez de super-
ficies. Un ejemplo lo tenemos en las curvas de
nivel de un mapa topogréfico. En este caso, la
funcién es la altura H de cada punto P del pla-
no de coordenadas (x , y): H =f(x, y).

Figura 3

Los puntos que tienen la misma altura
(H4, por ejemplo) forman una linea equiescalar
de ecuacion f(x,y) =H; . Proyectando deter-
minadas lineas o curvas de nivel sobre el plano
resulta el mapa topogréafico (figura 5).

En las funciones de una sola variable,
y =f(x) , la derivada se define como el limite al
que tiende el cociente de incrementos Ay/Ax
cuando Ax - 0.

Pero un campo escalar @(x, vy, z) ten-
dra distintas derivadas ya que, en general, el
incremento de la funcion no sera el mismo
cuando se incremente una u otra variable. Asi,
definimos el incremento segun el eje Ox como

A(px = (p(X+AX,y,Z)— (p(X,y,Z) (15)

Y la derivada parcial de @ respecto a la
variable x , d@lox , sera el limite:

9% _ im L9 _de (16)
ox ~0 AX  dx y.z2=cte



Es decir, se trata de la derivada que re-
sulta de suponer que las coordenadas y , z per-
manecen constantes y solamente varia la x.

De manera analoga se definen las deri-
vadas parciales respecto de las otras variables:

A
00 _ i S

9 i B . 00 iy AR (g
dy 4ay-o0 Ay

0z nz-0 Az

Los incrementos A,y Ag, son los que
tienen lugar segun el eje Oy (x, z constantes)
y segun el eje Oz (x , y constantes), respectiva-
mente.

Las reglas para la derivacién parcial
son las mismas que rigen en las funciones de
una variable. Simplemente, hay que considerar
la variable que se deriva y tratar como cons-
tantes las otras.

4. El vector gradiente

Supongamos que interesa saber como
varia el campo ¢ al pasar de un punto P de
vector de posicion r = (x, y, z) a otro muy proé-
ximo, mediante un desplazamiento diferencial
cualquiera dr = dxi + dyj + dzk . Dicho cambio
se puede calcular como suma de los que se
producen en los desplazamientos dx, dy, dz
en que se puede descomponer dr segun los
ejes cartesianos : dg=d@ + d@, + dg, .

Figura 4

De la definicion de derivada parcial se
deduce que d@ = (0@/ox)dx ; d@, = (0@dy)dy ;
de, = (0@/0z)dz ; por tanto:

dcp=%mx+%my +%mz (18)
0X oy 0z

Definiremos el gradiente de @ (escrito
grad @ o Og) como un vector que tiene por
componentes cartesianas las derivadas parcia-
les del campo respectoax,y,z:

Campos escalares y vectoriales

L o¢
ay
Ahora, de acuerdo con la ecuacion 18,

do se puede expresar como el producto escalar
del gradiente por el desplazamiento dr :

gradcp=|:|(p=%i j+ﬂk (19)

de= Ogldr = |Ogdr |cosa (20)

donde a es el angulo que forma el vector gra-
diente con dr.

En resumen, al desplazarnos una dis-
tancia ds = |dr| en una direccién cualquiera, el
campo experimenta la variacién expresada por
la ecuacion 20. El cambio por unidad de longi-
tud recorrida es la derivada direccional de ¢:

d
d—:=|lilcp|coscx=l](pﬁur (21)

Asi pues, la derivada de ¢ en la direc-
cion definida por el vector unitario u, es igual a
la proyeccion del gradiente sobre esa direccion.

Las derivadas parciales son casos par-
ticulares de este resultado, como se ve al sus-
tituir u, por los vectores unitarios i, j , k.

Si el desplazamiento se realiza en la
direccion del gradiente, cosa = 1 y entonces

arfoe - =g @2

Es decir, la variacién del campo es méa-
xima en la direccion del gradiente e igual a su
modulo. Por otra parte, si dr es perpendicular a
Og,cosa =0y

dr00¢ - 3—('):0 - @=cte (23)
s

Se deduce de aqui que el gradiente en
un punto del campo es perpendicular a la equi-
escalar que pasa por dicho punto.

Figura 5



Volvamos al ejemplo del mapa topo-
gréfico, donde las equiescalares son curvas de
nivel que unen puntos de igual altitud. El gra-
diente de H en un punto P cualquiera represen-
ta en médulo y direccién la pendiente maxima
del terreno. Como se ve en la figura 5, esa di-
reccién en que la altura aumenta mas deprisa
es perpendicular a la curva de nivel que pasa
por P. El gradiente es mayor donde las lineas
equiescalares estan mas juntas (como ocurre
en P"), ya que entonces el mismo aumento de
altura se produce en un espacio mas pequefio.
Por otra parte, el valor de la pendiente en otras
direcciones se puede deducir proyectando [OH
sobre ellas.

Ejemplo 2: Sea V=2x2+y2 un campo
escalar definido en el plano XY. Calcular la
direccion en torno al punto (1, 1) en que el
cambio de V es maximo. Calcular también la
derivada en la direccion (1, 2).

La maxima variacion de V se produce
en la direccion de su gradiente,
_oV.

OV =—i +6_Vj =4x +2yj (24)
ox oy

gue en el punto (1, 1) vale OV(1,1) = 4i + 2j.

La derivada en la direccién (1, 2) es la
proyeccién del gradiente. Para calcularla, mul-
tiplicamos escalarmente OV por el vector unita-
rio en dicha direccion:

d_V :Dvmr:(4|+21)[_$ll+—zj):i
ds l2) J5 s

5. Campos vectoriales

Una magnitud vectorial A que tiene un
valor definido en cada punto P del espacio se
dice que es un campo vectorial. Se trata, por
tanto, de una funcién vectorial cuyas compo-
nentes dependen de las coordenadas de P:

P(x,y,z) - A(X,y,z)=Aj+Aj+Ak (25)

Para representar un campo vectorial se
suele utilizar las lineas de campo. Una linea de
campo se construye de forma que en todos sus
puntos el vector de campo sea tangente a la
linea. Si la magnitud definida por A es una
fuerza decimos que es un campo de fuerzas y
gue se representa mediante lineas de fuerza.
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Figura 6

Las lineas indican la direccion del cam-
po en cada punto. Su intensidad la representa
el nimero de lineas por unidad de superficie
transversal que hay en el entorno de cada pun-
to. Asi, en P, el campo es mas intenso que en
P5 ya que las lineas estan mas apretadas en el
primer punto (figura 6).

Dos lineas de campo nunca se pueden
cruzar porque en el punto de corte habria dos
tangentes y entonces el campo tendria dos
valores distintos. No obstante, pueden existir
puntos de donde divergen las lineas de campo
(fuentes) o en los que convergen (sumideros).
En dichos puntos el campo no esta definido;
existe en ellos una singularidad.

sumidero

fuente

Figura 7

Para calcular la ecuacion de una linea
de campo sélo hay que tener en cuenta que, en
cada punto, el vector A debe ser colineal con
el elemento de linea dr = dxi + dyj + dzk . Por
tanto, sus componentes son proporcionales:

dx _dy _dz
A, A, A, (26)

y

Integrando estas dos igualdades se ob-
tienen las ecuaciones de dos superficies cuyo
corte define la linea. Si el campo esta limitado a



un plano el problema se reduce a una sola in-
tegracion.

Ejemplo 3: Consideremos un campo vec-
torial definido en el plano XY por la igualdad
A =yi-xj.Calcular la ecuacion de la linea
de campo que pasa por un punto de coorde-
nadas (X, , Yo)-

Aplicando la ecuacion (26) a las com-
ponentes del campo (A, =Y ; Ay =X ):

d_x:d_y - ydy =-xdx - xdx+ydy=0
y X
Integrando:
x2  y?
I(xdx+ydy)=7+7=C'_>x2+y2=C

Esta es la ecuacion de una circunferen-
cia con centro en el origen. El valor de la cons-
tante de integracion C = r* depende del punto
por el que debe pasar la linea de campo:

X5 +yg=C=r?_x?+y?=r?

6. Integral curvilinea de un vector

Sea r(u) = x(u)i + y(u)j + z(u)k la ecua-
cion de una curva C que pasa por los puntos P,
y P, correspondientes a los valores u; y u, del
parametro. Sea A un campo vectorial:

A=A (xy,2)i+ Ay(x,y,z)j + A Xy, 2)k (27)

Consideremos C dividida en segmentos
infinitesimales dr. Si A esta definido en todos
los puntos de la curva entre P; y P,
multiplicaremos escalarmente cada elemento
dr por el valor del campo en ese lugar. La suma
de todos los productos se llama integral
curvilinea del campo a lo largo de C:

LA [dlr ='[CA|dr|cosa =ICA|‘ds (28)

Dicho en otras palabras, es la integral
de la componente de A tangente a la linea con
respecto a la longitud de arco (figura 8).

El significado de esta integral depende
de lo que represente el campo. Por ejemplo, si
A es una fuerza, [Fds seré el trabajo de F a lo
largo de la trayectoria.
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Cuando la curva es cerrada, la integral
curvilinea o circulacion se escribe:

§C Aldr (29)

Figura 8

Dada la curva C en funcién del para-
metro u, para obtener [Adr se procede como
sigue. Calculamos primero dr :

dr =r'(u)du = [x'(u)i + y'(u)j + Z'(u)k]du (30)

Después se particulariza A(x,y,z) para
los puntos de C sustituyendo x = x(u) ; y = y(u) ;
z=2(u):

A(C) = AU)i + Afu)j + A (wk  (31)

Por Gltimo, se hace el producto escalar
A-dr y se integra respecto de u :

.[:A [dr = Lu: [Ax X'(u)+A, y'(u)+A, Z'(U)]du (32)

Si la curva no esta en forma paramétri-
ca hay que transformarla previamente. Puede
utilizarse una de las coordenadas x ,y , z como
parametro o cualquier otro.

Ejemplo 4: Sea el campo A=yi-xj del
ejemplo anterior. Calcular su integral curvili-
nea a lo largo de la circunferencia con cen-
tro en el origen x2 + y2 = 4 | entre los puntos
P,=(0,2)yP,=(2,0).

En el ejemplo 2 del tema anterior se
parametrizé la ecuacién de esta circunferencia
haciendo x =2sen8 ; y=2cos6. El punto P,
corresponde al valor del parametro 8 =0y P, a
0 = 172. Sustituyendo x(6) e y(8) en A resulta:

A(B) = 2cosBi - 2send j

Por otra parte, el elemento de trayec-
toria vale:



dr=dxi+dyj=2cos6dbi-2senfdbj

Por ultimo, se multiplica escalarmente
A-dr y se integra respecto a 6 entre 0 y 172:

" (4cos?0 + 4sen?6)do =4[ do =462 =2m
0 0

7. Campos conservativos y potencial

Sea A un campo vectorial definido en
cierta region del espacio y P;, P; dos puntos
cualesquiera de dicha regién unidos por una
curva C. Se dice que A es conservativo si:

P.
IfAmrzf(ri,rf) , ctelIC (33)
P

Es decir, la integral curvilinea es la
misma para todas las trayectorias que van de
P; a P; : no depende del camino, sino de los
extremos de éste.

Se puede demostrar que si un campo
es conservativo la circulacién vale cero para
cualquier curva cerrada:

§0Amr=o . 0Oc (34)

La reciproca también es cierta, por lo
que se trata de definiciones equivalentes, como
veremos en el tema 5 con mas detalle.

Una condicion necesaria y suficiente
para que A sea conservativo es que exista una
funcién escalar de la posicion, ¢ , tal que su
gradiente sea igual al campo vectorial:

§Amr=o - A=0gr) (35)

Para demostrarlo, supongamos primero
que A =[¢. Recordando que, segun la ecua-
cién (20), Oedr = do, la integral curvilinea de A
entre los puntos P; y P; sera:

P It T
[ atr=["do=d =ar)-ar) @)

Por lo tanto, s6lo depende de los extre-
mos de la trayectoria.

Inversamente, si la integral de A-dr en-
tre un punto fijo P, y otro cualquiera P(x,y,z) no
depende del camino, debe ser una funcion ¢ de
las coordenadas x ,y, z:

r’yyz Adr = q(x,y,2) (37)

0:Y0:Z0
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En particular, para dos puntos infinita-
mente proximos se cumple que A-dr = dg, de
modo que:

Aldr =de=0¢ldr , Odr = A=0¢ (38)

Se dice que @ es un potencial de A o
que A deriva de un potencial escalar cuando el
campo es conservativo. Es interesante resaltar
gue si @ es un potencial escalar de A, también
lo sera la funcion @+ C, donde C es cualquier
constante, puesto que O(¢ + C) = Og.

Ejemplo 5: Calcular el potencial escalar
del que deriva el campo A=-xi-yj, de
forma que su valor sea cero en el origen de
coordenadas.

El potencial escalar sera ¢ = [dg. Pero,
de acuerdo con la ecuacion (20), do= O@dr ; y
como O@= A, debemos calcular [A-dr .

El producto escalar del campo por el
elemento de trayectoria es:

Altr = (=xi —yj)[dxi +dyj+dzk) = —-xdx —ydy

Integrando esta expresion:

2 2

@x.y,2) = —jxdx —Iydy = _X?_y?+c

La constante de integracién se determi-
na con la condicién de que el potencial sea
nulo en el origen: ¢0,0,0) = 0. Esto se verifica
siC =0, por lo que el resultado sera:

®x.y.2) = —%(xz +y?) (39)

Por ultimo, como un gradiente siempre
es perpendicular en cada punto a la equies-
calar que pasa por él, se deduce que las lineas
de un campo conservativo tienen que cruzarse
perpendicularmente con las equiescalares de
su potencial, que en este caso reciben el nom-
bre de equipotenciales.

8. Flujo de un campo vectorial

Sea S una superficie y N el vector uni-
tario perpendicular a ella en uno de sus puntos.
El sentido de N indica la cara de S que consi-
deramos positiva. Si la superficie es cerrada se
toma como positivo el sentido hacia fuera.



Figura 9

Un elemento infinitesimal de superficie,
dS, se puede representar vectorialmente ya
que, ademas de extension, tiene una determi-
nada orientacién. Asi pues, definimos el vector
dS de forma que su mddulo sea igual al area
del elemento de superficie y que tenga la direc-
cion y sentido de N :

lds|=ds ; dS=dSIN (40)

El flujo de un campo vectorial A a tra-
vés del elemento de superficie es el producto
escalar:

dd =A[dS=AINIdS =AdScos8=AdS (41)

Como al multiplicar escalarmente A-N
se obtiene la componente de A perpendicular a
la superficie, A, el calculo del flujo supone eli-
minar la parte tangencial. Por tanto, la opera-
cion estara indicada cuando sepamos que esta
componente no tiene ningun efecto.

Para calcular el flujo a través de toda la
superficie se suman los d® correspondientes a
todos los elementos en que se divide S:

m:”sdqaszAms:jLADds (42)

Figura 10

Otra forma de ver el producto escalar
A-dS es como producto de A por la proyeccion
de dS en el plano perpendicular al campo, lo
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que equivale a considerar la "superficie efecti-
va" que se ve en la direccién de A (figura 10):

dS;=dScos8 - AI[ldS=AdS; @43)

Angulo sélido

Un caso en que es necesario proyectar
dS en el plano perpendicular a una direccién
dada es al calcular el angulo sélido que sub-
tiende la superficie.

El angulo sdlido, se define de forma si-
milar al angulo plano formado por dos rectas
que se cortan, que es la relacion entre la lon-
gitud del arco y su radio:

~Jl ds
do diy "dS da :—S :—El

Figura 11

Si tenemos un segmento dl, el angulo
da subtendido desde O es diyr, ya que ds y
dl5 son infinitésimos equivalentes (el arco y la
cuerda coinciden en el limite, cuando a - 0).

Anédlogamente, una superficie genéri-
camente cbnica con vértice en O delimita una
region del espacio cuya amplitud se puede
definir trazando una esfera de radio cualquiera
con centro en O. La razén constante entre el
area de la interseccién y el cuadrado del radio
es su angulo sélido, que se expresa en este-
reoradianes (srad):

S _¢§

Q=== r_2 srad (44)

Figura 12



Segun la definicién, una superficie ce-
rrada, desde un punto de su interior, subtiende
el angulo sélido Q = 41r?/r2 = 4T srad.

Para calcular el angulo subtendido por
un elemento de superficie dS habra que calcu-
lar su proyeccién sobre el plano perpendicular
al radio que la une con O :

dS; _dScos8 _u,[dS
- T2

do="20 =20 (45)

r

Figura 13

Si la superficie no es infinitesimal sino
extensa, el angulo sdlido total se obtiene inte-
grando dQ para todos los elementos dS:

- [[ao-[[“2E [

En el célculo del flujo de un vector, un
paso previo suele ser expresar dS en funcién
de las coordenadas adecuadas. Debemos ima-
ginar la superficie "troceada" en porciones infi-
nitesimales y después, integrar A-dS respecto
de cada variable.

Ejemplo 6: Calcular el flujo del campo vec-
torial A=2zi-2j+yk através de un trozo
del plano de ecuacién y + 2z =4 limitado
por los planos x=0;x=3;z=0;y=0.

z A

Figura 14

El trozo de plano definido en el enun-
ciado es el rectangulo sombreado de la figura.
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Lo dividimos en pequeifios trozos de lados dx y
dl, cuyo area sera:

dS =dx @l = dxydy? +dz?

Pero dy y dz no son independientes, ya
que dl debe estar contenido en el plano. Dife-
renciando su ecuacion,

_1 _ __1
2—3(4 y)-dz = 2dy

y sustituyendo en dS:

ds=dx,[dy?(1 + L =5 dxdy

Ahora bien, el vector dS = N dS debe
ser perpendicular al plano. Una forma de obte-
ner N es calcular el gradiente del campo esca-
lar @ =y + 2z, cuyas superficies equiescalares,
¢=cte, son planos paralelos al del problema
(que es @=4):

o= oy +22)i N oy +22)j + oy +22)!\ Sj + X
OX oy 0z

Para que este vector sea unitario basta
dividirlo por su médulo:

O¢ _ (+2)
[EEE

Calculamos ahora el flujo d® que atra-
viesa el elemento de superficie:

) j +22k)

(j+2k)

N = ; dS=NdS=dedy

AES = (2zi - 2j +yk dxdy = (y —1)dxdy

Por dltimo, integraremos a toda la su-
perficie. Primero con x = cte, haciendo variar la
y entre 0 y 4: asi resulta el flujo a través de una
"tira" de anchura dx. Después sumamos las
contribuciones de todas las "tiras" que forman
el rectangulo, desde x = 0 hastax =3 :

®= ”'SA S = f“:(y —1)dy}dx =

= J'j(%yz —y)]zdx = J-034dx =4x]8 =12

9. Integral de volumen de un campo

Consideremos una superficie cerrada S
que encierra el volumen V y sea @X,y,z) un
campo escalar definido en todo V. Si dividimos
este volumen en pequefios elementos AV;, a
cada uno de ellos le podemos asignar un valor



del campo, ¢(r;), correspondiente a las coorde-
nadas (X;,Y;, z;) del punto que sirve para posi-
cionar AV;.

Figura 15

La suma de todos productos @(r)AV; es
funcién del tamafio y forma de los elementos
de volumen. Sin embargo, tiende a un valor
Gnico cuando hacemos los AV; mas y mas pe-
quefios. Por definicién, este limite es la integral
de volumen del campo ¢(r) :

[[[ arav = im szzqmiav @)

El sumatorio triple indica que hay tres
variables de posicion, x,y, z u otras, que van
tomando valores segln se recorre el volumen.

Para calcular la integral de volumen es
preciso escribir dV en funcién de las coorde-
nadas mas adecuadas al problema e integrar
sucesivamente respecto de cada variable, su-
puesto que las otras se mantienen constantes.

El significado fisico de la integral de
volumen depende de lo que represente @. Si,
por ejemplo, @ es una densidad p(x,y,z), el pro-
ducto pdV sera la masa dm contenida en el
elemento de volumen; y su integral, la masa to-
tal del cuerpo V.

Cuando el cuerpo tenga forma laminar
el problema podréa reducirse a dos dimensiones
y la integral de volumen quedara en una de su-
perficie. Por ejemplo, si conocemos la densidad
superficial o(x,y) kg/m2 de un cuerpo plano su
masa total sera m = [Jo(x,y)dS.

Ejemplo 7: Una lamina rectangular de la-
dos L, =3 m, L, = 2 m esta situada con un
vértice en el origen y orientada segun los
ejes x e y. Su densidad superficial es fun-
cién de la posicion, o(x,y) = 2x2y + 1 kg/m2.
Calcular su masa.

Campos escalares y vectoriales

Por la forma del cuerpo, lo mas ade-
cuado es dividir su superficie en cuadrados de
lados dx , dy . De esta forma, dS =dx-dy.
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Figura 16

Cada elemento de superficie tiene una
masa dm = a(x,y)dS = (2x2y + 1)dxdy. Integran-
do parax entre x =0y x = 3, con y constante,
se obtiene la masa de una tira horizontal de
anchura dy. La segunda integracién, haciendo
variar y entre 0y 2, suma todas las tiras y nos
da la masa total:

m=[ [f@xzy +1)dx} dy =[xy +x) oy =

2 2
= [Casy + 3y = (9y? +3y)]; =42kg

También se puede definir la integral de
volumen de un vector A(r). El resultado es otro
vector cuyas componentes son las integrales
de volumen de las componentes de A :

JJ[pav =[] Adv+if[[ Ay ] [[Adv w@s)

Asi se calcula, por ejemplo, el campo
eléctrico creado por un cuerpo cargado como
suma de las contribuciones de cada elemento
infinitesimal dg = p(r)dV. O el centro de masas
de un objeto como media de los vectores de
posicién r de las particulas que lo forman:

Rcm =%Irdm =%J.”Vrp(r)dv (49)



