MATEMATICAS I Conicas en coordenadas polares Cuwso 07-08

1. El cometa Halley describe una orbita eliptica decakicidad e= 0.97. la longitud del eje
mayor de la érbita es, aproximadamente, 36,18 de&lastronémicas (una u.a., distancia
media entre la Tierra y el Sol, 93 millones de millas).

a) Hallar una ecuacion en polares para la orbita tpole en el Sol

b) Hallar la ecuacion cartesiana (eje mayor el deishscy origen en el centro de la
conica)

c) ¢Cual es la distancia mas proxima al Sol (peripghoda mas lejana (afelio)?

Solucion:
a) e= 097:2 . 2a=3618u.a.— a= 18,09 u.a.

Tomamos una referencia polar de tipol, la ecuamdrespondiente de la conica seria:
2

r :L,dondep:b_ y e:E;
1-ecosa a a
como ¢ =a e = 17.5473= b? =a*- ¢# = 19, 340362% p =%7:1,069119.
- _ 1.069119
Luego, una ecuacion en polares para la Orbitd es;
1-0.97cosa
X2 y2 X2 y2
b) La ecuacion en cartesianas-gs+-—- =1, sustituyendo + =1
a® b’ 327,2481 193403627
c) La distancia minima (perihelio) entre el comdtdley y el Sol es el valor de™ minimo,
que se obtiene cuando el denominatler097coxx es maximo, es decir, pa@ =- : 1
r= 106911899 0.5427 u.a. También se obtiene c@nc.
1+0.97
La distancia maxima (afelio) entre el cometa Hajle} Sol es el valor dea™ maximo, que se
obtiene cuando el denominaddr— 097cost es minimo, es decir, pargosa = : 1
r= %9: 35,63729996u.a. También se obtiene cant C.

2 2
2. Dada la ecuacion de la hipérbol%—y?:l , hallar la ecuacién polar de su rama

derecha suponiendo que la direccion del eje pasicie con la direccién positiva del
eje de abscisas y que el polo esté:

a) en el foco derecho de la hipérbola.

b) en el foco izquierdo de la hipérbola.

c) en el caso a), hallar la ecuacion polar de sesilices y asintotas.

Solucion:
X2 y2
2 -2 Z1=sa=z4b=3=c*=za’*+b*=16+9=25=>c=5.
16 9
2 2
Portanto,e:E:E,p:b_:g,d:b_:g_
a 4 a 4 c 5
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a)
y " La ecuacion, en este caso, es:
4 5 . y 9
// r = —p = 4 =
1-ecosa 1—% cosn 4-5Scox

".I F

i

_5
b)

La ecuacion que se debe emplear ahora es:

_9
1-ecosa 1—% com A4-5com

N
F_é/
%/

Directrices en el caso a):
La ecuacion polar de la directriz asociada al fgge coincide con el origen de la referencia
polar es:

)|

9
5cosa
La ecuacion polar de la directriz asociada al fgoe no coincide con el origen de la
referencia polar es:

2
dirl=x=-d=-(c-2)=-2 = rcosg=-2=|r=-
¢’ 5 5

. 2 2 41
dir=x=-d+2% :—(c+a—):—4—1:>rcosa:—4—1:>r =-
c c 5 5 scosa

Asintotas en el caso a):
Son las rectas que pasan por el centro de la higerP(-5, 0), y tienen de pendiente

+— =+—, luego su ecuacion en el sistema de referendiastano asociado al polar dado es:

oo
Nlw

y—O:ig(x+5).

Pasando a polares, se obtierseny = ig(r cosa +5)=,

15/4 -15/4
- vuuss I U e
semy ——Ccosa serm +ZCOSG
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3. Laseccion de una gran antena parabdlica admite condelo la grafica de

X2

=——, -100<x<100.
20C

a) Hallar su ecuacion polar suponiendo que la direcdil eje polar coincide con su eje
de simetria y que el polo esta en el foco de lahada.

b) Ecuacion polar de su directriz y distancia del fatwértice.
c) El area de la antena.
Solucion
p .
l-ecosa
De la ecuacién cartesiana deducimos xfuge200y,
luego P = 200= p= 100, como ademds= 1:
(= 100
1-cosa

a) La ecuacion polar es de la fornraz

Y S R

b) La ecuacion de la directriz en el sistema cartes@sociado al polar es = -d, luego
_-100
cosa

pasando a polarescosa = -100=|r

La distancia del foco al vértice es el paramptro100.

c) El area de la antena, es el area de la superficiewblucién generada por el arco de la
parabola cuando gira alrededor del eje OY pazx & 100.

Como el giro es alrededor del eje de ordenadasatable de integracion eg =
despejando la variable x =./200y, y el intervalo de integracion payas:

2

100 50 200 21 4

0<y< =50= [~ 2m /200y .[1+ dy= =-(2v2 - 110* = 3,83-10 L, es
Y= 20c IO Oy {2 ZOOyj y 3( ])

decir [S=3,83-10 U]

4. Verificar que la ecuacionr = # determina una elipse y hallar los semiejes y las
—2co«
ecuaciones polares de sus directrices.
Solucion:
21 2 21 2
"5 2com —P=5 75
1—%cosa

Por sere < 1, se trata efectivamente de @hiase y, por la forma de la ecuacion, un foco esta
en el polo, la directriz no corta al eje polar gdmica y el foco estan en el mismo semiplano
respecto de la directriz.
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La directriz d; tiene de ecuacion:

21 21 _ 21
x=-d=-—=rcosa =-— =|d; =r =-
2 2 2cosa
La otra directrizd, tiene de ecuacion:
a’ 25 29 29 _ 29
X=C+—=2+—=—=rcon =—=|d, =r =
C 2 2 2 2coa
- , 16 . .
5. Verificar que la ecuaciom =———— determina la rama derecha de una hipérbola y

3-5cosa
hallar las ecuaciones polares de sus directrieesnfotas.

Solucion:
16 _ 1% 16 5
r= = S p=—,e==.
3-5cos0  1-5/3cosx 3 3
Por sere > 1, se trata de una rama de una hipérbola.
¥y ooy A la vista de la ecuacion, la conica y el foco estél
5 . : mismo lado respecto de la directriz y el eje polar
corta a dicha recta, luego, la situacion es largfleja
la figura de la izquierda.

=3 E 10 *  Asi pues, se trata de la rama derecha de una blpérb
+
d=P=20 5= P _3p- P

|5 : : e 5 €-1 Je? -1

c’za’*+b*=25=>c=5.

=4 .

Las ecuaciones polares de las directrices se hddldorma andloga a como se hizo en el
problema anterior, obteniéndose:

16 34
N Ay d,sr=- d, =r=- .
— q 5coa 5co«a
a2lq
E X . . : b
%' Las asintotas tienen por pendientes— y las
« > a
c ecuaciones de las mismas respecto al sistema de
d> d; referencia cartesiano asociado al polar (con orege
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el foco de la rama de la hipérbola, y ejes el pplar perpendicular al polar por el foco)
son:

4
=t_—(x+9) .
y 3( )
Por consiguiente, las ecuaciones polares de est@srson:

rsemy = ig(r cosy —5) ; y operando para cada uno de los signos se ebtien

20 -20

r= Jr =
3sera -4 cosa 4cosa +3sera

6. Hallar la ecuacion polar de la orbita del planera, de sus directrices y las distancias
del afelio y perihelio sabiendo que:

a=92,957x10millas: e=0,0167.

Solucion:
Procediendo como en el ejercicio 1, y tomando
como sistema de referencia polar la semirrecta con
origen en el foco izquierdo de la érbita, se tiene:
~ c=a-e= 1,5523819-19
P < A b?= a? — c*= 8,638593959- 16

y el parametr@ de la Orbita eliptica es:
2
p= b—:9,2931075-ﬂily la ecuacion es:
a
o P 9,29310748.0’
l1-ecosa 1-0,0167cosx

Perihelio =a — ¢ =9,14046181-10 millas.
Afelio = a + ¢ = 9,45093819- I0millas
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Determinar las cOnicas que se dan en coordenatla®p mediante las ecuaciones
siguientes:

a) r:+ b) r= 6 C) r:;'—o
1-=cosa 1-cosa 1-"cosa

2 2
d) r::l'—2 e) r:L f) r:;
2 —cosa 3—-4cosa 3-3cosa

Solucion:
a) Elipse b) Parabola c) Una rama de una hipérbold) Elipse €)Una rama de una
hipérbola f) Parabola.

2 2
2) Dada la ecuacion de la hipérb%g —ﬁ =1, hallar la ecuacion polar de su rama

izquierda, suponiendo que la direccion del ejempméncide con la direccion positiva del eje

de abscisas y que el polo esta:
a) en el foco izquierdo de la hipérbola;
b) en el foco derecho.
Solucion:
144 144

ar=——— b)yr=——
5+13cosa 5+13cosa

3) Hallar en la elipser = ————
3-+/2cosa

Solucién:

e

4) Hallar en la hipérbola= los puntos cuyos radios polares son iguales a 3.

3—-4cosa
Solucion:
SETRCE)
3 3/ "\ 3
5) Hallar en la parabola= P los puntos :
1-cosa

a) cuyos radios polares sean minimos.
b) cuyos radios polares sean iguales al parametie phrabola.
Solucion:

o[3a)o (30} -3
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